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2.3. Íåêîòîðûå ïðèìåíåíèÿ êâàíòîâîé ìåõàíèêè
â ìàêðîôèçèêå. Ýëåêòðîííàÿ òåîðèÿ òâåðäûõ òåë

Ð
àáîòà, â êîòîðîé áûë ñäåëàí ïåðâûé øàã ïî ðåàáèëè-
òàöèè êëàññè÷åñêîé ýëåêòðîííîé òåîðèè Äðóäå-

Ëîðåíöà, èçëîæåííîé íàìè â ï.1.9, ïðèíàäëåæèò ñîâåòñêîìó
ôèçèêó ß.È. Ôðåíêåëþ.Èìåííî îí â 1924 ãîäó ðàçðàáîòàë
òàê íàçûâàåìóþ òåîðèþ «áëóæäàþùèõ» çëåêòðîíîâ. Ïî åãî
ìíåíèþ, ìåòàëëè÷åñêèé ïàð â íîðìàëüíîì ñîñòîÿíèè – ýòî
ñîâîêóïíîñòü íåéòðàëüíûõ àòîìîâ, èñïûòûâàþùèõ îòíî-
ñèòåëüíî ðåäêèå ñòîëêíîâåíèÿ; ýëåêòðîíîâ ïðîâîäèìîñòè â
ìåòàëëè÷åñêîì ãàçå íåò, ãàç ÿâëÿåòñÿ äèýëåêòðèêîì. Îäíàêî
íàðóæíûå – âàëåíòíûå – ýëåêòðîíû â àòîìàõ ìåòàëëà ñâÿçà-
íû ñ èîííûìè îñòîâàìè ñëàáåå, ÷åì â àòîìàõ íåìåòàëëè÷åñ-
êèõ òâåðäûõ òåë. Ïî ïðåäñòàâëåíèÿì Áîðà-Çîììåðôåëüäà
îðáèòû âàëåíòíûõ ýëåêòðîíîâ àòîìîâ ìåòàëëîâ èìåþò ôîð-
ìó âûòÿíóòîãî ýëëèïñà. Ïðè ñáëèæåíèè àòîìîâ, êîòîðîå ïðî-
èñõîäèò ïðè êîíäåíñàöèè ìåòàëëè÷åñêîãî ïàðà â æèäêèé ìå-
òàëë, à ïîòîì è â êðèñòàëë, ñðåäíåå ðàññòîÿíèå ìåæäó ñîñåä-
íèìè àòîìàìè â êðèñòàëëè÷åñêîé ðåøåòêå ìåòàëëà ñòàíî-
âèòñÿ ïî âåëè÷èíå ïîðÿäêà áîëüøîãî äèàìåòðà ýëëèïòè÷åñ-
êèõ «îðáèò» âàëåíòíûõ ýëåêòðîíîâ èëè äàæå ìåíüøå. Ïîý-
òîìó ýòè îðáèòû ìîãóò ñèëüíî ïåðåêðûâàòüñÿ è íå îñòàþòñÿ
ïðî÷íî ñâÿçàííûìè ñ êàêèì-òî îäíèì èîííûì îñòîâîì. Ïî-
ÿâëÿåòñÿ áîëüøàÿ âåðîÿòíîñòü, ÷òî âàëåíòíûå ýëåêòðîíû
íà÷èíàþò ëåãêî ïåðåõîäèòü ïî ïåðåêðûâàþùèìñÿ îðáèòàì
îò îäíîãî èîííîãî îñòîâà ê ñîñåäíåìó è äàëüøå.

Òàêèì îáðàçîì, âàëåíòíûå ýëåêòðîíû ïðè êîíäåíñàöèè
ìåòàëëè÷åñêîãî ïàðà ïðåâðàùàþòñÿ â «áëóæäàþùèå», êîòî-
ðûå Ôðåíêåëü è îòîæäåñòâèë ñ ýëåêòðîíàìè ïðîâîäèìîñòè.
Îí ïðåäïîëîæèë, ÷òî êàæäûé èç íèõ, îñâîáîäèâøèñü îò «îïå-
êè» îòäåëüíîãî èîííîãî îñòîâà, ñèëüíåå ñâÿçûâàåòñÿ ñî âñåé
êðèñòàëëè÷åñêîé ðåøåòêîé (çäåñü îí âïåðâûå ïðàâèëüíî ïî-
äîøåë ê îáúÿñíåíèþ ìåòàëëè÷åñêîé ñâÿçè). Äàëåå èì áûë ðå-
øåí âîïðîñ î ñêîðîñòè áëóæäàþùèõ ýëåêòðîíîâ. Â èçîëèðî-
âàííûõ àòîìàõ ñêîðîñòü âàëåíòíûõ ýëåêòðîíîâ íà îðáèòå ïî
òåîðèè Áîðà áûëà ïîðÿäêà 108ñì/ñåê. Ïðè ïðåâðàùåíèè ýëåêò-
ðîíîâ â áëóæäàþùèå ñêîðîñòü íå óìåíüøàåòñÿ, à äàæå óâåëè-
÷èâàåòñÿ, ÷òî ñâÿçàíî ñî ñêðûòîé òåïëîòîé âîçãîíêè, êîòîðàÿ,
êàê ïîêàçûâàåò îïûò, ñîñòàâëÿåò ïîðÿäêà 20–40 êêàë/ìîëüÊ.
Íà îäèí àòîì ýòî äàåò, ïîñëå äåëåíèÿ íà ÷èñëî Àâîãàäðî,
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ýíåðãèþ ïîðÿäêà 1 ýÂ. Ïîñêîëüêó ýíåðãèÿ âàëåíòíîãî ýëåêò-
ðîíà â àòîìå ðàâíà îêîëî 7 ýÂ, îòñþäà ïîëó÷àåòñÿ óâåëè÷å-
íèå ñêîðîñòè äëÿ áëóæäàþùèõ ýëåêòðîíîâ íà 10% ïî ñðàâíå-
íèþ ñ âàëåíòíûì ýëåêòðîíîì â èçîëèðîâàííîì àòîìå. Çàìå-
òèì, ÷òî òàêóþ ñêîðîñòü ìû ïðèíèìàëè â ï.1.9, êîãäà ðàññ÷è-
òûâàëè ñðåäíþþ äëèíó ñâîáîäíîãî ïðîáåãà ýëåêòðîíà ïðî-
âîäèìîñòè â êëàññè÷åñêîé òåîðèè Äðóäå.

Ãëàâíûì ïîëîæèòåëüíûì ðåçóëüòàòîì òåîðèè áëóæäàþ-
ùèõ ýëåêòðîíîâ ïî Ôðåíêåëþ áûëà «ëèêâèäàöèÿ êàòàñòðîôû»
ñ òåïëîåìêîñòüþ â êëàññè÷åñêîé ýëåêòðîííîé òåîðèè ìåòàë-
ëîâ. Äåëî â òîì, ÷òî áëóæäàþùèå ýëåêòðîíû, áëàãîäàðÿ
áîëüøîé ñêîðîñòè óæå ïðè ñâîåì ðîæäåíèè, ïðè 0 Ê îêàçûâà-
ëèñü ýôôåêòèâíî «íàãðåòûìè» äî î÷åíü âûñîêîé òåìïåðà-
òóðû ïîðÿäêà 104–105 Ê, à îáû÷íûé íàãðåâ ìåòàëëà äî êîì-
íàòíûõ òåìïåðàòóð ïîðÿäêà 300 Ê è âûøå ìåíÿåò èõ ýíåðãèþ
âñåãî ëèøü íà íåñêîëüêî ïðîöåíòîâ. Áëóæäàþùèå ýëåêòðîíû
ïîýòîìó ïðàêòè÷åñêè íå ó÷àñòâóþò â òåïëîâîì äâèæåíèè
âíóòðè ìåòàëëà è íå âëèÿþò çàìåòíî íà åãî òåïëîåìêîñòü.
Êîëè÷åñòâåííî ýòîò âûâîä áûë ñòðîãî ïîäòâåðæäåí À. Çîì-
ìåðôåëüäîì â ïîñëåäóþùåé êâàíòîâîé ýëåêòðîííîé òåîðèè
ñâîáîäíûõ ýëåêòðîíîâ â ìåòàëëå, êîòîðóþ îí ðàçðàáîòàë â
1928 ãîäó.

Èñõîäÿ èç ñâîèõ ïðåäñòàâëåíèé, Ôðåíêåëü âûâåë âñå
ôîðìóëû, êîòîðûå ðàíåå ïîëó÷èë Äðóäå. Èç-çà ìåæýëåêò-
ðîííîãî âçàèìîäåéñòâèÿ äâèæåíèÿ áëóæäàþùèõ ýëåêòðîíîâ
îêàçûâàþòñÿ ñâÿçàííûìè, â ðåçóëüòàòå ÷åãî ìåñòî, îñâîáîæ-
äàåìîå îäíèì èç íèõ, ñðàçó æå çàìåùàåòñÿ äðóãèì, òàê ÷òî
ïëîòíîñòü ýëåêòðîíîâ ïðîâîäèìîñòè îñòàåòñÿ ïîñòîÿííîé.
Ýëåêòðîí ïðîâîäèìîñòè äâèæåòñÿ êàê áû ïî îãðîìíîé «îð-
áèòå», ðàñïðîñòðàíåííîé ïî âñåìó îáúåìó êðèñòàëëà. Íàðó-
øåíèÿ ïðàâèëüíîñòè èîííîé ðåøåòêè ìåòàëëà, íàïðèìåð, èç-
çà òåïëîâûõ êîëåáàíèé èîíîâ ïðè Ò > 0 Ê «ëîìàþò» ýòó îðáè-
òó íà ó÷àñòêè, â ñðåäíåì ðàâíûå ñðåäíèì äëèíàì ñâîáîäíîãî
ïðîáåãà l. Ôðåíêåëü äàæå ñìîã ïîëó÷èòü ïðàâèëüíóþ òåìïå-
ðàòóðíóþ çàâèñèìîñòü óäåëüíîé ýëåêòðîïðîâîäíîñòè σ(Ò)
ïðè êîìíàòíûõ òåìïåðàòóðàõ è ïðàâèëüíî îöåíèòü ïîðÿäîê
âåëè÷èíû óäåëüíîé ýëåêòðîïðîâîäíîñòè äëÿ òèïè÷íûõ ìå-
òàëëîâ. Áîëåå òî÷íàÿ êâàíòîâàÿ òåîðèÿ ýëåêòðîíîâ ïðîâîäè-
ìîñòè áûëà ðàçðàáîòàíà ÷åðåç ÷åòûðå ãîäà ïîñëå ðàáîòû
Ôðåíêåëÿ è èì ñàìèì, è, ãëàâíûì îáðàçîì, Çîììåðôåëüäîì,
êîòîðûé ó÷åë òðåáîâàíèÿ ïðèíöèïà Ïàóëè è èñïîëüçîâàë îñ-
íîâíûå ïîëîæåíèÿ êâàíòîâîé ñòàòèñòèêè Ôåðìè-Äèðàêà.
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Ðàññìîòðèì ñèñòåìó èç N ýëåêòðîíîâ ïðîâîäèìîñòè êàê
ñèñòåìó ñâîáîäíîãî ãàçà íåâçàèìîäåéñòâóþùèõ ôåðìèîíîâ.
Òîãäà âîëíîâàÿ ôóíêöèÿ ýëåêòðîíà ïðîâîäèìîñòè èìååò âèä
ïëîñêîé âîëíû ñ ýíåðãèåé, êîòîðàÿ ÿâëÿåòñÿ êâàäðàòè÷íîé
ôóíêöèåé èìïóëüñà ð:

                                    ε = ð2/2m                                   (3.1)

Â äîñòàòî÷íî áîëüøîì êðèñòàëëå èìïóëüñ ìåíÿåòñÿ ïðàê-
òè÷åñêè íåïðåðûâíî, è ïîýòîìó ýíåðãåòè÷åñêèé ñïåêòð ñâî-
áîäíîãî ýëåêòðîíà (3.1) áóäåò òîæå íåïðåðûâíûì. Ïîäñ÷è-
òàåì ÷èñëî ñîñòîÿíèé, â êîòîðûõ ýëåêòðîíû ïðîâîäèìîñòè
îáëàäàþò çíà÷åíèÿìè èìïóëüñà â ïðåäåëàõ îò ð äî ð + dp,
ïðè âñåõ âîçìîæíûõ íàïðàâëåíèÿõ âåêòîðà ð. Ýòèì ñîñòîÿ-
íèÿì â ð-ïðîñòðàíñòâå ñîîòâåòñòâóåò ñîâîêóïíîñòü ôàçîâûõ
òî÷åê, çàïîëíÿþùèõ øàðîâîé ñëîé îáúåìà 4πð2dp (Ðèñ.59à),
êîòîðûé, â ñèëó ôîðìóëû (3.1), ðàâåí:

                                25/2πm3/2ε1/2dε.                              (3.2)

×òîáû íàéòè ïëîòíîñòü
ñîñòîÿíèé (÷èñëî ñîñòîÿ-
íèé, ïðèõîäÿùèõñÿ íà åäè-
íè÷íûé èíòåðâàë ýíåðãèé)
g(ε), íóæíî ðàçäåëèòü
îáúåì ñëîÿ íà îáúåì ýëå-
ìåíòàðíîé ôàçîâîé ÿ÷åéêè
∆ð

õ
∆ð

ó
∆ð

z
, îïðåäåëÿåìûé

èç ñîîòíîøåíèÿ íåîïðåäå-
ëåííîñòåé Ãåéçåíáåðãà,
êîòîðîå èìååò âèä:

                            ∆ð
õ
∆ð

ó
∆ð

z
∆x∆y∆z ~ h3                      (3.3)

Íåîïðåäåëåííîñòü ìåñòîïîëîæåíèÿ, ò.å. ∆õ∆ó∆z, â äàí-
íîì ñëó÷àå ðàâíà âñåìó îáúåìó ìåòàëëà, â êîòîðîì íàõîäèò-
ñÿ ýëåêòðîí ïðîâîäèìîñòè, ò.å. V. Ïîýòîìó òî÷íîñòü îïðåäå-
ëåíèÿ èìïóëüñà, ò.å. âåëè÷èíà ýëåìåíòàðíîé ôàçîâîé ÿ÷åéêè
â ð-ïðîñòðàíñòâå, ñîãëàñíî (3.3), áóäåò ðàâíà:

                                ∆ð
õ
∆ð

ó
∆ð

z
=h3/V.                            (3.4)

0

P
z

P
x

P
y

dp

Ðèñ. 59à. Ê ðàñ÷åòó îáúåìà
øàðîâîãî ñëîÿ â ïðîñòðàíñòâå
èìïóëüñîâ.
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Óìíîæàÿ ÷àñòíîå îò äåëåíèÿ ôîðìóëû (3.2) íà ôîðìóëó (3.4)
è íà 2 äëÿ ó÷åòà ñïèíîâîãî âûðîæäåíèÿ â îòñóòñòâèè âíåø-
íåãî ìàãíèòíîãî ïîëÿ, áóäåì èìåòü:

g(ε)=8π(2m)3/2ε1/2V/h3. (3.5)

Äëÿ íàõîæäåíèÿ ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ F(ε) ýëåêòðîíîâ
ïðîâîäèìîñòè ïî ñîñòîÿíèÿì ñ ðàçëè÷íîé ýíåðãèåé εεεεε íåîá-
õîäèìî (3.5) óìíîæèòü íà ñðåäíåå çíà÷åíèå ÷èñëà çàïîëíåíèÿ
ñîñòîÿíèé ñ äàííûì çíà÷åíèåì ýíåðãèè ïðè òåìïåðàòóðå Ò,
êîòîðîå ìû îáîçíà÷èì ÷åðåç          . Ýòà âåëè÷èíà â êâàíòîâîé
ñòàòèñòèêå Ôåðìè-Äèðàêà, êîòîðîé ïîä÷èíÿþòñÿ âñå ôåðìè-
îíû, â òîì ÷èñëå ýëåêòðîíû ïðîâîäèìîñòè, ðàâíà:

                        ={exp[(ε–ζ(T))/k
Â
Ò]+1}–1.            (3.6)

Òàêèì îáðàçîì, ôóíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ (÷èñëî ýëåêòðîíîâ
ñ äàííîé ýíåðãèåé) ðàâíà

        F(ε)=4π(2m)3/2Vε1/2h–3{exp[(ε–ζ(T))/k
Â
Ò]+1}–1,    (3.7)

ãäå ζ(Ò) íàçûâàåòñÿ õèìè÷åñêèì ïîòåíöèàëîì ýëåêòðîí-
íîãî ãàçà. Ïîä ýòîé âåëè÷èíîé ïîíèìàåòñÿ òåðìîäèíàìè-
÷åñêàÿ ôóíêöèÿ ñîñòîÿíèÿ, îïðåäåëÿþùàÿ èçìåíåíèÿ òåðìî-
äèíàìè÷åñêèõ ôóíêöèé ïðè èçìåíåíèè ÷èñëà ÷àñòèö â ñèñòå-
ìàõ íà 1 è íåîáõîäèìàÿ äëÿ îïèñàíèÿ ñâîéñòâ ñèñòåì ñ ïåðå-
ìåííûì ÷èñëîì ÷àñòèö. Åå ìîæíî îïðåäåëèòü èç óñëîâèÿ
ïîñòîÿíñòâà ïîëíîãî ÷èñëà ÷àñòèö, ò.å. ïîëíîãî ÷èñëà ýëåêò-
ðîíîâ ïðîâîäèìîñòè â ðàññìàòðèâàåìîì îáðàçöå ìåòàëëà:

N =“ F(ε)dε.

Ïðåæäå âñåãî ðàññìîòðèì ñëó÷àé àáñîëþòíîãî íóëÿ òåìïå-
ðàòóð, êîãäà ýëåêòðîíû ïðîâîäèìîñòè íàõîäÿòñÿ â îñíîâíîì ñîñ-
òîÿíèè ñ íàèìåíüøèì çíà÷åíèåì ýíåðãèè. Â êëàññè÷åñêîé ôèçèêå
âñå ýëåêòðîíû ñîáðàëèñü áû â öåíòðàëüíîé ÿ÷åéêå, ò.å. â íà÷àëå
êîîðäèíàò ð-ïðîñòðàíñòâà ñ íóëåâîé çíåðãèåé. Îäíàêî â êâàíòîâîé
ñòàòèñòèêå Ôåðìè-Äèðàêà ýòî çàïðåùåíî ïðèíöèïîì Ïàóëè, è ýëåêò-
ðîíû ìîãóò ëèøü íàèáîëåå ïëîòíî çàïîëíèòü ÿ÷åéêè â ð-ïðîñòðàí-
ñòâå âîêðóã íóëåâîé òî÷êè ñ ε = 0, ÷òîáû èõ ñóììàðíàÿ ýíåðãèÿ Å
áûëà áû ìèíèìàëüíîé. Çàïîëíåííûé òàêèì îáðàçîì ýëåêòðîíàìè
ïðîâîäèìîñòè îáúåì â ð-ïðîñòðàíñòâå ïðè êâàäðàòè÷íîì çàêîíå
äèñïåðñèè (3.1) èìååò âèä øàðà ñ èçîýíåðãåòè÷åñêîé ñôåðè÷åñêîé
ïîâåðõíîñòüþ, íàçûâàåìîé ïîâåðõíîñòüþ Ôåðìè. Ïðè áîëåå ñëîæ-

)(εn

)(εn
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íîì çàêîíå äèñïåðñèè, ÷åì êâàäðàòè÷íûé òèïà (3.1), ôîðìà Ôåðìè-
ïîâåðõíîñòè ìîæåò áûòü îòëè÷íîé îò ñôåðè÷åñêîé. Ýòîé ïîâåðõ-
íîñòè è ñîîòâåòñòâóåò ïðåäåëüíàÿ ïðè Ò = 0 Ê ýíåðãèÿ Ôåðìè
ε

ô
= ε

î,max
, åå âåëè÷èíà îïðåäåëÿåòñÿ ïëîòíîñòüþ ýëåêòðîíîâ ïðîâî-

äèìîñòè n = N/V. Äåéñòâèòåëüíî, îáúåì ñôåðû Ôåðìè, çàíÿòûé
ýëåêòðîíàìè ïðîâîäèìîñòè ïî äâà â ÿ÷åéêå èç-çà ñïèíîâîãî âûðîæ-
äåíèÿ, ðàâåí (4π/3)ð3

î,ìàõ 
, ãäå ð

î,ìàõ 
– íàèáîëüøàÿ âåëè÷èíà èìïóëüñà

ýëåêòðîíà ïðîâîäèìîñòè ïðè Ò = 0 Ê, ò.å. îíà ðàâíà èìïóëüñó Ôåðìè
ð

ô
. Ðàçäåëèâ ýòîò îáúåì íà îáúåì ÿ÷åéêè (3.4), ïîëó÷èì:

                                               4πð3
ô
/3$3=N/2.                                         (3.8)

Òîãäà èìïóëüñ Ôåðìè

ð
ô
 = $(3π2n)1/3,

à ñîîòâåòñòâóþùèå çíà÷åíèÿ ýíåðãèè è ñêîðîñòè ýëåêòðîíîâ

                                         ε
ô
=($2/2m)(3π2n)2/3,                                       (3.9)

v
ô
 = ð

ô
/m = ($/m)(3π2n)1/3.

Åñëè äëÿ ïëîòíîñòè ýëåêòðîíîâ ïðîâîäèìîñòè âçÿòü çíà÷åíèå n ~
1022ñì–3, òî äëÿ ε

ô
 ïîëó÷àåì âåëè÷èíó ïîðÿäêà 1–10 ýÂ, à äëÿ ñêîðîñòè

v
ô
 ~ 108ñì/ñåê.

Âûÿñíèì òåïåðü âèä ôóíêöèé F(Å) è )(εn  ïðè Ò= 0 Ê. Èç (3.6)

âèäíî, ÷òî )(εn  áóäåò ñóùåñòâåííî çàâèñåòü îò çíàêà ðàçíîñòè ε– ζ
î
,

ãäå ζ
î
 – çíà÷åíèå õèìè÷åñêîãî ïîòåíöèàëà ïðè Ò = 0 Ê:

ïðè ε < ζ
î
  èìååì lim exp[(ε – ζ

î
)/k

Â
Ò] = 0 è )(εn  = 1,

ïðè ε > ζ
î
  lim exp[(ε – ζ

j
)/k

Â
Ò] = 0 è )(εn = 0.

Òàêèì îáðàçîì, ïðè ε = ζ
î
 ïîêàçàòåëü ñòåïåíè ó åõð[(ε – ζ

î
)/k

Â
Ò]

ìåíÿåò çíàê è )(εn  ñêà÷êîì èçìåíÿåòñÿ îò 1 ê 0 (ðèñ. 59á).
Ñîîòâåòñòâóþùóþ ðàçðûâíóþ êðèâóþ íàçûâàþò ñòóïåíüêîé
Ôåðìè. Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî ïðè Ò = 0 Ê õèìè÷åñêèé ïîòåíöèàë ζ

î

ðàâåí ýíåðãèè Ôåðìè: ζ
î
 = ε

ô
. Ôóíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ F(ε) ïðè Ò =

0 Ê, â ñèëó (3.7), ðàâíà (ðèñ. 59â)

0, ïðè ε > ζ
î
,

F(ε)= (3.10)
                   4π(2m)3/2V$-3ε1/2, ïðè ε < ζ

î
.

Ñðåäíÿÿ ýíåðãèÿ ýëåêòðîíà ïðîâîäèìîñòè ìîæåò áûòü âû÷èñëåíà ñ
ïîìîùüþ ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ F(ε):

ε =(3/5)ε
ô
=(3/5)ζ

î
. (3.11)








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Ðèñ. 59 á, â. Çàâèñèìîñòü îò ýíåðãèè ñðåäíåãî ñòàòèñòè÷åñêîãî
÷èñëà ñîñòîÿíèé          è ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ F(ε) ïðè T = 0 K è
T > 0 K.

Îòìåòèì, ÷òî â êëàññè÷åñêîé òåîðèè ïðè Ò = 0 Ê ýòà ýíåðãèÿ áûëà
áû ðàâíà íóëþ. Çíà÷åíèå æå ýíåðãèè (3.11) ìîæíî äîñòèãíóòü ëèøü
ïðè î÷åíü âûñîêîé òåìïåðàòóðå, òàê íàçûâàåìîé ýôôåêòèâíîé òåì-
ïåðàòóðå âûðîæäåíèÿ êâàíòîâîãî ýëåêòðîííîãî ãàçà Θ

ýë
, êîòîðàÿ

îïðåäåëÿåòñÿ ïî ôîðìóëå:
 = 3k

Â
Θ

ýë
/2.

Ïðèíèìàÿ äëÿ ýíåðãèè Ôåðìè âåëè÷èíó ïîðÿäêà 10–11–10–12 ýðã,
ïîëó÷àåì:

Θ
ýë

 ~ 104 – 105 Ê .

Èòàê, áëàãîäàðÿ ïðèíöèïó Ïàóëè è ñòàòèñòèêå Ôåðìè-
Äèðàêà, ïðè âñåõ òåìïåðàòóðàõ, çíà÷èòåëüíî ìåíüøèõ òåì-
ïåðàòóðû âûðîæäåíèÿ Θ

ýë
, íàáëþäàåòñÿ ñóùåñòâåííîå îò-

êëîíåíèå â ñòàòèñòè÷åñêîì ïîâåäåíèè ãàçà ýëåêòðîíîâ ïðî-
âîäèìîñòè ìåòàëëà îò ïðåäñêàçàíèé êëàññè÷åñêîé òåîðèè.
Êëàññè÷åñêîå ïîâåäåíèå ìîæíî áûëî áû îæèäàòü ëèøü ïðè
óñëîâèè, ÷òî Ò≥ Θ

ýë
, îäíàêî Θ

ýë
 ïðåâîñõîäèò äëÿ âñåõ ðåàëü-

íûõ ìåòàëëîâ íå òîëüêî òåìïåðàòóðó ïëàâëåíèÿ, íî è òåìïå-
ðàòóðó èñïàðåíèÿ ìåòàëëà. Òîëüêî ïðè ìàëûõ êîíöåíòðàöèÿõ
ýëåêòðîíîâ ïðîâîäèìîñòè, íàïðèìåð, â ïîëóïðîâîäíèêàõ ïðè
íèçêèõ òåìïåðàòóðàõ, ýëåêòðîíû ïðîâîäèìîñòè ìîæíî ïðè-
áëèæåííî îïèñûâàòü è êëàññè÷åñêè.

Ðàññìîòðèì òåïåðü ñëó÷àé íèçêèõ òåìïåðàòóð, îòëè÷-
íûõ îò àáñîëþòíîãî íóëÿ Ò > 0 Ê, íî åùå ãîðàçäî ìåíüøèõ,
÷åì òåìïåðàòóðà âûðîæäåíèÿ, ò.å. Ò << Θ

ýë
. Âîñïîëüçóåìñÿ

0

n(ε)ε)ε)ε)ε)
1

dn(ε)ε)ε)ε)ε)
dεεεεε

εεεεε
ô εεεεε

εεεεε0

 F(ε)

á â

 ε
ô

)(εn

ε
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ìàòåìàòè÷åñêèì ïðèåìîì ðàçëîæåíèÿ â ðÿä ïî ñòåïåíÿì
ìàëîãî ïàðàìåòðà Ò/Θ

ýë
, êîòîðûé ïðèìåíÿþò ïðè êîëè÷åñò-

âåííûõ ðàñ÷åòàõ. Âûÿñíèì, êàê èçìåíèòñÿ âèä ôóíêöèé )(εn
è F(ε) ïî ñðàâíåíèþ ñî ñëó÷àåì Ò = 0 Ê (ðèñ. 59á è â). Ñ
ðîñòîì Ò ýëåêòðîíû áóäóò çàíèìàòü ñâîáîäíûå ÿ÷åéêè â ð-
ïðîñòðàíñòâå âíå ïîâåðõíîñòè Ôåðìè, à ïîä íåé îñòàíóòñÿ
ïóñòûå ìåñòà («äûðêè»), òàê ÷òî ïîâåðõíîñòü Ôåðìè íà÷íåò
«ðàçìûâàòüñÿ». Øèðèíà ñëîÿ ðàçìûòèÿ ïîâåðõíîñòè (ñì.
ðèñ. 59á, â) áóäåò îòíîñèòüñÿ ê ðàäèóñó ñôåðû Ôåðìè, êîòîðûé
áûë ïðè Ò = 0 Ê, êàê Ò ê Θ

ýë
. Òàêèì îáðàçîì, ïðè Ò > 0 Ê íà

êðèâûõ ðèñ. 59á è â â ìåñòàõ ðàçðûâà ïðè ε = ζ
î
 ïîÿâÿòñÿ,

õîòÿ è ðåçêèå, íî òåïåðü óæå íåïðåðûâíûå ñïàäû, êîòîðûå
íàçûâàþòñÿ «ìàêñâåëëîâñêèìè õâîñòàìè».

Ïðè òåìïåðàòóðàõ, îòëè÷íûõ îò àáñîëþòíîãî íóëÿ, íî
åùå äîñòàòî÷íî äàëåêèõ îò òåìïåðàòóðû âûðîæäåíèÿ ýëåêò-
ðîííîãî ãàçà, èç ïðîñòîãî àíàëèçà ôîðìóë (3.6) è (3.7) ñëåäóåò,
÷òî êðèâûå òàêèõ «õâîñòîâ» ïðè ε→∞ âñåãäà ñòðåìÿòñÿ ê
íóëþ. Ïðè ε = 0 ôóíêöèÿ )(εn  = 1, à ôóíêöèÿ F(ε) = 0 (åñëè
ζ > k

Â
Ò). Ïðè ε = ζ èìååì åõð(ε − ζ)/k

Â
Ò = 1 è, ñëåäîâàòåëüíî,

â òî÷êå ïåðåãèáà íà ìàêñâåëëîâñêèõ õâîñòàõ îáåèõ êðèâûõ
èìååì n (ζ) = 1/2 è F(ζ) = g(ζ)/2. Âåëè÷èíà ζ(Ò) îêàçûâàåòñÿ
íåñêîëüêî ìåíüøå, ÷åì ζ

î
.

Ïî ìåðå ïðèáëèæåíèÿ òåìïåðàòóðû ê òåìïåðàòóðå âûðîæ-
äåíèÿ ðàçìûòèå êðèâûõ äîëæíî ðàñòè, à â ïðåäåëå Ò→Θ

ýë

îáå êðèâûå ïðåâðàùàþòñÿ â ôóíêöèè êëàññè÷åñêîé ñòàòèñ-
òèêè Ìàêñâåëëà.

Ñëåäóÿ Ôðåíêåëþ, ìîæíî ââåñòè ïëîòíîñòü âîçáóæäåí-
íûõ ýëåêòðîíîâ ïðîâîäèìîñòè íàä ïîâåðõíîñòüþ Ôåðìè n

T
 ,

êîòîðàÿ â ïåðâîì ïðèáëèæåíèè îòíîñèòåëüíî óêàçàííîãî âû-
øå ìàëîãî áåçðàçìåðíîãî ïàðàìåòðà ðàâíà:

                                     n
T
=(Ò/Θ

ýë
)n.                           (3.12)

Ôóíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ âîçáóæäåííûõ ýëåêòðîíîâ ïðîâî-
äèìîñòè èìååò âèä ìàêñâåëîâñêèõ õâîñòîâ, è ê íåé ìîæíî
ïðèìåíÿòü êëàññè÷åñêóþ òåîðèþ. Ïðîèëëþñòðèðóåì ýòî íà
ïðèìåðå ðàñ÷åòà òåïëîåìêîñòè âûðîæäåííîãî ãàçà ýëåêò-
ðîíîâ ïðîâîäèìîñòè ïðè Ò > 0 Ê , íî ãîðàçäî íèæå òåìïå-
ðàòóðû âûðîæäåíèÿ, äëÿ ÷åãî â ôîðìóëå Äþëîíãà è Ïòè
Ñ

êë
 = 3nk

Â
/2 âìåñòî ïîëíîé ïëîòíîñòè ýëåêòðîíîâ ïðîâîäè-

ìîñòè n ïîäñòàâèì ôðåíêåëåâñêóþ âåëè÷èíó (3.12). Òîãäà:

                           Ñ
ýë
=3n

T
k

Â
/2=3nk

Â
Ò/2Θ

ýë
.                  (3.13)
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Îòñþäà âèäíî, ÷òî â ðåàëüíûõ ìåòàëëàõ ïðè êîìíàòíûõ
òåìïåðàòóðàõ, ãäå ñïðàâåäëèâ çàêîí Äþëîíãà è Ïòè, îòíî-
øåíèå Ò/Θ

ýë
 ~ 0,01 – 0,001, è, ñëåäîâàòåëüíî, âêëàä ýëåêò-

ðîíîâ ïðîâîäèìîñòè â òåïëîåìêîñòü ñîñòàâëÿåò 0,1 – 1,0 %
îò èîííîãî âêëàäà, ò.å. î÷åíü ìàëóþ âåëè÷èíó. Òåì ñàìûì
êâàíòîâàÿ òåîðèÿ ñâîáîäíîãî ýëåêòðîííîãî ãàçà äëÿ ìåòàë-
ëîâ ïîëíîñòüþ ðàçðåøèëà «êàòàñòðîôó» êëàññè÷åñêîé òåîðèè
ìåòàëëîâ Äðóäå ñ òåïëîåìêîñòüþ. Áîëåå ñòðîãèå ðàñ÷åòû
äëÿ ñëó÷àÿ Ò > 0 Ê, êîòîðûå ìû íå áóäåì çäåñü ïðèâîäèòü,
äàþò äëÿ ýëåêòðîííîãî âêëàäà â òåïëîåìêîñòü âåëè÷èíó:

Ñ
ýë
 = γÒ,

ãäå êîýôèöèåíò ïðîïîðöèîíàëüíîñòè γ ðàâåí:

γ = π2k
Â

2g(ζ
î
)/3.

Îïûòíîå îïðåäåëåíèå ýëåêòðîííîãî âêëàäà â òåïëîåì-
êîñòü ïðè òåìïåðàòóðàõ, äîñòàòî÷íî áëèçêèõ ê 0 Ê, äàåò âîç-
ìîæíîñòü íåïîñðåäñòâåííî îïðåäåëèòü î÷åíü âàæíóþ õàðàê-
òåðèñòèêó ñèñòåìû ýëåêòðîíîâ ïðîâîäèìîñòè – ïëîòíîñòü
ñîñòîÿíèé íà óðîâíå Ôåðìè g(ζ

î
).

Ìîæíî ëè âñå-òàêè íà îïûòå íàáëþäàòü èçìåíÿþùóþñÿ
ëèíåéíî ñ òåìïåðàòóðîé ýëåêòðîííóþ òåïëîåìêîñòü ìåòàë-
ëà? Îêàçûâàåòñÿ, òàêàÿ âîçìîæíîñòü èìååòñÿ. Äåëî â òîì,
÷òî çàêîí Äþëîíãà è Ïòè î òåìïåðàòóðíî íåçàâèñÿùåé òåïëî-
åìêîñòè îêàçûâàåòñÿ ñïðàâåäëèâûì íà ïðàêòèêå ëèøü â îã-
ðàíè÷åííîé îáëàñòè òåìïåðàòóð, ìàëî îòëè÷àþùèõñÿ îò êîì-
íàòíûõ. Ïî ìåðå ðàñøèðåíèÿ èíòåðâàëà òåìïåðàòóð áûëè
çàìå÷åíû äâå òåíäåíöèè: ðîñò âåëè÷èíû òåïëîåìêîñòè ñ ïî-
âûøåíèåì òåìïåðàòóðû ïî ìåðå ïðèáëèæåíèÿ ê òî÷êå ïëàâ-
ëåíèÿ è ñïàä åå ïðè îõëàæäåíèè íèæå êîìíàòíîé. Â ïîñëåä-
íåì ñëó÷àå áûëà îáíàðóæåíà óíèâåðñàëüíàÿ çàâèñèìîñòü
äëÿ âñåõ òåë: òåïëîåìêîñòü ñòðåìèòñÿ ê íóëþ ïðè Ò → 0,
êàê âèäíî, íàïðèìåð, èç ðèñ. 60, ÷òî ÿâëÿåòñÿ ïðîñòûì ñëåä-
ñòâèåì òåïëîâîé òåîðåìû Íåðíñòà èëè òðåòüåãî íà÷àëà
òåðìîäèíàìèêè.

Ïåðâûé, êòî îáúÿñíèë îáùèé õîä êðèâîé òåïëîåìêîñòè
ïðè íèçêèõ òåìïåðàòóðàõ, èçîáðàæåííûé íà ðèñ. 60, áûë
Ýéíøòåéí, êîòîðûé åùå â 1906 ãîäó èñïîëüçîâàë äëÿ ýòîãî
êâàíòîâóþ òåîðèþ òâåðäîãî òåëà. Îí ðàññìîòðåë èîííûé
êðèñòàëë êàê ñîâîêóïíîñòü 3N ëèíåéíûõ êâàíòîâûõ îñöèë-
ëÿòîðîâ, ÿâëÿþùèõñÿ íåçàâèñèìûìè ÷àñòèöàìè (ò.å. êàê
èäåàëüíûé ãàç). Åãî ðàñ÷åò, êîòîðûé ìû íå ïðèâîäèì, äàë
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îáùèé õîä êðèâîé òåìïåðàòóðíîé çàâèñèìîñòè òåïëîåìêîñòè
ïðè Ò → 0 Ê â âèäå ýêñïîíåíöèàëüíîé êðèâîé. Îäíàêî îïûò
äàâàë íå ïîêàçàòåëüíûé ñïàä, à ñòåïåííîé ~ Ò3. Ðàñ÷åò Ýéí-
øòåéíà áûë óëó÷øåí Äåáàåì, êîòîðûé è ïîëó÷èë â ñâîåé
òåîðèè òî÷íî êóáè÷åñêèé çàêîí, ñîîòâåòñòâóþùèé îïûòó.

Äëÿ ìåòàëëîâ ïðè î÷åíü íèçêèõ òåìïåðàòóðàõ â íåïîñ-
ðåäñòâåííîé áëèçîñòè ê àáñîëþòíîìó íóëþ çàâèñèìîñòü òåï-
ëîåìêîñòè îò òåìïåðàòóðû èìååò âèä ñóììû äâóõ ñëàãàå-
ìûõ – ëèíåéíîãî è êóáè÷åñêîãî:

                            Ñ
ìåò

= Ñ
ðåø

+Ñ
ýë

= aÒ3+γÒ.                (3.14)

Â îáëàñòè òåìïåðàòóð îêîëî 1 Ê êóáè÷åñêîå ñëàãàåìîå
â âûðàæåíèè (3.14) ñòðåìèòñÿ ê íóëþ áûñòðåå ëèíåéíîãî.
Ïîýòîìó çäåñü ýëåêòðîííûé âêëàä â òåïëîåìêîñòü íà÷èíàåò
ïðåîáëàäàòü íàä èîííûì è åãî ìîæíî ÿñíî ïî÷óâñòâîâàòü
íà õîäå îïûòíîé êðèâîé, ÷òî ïîäòâåðæäàþò ìíîãî÷èñëåííûå
ýêñïåðèìåíòû ðàçëè÷íûõ àâòîðîâ.

Íå áóäåì îñòàíàâëèâàòüñÿ íà äàëüíåéøèõ ïðèìåíåíèÿõ
êâàíòîâîé òåîðèè ñâîáîäíîãî ýëåêòðîííîãî ãàçà äëÿ îáúÿñíå-
íèÿ ðàçëè÷íûõ ñâîéñòâ ìåòàëëîâ (ìàãíèòíûõ, òåðìîýëåêòðè-
÷åñêèõ è ìíîãèõ äðóãèõ). Òîëüêî îòìåòèì, ÷òî äëÿ óäåëüíîé
ýëåêòðîïðîâîäíîñòè σ ïîëó÷åíî â òî÷íîñòè òàêîå æå çíà÷å-
íèå, êàê è â êëàññè÷åñêîé òåîðèè Äðóäå, íî âìåñòî ñðåäíåãî
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Ðèñ.60. Òåìïåðàòóðíàÿ çàâèñèìîñòü òåïëîåìêîñòè ïðè ïîñ-
òîÿííîì îáúåìå ïî òåîðèè Äåáàÿ (ñïëîøíàÿ êðèâàÿ) è ýêñïåðè-

ìåíòàëüíûå òî÷êè äëÿ ðàçëè÷íûõ âåùåñòâ.
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âðåìåíè ñâîáîäíîãî ïðîáåãà τ â àíàëîãè÷íîé ôîðìóëå äëÿ
σ ñòîèò åå çíà÷åíèå äëÿ ýëåêòðîíîâ ïðîâîäèìîñòè ñ ýíåðãèåé,
ðàâíîé ýíåðãèè Ôåðìè τ(ξ

î
). Áîëåå òî÷íûõ ñâåäåíèé òåîðèÿ

ñâîáîäíîãî êâàíòîâîãî ýëåêòðîííîãî ãàçà äàòü íå ìîæåò, ïî-
ñêîëüêó â íåé íå ðàññìàòðèâàåòñÿ âçàèìîäåéñòâèå ýëåêòðî-
íîâ ïðîâîäèìîñòè ñ òåïëîâûìè êîëåáàíèÿìè êðèñòàëëè-
÷åñêîé èîííîé ðåøåòêè. Íå âûÿñíåííûì îñòàåòñÿ è âîïðîñ
î òîì, ïî÷åìó çíà÷åíèÿ âðåìåíè è äëèíû ñâîáîäíîãî ïðîáåãà
ýëåêòðîíîâ ïðîâîäèìîñòè ñòîëü âåëèêè, íåñìîòðÿ íà «òåñíî-
òó» â ðåàëüíûõ êðèñòàëëè÷åñêèõ ðåøåòêàõ ìåòàëëîâ.

Äëÿ ðàçðåøåíèÿ ýòèõ òðóäíîñòåé íóæíî áûëî ïîñòðîèòü
ïîñëåäîâàòåëüíóþ êâàíòîâî-ìåõàíè÷åñêóþ òåîðèþ äâèæå-
íèÿ ýëåêòðîíîâ ïðîâîäèìîñòè â ïåðèîäè÷åñêîì ïîòåíöèàëü-
íîì ïîëå çàðÿæåííîé èîííîé ðåøåòêè ìåòàëëîâ è òåì ñàìûì
ïîïûòàòüñÿ ïîíÿòü, ïî÷åìó, íåñìîòðÿ íà ñèëüíîå âçàèìîäåé-
ñòâèå ìåæäó ýëåêòðîíàìè ïðîâîäèìîñòè è èîííûìè îñòî-
âàìè, ïåðâûå îáëàäàþò òàêîé áîëüøîé ñâîáîäîé è íå èñïû-
òûâàþò ñòîëêíîâåíèé ñ êàæäûì âñòðå÷íûì óçëîì èîííîé
ðåøåòêè. Îíà äîëæíà áûëà òàêæå îòâåòèòü íà âîïðîñ, ïî÷å-
ìó îäíè èç òâåðäûõ òåë ÿâëÿþòñÿ ìåòàëëàìè, à äðóãèå –
ïîëóïðîâîäíèêàìè èëè èçîëÿòîðàìè. Âûøåóêàçàííûå çàòðóä-
íåíèÿ óäàëîñü ðàçðåøèòü, õîòÿ è íå ñîâñåì â ïîëíîé ìåðå,
ñëåäóþùåìó ýòàïó êâàíòîâîé òåîðèè òâåðäûõ òåë, èìåíóå-
ìîìó çîííîé ìîäåëüþ, ê êðàòêîìó ðàññìîòðåíèþ êîòîðîé
ìû è ïðèñòóïàåì.

Ðåøàÿ çàäà÷ó î äâèæåíèè ýëåêòðîíà â ïåðèîäè÷åñêîì
ïîòåíöèàëüíîì ïîëå èîííîé ðåøåòêè, Ô. Áëîõ óñòàíîâèë, ÷òî
åãî ïîâåäåíèå â ýòîì ñëó÷àå ìàëî îòëè÷àåòñÿ îò ïîâåäåíèÿ
ñâîáîäíîãî ýëåêòðîíà. Ýëåêòðîíû ïðîâîäèìîñòè â òàêîé
èäåàëüíîé ðåøåòêå ñ ïðàâèëüíûì ðàñïîëîæåíèåì èîíîâ
ðàñïðåäåëÿþòñÿ ñîâåðøåííî ñâîáîäíî, êàê áû íå «çàìå÷àÿ»
èõ, íåñìîòðÿ íà òåñíîå ðàñïîëîæåíèå ïîñëåäíèõ.

Ñîïðîòèâëåíèå äâèæåíèþ ýëåêòðîíîâ ïðîâîäèìîñòè â
ìåòàëëå îêàçûâàþò ñòàòè÷åñêèå èëè äèíàìè÷åñêèå äåôåêòû
ðåøåòêè (ïðèìåñè, äåôîðìàöèÿ ðåøåòêè, òåïëîâûå êîëåáà-
íèÿ èîíîâ).

Íî âîçíèêàåò îáðàòíàÿ òðóäíîñòü: âñå òâåðäûå òåëà äîë-
æíû ÿâëÿòüñÿ ìåòàëëàìè. Äëÿ åå ðàçðåøåíèÿ ðàññìîòðèì
õàðàêòåð ýíåðãåòè÷åñêîãî ñïåêòðà ýëåêòðîíîâ ïðîâîäèìîñòè
â èîííîé êðèñòàëëè÷åñêîé ðåøåòêå. Äåòàëüíûå èññëåäîâàíèÿ
Ô. Áëîõà, Ð. Ïàéåðëñà è äðóãèõ àâòîðîâ ïîêàçàëè, ÷òî êàæäî-
ìó äèñêðåòíîìó óðîâíþ ýíåðãèè ýëåêòðîíà â èçîëèðîâàííîì
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àòîìå ñîîòâåòñòâóåò â êðèñòàëëå òâåðäîãî òåëà íåêîòîðàÿ
íåïðåðûâíàÿ ïîëîñà âîçìîæíûõ çíà÷åíèé ýíåðãèé. Âíóòðè
ýòîé ïîëîñû ýíåðãèÿ çàâèñèò îò èìïóëüñà, ò.å. èìååò ìåñòî
íåêèé çàêîí äèñïåðñèè ε(ð). Ìåæäó îòäåëüíûìè ïîëîñàìè
ìîãóò âîçíèêàòü ðàçðûâû – îáëàñòè çàïðåùåííûõ çíà÷åíèé
ýíåðãèé. Îáðàçîâàíèå ýíåðãåòè÷åñêèõ ïîëîñ ðàçðåøåííûõ
çíà÷åíèé ýíåðãèé èç îòäåëüíûõ äèñêðåòíûõ ýíåðãåòè÷åñêèõ
óðîâíåé èçîëèðîâàííîãî àòîìà ïîêàçàíî ñõåìàòè÷åñêè íà
ðèñ.61 â çàâèñèìîñòè îò ðàññòîÿíèÿ à ìåæäó àòîìàìè â
êðèñòàëëå.

Ðèñ. 61. Îáðàçîâàíèå ýíåðãåòè÷åñêèõ ïîëîñ ðàçðåøåííûõ
çíà÷åíèé ýíåðãèé èç îòäåëüíûõ äèñêðåòíûõ óðîâíåé èçîëèðîâàí-
íîãî àòîìà, â çàâèñèìîñòè îò ðàññòîÿíèÿ ìåæäó àòîìàìè â
êðèñòàëëå.

Â êàæäîé ïîëîñå ðàçðåøåííûõ çíà÷åíèé ýíåðãèé èìå-
åòñÿ Ng ìåñò, ãäå N − îáùåå ÷èñëî àòîìîâ, îáðàçóþùèõ
êðèñòàëëû, à g − âåñ äàííîãî (â îáùåì ñëó÷àå âûðîæäåí-
íîãî) àòîìíîãî ñîñòîÿíèÿ. Åñëè àòîì ìåòàëëà èëè, â îáùåì
ñëó÷àå, ëþáîãî êðèñòàëëà èìååò âñå ýëåêòðîííûå îáîëî÷êè
çàïîëíåííûìè, òî è â êðèñòàëëå âñå íèæíèå ïîëîñû ýíåðãåòè-
÷åñêîãî ñïåêòðà, ïî êðàéíåé ìåðå ïðè Ò = 0 Ê, áóäóò çàïîë-
íåíû. Åñëè òàêîé êðèñòàëë ïîìåñòèòü âî âíåøíåå ýëåêòðè-
÷åñêîå ïîëå, òî ðàñïðåäåëåíèå ýëåêòðîíîâ ïðîâîäèìîñòè ïî
ðàçëè÷íûì ñîñòîÿíèÿì ïîëîñû íå ìîæåò èçìåíèòüñÿ ïî òîé
ïðîñòîé ïðè÷èíå, ÷òî ñâîáîäíûõ ìåñò äëÿ óñêîðåííûõ â ïîëå
ýëåêòðîíîâ íåò. Ýëåêòðè÷åñêîå ïîëå íè÷åãî íå èçìåíèò â

S

S
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ñîñòîÿíèè ýëåêòðîíîâ è ïîýòîìó íå ìîæåò âûçâàòü ýëåêòðè-
÷åñêîãî òîêà, è êðèñòàëë áóäåò âåñòè ñåáÿ êàê èçîëÿòîð.

Åñëè íàãðåâàòü òàêîé êðèñòàëë, òî ó íåêîòîðûõ ýëåêòðî-
íîâ â çàïîëíåííîé âåðõíåé ýíåðãåòè÷åñêîé ïîëîñå ïîÿâèòñÿ
âîçìîæíîñòü, ïîëó÷èâ îò íàãðåòîé èîííîé ðåøåòêè ýíåðãèþ,
ïåðåéòè íà ñâîáîäíûå ìåñòà â áëèæàéøèé ñâåðõó ïóñòîé
ïîëîñå ðàçðåøåííûõ ýíåðãèé. ×èñëî òàêèõ «ïåðåïðûãíóâøèõ»
â çàïðåùåííóþ ïîëîñó ýëåêòðîíîâ áóäåò ïðîïîðöèîíàëüíî
ìíîæèòåëþ åõð(–∆Å/k

Â
Ò), ãäå ∆Å = Å

g
/2 – ïîëîâèíà øèðèíû

ïîëîñû çàïðåùåííûõ ýíåðãèé, ò.å. ïîëîñû, êîòîðàÿ íàõîäèòñÿ
íàä âåðõíåé çàïîëíåííîé ïîëîñîé ðàçðåøåííûõ çíà÷åíèé
ýíåðãèé (ðèñ. 62).

Ðèñ. 62. Êàðòèíà ýíåðãåòè÷åñêèõ ïîëîñ â êðèñòàëëå. à) äëÿ
èçîëÿòîðà; á) äëÿ ïîëóïðîâîäíèêà; â) äëÿ ìåòàëëà.

Çäåñü ïîä ÷èñëîì ýëåêòðîíîâ ïðîâîäèìîñòè íåîáõîäèìî
ïîíèìàòü èõ ÷èñëî âíå ïîëíîñòüþ çàïîëíåííûõ ïîëîñ ïëþñ
÷èñëî «äûðîê», êîòîðûå îíè îñòàâëÿþò ïîñëå ñâîåãî ïåðåõî-
äà â âåðõíþþ ïóñòóþ ðàçðåøåííóþ ýíåðãåòè÷åñêóþ ïîëîñó.
Íî ïîëîñû ñ äîçâîëåííûìè çíà÷åíèÿìè ýíåðãèé â ðåàëüíûõ
òðåõìåðíûõ êðèñòàëëàõ ìîãóò ïåðåêðûâàòüñÿ è ìåæäó íèìè

 à  á  â
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íå áóäåò çàïðåùåííîé ïîëîñû. Ïîýòîìó êðèòåðèé ìåòàëëà è
íåìåòàëëà â çîííîé òåîðèè â îáùåì âèäå ìîæíî ñôîðìóëè-
ðîâàòü òàê: íåìåòàëëàìè – èçîëÿòîðàìè èëè ïîëóïðîâîäíè-
êàìè – ÿâëÿþòñÿ òå êðèñòàëëû, â êîòîðûõ ñàìàÿ âåðõíÿÿ ïî-
ëîñà ðàçðåøåííûõ çíà÷åíèé ýíåðãèé çàïîëíåíà ïîëíîñòüþ è
îòäåëåíà ïîëîñîé çàïðåùåííûõ çíà÷åíèé ýíåðãèé îò ñëåäóþ-
ùèõ, áîëåå âûñîêèõ, ðàçðåøåííûõ ïîëîñ. Åñëè øèðèíà ïåðâîé
çàïðåùåííîé ïîëîñû íå î÷åíü áîëüøàÿ (ïîðÿäêà ∆Å ~ 1 – 3 ýÂ),
òî ýòî áóäåò ïîëóïðîâîäíèê, åñëè æå ∆Å ≥ 7 ýÂ, òî – èçîëÿ-
òîð.

Åñëè âåðõíÿÿ çàíÿòàÿ ýëåêòðîíàìè ïîëîñà çàïîëíåíà íå
ïîëíîñòüþ, òî êðèñòàëë áóäåò ìåòàëëè÷åñêèì. Ìåòàëëè-

÷åñêèì áóäåò è âñÿêèé
êðèñòàëë, â êîòîðîì
âåðõíèå ïîëîñû ðàçðå-
øåííûõ ýíåðãèé, ãäå
åñòü ýëåêòðîíû, ïåðå-
êðûâàþòñÿ, ÷òî ïîêà-
çàíî íà ðèñ. 62. Íà
ðèñ. 63 èçîáðàæåíû
ñëó÷àè îáðàçîâàíèÿ ïå-
ðåêðûâàþùèõñÿ ýíåð-
ãåòè÷åñêèõ ïîëîñ äëÿ
ìåòàëëà íàòðèÿ è íåïå-
ðåêðûâàþùèõñÿ äëÿ
êðèñòàëëà àëìàçà.

Ðèñ. 63. Ðàñùåï-
ëåíèå äèñêðåòíûõ ýíåð-
ãåòè÷åñêèõ óðîâíåé â
êðèñòàëëàõ â çàâèñè-
ìîñòè îò ðàññòîÿíèÿ
ìåæäó áëèæàéøèìè ñî-
ñåäíèìè àòîìàìè, à

0 
–

ïàðàìåòð ðåøåòêè. à)
ñëó÷àé êðèñòàëëà íàò-
ðèÿ; á) ñëó÷àé êðèñòàë-
ëà àëìàçà.

Òàêèì îáðàçîì, â çîííîé òåîðèè êðèòåðèé ìåòàëëè÷åñ-
êîãî è íåìåòàëëè÷åñêîãî ñîñòîÿíèé çàâèñèò îò õàðàêòåðà
çàïîëíåíèÿ ðàçðåøåííûõ ýíåðãåòè÷åñêèõ ïîëîñ ýëåêòðîíàìè,
à òàêæå îò õàðàêòåðà âçàèìíîãî ðàñïîëîæåíèÿ ïîëîñ ðàçðå-
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øåííûõ çíà÷åíèé ýíåðãèè – áåç èõ ïåðåêðûòèÿ è ñ ïåðåêðû-
òèåì.

Çîííàÿ òåîðèÿ òâåðäûõ òåë, íåñìîòðÿ íà ñâîþ ïðèáëè-
æåííîñòü, ïîçâîëèëà ïðàâèëüíî ïîíÿòü è îáúÿñíèòü áîëüøóþ
ñîâîêóïíîñòü êàê ñòàòè÷åñêèõ, òàê è äèíàìè÷åñêèõ (êèíåòè-
÷åñêèõ) ñâîéñòâ ìåòàëëîâ è ïîëóïðîâîäíèêîâ, è òåì ñàìûì
äàëà âîçìîæíîñòü óïîðÿäî÷èòü è îáúÿñíèòü îãðîìíûé ýêñïå-
ðèìåíòàëüíûé ìàòåðèàë. Óñïåõè çîííîé òåîðèè êàæóòñÿ óäè-
âèòåëüíûìè, èáî òðóäíî ïîíÿòü, ïî÷åìó ïðè ïî÷òè ïîëíîì
ïðåíåáðåæåíèè ìåæýëåêòðîííûì âçàèìîäåéñòâèåì çîííàÿ
òåîðèÿ äàåò õîðîøèå ðåçóëüòàòû. Ïðàâäà, åñòü åùå ìíîãî
ÿâëåíèé â ôèçèêå òâåðäîãî òåëà, êîòîðûå íå ïîääàþòñÿ îáú-
ÿñíåíèþ â ðàìêàõ çîííîé ìîäåëè, íàïðèìåð, îïèñàíèå ìíîãèõ
ñâîéñòâ ìåòàëëîâ ïåðåõîäíûõ ãðóïï è îñîáåííî ÐÇÌ, ãäå
ó÷åò ìåæýëåêòðîííîãî âçàèìîäåéñòâèÿ ñîâåðøåííî íåîáõî-
äèì.

Çäåñü ìû òîëüêî íàçîâåì åùå íàõîäÿùèåñÿ â ðàçâèòèè
è íå çàâåðøåííûå ïîïûòêè ó÷åòà ìåæýëåêòðîííîãî âçàèìî-
äåéñòâèÿ. Â ñàìîé çîííîé ìîäåëè äåëàëèñü äîâîëüíî ìíîãî-
÷èñëåííûå ïîïûòêè êàê-òî åãî ó÷åñòü. Â ÷àñòíîñòè, Ëàíäàó
ïðåäëîæèë îáùèé ìåòîä òðàêòîâêè ñèñòåìû ýëåêòðîíîâ ïðî-
âîäèìîñòè íå êàê ãàçà, à êàê êâàíòîâîé æèäêîñòè, êîòîðûé
îêàçàëñÿ, â îáùåì, âåñüìà ïëîäîòâîðíûì. Îñîáåííî òàêîé
ïîäõîä ïîêàçàë ñâîè ïðåèìóùåñòâà â îáëàñòè î÷åíü íèçêèõ
òåìïåðàòóð.

Ïåðâîé êâàíòîâî-ìåõàíè÷åñêîé ðàáîòîé, â êîòîðîé ñ ñà-
ìîãî íà÷àëà áûë ïðåäëîæåí ìíîãîýëåêòðîííûé ïîäõîä, ÿâè-
ëàñü ðàáîòà Â. Ãåéçåíáåðãà 1928 ãîäà, ãäå îí ïðåäïðèíÿë
ïîïûòêó îáúÿñíèòü ÿâëåíèå ôåððîìàãíåòèçìà. Â íåé áûëî
ïðîâåäåíî îáîáùåíèå êâàíòîâî-ìåõàíè÷åñêîé çàäà÷è ìîëå-
êóëû âîäîðîäà Í

2
 íà ñëó÷àé êðèñòàëëà. Ïðåäïîëàãàëîñü, ÷òî

ó êàæäîãî óçëà ðåøåòêè êðèñòàëëà èìååòñÿ îäèí àêòèâíûé
(âàëåíòíûé) ýëåêòðîí ñî ñâîèì ñïèíîì, êîòîðûé ìîã ñîâåð-
øàòü òîëüêî ïðîöåññû îáìåíà ñ ýëåêòðîíàìè ñîñåäíèõ àòî-
ìîâ. Ïîýòîìó ìíîãîýëåêòðîííàÿ ìîäåëü Ãåéçåíáåðãà íå ìîã-
ëà îáúÿñíèòü ýëåêòðè÷åñêèå ñâîéñòâà ìåòàëëîâ, ò.ê. îíà èñ-
êëþ÷àëà ïðîöåññû ïåðåíîñà ýëåêòðîíîâ îò îäíîãî óçëà ðå-
øåòêè ê äðóãîìó.

Ðàññìîòðåííàÿ òàê íàçûâàåìàÿ ãîìåîïîëÿðíàÿ ìîäåëü
Ãåéçåíáåðãà áûëà â 1934 ãîäó îáîáùåíà Ñ. Øóáèíûì è Ñ.
Âîíñîâñêèì, êîòîðûå ïðåäëîæèëè ïîëÿðíóþ ìîäåëü. Â íåé,
â îòëè÷èå îò ìîäåëè Ãåéçåíáåðãà, êðîìå ïðîñòûõ óçëîâ
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èîííîé ðåøåòêè ñ îäíèì âàëåíòíûì ýëåêòðîíîì ó÷èòûâà-
þòñÿ îòðèöàòåëüíî çàðÿæåííûå óçëû ñ äâóìÿ ýëåêòðîíàìè
ñ ïðîòèâîïîëîæíî íàïðàâëåííûìè ñïèíàìè, ò.å. «äâîéêè».
Êðîìå òîãî, ïîÿâëÿþòñÿ è ïîëîæèòåëüíî çàðÿæåííûå óçëû
èëè «äûðêè» ñ îòñóòñòâèåì âàëåíòíîãî ýëåêòðîíà. Íàëè÷èåì
â îñíîâíîì ñîñòîÿíèè äâîåê è äûðîê ïðè óñëîâèè èõ ñâîáîä-
íîãî ðàñïðîñòðàíåíèÿ ïî êðèñòàëëó ìîæíî â ïðèíöèïå îáúÿñ-
íèòü ýëåêòðîïðîâîäíîñòü ìåòàëëîâ.

Òîò ôàêò, ÷òî ïðè íàëè÷èè äâîåê è äûðîê è èõ ñâîáîäíîãî
äâèæåíèÿ ïî êðèñòàëëó ïîñëåäíèé íå îáÿçàòåëüíî áóäåò ìå-
òàëëîì, ñâÿçàí ñ òåì, ÷òî èç-çà ýëåêòðîñòàòè÷åñêîãî êóëîíîâ-
ñêîãî ïðèòÿæåíèÿ ìåæäó äâîéêîé è äûðêîé âîçìîæíî îáðàçî-
âàíèå èç êàæäîé òàêîé ïàðû àòîìîïîäîáíîãî íåéòðàëüíîãî
ýëåêòðè÷åñêè îáðàçîâàíèÿ, íå ñïîñîáíîãî ïåðåíîñèòü ýëåê-
òðè÷åñêèé çàðÿä ïî êðèñòàëëó, ò.å. ñîçäàâàòü ýëåêòðè÷åñêèé
òîê.

Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî äàæå ïðè íàëè÷èè â êðèñòàëëå äâîåê
è äûðîê ìû áóäåì èìåòü äåëî ñ äèýëåêòðèêîì èëè ïîëóïðî-
âîäíèêîì. Â îáùåì ñëó÷àå ïîëÿðíàÿ ìîäåëü ïðè ó÷åòå ðàç-
ëè÷íûõ âçàèìîäåéñòâèé â ýëåêòðîííîé ñèñòåìå ÷åòûðåõ òè-
ïîâ êâàçè÷àñòèö: äâîåê, äûðîê è ïðîñòûõ óçëîâ äâóõ òèïîâ ñ
ïðàâûì è ëåâûì ñïèíîì ìîæåò îáúÿñíèòü â ïðèíöèïå ìíîãèå
ýôôåêòû â êðèñòàëëàõ ðàçëè÷íîãî òèïà – ìåòàëëàõ, ïîëóïðî-
âîäíèêàõ è èçîëÿòîðàõ. Ïîëÿðíàÿ ìîäåëü äàåò è óòî÷íåíèå
êðèòåðèÿ ìåòàëëè÷åñêîãî è íåìåòàëëè÷åñêîãî ñîñòîÿíèÿ,
îáúÿñíÿÿ åãî êàê ïîÿâëåíèå äâîåê è äûðîê, ñâîáîäíûõ èëè
ñâÿçàííûõ â íåéòðàëüíîå îáðàçîâàíèå, è èõ îòñóòñòâèå â
êðèñòàëëå â îñíîâíîì ñîñòîÿíèè.

Ðàçâèòèþ èññëåäîâàíèé òàêîãî ðîäà ìû îáÿçàíû ðàáî-
òàì àíãëèéñêîãî ôèçèêà Í. Ìîòòà, êîòîðûé ïåðâûé ïîïûòàë-
ñÿ âûÿñíèòü âîïðîñ, ïî÷åìó çîííàÿ ìîäåëü â íåêîòîðûõ ñëó-
÷àÿõ íåïðàâèëüíî ïðåäñêàçûâàëà «ðåøåíèå ñïîðà ìåæäó ìå-
òàëëè÷åñêèì è íåìåòàëëè÷åñêèì ñîñòîÿíèÿìè». Ââèäó èñòî-
ðè÷åñêîé âàæíîñòè ýòîé ïðîáëåìû îñòàíîâèìñÿ íà åå îïèñà-
íèè. Â 1937 ãîäó ôèçèêè äþ Áóð è Ôåðâåé, èññëåäóÿ íåìåòàë-
ëè÷åñêóþ îêèñü íèêåëÿ NiO, óêàçàëè, ÷òî ïî çîííîé òåîðèè
îíà äîëæíà áûòü ìåòàëëîì, ïîñêîëüêó âîñåìü 3d-ýëåêòðîíîâ
èîíà Ni2+ ìîãóò çàïîëíÿòü d-ýíåðãåòè÷åñêóþ ïîëîñó ðàçðå-
øåííûõ ýíåðãèé ëèøü ÷àñòè÷íî. Êàê óêàçàë Ïàéåðëñ, óêàçàí-
íûé ýôôåêò ñâÿçàí èìåííî ñ íåó÷åòîì ìåæýëåêòðîííîãî
âçàèìîäåéñòâèÿ.
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Êîëè÷åñòâåííóþ îöåíêó âëèÿíèÿ ýôôåêòîâ ìåæýëåêò-
ðîííîé êîððåëÿöèè âïåðâûå ïðîèçâåë Ìîòò, êîòîðûé ïîêàçàë,
÷òî ïðàâèëüíûé ó÷åò äîïóñêàåò ñóùåñòâîâàíèå ñîñòîÿíèÿ
èçîëÿòîðà è ïðè íåïîëíîñòüþ çàïîëíåííîé ýëåêòðîíàìè ðàç-
ðåøåííîé ýíåðãåòè÷åñêîé ïîëîñå êðèñòàëëà. Åñëè ìåæàòîì-
íîå ðàññòîÿíèå à îêàçûâàåòñÿ ìåíüøå íåêîãî êðèòè÷åñêîãî
ðàññòîÿíèÿ à

î
, òî êðèñòàëë îáëàäàåò ìåòàëëè÷åñêèìè ñâîé-

ñòâàìè, ïðè à > à
î
, îí ÿâëÿåòñÿ èçîëÿòîðîì. Èäåè Ìîòòà

äàëåå ðàçâèâàëèñü â ðàáîòàõ Ì.Ñâèðñêîãî è Ñ.Âîíñîâñêîãî,
à òàêæå Í.Áîãîëþáîâà, Ñ.Òÿáëèêîâà è äðóãèõ. Íà÷èíàÿ ñ
1963 ãîäà, â ëèòåðàòóðå ïî êâàíòîâîé òåîðèè òâåðäîãî òåëà
øèðîêî èñïîëüçóåòñÿ ìîäåëü àíãëèéñêîãî ôèçèêà Äæ. Õàá-
áàðäà, êîòîðàÿ ÿâëÿåòñÿ ÷àñòíûì ñëó÷àåì îáùåé ïîëÿðíîé
ìîäåëè Øóáèíà-Âîíñîâñêîãî. Íàêîíåö, åùå óïîìÿíåì, ÷òî
äëÿ îïèñàíèÿ ñâîéñòâ ýëåêòðîííîé ñèñòåìû ïåðåõîäíûõ ìå-
òàëëîâ, â îñîáåííîñòè ÐÇÌ, òàêæå Øóáèíûì è Âîíñîâñêèì,
è íåçàâèñèìî îò íèõ Çèíåðîì, ïðåäëîæåíà ãèáðèäíàÿ s-d èëè
s-f ìîäåëü. Â íåé ñèñòåìà d è f ýëåêòðîíîâ îïèñûâàåòñÿ ïî
ãîìåîïîëÿðíîé ìîäåëè Ãåéçåíáåðãà, à ñèñòåìà s-ýëåêòðîíîâ
– ïî çîííîé ìîäåëè.


