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С благодарностью нашим родителям,
учителям и наставникам

Предисловие

Насколько я помню, я никогда не
встречал авторского предисловия, ко-
торое имело бы какую-то иную цель,
кроме одной — оправдать публикацию
Книги.

Марк Твен

К настоящему времени исследования в области нелинейной динами-
ки магнитоупорядоченных сред отражены в единственной монографии
«Нелинейные волны намагниченности. Динамические и топологиче-
ские солитоны» (А.М. Косевич, Б.А. Иванов, А.С. Ковалев, 1983),
которая стала классической. С момента выхода этой книги теория соли-
тонов испытала период необычайно быстрого роста. Были разработаны
технические приемы, использующие самые разнообразные математиче-
ские средства, с помощью которых успешно решено невероятное коли-
чество задач. Изучение такого объема материала требует упорного тру-
да. Между тем все расширяется круг лиц, которым приходится пользо-
ваться методами теории солитонов. Эти обстоятельства побудили нас
предпринять попытку краткого и доступного изложения основных идей
и результатов теории квазиодномерных магнитных солитонов, которые
образуют «каркас» для решения многочисленных конкретных задач.

Первая глава носит вспомогательный характер. В ней кратко изло-
жены основы феноменологической теории магнитоупорядоченных сред,
включая описание процессов релаксации в магнетиках, учитывающее
динамическую симметрию задачи. Кроме традиционного подхода, трак-
тующего динамику магнитного кристалла как нелинейную динамику
вставленных друг в друга магнитных подрешеток, впервые в моногра-
фической литературе изложен метод феноменологических лагранжиа-
нов спиновых волн, основанный на концепции спонтанного наруше-
ния симметрии обменных взаимодействий. В рамках обоих подходов
обсуждается возможность учета релятивистских, магнитостатических
и магнитоупругих взаимодействий. Читатель, знакомый с макроскопи-
ческой теорией магнетизма, может пропустить эту главу при первом
чтении книги и возвращаться к ней по мере необходимости.

Вторая глава является основной. В ней на примере гейзенберговско-
го ферромагнетика объясняются методы интегрирования квазиодномер-
ных моделей магнетизма. Изложена простая схема построения U–V -па-
ры для нелинейного уравнения Ландау–Лифшица. Наличие U–V -пары
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открывает возможность полного интегрирования нелинейных уравнений
методом обратной задачи рассеяния или более универсальным методом
«одевания» частных решений с помощью задачи Римана. Показано, как
строить спектр элементарных возбуждений сильно нелинейной инте-
грируемой системы. В этой же главе изложен метод построения U–V -
пар с движущимся спектральным параметром, который по известным
интегрируемым нелинейным уравнениям в частных производных с по-
стоянными коэффициентами позволяет строить новые интегрируемые
уравнения с переменными коэффициентами. Плодотворность метода
проиллюстрирована на примере теоретического описания аксиально-
симметричных волн намагниченности в изотропном ферромагнетике.

В третьей и четвертой главах изложена процедура интегрирования
динамических уравнений ферромагнетика с магнитной анизотропией
типа «легкая ось» и «легкая плоскость». Кроме того, в третьей главе
и в приложении к ней объясняется техника работы с эллиптическими
функциями, которая чрезвычайно полезна для дальнейших обобщений
метода «одевания». Получены и детально исследованы все солитоны
с однородной асимптотикой на пространственной бесконечности. Ана-
литически описано взаимодействие нелинейных волн прецессии боль-
шой амплитуды с магнитными солитонами. В легкоосном ферромаг-
нетике скоростью движения солитонов, в частности доменных границ
и зародышей перемагничивания, можно управлять, меняя волновое
число и амплитуду волны накачки. В ферромагнетике с анизотропи-
ей типа «легкая плоскость» проанализировано изменение внутренней
структуры солитонов под действием внешнего магнитного поля, на-
правленного вдоль оси анизотропии. Магнитное поле снимает вырож-
дение основного состояния и приводит к большому разнообразию соли-
тонов. Показано, что интегрируемая модель легкоплоскостного ферро-
магнетика тесно связана с моделью, описывающей нелинейные волны
намагниченности и солитоны в геликоидальных магнитных структурах.

Ферромагнетик с двухосной магнитной анизотропией — пример си-
стемы с сильной дисперсией. Для линейных мод зависимость частоты
от волнового числа имеет вид ω =

√
P4(k) , где P4(k) — полином

четвертой степени по k. Поскольку закон дисперсии не аналитичен по
константам анизотропии, невозможно построить теорию возмущений
по малой анизотропии. Все это проявляется в усложнении теории:
U–V -пара двухосного ферромагнетика, в отличие от ранее рассмотрен-
ных задач, содержит зависимость от спектрального параметра не че-
рез рациональные функции, а через эллиптические функции Якоби.
В пятой главе изложена модификация методов обратной задачи рассея-
ния и «одевания», позволяющая полностью исследовать особенности
нелинейной динамики ферромагнетика с двухосной магнитной ани-
зотропией. Найдены и проанализированы все солитоны с однородной
асимптотикой на пространственной бесконечности. Получен спектр
элементарных возбуждений сильно нелинейных состояний двухосного
ферромагнетика.
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В шестой и седьмой главах рассматриваются многоподрешеточные
магнитные солитоны в изотропном ферримагнетике с двумя магнитны-
ми подрешетками и в киральных моделях, которые описывают нели-
нейную динамику неколлинеарных ферри- и антиферромагнетиков.
Интересно, что интегрируемая модель ферримагнетика оказывается
универсальной. В частности, она описывает широкий класс двумерных
распределений намагниченности в изотропных ферро- и антиферромаг-
нетиках. Показано, что в ферримагнетике элементарными возбужде-
ниями являются нелинейные спиновые волны (две ветви) и солитоны,
которые вносят аддитивный вклад в энергию и импульс любого локали-
зованного распределения намагниченности. В неколлинеарных ферри-
и антиферромагнетиках найдены решения солитонного типа, которые
описывают систему пространственно локализованных магнитных воз-
буждений на фоне двух бегущих навстречу друг другу нелокализован-
ных волн намагниченности. Установлено, что волны намагниченности
приводят к амплитудной и фазовой модуляции локализованных воз-
буждений. При достаточно большой амплитуде волн они разрушают
локализованные возбуждения.

В восьмой главе излагаются приемы редуктивной теории возмуще-
ний, позволяющие корректно аппроксимировать слабонелинейную дина-
мику реальной достаточно сложной системы в рамках более простых
нелинейных моделей, которые допускают подробное исследование мето-
дами теории солитонов. Эффективность нелинейной теории возмущений
проиллюстрирована на примерах описания обменно-магнитостатических
солитонов в конечных системах (ферро- и антиферромагнитных пластин-
ках) и солитонов, связанных с резонансным обменом энергией между
различными ветвями спектра магнитоупругих мод.

В девятой главе в рамках модели sine-Gordon исследована нелиней-
ная динамика солитонов и спиновых волн в геликоидальной структуре
магнетиков без центра инверсии. Анализ нелинейных возбуждений на
фоне спиральной структуры при произвольных начальных распреде-
лениях намагниченности в структуре и заданных краевых условиях
сведен к решению линейных интегральных уравнений на римановой
поверхности, которая порождена структурой. Получены спектральные
разложения интегралов движения, в которых выделены вклады соли-
тонов и спиновых волн. Установлено, что столкновения солитонов друг
с другом сопровождаются не только изменением координат их центров
и фаз, но и сдвигами самой структуры. Обсуждаются возможности
экспериментального обнаружения солитонов в спиральной структуре.

Авторы признательны научному редактору проф. А.П. Танкееву,
внимательно прочитавшему рукопись и сделавшему ряд полезных заме-
чаний. А.П. Танкеев и А.А. Расковалов принимали участие при иссле-
довании некоторых вопросов, изложенных в книге. Большую помощь
при оформлении рукописи оказали Д.В. Долгих и А.А. Расковалов.
Авторы благодарны Л.А. Памятных за любезно предоставленные фо-
тографии доменных структур для обложки к книге.

Г л а в а 1

ФЕНОМЕНОЛОГИЧЕСКАЯ ТЕОРИЯ

МАГНЕТИЗМА

1.1. Феноменологическое описание нелинейной
динамики магнетиков с помощью магнитных

подрешеток

In medius res.
(В самую суть дела; c места в карьер — лат.)

Из Горация

1.1.1. Основные уравнения

В традиционной феноменологической теории магнитных кристал-
лов сложные магнитные структуры рассматриваются как совокупность
вставленных друг в друга магнитных подрешеток [1–3]. При контину-
альном описании каждая магнитная подрешетка характеризуется сред-
ней плотностью магнитного момента Mν i(x, t), где xj , t — простран-
ственные координаты и время, индексы, обозначенные латинскими
буквами, принимают значения i, j = 1, 2, 3 и ν — номер подрешетки.

Полная энергия ограниченного образца включает объемную и по-
верхностную энергии. Поверхностная энергия конкретизирует краевые
условия для уравнений динамики полей Mνi(x, t). Явный вид дина-
мических уравнений определяется только объемной частью энергии
кристалломагнетика, которая записывается в форме разложения [1, 2]:

W =
∫

V0

[
Aν1ν2

ij Mν1iMν2j +Bν1ν2
ij,s (Mν1i ∂sMν2j −Mν2i ∂sMν1j)+

+Cν1ν2
ij,sp ∂sMν1i ∂pMν2j + . . .

]
d3x +W (m) −

∫

V0

(
M ·Hext

)
d3x. (1.1.1)

Здесь суммирование проводится по всем дважды встречающимся ин-
дексам, интегрирование ведется по области V0, занятой магнитным
материалом.
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Полная локальная намагниченность среды M =
∑
ν

Mν порождает

магнитное поле H(m):

H
(m)
i = V. p.

∫

V0

Mk(x′) ∂

∂x′i∂x
′
k

1∣∣x − x′∣∣d3x′. (1.1.2)

Буквы V. p. указывают, что интеграл вычисляется в смысле главного
значения Коши, т. е. интегрирование ведется по области V0 с исключе-
нием малого объема, ограниченного сферой |x− x′| = ρ, в конце расче-
та берется предел ρ→ 0. В соотношении (1.1.1) W (m) — нелокальная
энергия взаимодействия намагниченности кристалла M с размагничи-
вающим полем H(m):

W (m) = −1
2

∫

V0

(
M ·H(m)

)
d3x. (1.1.3)

Для дальнейшего анализа полезно ввести магнитостатический по-
тенциал Ψ, который является решением следующей краевой задачи:

ΔΨ = 4π divM (x ∈ V0); ΔΨ = 0 (x ∈ V1);
ni [−∂iΨ + 4πMi]− |σ = −ni ∂iΨ+|σ , Ψ− |σ = Ψ+|σ ,

Ψ→ 0 при |x| → ∞.
(1.1.4)

Здесь σ — поверхность магнитного кристалла, индексы «+» и «−»
служат для обозначения полей вне и внутри кристалла, ni — компо-
ненты единичной внешней нормали к поверхности σ, V1 — область
вне магнитного кристалла (V0 + V1 — все трехмерное пространство
с координатами xi). Решение задачи (1.1.4) имеет вид [1, 2]

Ψ = −
∫

V0

d3x′ divM(x′)∣∣x − x′∣∣ +
∫
σ

dσk
Mk(x′)∣∣x − x′∣∣ =

∫

V0

d3x′Mk(x′) ∂

∂x′k

1∣∣x − x′∣∣ .
Здесь dσk — элемент поверхности образца, все интегралы предпола-
гаются сходящимися и вычисляются без ограничений на |x− x′|. По-
тенциал Ψ определяет поле H̃(m)

i = −∂iΨ, которое немного отличается
от H(m)

i . При условии непрерывности функции M(x) в точке x = x′
находим

H̃
(m)
i =

∫

V0

d3x′Mk(x′) ∂2

∂x′i∂x
′
k

1∣∣x − x′∣∣ = −4π
3
Mi(x)+

+ lim
ρ→0

∫

|x−x′|>ρ

Mk(x′) ∂2

∂x′i∂x
′
k

1∣∣x − x′∣∣d3x′ = −4
3
πMi +H

(m)
i .
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В терминах H̃(m) магнитостатическую энергию (1.1.3) можно запи-
сать в виде

W (m) = −1
2

∫

V0

M ·
(
H̃(m) + 4π

3
M
)

d3x. (1.1.5)

Второе слагаемое в правой части (1.1.5) удобно объединить с первым
слагаемым в разложении (1.1.1) энергии кристалломагнетика. Тогда
магнитостатической энергией образца будет

W̃ (m) = −1
2

∫

V0

(
M · H̃(m)

)
d3x = 1

2

∫

V0

Mi ∂iΨd3x, (1.1.6)

где при расчете Ψ и H̃(m) уже нет ограничений на |x− x′|.
Приведем другое представление для энергии W̃ (m), полезное при

расчетах. Интегрированием по частям с учетом соотношений (1.1.4)
нетрудно получить тождества

∫

V1

(∂iΨ)2d3x = −(Ψni ∂iΨ)+
∣∣
σ

= [Ψni(−∂iΨ + 4πMi)]−
∣∣
σ
;

∫

V0

Mi ∂iΨd3x = 1
4π

∫

V0

∂iΨ [(−∂iΨ + 4πMi) + ∂iΨ] d3x =

= 1
4π

[Ψni(−∂iΨ + 4πMi)]−
∣∣
σ

+ 1
4π

∫

V0

(∂iΨ)2d3x =

= 1
4π

∫

V0+V1

d3x(∂iΨ)2.

(1.1.7)

В первом из равенств (1.1.7) учли, что на поверхности σ внешняя
нормаль к области V1 равна −n.

Используя тождества (1.1.7), энергию (1.1.6) можно представить
в форме

W̃ (m) =
∫

V0

Mi ∂iΨd3x− 1
8π

∫

V0+V1

(∂iΨ)2d3x. (1.1.8)

В последнем члене в правой части (1.1.8) интегрирование производит-
ся по всему пространству V0 + V1. Использование выражения (1.1.8)
для энергии W̃ (m) предпочтительнее при формулировке вариационных
принципов, поскольку позволяет варьировать поля Ψ и Mν независимо.
Это дает не только уравнения для расчета полей Ψ и Mν , но и необ-
ходимые граничные условия к ним.
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В представлении (1.1.1) слагаемое

−
∫

V0

(
M ·Hext

)
d3x

соответствует энергии взаимодействия магнетика с внешним магнит-
ным полем Hext. Заметим, что по установившейся традиции в качестве
магнитного поля здесь используется вектор напряженности магнитного
поля Hext, хотя истинным средним макроскопическим полем в среде
(входящим, наряду с напряженностью электрического поля E, в силу
Лоренца) является, конечно, магнитная индукция B [3]. Для системы
единиц СГС, в которой мы работаем, это не существенно, но должно
учитываться при переходе к системе СИ.

Выражение для энергии (1.1.1) должно быть инвариантным от-
носительно преобразований группы магнитной симметрии кристалла.
Это условие определяет конкретный вид феноменологических посто-
янных A, B, . . .. При симметрийном описании магнетиков, кроме про-
странственных элементов симметрии (поворотов, отражений и транс-
ляций), приходится вводить еще один элемент симметрии — операцию
обращения времени. Существование такой операции связано с инвари-
антностью уравнений движения микрочастиц, образующих магнитный
кристалл, по отношению к изменению знака времени с одновременным
изменением на обратные направлений вектора Hext и магнитных мо-
ментов микрочастиц. При обращении времени имеем

Hext → −Hext, Mν → −Mν .

Поэтому в разложении (1.1.1) отсутствуют члены, содержащие произ-
ведения из нечетного числа множителей H и Mν .

В формировании магнитной структуры основную роль играют об-
менные взаимодействия. В разложении (1.1.1) обменным взаимодей-
ствиям отвечают слагаемые с коэффициентами A, B, . . ., которые ин-
вариантны относительно одновременного поворота всех векторов Mν

на один и тот же угол. Этот поворот осуществляется в спиновом
пространстве и потому не затрагивает декартовых координат xi конфи-
гурационного пространства кристалломагнетика.

Остальные слагаемые, содержащиеся в квадратной скобке равен-
ства (1.1.1), описывают взаимодействия, которые по порядку величины
в v2/c2 раз меньше обменных (v имеет порядок величины скоростей
атомных электронов, c — скорость света). В конденсированном веще-
стве v2/c2 � 10−4, поэтому такие взаимодействия называют реляти-
вистскими. Они приводят к зависимости энергии магнетика от ори-
ентации магнитных векторов Mν относительно кристаллографических
осей.

Основное предположение феноменологичеcкой теории состоит
в том, что модуль вектора намагниченности каждой подрешетки
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считается постоянным даже для возбужденных состояний кристалла:

(Mν)2 = M2
0 ν = const. (1.1.9)

Это геометрическое условие достаточно хорошо выполняется при низ-
ких температурах и уже само по себе делает задачу существенно
нелинейной. Эволюция вектора Mν(x, t) носит характер прецессии
и определяется уравнениями Ландау–Лифшица [4]:

∂tMν = −γν

[
Mν ×Heff

ν

]
, M2

ν = M2
0ν , (1.1.10)

где Heff = −δW/δMν — эффективное поле, γν = const — магнито-
механическое отношение для ν-й подрешетки (в формулах (1.1.9),
(1.1.10) нет суммирований по индексу ν). Для многоподрешеточных
магнетиков, вследствие большого числа векторных параметров порядка
Mν(x, t), а также существенной геометрической и физической нели-
нейности задачи, непосредственное интегрирование уравнений пред-
ставляет значительные трудности.

1.1.2. Связь с микротеорией

Магнитные свойства вещества — это проявления законов реляти-
вистской квантовой теории, и поэтому они не имеют аналога в класси-
ческой физике. Кратко поясним микроскопические истоки изложенной
макроскопической теории.

Вследствие квантово-механического принципа неразличимости тож-
дественных частиц волновая функция кристалла должна быть анти-
симметричной при перестановке координат и проекций спинов электро-
нов. Это ведет к определенной согласованности, корреляциям в дви-
жении электронов, которые сказываются на энергии кристалла. Да-
же в том случае, когда исходный микроскопический гамильтониан
совокупности атомов учитывает только кулоновские взаимодействия
и не включает спиновые переменные, учет тождественности электро-
нов приводит к тому, что энергия кристалла оказывается зависящей
от спиновых моментов отдельных атомов. Конечный результат можно
получить, не прибегая к антисимметризации волновой функции кри-
сталла, но добавив к исходному микроскопическому гамильтониану
эффективную (обменную) энергию, зависящую от спиновых механиче-
ских моментов Ŝα

ν отдельных атомов кристалла [1, 2]:

Ĥex = −1
2

∑
ν1,ν2,α,β

Jν1ν2(xα
ν1
− xβ

ν2
)
(
Ŝα

ν1
· Ŝβ

ν2

)
. (1.1.11)

Здесь суммирование идет по номерам подрешеток ν1, ν2 и номерам
атомов в них (α и β), Jν1ν2(xα

ν1
− xβ

ν2
) — некоторая функция от радиуса-

вектора xα
ν1
− xβ

ν2
, соединяющего α-й и β-й узлы ν1-й и ν2-й магнитных

подрешеток кристалла. Функция Jν1 ν2 экспоненциально убывает с уве-
личением расстояния

∣∣xα
ν1
− xβ

ν2

∣∣ между атомами, так как определяется
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степенью перекрытия волновых функций атомов. Практически она
отлична от нуля лишь для соседних атомов. При этом по порядку
величины

Jν1ν2 � ξe2/a,

где a — постоянная решетки, ξ � 0,1 — численный множитель, от-
ражающий степень перекрытия волновых функций атомов, e — заряд
электрона [2].

Отличительная черта обменной энергии — ее инвариантность отно-
сительно поворотов всех спиновых моментов Ŝα

ν на один и тот же угол.
Изотропность обменной энергии относительно вращений в спиновом
пространстве — отражение того обстоятельства, что она является ку-
лоновской по природе. Название «обменная энергия» связано с тем, что
эффективное взаимодействие (1.1.3) можно представить как результат
обмена электронами между соседними атомами кристалла.

Электрические поля кристаллов обусловливают разные типы сим-
метрии и разные перекрытия волновых функций атомов кристалла.
В конечном счете это ведет к формированию большого числа обменных
магнитных структур, которые на феноменологическом уровне описы-
ваются в терминах вставленных друг в друга магнитных подрешеток.
Обсудим это подробнее.

Операторы магнитных моментов атомов M̂α
ν связаны с операторами

спиновых моментов Ŝβ
ν соотношением

M̂α
ν = −h̄γν Ŝα

ν . (1.1.12)

Здесь нет суммирования по ν, h̄γν = gνμB (gν — g-фактор, μB =
= |e|h̄/(2mc) — магнетон Бора, γν — магнитомеханическое отношение
для ν-й подрешетки, e — заряд электрона, m — его масса, h̄ —
постоянная Планка). Заметим, что в общем случае gν может быть
тензором.

Определим операторы плотности магнитных моментов подрешеток
соотношениями

M̂ν(x, t) =
∑
α

M̂α
ν δ(x− xα

ν ). (1.1.13)

Тогда обменную энергию (1.1.11) можно записать в форме:

Ĥex = −1
2

∫ ∫
Eν1ν2(x− x′)

(
M̂ν1(x, t) · M̂ν2(x

′, t)
)

d3x d3x′, (1.1.14)

где по дважды повторяющимся индексам подразумевается суммирова-
ние. Функции от координат Eν1ν2 в (1.1.14) нетрудно выразить через
Jν1ν2 , используя соотношение (1.1.12).

В магнетиках, благодаря сильному обменному взаимодействию,
быстро устанавливается локальное квазиравновесное распределение

1.1. Феноменологическое описание динамики магнетиков 17

магнитных моментов. Поэтому вводится макроскопическая плотность
магнитных моментов подрешеток:

Mν(x, t) = 1
ΔV

∫

ΔV

Sp
(
M̂ν(x′, t)ρ̂(x′, t)

)
d3x′, (1.1.15)

где ρ̂(x′, t) — локально равновесная матрица плотности магнетика,
интегрирование проводится в пределах физически малого объема ΔV
с центром в точке с радиусом-вектором x. Объем ΔV должен удовле-
творять условию

a3 � ΔV � λ3, (1.1.16)

где λ — характерный размер магнитных неоднородностей (это может
быть длина спиновой волны, размер солитона и т.п.), a — межатомное
расстояние.

При усреднении микроскопической обменной энергии (1.1.14) про-
изведение операторов

(
M̂ν1(x, t) · M̂ν2(x

′, t)
)

заменяется произведени-
ем средних локальных плотностей (1.1.15), являющихся c-числами.
В результате гамильтониану (1.1.11) сопоставляется макроскопическая
обменная энергия

Wex = −1
2

∫ ∫
Eν1ν2(x− x′) (Mν1(x, t) ·Mν2(x

′, t)) d3x d3x′. (1.1.17)

Напомним, что функция Eν1ν2(x) быстро уменьшается с увеличени-
ем |x|. Поэтому в формуле (1.1.17) можно разложить Mν2(x

′, t) в ряд
по степеням x− x′:

Mν2(x
′, t) ≈Mν2(x, t) + ∂sMν2(x, t)(x

′ − x)s+

+ 1
2
∂s∂p Mν2(x, t)(x

′ − x)s(x′ − x)p. (1.1.18)

Подставляя (1.1.18) в (1.1.17) и производя интегрирования по частям,
приходим к следующему разложению для обменной энергии кристалла:

Wex = −1
2

∫
[αν1ν2 (Mν1 ·Mν2)+

+ βν1ν2
s (Mν1 · ∂sMν2 −Mν2 · ∂sMν1)−

−γν1ν2
sp (∂sMν1 · ∂pMν2) + . . .

]
d3x, (1.1.19)

которое согласуется с (1.1.1). Заметим, что при переходе от (1.1.18)
к (1.1.19) мы опустили поверхностные интегралы. В безграничной
среде такое приближение оправдано. В ограниченных образцах при
выводе уравнений для расчета полей Mν(x, t), Ψ(x, t) из вариационно-
го принципа Гамильтона все поверхностные интегралы с вариациями
δMν , δΨ и т. д., происходящие как от объемной, так и от поверхност-
ной частей полной энергии магнетика, должны обращаться в нуль.
Это требование дает краевые условия для конкретной задачи [5].
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«Деликатную» процедуру интегрирований по частям в ограниченных
образцах проиллюстрируем далее на конкретном примере.

Феноменологические постоянные αν1ν2 , βν1ν2
s , γν1ν2

sp являются момен-
тами функции Eν1ν2(x). В частности, имеем

γν1ν2
sp = 1

2

∫
Eν1ν2(x)xsxpd3x � Jν1ν2a5

gν1gν2 μ
2
B

,

где Jν1ν2 — величина обменного интеграла между соседними атомами
ν1-й и ν2-й подрешеток.

Магнитоанизотропные (релятивистские) взаимодействия с микро-
скопической точки зрения связаны со спин-орбитальными и прямыми
диполь-дипольными взаимодействиями магнитных атомов кристалла.

Обсудим вначале вклад в энергию магнитной анизотропии спин-
орбитальных взаимодействий. Электрическое поле кристалла опреде-
ленным образом ориентирует относительно кристаллографических осей
орбитальное движение электронов в атомах кристалломагнетика. Спи-
новые механические моменты электронов в каждом атоме взаимодей-
ствуют с орбитальным движением электронов данного и соседних ато-
мов. Каков бы ни был характер этой связи (L–S-связь или J–J-связь),
согласно квантово-механической теории возмущений, она приводит
к эффективному взаимодействию магнитных моментов атомов кристал-
ла, которое в квадратичном по M̂νi приближении имеет вид

Ĥso = 1
2

∫ ∫
kν1ν2

ij (x− x′)M̂ν1i(x, t)M̂ν2j(x
′, t)d3x d3x′. (1.1.20)

Это выражение отличается от обменного гамильтониана (1.1.14) только
тем, что здесь энергия зависит от ориентации магнитных моментов M̂ν

относительно кристаллографических осей. Поскольку функция kν1ν2
ij (x)

быстро убывает с ростом |x|, с энергией (1.1.20) можно поступить так
же, как и с обменной энергией. В результате спин-орбитальное взаи-
модействие приводит к макроскопической энергии, которая совпадает
с магнитоанизотропной локальной частью формулы (1.1.1).

Интересно, что традиционное представление о том, что магнитоани-
зотропные взаимодействия много меньше обменного (изотропного) вза-
имодействия, вообще говоря, не всегда справедливо. В последнее время
открывается все больше и больше квазиодномерных и квазидвумерных
(слоистых) магнитных материалов, в которых спин-орбитальные взаи-
модействия превалируют над обменным (см., например, [6, 7]). Маг-
нитные свойства таких веществ специфичны и определяются, в част-
ности, экзотическими магнитными солитонами — компактонами и пи-
конами [8].

Отметим также, что наличие в разложении (1.1.1) линейных по гра-
диентам членов

Bν1ν2
ij,s [Mν1i ∂sMν2j −Mν2j ∂sMν1i] (1.1.21)
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обменной и обменно-релятивистской природы возможно только для
кристаллов без центра инверсии. Взаимодействия (1.1.21) интересны
тем, что ведут к формированию геликоидальных магнитных структур,
периоды которых несоизмеримы с кристаллохимическими и обычно
превосходят их в большое число раз.

Прямое диполь-дипольное взаимодействие магнитных моментов
атомов M̂α

ν кристалла друг с другом соответствует следующему мик-
роскопическому гамильтониану:

Ĥdip = 1
2

∑
α,ν,α′,ν′

⎡⎣(M̂α
ν · M̂α′

ν′
)

∣∣∣rαα′
νν′
∣∣∣3 −

3
(
M̂α

ν · rαα′
νν′
) (

rαα′
νν′ · M̂α

ν

)
∣∣∣rαα′

νν′
∣∣∣5

⎤⎦, (1.1.22)

где
rαα′

νν′ = xα
ν − xα′

ν′ ,

суммирование ведется по всем парам индексов (α, ν), (α′, ν′) с един-
ственным ограничением (α, ν) �= (α′, ν′).

Используя выражение для оператора микроскопической намагни-
ченности среды

M̂(x, t) =
∑
α,ν

M̂α
ν δ(x− xα

ν ) ≡
∑

ν

M̂ν(x, t),

дискретную сумму (1.1.22) можно переписать в виде интеграла

Ĥdip = 1
2

∫ ∫

V0

M̂i(x)
(

∂2

∂xi∂x
′
j

1∣∣x − x′∣∣
)
M̂j(x′)d3x d3x′, (1.1.23)

где V0 — объем кристалла. Однако формальный переход от пред-
ставления (1.1.23) к континуальному приближению по уже изложен-
ной схеме в данном случае встречает трудности из-за расходимости
подынтегрального выражения в области малых |x − x′|. При малых
расстояниях |x − x′| следует учитывать дискретный характер распре-
деления магнитных атомов в пространстве. Для аккуратного перехода
к континуальному приближению разобьем Ĥdip на два слагаемых:

Ĥdip = ĤI
dip + ĤII

dip.

Здесь ĤI
dip — значение микрогамильтониана в области |x− x′| � ρ:

ĤI
dip = 1

2

∫ ∫

|x−x′|�ρ

M̂i(x)
(

∂2

∂xi ∂x
′
j

1∣∣x − x′∣∣
)
M̂j(x′)d3x d3x′,

где ρ — достаточно малая макроскопическая величина, удовлетворяю-
щая условию

a� ρ� λ.
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В области |x− x′| � ρ следует вернуться к первоначальной форме
записи микрогамильтониана в виде суммы

ĤII
dip = −1

2

3∑
i,j=1

∑
α,ν,α′,ν′

M̂α
ν i

⎡⎣ ∂2

∂
(
rαα′

νν′
)

i
∂
(
rαα′

νν′
)

j

1∣∣∣rαα′
νν′
∣∣∣
⎤⎦ M̂α′

ν′j . (1.1.24)

В (1.1.24) суммирование ведется по всем парам индексов (α, ν), (α′, ν′),
удовлетворяющим ограничению

0 <
∣∣∣xα

ν − xα′
ν′

∣∣∣ � ρ.

Обсудим переход от гамильтонианов ĤI
dip, Ĥ

II
dip к феноменологиче-

ской энергии магнетика (1.1.1).
Выражение для ĤI

dip не содержит особенности, и после усреднения
по прежней схеме дает нелокальную макроскопическую энергию кри-
сталломагнетика, которая совпадает с определением W (m) по формулам
(1.1.2), (1.1.3).

Покажем, что при физически оправданных приближениях микро-
скопическому гамильтониану ĤII

dip в феноменологической теории соот-
ветствует энергия локальной магнитной анизотропии кристалла. С этой
целью перегруппируем слагаемые в (1.1.24). Взяв произвольный атом
ν-й подрешетки с радиусом-вектором xα

ν , мы сперва просуммируем
по всем атомам из ν′-й подрешетки в его ближайшей окрестности
в пределах сферы радиусом ρ, точнее просуммируем по всем α′,
удовлетворяющим условию 0 <

∣∣xα
ν − xα′

ν′
∣∣ < ρ (индексы ν и ν′ пока

фиксированы). Считаем, что в пределы такой сферы попадают атомы
разных подрешеток. Затем вычислим сумму по α, т. е. учтем вклады
всех атомов ν-й подрешетки (на значения α теперь нет ограничений).
И, наконец, просуммируем вклады разных подрешеток ν и ν′. В ре-
зультате получим следующее представление для гамильтониана ĤII

dip:

ĤII
dip =−1

2

∑
ν,ν′

∑
α

∑
α′

0<|xα
ν −xα′

ν′ |<ρ

3∑
i,j=1

M̂α
νi

⎡⎣ ∂2

∂
(
rαα′

νν′
)

i
∂
(
rαα′

νν′
)

j

1∣∣∣rαα′
νν′
∣∣∣
⎤⎦M̂α′

ν′j .

Введем оператор энергии ̂̃
HII

dip для атомов, заключенных в пределах
физически малого объема ΔV (1.1.16) с центром в точке с радиусом-
вектором x ≈ xα

ν :

̂̃
HII

dip = −1
2

3∑
i,j=1

∑
ν,ν′

∑
〈α〉
×

×
∑

α′
0<|xα′

ν′ −xα
ν |<ρ

M̂α
ν i

⎡⎣ ∂2

∂
(
rα α′

ν ν′
)

i
∂
(
rα α′

ν ν′
)

j

1∣∣∣rα α′
ν ν′
∣∣∣
⎤⎦ M̂α′

ν′ j . (1.1.25)
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Здесь символ
∑
〈α〉

означает суммирование по атомам ν-й подрешетки,

попавшим в объем ΔV с центром в точке с радиусом-вектором x ≈ xα
ν

(считаем, что в объем ΔV попадают атомы всех подрешеток).
Усредним выражение (1.1.25), используя локально равновесную

матрицу плотности ρ̂(x, t). При усреднении используем приближение

Sp
(
M̂α

ν i M̂
α′
ν′j ρ̂

)
= Sp

(
M̂α

ν i ρ̂
)

Sp
(
M̂α′

ν′j ρ̂
)
.

Поскольку в пределах физически малого объема магнитные моменты
атомов кристалла имеют близкую ориентацию, их средние значения не
зависят от α,α′ и могут быть отнесены к точке с радиусом-вектором x:

Sp
(
M̂α

ν i ρ̂
)

= μν i(x, t), Sp
(
M̂α′

ν′j ρ̂
)

= μν′j(x, t).

После усреднения суммирование по индексам α и α′ в (1.1.25)
может быть выполнено явно, и мы получим следующее выражение для
плотности макроскопической энергии кристалла в точке с радиусом-
вектором x:

1
ΔV

Sp
( ̂̃
HII

dip ρ
)

= 1
ΔV

∑
i, j=1

∑
ν,ν′

ΔNνβ
ν,ν′
ij μνi μν′j .

Здесь ΔNν — число магнитных моментов атомов ν-й подрешетки
в объеме ΔV . Поскольку величина

βνν′
ij = −1

2

∑
α′

0<|rα,α′
ν,ν′ |<ρ

∂2

∂
(
rαα′

νν′
)

i
∂
(
rαα′

νν′
)

j

1∣∣∣rαα′
νν′
∣∣∣

слабо зависит от α, α′ и ρ, этой зависимостью пренебрегаем.
Учитывая, что i-я проекция намагниченности ν-й подрешетки равна

Mν i(x, t) = ΔNν

ΔV
μνi(x, t) = 1

vν
μν(x, t),

где vν — объем, приходящийся на один атом ν-й подрешетки, получаем
следующее окончательное выражение для плотности макроскопической
энергии магнетика:

3∑
i,j=1

∑
ν,ν′

βνν′
ij vν′Mνi(x, t)Mν′j(x, t).

Как видим, дискретная часть микрогамильтониана диполь-дипольного
взаимодействия также приводит к макроскопической энергии, которая
согласуется с разложением (1.1.1).

Феноменологические уравнения нелинейной динамики магнетиков
(1.1.10) получаются при усреднении (с помощью локально равновесной
матрицы плотности по физически малым объемам) квантово-механи-
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ческих уравнений Гейзенберга для операторов микронамагниченностей
подрешеток M̂ν(x, t) (1.1.13):

ih̄ ∂tM̂ν =
[
Ĥ, M̂ν

]
. (1.1.26)

Здесь Ĥ — гамильтониан кристалломагнетика,
[
Ĥ , M̂ν

]
— коммутатор

операторов Ĥ и M̂ν , h̄ — постоянная Планка, i — мнимая единица.
Если рассматривать достаточно медленные изменения макроскопи-

ческих магнитных моментов подрешеток, характеризующиеся време-
нами, которые значительно больше времени установления локального
квазиравновесия в магнетике, то в левой части (1.1.26) мы полу-
чим производную по времени от плотности Mν(x, t) макроскопиче-
ской намагниченности ν-й подрешетки. Предполагая, что в каждой
из подрешеток быстро устанавливаются квазиравновесные распреде-
ления магнитных моментов атомов, пренебрегаем корреляционными
функциями высших порядков и заменяем средние значения опера-
торов M̂α

νi произведениями средних. После физически оправданных
разложений, которые аналогичны уже рассмотренным, получаем мак-
роскопические уравнения динамики намагниченностей в подрешетках
в форме Ландау–Лифшица (1.1.10).

До сих пор фактически полагалось, что магнетизм связан с лока-
лизованными электронами незаполненных оболочек атомов кристалла,
и не учитывалась роль коллективизированных электронов, ответствен-
ных за электропроводность. Тем не менее, изложенная феноменологи-
ческая теория, в силу своей симметрийной основы, позволяет рассмот-
реть многие явления в металлах и, тем более, в магнитных полупро-
водниках.

1.2. Феноменологический подход к релаксационным
процессам в многоподрешеточных магнетиках

. . .что такое теория? Неспециалисту
бросается в глаза, что она — груда фор-
мул, ничего не говорящих непосвященно-
му. Но эти формулы не составляют ее
существо.

Л. Больцман

При макроскопическом описании диссипации энергии в магнетиках
в уравнения Ландау–Лифшица (1.1.10) вводят дополнительные ре-
лаксационные члены в форме Ландау–Лифшица, Блоха–Бломбергена,
Гилберта и др. [1, 9–12]. Однако все традиционно используемые дисси-
пативные члены определяются только релятивистскими взаимодействи-
ями, не учитывают пространственной дисперсии, характерной для об-
менных взаимодействий, и приводят к результатам, противоречащим
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микротеории спиновых волн. Впервые это было замечено в работах
Барьяхтара [13–15]. Барьяхтар предложил феноменологический подход
для введения диссипативных членов в уравнения Ландау–Лифшица,
который корректно учитывает динамическую симметрию процессов
релаксации в магнетиках, не исключает возможности изменения но-
минальных намагниченностей подрешеток за счет релаксации и дает
декременты затухания линейных спиновых волн, согласующиеся с мик-
ротеорией. Поэтому можно надеяться, что и релаксация нелинейных
магнитных возбуждений, в частности подвижность доменных границ
и других солитонов в магнетиках, более верно описывается в рамках
подхода Барьяхтара. Изложим его основные идеи.

С целью введения диссипативных членов в уравнения динамики
намагниченностей подрешеток рассмотрим вариацию энергии магнети-
ка δW . Согласно определению эффективного поля, имеем

δW = −
∫ (

Heff
ν · δMν

)
d3x. (1.2.1)

Здесь и далее, если не оговорено особо, по дважды встречающимся ин-
дексам подразумевается суммирование. Из (1.2.1) находим изменение
энергии системы со временем (для упрощения анализа сначала пред-
полагаем, что поле Hext не зависит от времени, среда безгранична):

dW

dt
= −

∫ (
Heff

ν · ∂tMν

)
d3x.

Нетрудно проверить, что уравнения Ландау–Лифшица (1.1.10)
обеспечивают сохранение энергии W кристалломагнетика. При нали-
чии диссипации энергия должна убывать со временем:

dW

dt
= −

∫ (
Heff

ν · ∂tMν

)
d3x = −T dS

dt
< 0. (1.2.2)

Здесь S — энтропия кристалломагнетика, T — его температура. В со-
стоянии равновесия системы ее энтропия максимальна и потому

Heff
ν = − δW

δMν
= 0.

Это обстоятельство при феноменологическом описании релаксации
в магнетиках будет учтено, если ∂tMν представить в форме разложе-
ния по полям Heff

ν и их градиентам:

∂tMνi = −γνεijkMνjH
eff
νk + Γνν1

i k H
eff
ν1k+

+ Γνν1
ik,s∂sH

eff
ν1k + Γνν1

ik,sp∂s∂pH
eff
ν1k + . . . , (1.2.3)

где εijk — антисимметричный единичный тензор (ε123 = 1). Первое
слагаемое в разложении (1.2.3) выбрано так, чтобы в отсутствии дис-
сипации энергии воспроизвести уравнения Ландау–Лифшица (1.1.10).
В данном случае в (1.2.3) по индексу ν, встречающемуся более чем
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дважды, нет суммирования. Коэффициенты Γνν1
ik и т. д. могут зависеть

от намагниченностей подрешеток, их градиентов и внешнего магнит-
ного поля. Тогда они удовлетворяют соотношениям симметрии Онсаге-
ра [3, 14, 15]:

Γν1ν2
sk

({Mν} , Hext
)

= Γν2ν1
k s

({−Mν} , −Hext
)
,

Γν1ν2
sk,ij

({Mν} , Hext
)

= Γν2ν1
ks,ij

({−Mν} , −Hext
)
,

которые на макроскопическом уровне отражают инвариантность мик-
роскопических уравнений движения относительно изменения знака
времени с одновременным изменением направлений вектора напряжен-
ности внешнего магнитного поля Hext и магнитных моментов атомов
кристалла. Вследствие соотношений Онсагера, коэффициенты Γν1ν2

sk
и т. д. можно представить в виде суммы произведений из четного
числа множителей Mνi и Hext

j . В то же время, поскольку релаксаци-
онные члены обычно малы, в таких разложениях часто ограничива-
ются первыми независящими от полей Hext и Mν членами. Согласно
микротеории, следующие приближения соответствуют высшим поряд-
кам квантово-механической теории возмущений, учитывающим вклады
спин-спиновых и спин-орбитальных взаимодействий с малыми инте-
гралами перекрытия волновых функций соседних атомов кристалла
и с малыми коэффициентами порядка (v2/c2)n. Кроме того, в формуле
(1.2.3) в основном приближении обычно можно пренебречь слагаемыми
O
(
(Heff)2

)
. В результате для производства энтропии в системе полу-

чаем простое выражение

T
dS

d t
≡ 2Q =

∫ [
Γν1ν2

ik Heff
ν1iH

eff
ν2k

+

+ Γν1ν2
ik,s

(
Heff

ν1i ∂sH
eff
ν2k
−Heff

ν2k
∂sH

eff
ν1i

)−
−Γν1ν2

ik,sp ∂sH
eff
ν1i∂pH

eff
ν2k

]
d3x > 0. (1.2.4)

Соотношение (1.2.4) определяет диссипативный функционал Q систе-
мы. Заметим, что для упрощения анализа общих соотношений здесь
обсуждается случай безграничной среды, поэтому в (1.2.4) мы опу-
стили поверхностные интегралы, которые появляются при переходе
от (1.2.2), (1.2.3) к (1.2.4) в результате интегрирований по частям.
В ограниченных образцах такие интегралы обращаются в нуль вслед-
ствие граничных условий, отражающих отсутствие потоков энергии
через поверхность кристалломагнетика.

Конкретный вид постоянных Γ в (1.2.4) доопределяется следующи-
ми условиями:

1) инвариантностью функционала Q относительно преобразований
парамагнитной группы симметрии кристалла;

2) законами сохранения компонент намагниченностей подрешеток,
которые также являются следствиями свойств симметрии мате-
риала;
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3) положительностью производства энтропии в системе (Q > 0 при
любых Heff

ν �= 0).
В частности, линейные по градиентам члены с коэффициента-

ми Γν1ν2
ij,s всегда нарушают положительную определенность функцио-

нала Q и, скорее всего, должны отсутствовать даже в кристаллах
без центра симметрии. Заметим также, что построение инвариантов
из компонент векторов Heff

ν облегчается тем, что Heff
ν под действи-

ем элементов симметрии кристалла преобразуется так же, как Mν .
Это следует из определения (1.2.1) и инвариантности энергии W .

В следующем разделе мы поясним эти утверждения на простом
примере.

1.3. Ферромагнитная пластина как пример
ограниченного образца

Возьмем старую теорию магнетиз-
ма, по которой намагниченный кусок
стали рассматривался как магнитный
диполь, состоящий из двух магнит-
ных полюсов, или «магнитных зарядов»
(по аналогии с электрическим диполем).
Пользуясь этим представлением, физи-
ки создали магнитостатику, на кото-
рой базируется вся практика и тех-
ника использования магнитов. Между
тем хорошо известно, что никаких маг-
нитных зарядов в действительности не
существует. И когда сейчас говорят
о магнитных полюсах, то обязательно
оговаривают, что это фиктивное поня-
тие.

И.К. Кикоин

1.3.1. Энергия, диссипативный функционал, условия
существования однородной намагниченности в пластине

Применим изложенную теорию к описанию нелинейной динамики
намагниченности в пластине из ферромагнитного материала с одноос-
ной анизотропией. К идеализированной модели одноосного кристалла
с осью симметрии C∞ мы приходим, когда у реальных кристаллов гек-
сагональной, ромбоэдрической и тетрагональной систем при решении
задачи можно пренебречь малой анизотропией в базисной плоскости
4-го и 6-го порядков по компонентам намагниченности. Пусть пластина
имеет толщину d, занимает область |x3| � d/2 и безгранична в направ-
лениях Oxα (α = 1, 2), ось анизотропии совпадает с осью Ox3.
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При одной магнитной решетке даже для ферромагнитных кристал-
лов без центра симметрии не существует линейных по градиентам
эффективного поля членов в выражении (1.2.4) для диссипативно-
го функционала Q. Из слагаемых, квадратичных по градиентам по-
ля Heff , выделим в (1.2.4) главные, обусловленные обменными взаи-
модействиями. Характерная особенность обменных взаимодействий —
их инвариантность относительно вращений в спиновом пространстве.
На макроскопическом уровне обменной релаксации соответствуют чле-
ны в выражении (1.2.4) для диссипативного функционала Q, которые
не изменяются при поворотах вектора Heff на произвольный угол. Это
условие накладывает следующее ограничение на выбор феноменологи-
ческих постоянных Γij,sp:

Γij,sp = −δijλex
sp.

Одноосная симметрия кристаллической решетки, связанная с пре-
образованиями декартовых координат xi кристалломагнетика, дает до-
полнительное ограничение:

λex
sp = diag(λ1,λ1,λ3).

Другие слагаемые с градиентами поля Heff малы, потому что содержат
малый параметр v2/c2 релятивистских взаимодействий. Кроме того,
из-за наличия градиентов они не столь важны для анализа длинновол-
новых распределений намагниченности. Далее их не учитываем.

Релятивистские взаимодействия частично снимают вырождение, ха-
рактерное для обменной релаксации. В одноосном кристалле вслед-
ствие релятивистских взаимодействий произвольными могут быть вра-
щения спинов (а значит, и вращение вектора Heff) только вокруг
оси Ox3. Поэтому постоянные релятивистской релаксации имеют вид

Γsp = diag(r1, r1, r3).

Параметр r3 следует положить равным нулю. Иначе придем в противо-
речие с законом сохранения∫

V0

M3(x, t)d3x = const, (1.3.1)

который является следствием симметрии микрогамильтониана системы
относительно вращений спиновых моментов атомов кристалла вокруг
оси Ox3. Указанная симметрия нарушается при наличии внешнего
поля, при учете анизотропии формы тела или при более полном учете
реальной симметрии кристалла.

Таким образом, свойства симметрии одноосного ферромагнитного
кристалла и закон сохранения (1.3.1) дают следующее конкретное

1.3. Ферромагнитная пластина как пример ограниченного образца 27

выражение для диссипативного функционала Q:

Q = 1
2

∫ [
λex

sp

(
∂sHeff · ∂pHeff

)
+ r1

(
Heff

⊥
)2]

d3x, (1.3.2)

где
Heff

⊥ =
(
Heff

1 , Heff
2 , 0

)
.

Требование положительной определенности Q будет выполнено, если

λ1, λ3, r1 > 0. (1.3.3)

Уравнения Ландау–Лифшица для ферромагнетика с одноосной ани-
зотропией при учете диссипации энергии записываются в виде:

∂tMα = −γ [M × Heff
]
α

+ r1H
eff
α − λex

sp∂s∂pH
eff
α ,

∂tM3 = −γ [M ×Heff
]
3
− λex

sp ∂s∂pH
eff
3 ,

(1.3.4)

где
λex

sp = diag(λ1, λ1, λ3), α = 1, 2.

В уравнениях (1.3.4) члены r1Heff
α , связанные с релятивистскими вза-

имодействиями, описывают релаксацию однородных колебаний намаг-
ниченности. Характерная особенность нового релаксационного чле-
на λex

sp ∂s∂pHeff обменной природы в том, что он приводит к диффузии
компонент вектора намагниченности M(x, t) из тех областей, где они
больше, в те области, где их значения меньше. При этом коротко-
волновые возбуждения диссипируют довольно быстро и «выживают»
длинноволновые возбуждения, которым соответствует квазиоднородное
распределение намагниченности в пространстве. Учет релаксации при-
водит к локальным изменениям длины вектора M(x, t) уже в главном
обменном приближении.

В общем случае полная энергия ограниченного магнитного кристал-
ла содержит не только объемные интегралы типа (1.1.1), но и инте-
гралы по поверхности образца, которые учитывают среднюю макро-
скопическую энергию закрепления спинов в приповерхностных слоях
материала [2]. Далее, для простоты, будем предполагать, что спины
не закреплены на поверхности пластины, тогда полная энергия не
содержит поверхностных интегралов и записывается в форме [16, 17]

W =
∫

V0

[
f(|M|) + αik

2
(∂iM · ∂kM) +

+β

2
(M2

1 +M2
2 )− (M ·Hext

)]
d3x +W (m). (1.3.5)

Здесь αik = diag(α1, α1, α3) и β — постоянные обменного взаимодей-
ствия и кристаллографической магнитной анизотропии соответственно,
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W (m) — магнитостатическая энергия (1.1.8). Далее для определенно-
сти считаем, что внешнее магнитное поле направлено по оси Ox3:

Hext =
(
0, 0,Hext

3

)
, Hext

3 = const > 0.

Функцию f(|M|) конкретизируем в дальнейшем.
Для отделения процессов, связанных с изменением длины вектора

M(x, t), от локальных поворотов M(x, t) без изменения длины будем
использовать одну из двух параметризаций намагниченности M(x, t):
углами θ(x, t), ϕ(x, t) (0 � θ < π, 0 � ϕ < 2π) или вспомогательным
комплексным полем q(x, t):

M3 = M cos θ = M
1− |q|2
1 + |q|2 ,

M+ = M1 + iM2 = M sin θ exp(iϕ) = M
2q

1 + |q|2 ,

M− = M1 − iM2 = M∗
+,

(1.3.6)

где M = M(x, t) — длина вектора намагниченности (функция от ко-
ординат xi и времени t), i — мнимая единица, символ «∗» означает
комплексное сопряжение. Мы вводим две параметризации для намаг-
ниченности потому, что полевые переменные θ, ϕ часто используются
при непосредственных интегрированиях уравнений Ландау–Лифшица,
а комплексное поле q(x, t) более удобно при анализе слабонелинейных
магнитных солитонов в рамках моделей, близких к интегрируемому
методом обратной задачи рассеяния нелинейному уравнению Шредин-
гера. В терминах M , θ, ϕ полная энергия (1.3.5) имеет вид

W =
∫ [
f(M) + αik

2

(
∂iM ∂kM +M2 (∂iθ ∂kθ + sin2 θ ∂iϕ∂kϕ

))
+

+β

2
M2 sin2 θ −MHext

3 cos θ
]
d3x +W (m). (1.3.7)

Магнитостатическая энергия W (m) будет выражена через скалярный
потенциал Ψ(x, t) и поля M , θ, ϕ, если в формуле (1.1.8) положить

M = M(sin θ cosϕ, sin θ sinϕ, cos θ). (1.3.8)

Основное состояние магнитного кристалла в отсутствии релакса-
ции соответствует минимуму энергии W . Варьируя энергию (1.3.7) по
полям M , θ, ϕ, Ψ, получаем (ввиду независимости объемных и поверх-
ностных вариаций) уравнения, определяющие возможные равновесные
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значения полей M , θ, ϕ, Ψ:

∂Mf + αik

[−∂i∂kM +M
(
∂iθ ∂kθ + sin2 θ ∂iϕ∂kϕ

)]
+

+βM sin2 θ − (Hext
3 − ∂3Ψ

)
cos θ + (e1 · ∇Ψ) sin θ = 0,

αi k

[−∂k

(
M2∂iθ

)
+M2∂iϕ∂kϕ sin θ cos θ

]
+ βM2 sin θ cos θ+

+M
(
Hext

3 − ∂3Ψ
)
sin θ +M (e1 · ∇Ψ) cos θ = 0,

−αik∂k

(
M2∂iϕ sin2 θ

)
+M sin θ (e2 · ∇Ψ) = 0;

ΔΨ = 4πdivM (x ∈ V0), ΔΨ = 0 (x ∈ V1),

(1.3.9)

и необходимые для их решения граничные условия:

αik∂iM nk

∣∣
σ

= 0; αik∂iθ nk

∣∣
σ

= 0, sin2 θ αik ∂iϕnk|σ = 0,

Ψ−
∣∣
σ

= Ψ+

∣∣
σ
, nk [−∂kΨ + 4πMk]−

∣∣
σ

= −nk∂kΨ+

∣∣
σ
,

∂iΨ→ 0 при |x| → ∞ (x ∈ V1).

(1.3.10)

Здесь n — единичный вектор внешней нормали к поверхности σ пла-
стины, V0 (V1) — область пространства внутри (вне) пластины. Здесь
и далее для упрощения записи и расчетов полезно ввести ортонорми-
рованный подвижный репер, образованный векторами ei:

e1 = (cosϕ, sinϕ, 0), e2 = (− sinϕ, cosϕ, 0),

e3 = (0, 0, 1); [ei × ej ] = εijkek.
(1.3.11)

Из (1.3.9), (1.3.10) заключаем, что условиям экстремума энергии
удовлетворяет, в частности, однородное состояние:

H(m)
0 = −∇Ψ0 = (0, 0, −4πM0) (x ∈ V0);

H(m)
0 = 0 (x ∈ V1);

θ0 = 0, ∂M0f −Hext
3 + 4πM0 = 0,

(1.3.12)

где M0 = const — однородная намагниченность. Энергия W , отвечаю-
щая состоянию (1.3.12), вырождена относительно вращений вокруг оси
Ox3 (ϕ = ϕ0 — произвольный постоянный угол).

Далее для плотности энергии f(M) примем приближение [17]:

f(M) ≈ f(M0) + ∂M0f(M0)(M −M0)+

+ 1
2
∂2

M0
f(M0)(M −M0)2 + . . . = f(M0)+

+ (Hext
3 − 4πM0)(M −M0) + 1

2χ
(M −M0)2 + . . . , (1.3.13)
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где χ = (∂2
M0
f)−1 — продольная восприимчивость ферромагнетика при

однородной намагниченности.
Рассмотрим малые отклонения δM , δθ, δΨ от экстремали:

M = M0 + δM , θ = δθ, Ψ = Ψ0 + δΨ,

H(m) = H(m)
0 + δh, δh = −∇δΨ.

Разложение энергии W по отклонениям от экстремали начинается
с квадратичной формы δ2W по отклонениям. Когда квадратичная фор-
ма является положительно определенной (δ2W > 0 при любых δΨ,
δθ, δM не равных нулю), однородному состоянию (1.3.12) отвечает
локальный минимум энергии, а значит, устойчивое основное состоя-
ние магнитного кристалла. Чтобы определить границы устойчивости
решения (1.3.12), вычислим δ2W . Принимая во внимание связи между
вариациями δΨ и δM:

ΔδΨ = 4πdivδM, nk [∂kδΨ− 4πδMk]−
∣∣
σ

= nk∂kδΨ+

∣∣
σ

(x ∈ V0);
ΔδΨ = 0, ∂iδΨ→ 0 при |x| → ∞ (x ∈ V1),

получаем после интегрирований по частям:

δ2
∫

V0

(
M ·H(m)

)
d3x =

∫

V0

[
(δ1M · δh)− M0

2
(δθ)2

(
H(m)

0 · e3

)]
d3x,

∫

V0+V1

(δh)2

8π
d3x = −1

2

∫

V0

(δ1M · δh) d3x,

где
δ1M = δθM0e1 + δMe3, H(m)

0 = −4πM0e3

и, следовательно,

δ2W (m) = M0

2

∫

V0

(δθ)2
(
H(m)

0 · e3

)
d3x +

∫

V0+V1

(δh)2

8π
d3x.

В результате выражение для вариации δ2W принимает вид

δ2W =
∫

V0

(
1
2χ

(δM)2 + αik

2

[
∂iδM ∂kδM +M2

0 ∂iδθ ∂kδθ
]
+

+1
2
M0(δθ)2

[
Hext

3 −Hs

])
d3x +

∫

V0+V1

(δh)2

8π
d3x.
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Таким образом, в отсутствии релаксации однородное распределение
намагниченности (см. рис. 1.1) является устойчивым при следующих
условиях:

χ > 0, α1, α3 > 0, Hext
3 > Hs,

где Hs = M0(4π − β) — поле насыщения. Напомним, что постоянная
β > 0 (β < 0) в случае магнитной анизотропии типа «легкая ось»
(«легкая плоскость»).

Рис. 1.1. Образование фиктивных
магнитных зарядов «+» и «−» на по-
верхности однородно намагниченной
пластины и взаимная ориентация век-

торов M, Hext и H(m)

В больших по модулю отри-
цательных полях Hext

3 кристалл
перемагничивается и устойчивым
будет другое однородное состоя-
ние:

θ0 = π, H(m) = (0, 0, 4πM0).

При |H3| < |Hs| однородное
распределение намагниченности
неустойчиво, образец разбивается
на макроскопические области са-
мопроизвольной намагниченности
(ферромагнитные домены) с разме-
рами порядка 10−3–10−2 см. Ори-
ентация намагниченности в доме-
нах способствует замыканию маг-
нитного потока внутри образца.
В результате магнитостатическое
поле H(m) вне образца, а значит,
и энергия системы существенно уменьшаются. В безграничной среде
домены разделены узкими границами толщиной x0: x0 �

√
α/β или

x0 �
√
α/(β + 4π) , в зависимости от внутренней структуры доменных

границ (границы блоховского или неелевского типа). Обычно толщина
доменных границ порядка (10− 103) a, где a — межатомное расстояние.

Выражение для энергии ферромагнитной пластины в терминах ком-
плексного поля q(x, t) нетрудно получить с помощью формул (1.3.6),
(1.3.7), (1.3.13) и соотношения

∂sθ ∂kθ + ∂sϕ∂kϕ sin2 θ = 2 (∂sq ∂kq
∗ + ∂sq

∗ ∂kq)
(
1 + |q|2)−2

.

1.3.2. Уравнения динамики

Полной энергии (1.3.5), (1.3.13) ферромагнетика соответствует эф-
фективное поле

Heff = − δW
δM

= −
(
Hext

3 − 4πM0 + M −M0

χ

)
M

M
+

+ αik∂i∂kM− βM⊥ + Hext + H(m),
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где M⊥ = (M1, M2, 0). Выразим Heff через динамические переменные
M , q:

Heff
+ = Heff

1 + iHeff
2 = −

[
Hext

3 −Hs + (M −M0)
(
1
χ

+ β
)]

2q

1 + |q|2 +

+ αsp∂s∂p

(
2Mq

1 + |q|2
)

+H
(m)
+ , Heff

− =
(
Heff

+

)∗
,

Heff
3 = −

(
Hext

3 − 4πM0 + M −M0

χ

)
1− |q|2
1 + |q|2 +

+ αsp∂s∂p

(
M

1− |q|2
1 + |q|2

)
+Hext

3 +H
(m)
3 .

Тогда уравнения динамики намагниченности (1.3.4) дают следующие
уравнения для расчета M и q:

2M∂tq = iγM
(
2qHeff

3 −Heff
+ + q2Heff

−
)

+ r1
(
Heff

+ − q2Heff
−
)
+

+ λex
sp

(
2q ∂s∂pH

eff
3 − ∂s∂pH

eff
+ + q2∂s∂pH

eff
−
)
,

∂tM = r1

1 + |q|2
(
q∗Heff

+ + qHeff
−
)−

− λex
sp

1 + |q|2
(
q∗∂s∂pH

eff
+ + q ∂s∂pH

eff
−
)− λex

sp
1− |q|2
1 + |q|2 ∂s∂pH

eff
3 ,

где

2qHeff
3 −Heff

+ + q2Heff
− =

= 2M

1 + |q|2
[
αsp (−∂s∂pq + 2q ∂sq ∂pq

∗) + βq(1− |q|2)]+
+ 2q(Hext

3 +H
(m)
3 )−H(m)

+ + q2H
(m)
− − 4αsp∂pq ∂sM.

В рассматриваемой теории изменение длины вектора намагниченно-
сти во времени и пространстве обусловлено только процессами релак-
сации.

Чтобы переписать уравнения динамики намагниченности (1.3.4)
в терминах полей M , θ, ϕ, разложим векторы M (1.3.8) и Heff по
базисным векторам (1.3.11):

M = M sin θ e1 +M cos θ e3, Heff = a1e1 + a2e2 + a3e3;

a1 = −
[
Hext

3 −Hs + (M −M0)
(
1
χ

+ β
)]

sin θ+

+αikL̂
(1)
ik (M sin θ) +

(
e1 · H(m)

) ≡ − sin θ δW
δM
− 1
M

δW

δθ
,

a2 = αikL̂
(2)
ik (M sin θ) +

(
e2 · H(m)

) ≡ − 1
M sin θ

δW

δϕ
,

a3 = −
(
Hext

3 − 4πM0 + M −M0

χ

)
cos θ + αik∂i∂k(M cos θ)+

+Hext
3 +H

(m)
3 ≡ − cos θ δW

δM
+ 1
M

sin θ δW
δθ
.
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Здесь для сокращения записи введены дифференциальные операторы

L̂
(1)
ik = ∂i∂k − (∂iϕ)(∂kϕ), L̂

(2)
ik = (∂iϕ)∂k + (∂kϕ)∂i + (∂i∂kϕ).

Поскольку при дифференцировании векторов eα (α = 1, 2) выполняют-
ся правила

∂ieα = ∂iϕ εαβ eβ,
∂i (aαeα + a3e3) = eβ [δβα∂i − εβα(∂iϕ)] aα + e3∂ia3,

∂i∂j (aαeα + a3e3) = eγ(δγαL̂
(1)
ij − εγαL̂

(2)
ij )aα + e3∂i∂ja3,

где εαβ — антисимметричный единичный тензор (ε12 = 1), все произ-
водные в уравнениях (1.3.4) легко вычисляются. Приравнивая после
дифференцирований коэффициенты при линейно независимых векто-
рах ei (i = 1, 2, 3), находим уравнения динамики полей M , θ, ϕ:

M∂tθ =γMa2 − λex
sp cos θ

(
L̂(1)

sp a1 − L̂(2)
sp a2

)
+

+ λex
sp sin θ ∂s∂pa3 + r1a1 cos θ,

M sin θ ∂tϕ = γM (a3 sin θ − a1 cos θ) + r1a2−
− λex

sp

(
L̂(1)

sp a2 + L̂(2)
sp a1

)
,

∂tM =r1a1 sin θ − λex
sp sin θ

(
L̂(1)

sp a1 − L̂(2)
sp a2

)
−

− λex
sp cos θ ∂s∂pa3.

(1.3.14)

При вычислении выражения a3 sin θ − a1 cos θ оказываются полезными
тождества

sin θ ∂i∂k(M cos θ)− cos θL̂(1)
ik (M sin θ) =

= −∂iM ∂kθ − ∂kM ∂iθ −M∂i∂kθ + sin θ cos θM ∂iϕ∂kϕ,

αikM
[
sin θ ∂i∂k(M cos θ)− cos θL̂(1)

ik (M sin θ)
]

=

= αik

[−∂k(M2∂iθ) +M2 sin θ cos θ ∂iϕ∂kϕ
]
.

Следствием первого и третьего уравнений системы (1.3.14) является
более простое уравнение:

∂t[M cos θ] = −γMa2 sin θ − λex
sp∂s∂pa3.

При вычислении Ma2 sin θ оказывается полезным еще одно тождество:

M sin θ αikL̂
(2)
ik (M sin θ) = αik∂k

[
M2 sin2 θ ∂iϕ

]
.

В безграничных ферромагнетиках с анизотропией типа «легкая ось»
в рамках изложенного подхода методами солитонной теории возму-
щений были исследованы особенности подвижности доменных гра-
ниц [18, 19]. В доменных границах повороты намагниченности значи-
тельны, поэтому результаты солитонной теории возмущений не могут
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быть воспроизведены ни в каком конечном порядке теории возмущений
для линейных спиновых волн. Показано, что изложенный подход мо-
жет количественно описывать нетривиальные релаксационные явления.

1.3.3. Краевые условия, принцип Гамильтона

С целью сформулировать краевые условия для задачи о динамике
намагниченности в пластине, вычислим изменение во времени энергии
пластины (1.3.5). Используя уравнения (1.3.4), после интегрирований
по частям получим

dW

d t
= −2Q−

∫

V0

(
∂tHext ·M) d3x+

+
∫
σ

[
αij (∂iM · ∂tM) +

(
Heff · λex

sj∂sHeff
)]

dSj .

В магнитостатическом приближении поток энергии через поверх-
ность σ пластины должен быть равен нулю. Это возможно только при
следующих краевых условиях:

njαij∂iM
∣∣
σ

= 0, njλ
ex
ij ∂iHeff

∣∣
σ

= 0.

Вследствие диагональной структуры тензоров αij и λex
ij приведенные

равенства эквивалентны более простым:

∂nM
∣∣
σ

= ∂nHeff
∣∣
σ

= 0,

где ∂n = nj∂j — производная по нормали n к поверхности σ. Здесь
пластина не предполагается безграничной в направлениях Oxα (α =
= 1, 2).

В терминах полей M , θ, ϕ граничные условия имеют вид

∂nM
∣∣
σ

= ∂nθ|σ = ∂nϕ sin θ
∣∣
σ

= 0,

(∂na1 − a2∂nϕ)
∣∣
σ

= (∂na2 + a1∂nϕ)
∣∣
σ

= ∂na3
∣∣
σ

= 0.

Когда внешнее магнитное поле Hext не зависит от времени, энергия
пластины с течением времени убывает до тех пор, пока диссипативный
функционал Q не обратится в нуль:

dW

dt
= −2Q � 0.

Вследствие положительной определенности функционала Q (1.3.2)
(1.3.3) это происходит при выполнении равенств

Heff
1 = Heff

2 = 0, Heff
3 = const,
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которые при Heff
3 = 0 совпадают с условиями минимума энергии кри-

сталломагнетика:
Heff = − δW

δM
= 0.

Пусть диссипацией энергии в системе, а также изменением длины
вектора M(x, t) можно пренебречь. Тогда приведенные в этом разделе
уравнения динамики намагниченности в пластине и необходимые для
их решения граничные условия могут быть выведены из вариационного
принципа Гамильтона:

δ

t2∫
t1

Ld t = 0. (1.3.15)

Здесь L = K −W — функция Лагранжа пластины, функционал K
является аналогом кинетической энергии системы:

K =
∫

V0

1
γ
M0(1− cos θ)∂tϕ d3x = M0

iγ

∫

V0

q∗∂tq − q∂tq
∗

1 + |q|2 d3x.

Варьирование действия пластины (1.3.15) производится по полям θ, ϕ,
Ψ (или q, q∗, Ψ) при условии, что δϕ = 0 (δq = δq∗ = 0) на концах
промежутка времени [t1, t2].

1.4. Магнитоупругие взаимодействия
в многоподрешеточных магнетиках

Да не войдет сюда человек, не знаю-
щий геометрии.

Слова Платона
на фронтоне его Академии

При деформациях кристалломагнетика изменяются расстояния
между магнитными атомами, а значит, изменяются энергии их обмен-
ного (1.1.14), спин-орбитального (1.1.20) и диполь-дипольного (1.1.22)
взаимодействий. И наоборот, взаимодействия между магнитными
атомами могут приводить к изменениям размеров и формы тела при его
намагничивании. Хотя связь между магнитной и упругой подсистемами
кристалла невелика, она проявляется в интересных явлениях и эффек-
тах. Так, вследствие спонтанных деформаций кристалла, нарушающих
трансляционную симметрию полного микрогамильтониана системы,
появляются новые моды магнитоупругих колебаний с энергетической
щелью в спектре «квазимагнонов» [20, 21]. В магнитоупругих средах
возможны вращения плоскости поляризации, двулучепреломление
квазизвуковых волн, перенормировка скорости их распространения
и т. д. [3].

Существуют два основных способа теоретического описания измене-
ний в положениях материальных частиц тела при его деформировании.
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В лагранжевом подходе в качестве «метки» материальной точ-
ки тела используются декартовы координаты положения этой точки
в недеформированном состоянии тела. Затем мы следим за эволюцией
«помеченных» материальных точек тела.

При эйлеровом подходе мы наблюдаем за тем, что происходит
в фиксированной области пространства по мере того, как идет время.
«Такое описание идеально подходит для изучения жидкостей, где за-
частую быстро деформирующаяся масса приходит неизвестно откуда
и уходит неизвестно куда, так что предпочтительнее рассматривать
то, что происходит здесь и сейчас у нас на глазах. Однако эйлерово
описание, будучи удобным кинематически, становится неуклюжим при
обсуждении законов динамики и приводит к трудностям. Дело в том,
что в динамические уравнения входят величины, относящиеся к мате-
риальным частицам тела, а не к пространственным областям, которые
эти частицы временно занимают. Некоторые соотношения, которые
очевидны при лагранжевом подходе, требуют вычурных рассуждений
при использовании эйлеровых координат» [22]. Далее при обсуждении
магнитоупругих взаимодейсвий будем придерживаться лагранжевого
описания [2, 23].

Пусть xk — декартовы координаты материальной точки тела до
деформации, Xk = xk + uk(x, t) — координаты той же точки после
деформации, u(x, t) — вектор смещений среды, Mν(x, t) — магнит-
ный момент ν-й подрешетки магнетика, отнесенный к единице объема
кристалла в недеформированном состоянии (считаем, что в недеформи-
рованном состоянии плотность среды ρ0 = const).

Макроскопические намагниченности Mν(x, t) подрешеток магне-
тика, будучи привязанными магнитной анизотропией к определенным
кристаллографическим осям, при деформировании образца стремят-
ся повернуться вслед за этими осями. В результате в системе при
Hext = 0 сохраняется полный момент импульса, а не момент импуль-
сов магнитной и упругой подсистем в отдельности. Это означает, что
феноменологическое разложение магнитной, упругой и магнитоупругой
энергий кристалломагнетика может содержать только величины, кото-
рые инвариантны относительно одновременных глобальных вращений
деформируемого тела и намагниченностей подрешеток:

Xk → DksXs, Mνk → DksMνs. (1.4.1)

Здесь D — независящая от радиуса-вектора x матрица группы враще-
ний SO(3) (DisDik = δsk, detD = 1).

Нам нужно составить из величин Mνk, ∂Mνk/∂xi, ∂Xk/∂xi комби-
нации, инвариантные относительно преобразований (1.4.1). Заметим,
что преобразованию подвергается лишь векторный индекс k (лагран-
жевы координаты xi на преобразование (1.4.1) не реагируют, так
как служат «меткой» материальной точки тела). Можно образовать
только 18 независимых инвариантов, в качестве которых выберем сле-
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дующие [2, 23]:

ηij = 1
2

(
∂Xk

∂xi

∂Xk

∂xj
− δij

)
,

Kνi = Mνk
∂Xk

∂xi
, Kνij = ∂Mνk

∂xi

∂Xk

∂xj
.

(1.4.2)

Другие инварианты могут быть выражены через инварианты (1.4.2),
например:

(Mν1 ·Mν2) = Kν1i[2η + E]−1
ij Kν2j ,(

∂Mν1

∂xi
· ∂Mν2

∂xj

)
= Kν1is[2η + E]−1

sp Kν2jp,

где E — единичная матрица.
Инварианты (1.4.2) соответствуют локальным характеристикам де-

формированной среды. Для пояснения их физического смысла перей-
дем в криволинейную систему координат, связанную с деформирован-
ным телом. В криволинейных координатах следует различать верх-
ние (контравариантные) и нижние (ковариантные) индексы у векто-
ров и тензоров. В декартовой системе координат, которой мы до сих
пор пользовались, ковариантные и контравариантные векторы и их
компоненты совпадают: Xk = Xk, xk = xk, ik = ik (ik — единичные
орты декартовой системы координат, связанной с недеформированным
телом). Введем локальную криволинейную систему координат с базис-
ными векторами ei, присоединенную к точке деформированной среды
с лагранжевыми координатами xp:

es = ∂Xk

∂xs ik. (1.4.3)

При деформациях тела каждый из реперов {ei} изменяется, а лагран-
жевы координаты материальной точки среды, к которым приписан
репер, остаются прежними. В этом смысле криволинейная система
координат (1.4.3) как бы «вморожена» в среду и «отслеживает» сдвиги
и повороты малых областей кристалла (см. рис. 1.2 и 1.3).

В недеформированном состоянии тела вектор, соединяющий две
близкие частицы среды, может быть записан в виде dx = dxkik. Квад-
рат расстояния между частицами определяется соотношением

(dx)2 = dxkdxm (ik · im) = dxkdxmδkm.

После деформирования тела вектор, соединяющий те же близкие ча-
стицы, становится другим: dX = dXkik. Расстояние между частицами
изменяется:

(dX)2 = ∂Xk

∂xs
∂Xm

∂xp δkm dxsdxp = (es · ep) dxsdxp.
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Рис. 1.2. Недеформированное тело (заштриховано) и координатные линии x1 =
= α = const и x2 = β = const в нем. Радиус–вектор rA = x(A)

1 i1 + y(A)
1 i2 задает

положение материальной частицы A

Рис. 1.3. В деформированном теле частица A находится в точке с радиу-
сом–вектором R

(
x(A)
1 , x(A)

2

)
= X1

(
x(A)
1 ,x(A)

2

)
i1 +X2

(
x(A)
1 ,x(A)

2

)
i2. Координат-

ные линии R(α,x2) и R(x1,β) искривляются. Векторы e1 и e2, тангенциальные
к координатным линиям, образуют локальный базис

Величина
gsp = ∂Xk

∂xs
∂Xm

∂xp δkm

характеризует метрические свойства деформированной среды. Она ин-
вариантна относительно вращений тела как целого (1.4.1).

Поскольку изменение расстояния между близкими частицами тела
в результате деформации тела может быть записано в виде

(dX)2 − (dx)2 = (gis − δis) dxidxs,

в качестве меры нелинейно-упругой деформации среды обычно выби-
рают не величину gis, а лагранжев тензор деформаций

ηij = 1
2
(gij − δij).

В терминах декартовых смещений среды компоненты тензора η име-
ют вид

ηij = 1
2

(
∂ui

∂xj + ∂uj

∂xi + ∂uk

∂xi

∂uk

∂xj

)
.
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Для дальнейшего анализа полезен тензор gkl, обратный к gkm:
gklglm = δk

m. Очевидно, что

gsp = ∂xs

∂X l

∂xp

∂Xm δ
lm.

С помощью метрических тензоров gsp, gkm можно опускать и под-
нимать индексы у тензоров и векторов в криволинейной системе ко-
ординат. В частности, можно определить контравариантные базисные
векторы локальной системы координат:

em = gmnen = ∂xm

∂Xp ip. (1.4.4)

Оказывается полезным свойство ортогональности векторов em и es:

(em · es) = δm
s . (1.4.5)

Вычислим производные от векторов es и es по лагранжевым пере-
менным xp. Учитывая (1.4.3), (1.4.4), получим:

∂ es

∂xp = ∂2Xk

∂xp∂xs ik = ∂2Xn

∂xp∂xs
∂xk

∂Xn ek,

∂ es

∂xp = ∂

∂xp

(
∂xs

∂Xn

)
in =

[
∂

∂xp

(
∂xs

∂Xn

)]
∂Xn

∂xm em.
(1.4.6)

Вследствие тождеств

∂xs

∂Xn
∂Xn

∂xm = δs
m,

∂

∂xp

(
∂xs

∂Xn

)
∂Xn

∂xm + ∂xs

∂Xn
∂2Xn

∂xp∂xm = 0,

соотношения (1.4.6) можно переписать в форме

∂ es

∂xp = Γk
ps ek,

∂ es

∂xp = −Γk
pm em. (1.4.7)

Здесь
Γk

ps = ∂2Xn

∂xp∂xs
∂xk

∂Xn

суть коэффициенты связности (символы Кристоффеля второго рода),
которые определяют операцию параллельного переноса векторов вдоль
кривых в деформированном теле [24, 25]. Они могут быть выражены
через метрический тензор (или же через тензор η):

Γk
ij = 1

2
gkl
(
∂gli

∂xj + ∂glj

∂xi − ∂gij

∂xl

)
.

При теоретическом описании магнитоупругих взаимодействий вме-
сто компонент Mνi вектора намагниченности ν-й подрешетки в базисе
{ik}, который связан с недеформированным телом, правильнее исполь-
зовать компоненты μνi этого же вектора, но вычисленные относительно
локального базиса ek:

Mνk ik = μνp ep. (1.4.8)
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Используя соотношение (1.4.5), находим, что локальные намагничен-
ности подрешеток μνp совпадают с инвариантами Kνp в (1.4.2):

μνp = Mνk

(
ik · ep

)
= Mνk

∂Xk

∂xp = Kνp.

Аналогичным образом, вместо производных ∂Mνi/∂xs от компонент
вектора намагниченности ν-й подрешетки, которые определены отно-
сительно базиса {ik}, лучше использовать абсолютные производные от
компонент того же вектора, но вычисленные относительно локального
репера {ek}. Дифференцируя равенство (1.4.8) по xs с учетом (1.4.7),
получим

∂Mνk

∂xs ik =
(
∂μνp

∂xs

)
ep + μνp

∂ ep

∂xs =
(
∂μνj

∂xs − Γn
sj μνn

)
ej ≡ ∇sμνj ej .

Здесь ∇s μνj — абсолютная (ковариантная) производная от локаль-
ной намагниченности ν-й подрешетки μνi. Ковариантные производ-
ные ∇sμνj совпадают с инвариантами Kνsj :

∇s μνj =
(
∂Mνk

∂xs ik · ej

)
= ∂Mνk

∂xs
∂Xk

∂xj = Kνsj .

При произвольных непрерывных преобразованиях лагранжевых ко-
ординат

xs → x̃s = x̃s(x)

величины gis, μνi, ∇s μνj преобразуются как тензоры:

g̃km = ∂xs

∂x̃k
gsp

∂xp

∂x̃m , ∇̃kμ̃νm = ∂xs

∂x̃k
∇sμνp

∂xp

∂x̃m , μ̃νm = ∂xs

∂x̃mμνs.

Термодинамический потенциал магнетика, включающий энергии
магнитного, упругого и магнитоупругого взаимодействий, записывает-
ся в форме

W =
∫

V0

[
f(ηij , Kνi, Kνij)−

(
M ·Hext

)]
d3x, (1.4.9)

где интегрирование производится по объему V0 недеформированного
тела, а плотность энергии f представляет разложение по инвариан-
там (1.4.2). Коэффициенты в разложении f определяются условием
инвариантности энергии (1.4.9) относительно преобразований группы
симметрии недеформированного магнитного кристалла, которые затра-
гивают лагранжевы координаты xi.

В общем случае, потенциал W содержит не только объемную,
но и поверхностную энергии. Объемная энергия задает форму дина-
мических уравнений кристалломагнетика, поверхностная энергия кон-
кретизирует граничные условия задачи. В отсутствии деформаций сре-
ды (при ui = 0) потенциал (1.4.9) совпадает с рассмотренной ранее
энергией идеального магнитного кристалла (1.1.1). При Mν = 0 по-
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тенциал (1.4.9) сводится к нелинейно-упругой энергии образца W (e).
Эту энергию можно представить в форме разложения [26, 27]

W (e) =
∫

V0

[λik,sp ηikηsp + λik,sp,mn ηikηspηmn + . . .] d3x, (1.4.10)

где λik,sp и т. д. суть упругие модули материала. В правой части (1.4.10)
мы опустили слагаемые, линейные по ηij , так как они соответствуют
начальному нагружению образца.

На первый взгляд может показаться, что энергию магнитного и маг-
нитоупругого взаимодействий можно получить путем формальной за-
мены

Mνi → μνi,
∂Mνi

∂xs → ∇s μνi (1.4.11)

в выражении для энергии идеального магнитного кристалла (1.1.1)
при отсутствии деформации тела. Однако это не верно потому, что
симметрией магнетика допускаются не только минимальные взаимо-
действия. Более того, минимальные взаимодействия не являются ос-
новными, как это всегда предполагается в калибровочных теориях эле-
ментарных частиц [28–31]. Например, мы не получим верной энергии
магнитоупругого взаимодействия, если осуществим формальную заме-
ну (1.4.11) в энергии (1.3.5) одноосного ферромагнетика. Во-первых,
потому, что модель одноосного кристалла является приближением, при
котором отбрасываются слагаемые магнитной анизотропии в базисной
плоскости, являющиеся членами того же порядка малости, что и маг-
нитоупругие взаимодействия. А во-вторых, даже если учесть слагаемые
магнитной анизотропии в базисной плоскости кристалла, при фор-
мальной замене (1.4.11) они все равно не воспроизведут необходимых
магнитоупругих взаимодействий (разумеется, речь идет об основных
магнитоупругих взаимодействиях одного и того же порядка величины).

Пусть диссипацией энергии в системе, а также изменениями длин
векторов намагниченностей подрешеток можно пренебречь. Тогда нели-
нейная динамика магнитоупругой среды описывается следующей си-
стемой из уравнений Ландау–Лифшица и уравнений теории упругости:

∂tMν = −γν

[
Mν ×Heff

ν

]
,

M2
ν = M2

0ν = const;
ρ0 ∂

2
tu

i = ∂sP
is.

(1.4.12)

Здесь
Heff

ν = − δW

δMν

есть эффективное поле, P is — тензор Пиолы–Кирхгофа (вообще гово-
ря, не симметричный по индексам i, s):

P is = ∂W

∂[∂sui]
.
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В случае ферромагнитного кристалла с одной магнитной решеткой
динамические уравнения (1.4.12) и необходимые для их решения кра-
евые условия можно вывести из вариационного принципа Гамильтона

δ

t2∫
t1

Ld t+

t2∫
t1

δAd t = 0. (1.4.13)

Здесь L = K −W — функция Лагранжа магнитоупругого образца,
функционал K имеет смысл кинетической энергии среды:

K =
∫

V0

[
1
2
ρ0(∂2

t u)2 + 1
γ
M0(1− cos θ) ∂tϕ

]
d3x.

Мы воспользовались параметризацией намагниченности среды M(x, t)
углами θ, ϕ (1.3.6) (|M| = M0 = const).

Работа внешних поверхностных сил имеет вид

δA =
∫

S

δui T
ij dSj . (1.4.14)

Подчеркнем, что внешние напряжения T ij прилагаются к поверхно-
сти S деформированного тела. На элемент поверхности dSj деформиро-
ванного тела действует сила T ij dSj . Поэтому, чтобы воспользоваться
принципом Гамильтона, в (1.4.14) интегрирование по поверхности S
следует заменить на интегрирование по поверхности σ недеформиро-
ванного тела. Необходимое преобразование∫

S

δui T
ij dSj =

∫
σ

δui T
ij ∂detA

∂Aj
s

dσs (1.4.15)

достигается с помощью тождеств

dSj = 1
2
εjkp dXkΛ dXp =

= 1
2

(
εj′kp

∂Xj′

∂xs
∂Xk

∂xm
∂Xp

∂xn

)
∂xs

∂Xj dxmΛ dxn =

= det
∥∥∥∂X
∂x

∥∥∥ ∂xs

∂Xj

1
2
εsmndxmΛ dxn =

= det
∥∥∥∂X
∂x

∥∥∥ ∂xs

∂Xj dσs = ∂ detA

∂Aj
s

dσs,

где Λ — символ внешнего произведения,

Ak
l = ∂Xk

∂xl
= δk

l + ∂uk

∂xl
.
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Здесь мы воспользовались представлением обратной матрицы:

(A−1)s
j ≡ ∂xs

∂Xj = ∂ ln detA

∂Aj
s

.

В формулах (1.4.14), (1.4.15) можно было бы и не различать верхние
и нижние индексы у тензоров, так как в данном случае все тензор-
ные величины относятся к декартовой системе координат, связанной
с недеформируемым телом.

Варьирование функционала действия (1.4.13) производится по по-
лям θ, ϕ, ui при условии, что δθ = 0, δϕ = 0, δus = 0 на концах проме-
жутка времени [t1, t2]. Кроме того, δus = 0 на той части поверхности σ,
где заданы не напряжения T ij , а смещения uext

s .
В данном случае полная энергия E магнетика не совпадает с по-

тенциальной энергией W :

E =
∫

V0

1
2
ρ0 (∂tu)2d3x +W.

Заметим также, что ангармонизм, привносимый в упругую под-
систему кристалла со стороны магнитной подсистемы, более значи-
телен, чем собственный ангармонизм упругой подсистемы. Поэтому
при анализе нелинейных явлений магнитоупругую энергию кристалла
обычно записывают в линейном, а упругую энергию в квадратичном по
градиентам смещений ∂suk приближениях, а также не делают различия
между поверхностями тела до и после деформации (dSi ≈ dσi). В таких
приближениях лагранжево и эйлерово описания совпадают.

Мы получили выражение для энергии кристалломагнетика, исходя
из условия ее инвариантности (при Hext = 0) относительно глобальных
вращений деформируемого тела (1.4.1). Можно предположить, что
при наличии ротационных дефектов кристаллической решетки — дис-
клинаций — инвариантность энергии сохранится только относительно
локальных вращений (1.4.1) с матрицей D, зависящей от лагранжевых
координат xs. А при наличии трансляционных дефектов решетки —
дислокаций — энергия системы, по-видимому, будет сохранять инвари-
антность лишь при локальных трансляциях: Xk → Xk + ηk(x, t). Тре-
бованию локальной симметрии энергии системы можно удовлетворить
путем включения в теорию дополнительных калибровочных полей, ко-
торые по своему физическому смыслу должны теоретически описывать
величину относительного сдвига или поворота соседних областей сре-
ды, т. е. пластическую деформацию материала или же неупорядоченное
состояние среды, локально похожей на идеальный кристалл. Принцип
локальной инвариантности энергии системы, отражающий сохранение
идеального порядка в малых областях среды, определит форму диф-
ференциальных инвариантов, которые будут энергией взаимодействия
магнитной и упругой подсистем с калибровочными полями. В таком
подходе геометрия перестает быть только инструментом описания.
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Локальная симметрия среды становится динамической симметрией
в том смысле, что детали динамики полей оказываются обусловленны-
ми геометрическими свойствами среды.

К сожалению, изложенная концепция [32–38] встречает серьезные
трудности и содержит спорные утверждения [39, 40]. Одна из основ-
ных трудностей состоит в выборе лагранжиана свободных калибро-
вочных полей. Это проявляется, например, в несоответствии выводов
калибровочной теории дислокаций и дисклинаций в кристаллах [35]
с результатами менее общей, но надежно установленной несовместной
теории упругости [39]. Рассмотренный пример магнитоупругих взаимо-
действий показывает, что в кристаллах без дефектов инвариантности
геометрических характеристик среды оказывается недостаточно и для
формулировки теории нужно выписывать полную инвариантную энер-
гию системы.

Применение калибровочного подхода к построению полевых мо-
делей дефектов и теоретическому описанию неупорядоченных магне-
тиков, которые имеют локальный кристаллический порядок, остается
открытой проблемой.

1.5. Обменная симметрия и метод
феноменологических лагранжианов

Симметрия, как бы широко или узко
мы ни понимали это слово, есть идея,
с помощью которой человек в течение
веков пытался объяснить и создать по-
рядок, красоту и совершенство.

Г. Вейль. «Симметрия»

Традиционная макроскопическая теория кристалломагнетиков осно-
вана на гипотезе о существовании магнитных подрешеток. Хотя это
модельное предположение обычно приводит к правильным выводам,
для него, строго говоря, нет убедительных микроскопических обосно-
ваний. В работах Андреева, Волкова, Марченко, Желтухина [41–46]
предложена альтернативная феноменологическая теория, основанная
на общих соображениях симметрии, не привлекающая представле-
ния о подрешетках, которое во многих случаях является избыточным
и осложняет теоретическое описание нелинейной динамики магнитных
сред. Новый подход с равным успехом применим как к кристаллам,
так и к неупорядоченным магнетикам при условии, что формирова-
ние магнитных структур в этих средах обусловлено главным образом
обменными взаимодействиями как наиболее сильными по сравнению
с магнитоанизотропными (релятивистскими) взаимодействиями. Ока-
залось, что любая обменная магнитная структура может быть оха-
рактеризована не более чем тремя, причем взаимно ортогональными,
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магнитными векторами. Теоретико-групповой анализ взаимодействия
голдстоуновских мод, стремящихся восстановить в системе симметрию
относительно вращений в спиновом пространстве спиновых моментов
атомов кристалла (спонтанно нарушенной в результате образования
равновесной магнитной структуры), дает уравнения нелинейной дина-
мики для спиновых волн с наименьшей энергией возбуждения. Хотя
эти уравнения проще уравнений Ландау–Лифшица для намагниченно-
стей подрешеток, в области своей применимости новый феноменоло-
гический подход самосогласован с прежним. Более того, он позволяет
достаточно просто установить ряд общих закономерностей, которые
в микроскопической теории были выведены лишь при весьма жестких
ограничениях.

1.5.1. Обменная симметрия магнетиков

В традиционной феноменологической теории свойства симметрии
кристалломагнетиков характеризуются магнитными пространственны-
ми группами. Группы в качестве элементов содержат чисто простран-
ственные преобразования (повороты, отражения, трансляции) в ком-
бинации с операцией обращения времени R. Преобразования груп-
пы магнитной симметрии оставляют инвариантными плотность заря-
да ρ(x) и квазиклассическую плотность магнитного момента m(x)
среды (ρ(x) и m(x) — величины, полученные в результате квантово-
механического и термодинамического усреднений по малым объемам
среды). Хотя такое описание симметрии магнитной среды является
полным, в нем теряется наиболее существенная информация. Дело
в том, что в формировании равновесной магнитной структуры кристал-
ла основную роль играют обменные силы, симметрия которых выше,
чем симметрия слабых релятивистских взаимодействий. Поэтому при
формулировке уравнений динамики магнитных сред правильнее ис-
ходить не из анализа точной магнитной симметрии кристалла, а из
рассмотрения приближенной симметрии обменных сил [46].

Пренебрежем всеми релятивистскими взаимодействиями и обсудим
обменную симметрия магнетика. Поскольку обменные взаимодействия
зависят лишь от относительных ориентаций спиновых моментов сосед-
них атомов кристалла, общая ориентация спиновых моментов атомов
относительно кристаллографических осей становится условной. В ре-
зультате появляется бесконечная совокупность новых элементов сим-
метрии, состоящая из вращений U спинового пространства, т. е. произ-
вольных поворотов всех спиновых моментов атомов кристалла на один
и тот же угол. Обменная симметрия кристалломагнетиков определя-
ется заданием обменных пространственных групп, каждая из которых
в качестве своих элементов содержит комбинации операции обращения
времени R с чисто пространственными преобразованиями и вращени-
ями U спинового пространства. Если в элементах обменной группы
кристалломагнетика формально отождествить преобразования R и U
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с единичным преобразованием, получится обычная пространственная
группа G кристалла, относительно которой плотность заряда и плот-
ности всех спиновых скаляров в системе остаются инвариантными.
Величина m(x) ведет себя как вектор при вращениях в спиновом
пространстве. Операция обращения времени соответствует инверсии
вектора m(x) в спиновом пространстве:

Rm = −m.

Чтобы охарактеризовать равновесную обменную структуру магне-
тика, представим плотность магнитного момента m(x) в форме разло-
жения по полной системе функций {ϕ(a)

ν α(x)}, которые являются базис-
ными для неприводимых представлений пространственной группы G:

m(x) =
3∑

a=1

∑
ν,α

M(a)
να ϕ

(a)
να (x). (1.5.1)

Функции ϕ
(a)
να с данным a преобразуются по ν-му неприводимому

представлению группы G, индекс α нумерует функции, принадлежащие
этому представлению. Для каждого ν возможно, вообще говоря, три
набора независимых функций, нумеруемых индексом a. Ввиду веще-
ственности m(x), коэффициенты разложения M(a)

να и функции ϕ
(a)
να (x)

можно выбрать вещественными. Величины M(a)
να преобразуются как

векторы при спиновых вращениях U и меняют знак при обращении
времени R. Поскольку группа конечна, можно построить представле-
ние, в котором действие элемента симметрии g ∈ G на ту или иную
функцию от координат ϕ(a)

να (x) определяется выражением

ϕ(a)
να (x) g→

∑
β

U
(a)
νβα(g)ϕ(a)

νβ (x),

где вещественные матрицы U
(a)
νβα(g) удовлетворяют условиям ортого-

нальности [47, 48] (n(G) — число элементов в группе G, lν — размер-
ность ν-го представления):∑

g

U
(a)
ναβ(g)U (a′)

ν′α′β′(g) = n(G)

lν
δαα′δνν′δaa′δββ′ . (1.5.2)

Величина m2 является спиновым скаляром: в равновесном состо-
янии кристалла она должна оставаться инвариантной относительно
преобразований группы G. Вследствие условий ортогональности (1.5.2)
это возможно только при выполнении равенств(

M(a)
να ·M(a′)

ν′α′

)
= C(a, ν) δaa′δνν′δαα′ . (1.5.3)

Соотношения (1.5.3) показывают, что различные магнитные векто-
ры M(a)

να перпендикулярны друг другу, причем те из них, которые
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соответствуют одному неприводимому представлению, имеют одинако-
вую длину. Максимальное число взаимно ортогональных трехмерных
векторов с данным ν равно трем. Следовательно, размерность любого
из неприводимых представлений не может быть больше трех.

Для дальнейшего анализа удобнее считать, что под действием эле-
ментов группы G преобразуются не функции ϕ

(a)
να , а сами магнитные

векторы:
M(a)

νβ

g→
∑
α

U
(a)
νβα(g)M(a)

ν α.

Магнитные векторы M(a)
να , преобразующиеся по неединичным пред-

ставлениям группы G, не дают вклада в полную намагниченность сре-
ды, поэтому являются антиферромагнитными векторами. Изменением
нормировки функций ϕ(a)

να всегда можно добиться того, чтобы антифер-
ромагнитные векторы имели единичную длину. Будем обозначать их
как la (индекс a теперь нумерует разные антиферромагнитные векторы
и принимает не более трех значений a = 1, 2, 3). Когда векторы M(a)

να

преобразуются по единичному (тождественному) представлению груп-
пы G: M(a)

να
g→M(a)

να , один из них подходящим ортогональным преобра-
зованием и нормировкой функций ϕ(a)

να можно сделать совпадающим со
спонтанной намагниченностью среды M. Остальные векторы единично-
го представления, если они имеются, являются антиферромагнитными
и не вносят вклада в среднюю намагниченность кристалла.

Возможны всего четыре различных случая (рис. 1.4).
1. Существует один преобразующийся по единичному представле-

нию магнитный вектор, который совпадает с равновесной намаг-
ниченностью кристалла M. Кристалл является ферромагнетиком
или коллинеарным ферримагнетиком.

2. Существует один вектор l, преобразующийся по неединичному
одномерному представлению, тело является коллинеарным анти-
ферромагнетиком.

3. Существует вектор полной намагниченности среды M и один или
два ортогональных к нему антиферромагнитных вектора la (a = 1
или a = 1, 2). Тело является неколлинеарным ферримагнетиком.

4. Существует два или три взаимно перпендикулярных вектора la.
Кристалл является неколлинеарным антиферромагнетиком.

Как известно, трансляционная симметрия кристалла описывается
функциями вида

uk(x) exp(ik · x),

где k — волновой вектор, функция uk(x) имеет периодичность решет-
ки Браве кристалла. Нас интересуют только одно- двух- или трех-
мерные вещественные неприводимые представления группы G. Такие
представления могут характеризоваться волновыми векторами, зани-
мающими общее положение в обратной ячейке, лишь для кристаллов
триклинной системы (в более симметричных кристаллах объединен-
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Рис. 1.4. Векторы ферромагнетизма (темная стрелка) и антиферромагнетизма
(светлая стрелка) для разных магнитных кристаллов: а) ферромагнетик или
коллинеарный ферримагнетик, б) коллинеарный антиферромагнетик, в) некол-

линеарный ферримагнетик, г) неколлинеарный антиферромагнетик

ная звезда векторов k и −k содержит более трех векторов). В кри-
сталлах моноклинной системы возможны представления с волновым
вектором, занимающим общее положение в плоскости симметрии об-
ратной решетки. Представления с волновым вектором, занимающим
общее положение на оси симметрии, возможны для всех некубических
кристаллов. В перечисленных случаях неприводимое представление
группы G всегда двумерно [46], причем пара взаимно ортогональных
векторов l1 и l2 преобразуется при трансляциях как пара функций
sin (k · x) и cos (k · x). Тогда из разложения (1.5.1) следует, что плот-
ность магнитного момента среды при трансляциях преобразуется как

m(x) � l1 sin (k · x) + l2 cos (k · x) .

Мы пришли к выводу, что в периодическом кристалле единственные
обменные структуры, периоды которых несоизмеримы с периодами ре-
шетки, это геликоидальные магнитные структуры.

Не геликоидальные магнитные структуры теоретически описывают-
ся волновыми векторами, которые соответствуют выделенным точкам
обратной решетки. В частности, если все отличные от нуля магнитные
векторы преобразуются по представлению с k = 0, магнитная и про-
странственная элементарные ячейки совпадают.

Реально наблюдаются не все возможные с точки зрения обменной
симметрии магнитные структуры, а только те из них, которые удовле-
творяют энергетическому критерию устойчивости. Например, наличие
в разложении энергии системы инвариантного относительно преобра-
зований группы G слагаемого

Kab
i

(
la · ∂lb

∂xi
− lb · ∂ la

∂xi

)
(1.5.4)

ведет к неустойчивости магнитной структуры, потому что при малых
отклонениях векторов la от их равновесных значений слагаемое (1.5.4)
может принимать отрицательные значения.

В то же время важная особенность геликоидальных магнитных
структур с волновыми векторами, занимающими общее положение
в плоскости (на оси) симметрии обратной ячейки состоит в следую-
щем. Инварианты (1.5.4) приводят к неустойчивостям структур лишь
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в случае, когда выражение (1.5.4) содержит производную по простран-
ственной координате вдоль направления, которое характеризуется вол-
новым вектором, ортогональным плоскости (оси) симметрии обратной
ячейки.

Инварианты типа (1.5.4) отсутствуют для представлений с волно-
выми векторами, компоненты которых равны 1/2, 1/3 или 1/4 периодов
обратной решетки [46]. Это означает, что периоды магнитной ячейки
в 2, 3 или 4 раза больше периодов пространственной ячейки (утроение
магнитных периодов по сравнению с пространственными возможно толь-
ко в гексагональных пространственных решетках, а учетверение — в ку-
бических гранецентрированной и объемноцентрированной решетках).

Приведенная классификация обменных магнитных структур может
быть распространена и на кристаллически неупорядоченные магнетики.
Макроскопическая симметрия таких сред может быть охарактеризова-
на с помощью мультипольных моментов [46]:

M = 〈m(x)〉 ,
Mi = 〈xi m(x)〉 ,

Mik =
〈(
xixk − 1

3
δikx

2
s

)
m(x)

〉
,

. . . ,

(1.5.5)

где m(x) — квазиклассическая плотность магнитного момента, угловые
скобки означают усреднение по всем конфигурациям неупорядоченной
системы.

Обменная группа симметрии кристаллически неупорядоченной сре-
ды состоит из всех комбинаций пространственных вращений, инвер-
сии, спиновых вращений U и преобразования обращения времени
R, относительно которых отличные от нуля мультипольные момен-
ты инвариантны. Группа G чисто пространственной симметрии среды
получается из обменной группы путем формального отождествления
элементов R и U с единичным преобразованием. Мультипольные мо-
менты (1.5.5) преобразуются по неприводимым представлениям груп-
пы G. Поэтому можно использовать тот же самый феноменологический
подход [46] для классификации обменных структур в неупорядоченных
магнитных средах, а затем и для теоретического описания их нелиней-
ной динамики.

1.5.2. Динамические симметрии, метод феноменологических
лагранжианов для голдстоуновских частиц

Хорошо известно, что законы сохранения для системы полей тесно
связаны с инвариантностью функции Лагранжа относительно преоб-
разований, которые отражают алгебраическую симметрию задачи (тео-
рема Нетер) [49]. Алгебраические симметрии реализуются на полевых
переменных независящими от градиентов полей линейными преобра-
зованиями и потому оказываются не достаточными для выбора формы
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записи гамильтониана системы или конкретизации функции Лагранжа.
Явный вид функции Лагранжа может быть задан требованием ее
инвариантности относительно более широкой группы преобразований,
которая реализуется на полевых переменных неоднородно и нелинейно
и характеризует так называемую динамическую симметрию задачи.
Принципы динамической симметрии не могут быть выведены путем
логических рассуждений, как подчеркивал Эйнштейн, к ним ведет
«основанная на проникновении в суть опыта интуиция». Примером
динамической симметрии может служить уже обсуждавшаяся нами
гипотеза об инвариантности функции Лагранжа неупорядоченной сре-
ды относительно локальных калибровочных преобразований, которая
отражает сохранение идеального кристаллического порядка в малых
объемах среды. Более яркий пример плодотворного применения прин-
ципов динамической симметрии в теории магнетизма связан с постро-
ением феноменологических лагранжианов, описывающих нелинейную
динамику спиновых волн с наименьшей энергией возбуждения. Про-
гресс в этом направлении связан с глубоким теоретико-групповым
анализом следующего общего свойства магнитоупорядоченных состоя-
ний. Возникновение таких состояний всегда сопровождается явлением
спонтанного нарушения симметрии обменных взаимодействий: гамиль-
тониан обменных взаимодействий инвариантен относительно любого
поворота всех атомных спинов кристалла на один и тот же угол, но
никакая магнитная структура не является инвариантной относительно
таких поворотов. Магнитные векторы M(a)

να , задающие равновесную об-
менную магнитную структуру, меняются при одновременном повороте
спиновых моментов всех атомов кристалла на один и тот же угол.
Зависящие от координат и времени локальные повороты спиновых мо-
ментов, изменяющие равновесные значения магнитных векторов M(a)

να

структуры, представляют элементарные магнитные возбуждения систе-
мы. Вследствие близкодействующего характера обменных сил, энергия
этих элементарных возбуждений — магнонов — обращается в нуль при
импульсе, стремящемся к нулю. Последнее утверждение вытекает из
общей теоремы Голдстоуна [50–52], которая формулируется следую-
щим образом.

Пусть имеется непрерывная группа симметрии G, генераторы кото-
рой записаны в виде интегралов по всему пространству от локальных
плотностей, а гамильтониан системы, обладающей короткодействую-
щими силами, инвариантен относительно данной группы. Если основ-
ное (вакуумное) состояние системы не инвариантно относительно этой
группы симметрии, то в спектре гамильтониана обязательно присут-
ствует ветвь элементарных возбуждений, энергия которых стремится
к нулю при стремлении к нулю импульса возбуждений.

С качественной точки зрения каждая равновесная магнитная струк-
тура выделяет одно из возможных вакуумных состояний магнетика
и тем самым нарушает алгебраическую симметрию исходного микро-
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гамильтониана системы относительно вращений в спиновом простран-
стве. Вследствие этого в системе появляются голдстоуновские воз-
буждения — магноны, стремящиеся восстановить нарушенную симмет-
рию. Поскольку магноны являются голдстоуновскими квазичастицами,
к ним применим универсальный теоретико-групповой метод описания
нелинейной динамики голдстоуновских полей в системах со спонтан-
ным нарушением симметрии вакуума, широко используемый в физике
элементарных частиц [53–57]. В таком подходе трансформационные
свойства голдстоуновских полей определяются посредством неоднород-
ных нелинейных преобразований, которые учитывают динамическую
симметрию задачи. В конечном счете метод дает явное выражение для
функции Лагранжа голдстоуновских частиц, стремящихся восстано-
вить симметрию первичных взаимодействий, спонтанно нарушенную
появлением в системе не нулевых вакуумных средних. В то же время
заметим, что внутренний механизм возникновения голдстоуновских
частиц, так же как и механизм восстановления симметрии, остается
вне области рассмотрения метода.

В рамках такого подхода были успешно описаны процессы с участи-
ем мягких пионов [57, 58], нейтрино появляется как голдстоуновский
фермион в теории нелинейной реализации группы суперсимметрии
[59], теория гравитации является теорией совместных нелинейных ре-
ализаций аффинной и конформной групп [60], теория калибровочных
полей — теорией нелинейной реализации группы калибровочных пре-
образований [61].

Представляется важным распространение метода феноменологиче-
ских лагранжианов на теоретическое описание нелинейных голдсто-
уновских возбуждений в физике конденсированного состояния. Обсу-
дим вначале основные постулаты и математическую технику метода,
а затем применим его для построения феноменологических лагранжи-
анов спиновых волн.

Пусть G — непрерывная группа симметрии взаимодействий в си-
стеме — группа симметрии некоторого исходного лагранжиана, при-
водящего к вырождению вакуума и возникновению голдстоуновских
частиц, и H — ее максимальная подгруппа, оставляющая вакуум
инвариантным. Метод построения эффективного лагранжиана голдсто-
уновских частиц основан на следующих предположениях [55, 56]:

1) в длинноволновом пределе голдстоуновские частицы описыва-
ются локальными полями A(x, t), квантовые характеристики
и трансформационные свойства которых определяются посред-
ством однозначного соответствия этих полей параметрам a левых
(правых) смежных классов группы G по подгруппе H.

2) эффективный лагранжиан взаимодействия голдстоуновских ча-
стиц инвариантен относительно преобразований группы G.

Далее мы покажем, что подгруппа H в рассматриваемом подходе
является выделенной в том плане, что по отношению к ней симметрия
лагранжиана остается алгебраической и характеризуется однородными
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линейными представлениями при обсуждении трансформационных
свойств полей. Поэтому преобразования подгруппы H не связаны
с голдстоуновскими частицами.

С целью установить закон преобразования локальных голдстоунов-
ских полей при операциях группы G, запишем произвольный элемент
g группы в виде произведения:

g = K(a)H(b), (1.5.6)

где H(b) — преобразование подгруппы H, K(a) — представитель
левого смежного класса G/H группы G по подгруппе H, a и b —
вещественные параметры группового пространства (в общем случае
каждая из величин a, b имеет конечное число компонент).

Элемент K(a) ∈ G после умножения его слева на любой элемент
g1 ∈ G переходит в некоторый элемент g′ группы G, который вновь
может быть разложен в соответствии с (1.5.6):

g1K(a) = g′ = K(a′)h(b′). (1.5.7)

Согласно (1.5.7), под действием операции g1 ∈ G координаты (пара-
метры) a фактор-пространства G/H преобразуются по нелинейному
закону

a
g1→ a′ = a′(a, g1), (1.5.8)

и это индуцирует левый сдвиг h(b′) на группе симметрии вакуума
системы с параметрами b′, зависящими от a и g1:

b
g1→ b′ = b′(a, g1). (1.5.9)

Комбинируя (1.5.6), (1.5.7), имеем

g1g = K(a′)h(b′)H(b).

Для дальнейшего анализа важно, что при факторизации (1.5.6)
преобразование (1.5.8) не содержит параметров b. Отметим также, что
каждая конкретная параметризация элементов группы G соответству-
ет определенному выбору координат a в фактор-пространстве G/H.
Можно показать, что произвол в выборе систем координат в G/H не
существен для описания взаимодействия голдстоуновских частиц.

В методе феноменологических лагранжианов каждому параметру a
сопоставляется локальное голдстоуновское поле A(x, t) так, что под
действием операций группы G голдстоуновские поля преобразуются
по закону

A(x, t) g1→A′(x, t) = a′(A(x, t), g1). (1.5.10)

Поля Ψ(x, t), не являющиеся голдстоуновскими, должны преобра-
зовываться по линейным представлениям подгруппы H:

Ψ(x, t)
h(b′)→ Ψ′(x, t) = D(h(b′))Ψ(x, t). (1.5.11)
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Здесь D(h) — матрицы, которые осуществляют представление подгруп-
пы H в пространстве функций Ψ. Используя представление (1.5.11)
и закон преобразования (1.5.9) параметров подгруппы H под действием
элементов группы G, можно построить так называемое индуцированное
представление группы G в пространстве функций Ψ:

Ψ(x, t) g1→Ψ′(x, t) = D{h(b′(A, g1))}Ψ(x, t). (1.5.12)

Ясно, что преобразования на Ψ(x, t) имеют смысл только вместе
с преобразованиями на A(x, t), поскольку b′ зависит от A. Соотноше-
ния (1.5.10), (1.5.12) определяют нелинейную реализацию группы G
на локальных полях A и Ψ рассматриваемой физической системы.

При известных трансформационных свойствах функций A и Ψ
построение феноменологического лагранжиана полей в длинноволно-
вом приближении сводится к нахождению инвариантов преобразований
группы G, содержащих минимальное число производных от локаль-
ных полей A(x, t). Неоднородность преобразований (1.5.10) приво-
дит к важному следствию: не существует инвариантов, составленных
только из голдстоуновских полей A(x, t) и не содержащих производ-
ных этих полей. Это, в частности, означает, что феноменологический
лагранжиан голдстоуновских частиц не имеет массового члена.

В качестве иллюстрации метода рассмотрим конкретный при-
мер [57].

Пусть группа симметрии G первичных взаимодействий в системе
определяется генераторами Xl (l = 1,2,. . .,n) и Yα (α = 1,2,. . .,m), при-
чем только генераторы Yα подгруппы H удовлетворяют соотношениям
Yα|0〉 = |0〉, где кет-вектор |0〉 описывает вакуумное состояние системы.
Это означает, что H — группа стабильности вакуума. Коммутационные
соотношения алгебры группы G имеют вид

[Xl,Xm] = iCα
lmYα, [Xl,Yα] = iCm

lαXm, [Yα,Yβ ] = iCγ
αβYγ . (1.5.13)

Структурные постоянные Cα
lm, Cm

lα, C
γ
αβ антисимметричны при пере-

становке нижних индексов и связаны между собой равенствами, кото-
рые следуют из (1.5.13) и тождеств Якоби. В некоторой окрестности
единичного элемента группы G любой элемент g ∈ G единственным
образом разлагается в произведение

g = exp(i alXl) exp(i bα Yα),

где al, bα — вещественные параметры. Совокупность элементов
K(a) = exp(i alXl) образует фактор-пространство G/H, а совокупность
элементов exp(i bα Yα) — подгруппу H(b).

Конкретный вид формул (1.5.10), (1.5.12), определяющих нелиней-
ную реализацию группы G на голдстоуновских полях Al(x, t) системы
и на полях Ψ(x, t), не являющихся голдстоуновскими, выведем из
(1.5.7) при учете алгебры коммутаторов (1.5.13).
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В частности, при g1 = h = exp(i bα Yα) ∈ H левую часть соотноше-
ния (1.5.7) можно записать в виде

h exp(i alXl) =
(
h exp(i alXl)h−1) h. (1.5.14)

Дальнейшие расчеты упрощает искусственный прием. Введем вспомо-
гательную операторную функцию от параметра s:

F (s) = h exp(i alXl s)h−1,

которая является решением дифференциального уравнения

dF

ds
= i alhXl h

−1 F (s) (1.5.15)

с начальным условием F (s = 0) = I. Если мы найдем F (s), то вычис-
лим и произведение операторов в (1.5.14):

F (s = 1) = h exp(i alXl)h−1.

Используя тождество

eABe−A = B + 1
1!

[A, B] + 1
2!

[A, [A, B]] + . . . , (1.5.16)

справедливое для любых операторов A и B, и перестановочные соот-
ношения (1.5.13), нетрудно показать, что

hXlh
−1 = XpS(h)p

l , (1.5.17)

где S(h) — матрица n× n, зависящая от параметров bα:

Sk
l =

∞∑
n=0

1
n!

(Pn)k
l = (exp P )k

l , (1.5.18)

где P k
l = Ck

lα b
α, (P 2)k

l = P k
s P

s
l и т. д. Принимая во внимание формулу

(1.5.17), уравнение (1.5.15) можно проинтегрировать:

F (s) = exp(iXmS
m
l a

ls).

В результате находим:

F (s = 1) = h exp(i alXl)h−1 = exp(iXmS
m
l a

l).

Это означает, что представление (1.5.14) дает требуемую факториза-
цию (1.5.7):

h exp(i alXl) = exp(i alSm
l (h)Xm) exp(i bαYα).

Отсюда определяется закон преобразования локальных полей:

Am(x, t) h→Sm
l (h)Al(x, t), Ψ(x, t) h→D(h)Ψ(x, t).

Здесь h = exp(i bα Yα), причем bα не зависит от Al.
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Таким образом, мы показали, что подгруппа H реализуется на всех
полях однородно и линейно и, тем самым, описывает алгебраическую
симметрию задачи.

Когда g1 /∈ H, трансформационные свойства локальных полей зна-
чительно сложнее, поэтому ограничимся рассмотрением инфинитези-
мальных преобразований с g1 = I + i εlXl (|εl| � 1). Тогда (1.5.7)
приобретает вид

(I + i εlXl) exp(i alXl) = exp
(
i (al + δal)Xl

)
exp(i δbαYα). (1.5.19)

Найдем явный вид параметров δal и δbα. Поскольку δal,δbα = O(εl),
для сопоставления по порядку величины членов в уравнении (1.5.19)
в правой части (1.5.19) необходимо разложить экспоненциальные
функции от некоммутирующих операторов в ряд с точностью до ли-
нейных слагаемых по параметрам δal и δbα.

Получим вначале разложение операторной функции

exp
(
i (al + δal)Xl

)
.

Для достижения этой цели также полезно ввести вспомогательную
операторную функцию от параметра s:

F (s) = exp
(
i (al + δal)Xls

)
, (1.5.20)

которая является решением дифференциального уравнения

dF

ds
= i (al + δal)XlF (1.5.21)

с начальным условием F (s = 0) = I. Представим F (s) в виде

F (s) = exp(i alXls)F1(s).

Тогда из (1.5.21) находим, что новая операторная функция F1(s) будет
решением задачи:

dF1

ds
= i δakXk(s)F1, F1(s = 0) = I, (1.5.22)

где
Xk(s) = exp(−i alXls)Xk exp(i apXps).

Интегрируя (1.5.22), находим

F1(s) = I + i δak

s∫

0

Xk(s′)F1(s′)ds′. (1.5.23)
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Решение интегрального уравнения (1.5.23) можно получить методом
последовательных итераций в форме ряда по степеням δak. С точно-
стью до членов, линейных по δal, имеем

F1(s) = I + i δak

s∫

0

Xk(s′)ds′.

В результате находим F (s), а значит, и требуемое разложение правой
части равенства (1.5.20):

F (s = 1) = exp
(
i (al + δal)Xl

)
=

= exp(i alXl)

⎡⎣I + i δak

1∫

0

Xk(s)d s+ . . .

⎤⎦. (1.5.24)

Разложение второй экспоненциальной функции тривиально:

exp(i δbαYα) = I + i δbαYα + . . . (1.5.25)

Подставляя (1.5.24), (1.5.25) в (1.5.19) и приравнивая члены одного
порядка малости, приводим уравнение (1.5.19) к виду

εlXl(s = 1) = δak

1∫

0

Xk(s)d s+ δbαYα. (1.5.26)

Чтобы продвинуться дальше, заметим, что при дифференцировании
операторной функции Xk(s) по параметру s появляется новая Yα(s):

Yα(s) = exp(−i alXls)Yα exp(i apXps).

Однако дифференцирование Yα(s) по s вновь дает Xl(s). В результате
получаем замкнутую систему дифференциальных уравнений

dXk(s)

ds
= −Cα

kpa
pYα(s), dYα(s)

ds
= −Cl

αpa
pXl(s)

с начальными условиями:

Xk(s = 0) = Xk, Yα(s = 0) = Yα,

которая эквивалентна следующей задаче для определения Xk(s):

d2Xk(s)

ds2
= −ml

kXl(s);

dXk(s)

ds

∣∣∣∣
s=0

= −Cα
kpa

pYα, Xk(s)
∣∣
s=0

= Xk,
(1.5.27)

1.5. Обменная симметрия и метод феноменологических лагранжианов 57

где ml
k = −Cα

kpC
l
αsa

pas. Явный вид Xk(s) может быть найден из
(1.5.27) в форме ряда, соответствующего символической записи:

Xk(s) = (cos
√
ms)p

kXp −
(

sin
√
ms√
m

)l

k

Cα
lpa

pYα. (1.5.28)

Подставляя (1.5.28) в уравнение (1.5.26) и приравнивая коэффициенты
при одинаковых генераторах, получаем необходимые формулы инфини-
тезимального преобразования:

δak = (
√
m ctg

√
m )k

i ε
i,

δbα = −
([

sin
√
m + (cos

√
m − 1) ctg

√
m
] 1√

m

)l

i

Cα
lp a

p εi.

Для построения феноменологического лагранжиана необходимо
знать ковариантные производные от полей Al и Ψ по пространственным
координатам x и времени t. Далее, для упрощения записи, удобно
ввести четырехвектор

xμ (μ = 0, 1, 2, 3); x = (x1, x2, x3), t = x0.

Ковариантные производные от полей Al и Ψ связаны с дифференци-
альными формами Картана ωl (A, ∂μA) и θα (A, ∂μA) [55–57], которые
определим соотношениями

K−1∂μK = iωl(A, ∂μA)Xl + i θα(A, ∂μA)Yα, (1.5.29)

где K = exp(iAlXl), и от координат xμ зависят только поля Al.
Покажем, что специфическая форма левой части уравнения (1.5.29)

и условия совместности производных ∂μ∂νK = ∂ν∂μK дают уравнения,
конкретизирующие структуру функций ωl и θα. Для этого оказываются
полезными тождества:

∂νK
−1 = −K−1(∂νK)K−1,

(K−1∂νK) (K−1∂μK)− (K−1∂μK) (K−1∂νK) =

= i [(θα(A, ∂μA)ωs(A, ∂νA)− θα(A, ∂νA)ωs(A, ∂μA))×
× Cl

α sXl +
(
ωk(A, ∂μA)ωs(A, ∂νA)Cα

k s+

+θγ(A, ∂μA) θβ(A, ∂νA)Cα
γ β

)
Yα

]
.

(1.5.30)

Первое из них получено дифференцированием равенства K−1K = I,
второе — следствие формул (1.5.13), (1.5.29). Учитывая (1.5.30), диф-
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ференцированием соотношений (1.5.29) нетрудно получить условия
интегрируемости Мауэра–Картана:

∂νω
l(A, ∂μA)− ∂μω

l(A, ∂νA) + [θα(A, ∂μA)ωs(A, ∂νA)−
−θα(A, ∂νA)ωs(A, ∂μA)] Cl

α s = 0,

∂νθ
α(A, ∂μA)− ∂μθ

α(A, ∂νA) + ωk(A, ∂μA)ωs(A, ∂νA)Cα
k s+

+θγ(A, ∂μA) θβ(A, ∂νA)Cα
γ β = 0,

которые необходимы и достаточны для того, чтобы поле K можно было
восстановить по полю K−1∂μK.

Представления для форм Картана ωl, θα через голдстоуновские
поля Al найдем с помощью приема, аналогичного уже рассмотренным.
Введем в (1.5.29) параметр s с помощью замены Al → sAl:

exp(−iAlXl s) ∂μ exp(iAk Xk s) =
= iωl(sA, s ∂μA)Xl + i θα(sA, s ∂μA)Yα. (1.5.31)

Дифференцируя по s левую и правую части равенства (1.5.31), ис-
пользуя коммутационные соотношения (1.5.13) и приравнивая коэф-
фициенты при одинаковых генераторах, получим замкнутую систему
обыкновенных дифференциальных уравнений для вычисления функций
ωl(sA, s ∂μA), θα(sA, s ∂μA):

dωl

ds
= ∂μA

l +ApθβCl
pβ ,

dθβ

ds
= AkωpCβ

kp. (1.5.32)

Согласно (1.5.31) системе (1.5.32) соответствуют следующие началь-
ные условия:

ωl(sA, s ∂μA)
∣∣
s=0 = 0, θα(sA, s ∂μA)

∣∣
s=0 = 0. (1.5.33)

Формы Картана (1.5.29) совпадают со значениями решений задачи
(1.5.32), (1.5.33) при s = 1. Приведем окончательный результат:

ωl(A, ∂μA) =
(

sin
√
m√

m

)l

p

∂μA
p,

θβ(A, ∂μA) =
(

1− cos
√
m√

m

)p

s

∂μA
sCβ

kpA
k.

(1.5.34)

Найдем трансформационные свойства форм Картана при операциях
группы G. Как мы уже обсуждали, под действием операции g ∈ G эле-
мент фaктор-пространства K(A) = exp(iAlXl) изменяется и результат
может быть представлен в форме

gK(A) = K(A′)h(b). (1.5.35)

Здесь K(A′) = exp(iA′s(A, g)Xs), h(b) = exp(i bα(A, g)Yα), величи-
ны Al являются функциями от переменных xμ. Вычислим производную
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по xμ от левой и правой частей равенства (1.5.35). Поскольку g, Xl,
Yα не зависят от xμ, имеем

g ∂μK(A) = ∂μK(A′)h(b) +K(A′) ∂μh(b). (1.5.36)

Комбинируя соотношение

[g K(A)]−1 = K−1(A) g−1 = h−1(b)K−1(A′)

с формулой (1.5.36), находим

K−1(A) ∂μK(A) =
= h−1(b)

(
K−1(A′) ∂μK(A′)

)
h(b) + h−1(b) ∂μh(b). (1.5.37)

Используя (1.5.29), перейдем в (1.5.37) к формам Картана и выразим
преобразованные формы Картана через исходные:

ωl(A′, ∂μA
′)Xl + θα(A′, ∂μA

′)Yα = h(b) [ωs(A, ∂μA)Xs+
+θβ(A, ∂μA)Yβ

]
h−1(b) + h(b) ∂μh

−1(b).

С помощью тождества (1.5.16) и коммутационных соотношений
(1.5.13) нетрудно убедиться в справедливости разбиения (приравнива-
ем слагаемые линейные по генераторам Xn и Yα соответственно):

ωl(A′, ∂μA
′)Xl = h(b)Xsh

−1(b)ωs(A, ∂μA), (1.5.38)

θα(A′, ∂μA
′)Yα = h(b)Yβ h

−1(b) θβ(A, ∂μA)+
+ h(b) ∂μh

−1(b). (1.5.39)

Из (1.5.38) заключаем, что формы ωl под действием операций g ∈ G
преобразуются по уже введенному ранее представлению подгруппы H
(1.5.17) с параметрами bα, зависящими в общем случае от голдсто-
уновских полей:

ωl(A, ∂μA) g→S(h)l
k ω

k(A, ∂μA), h = exp(i bα(A, g)Yα). (1.5.40)

Заметим также, что в общем случае операторы Yα и h(b) не заданы
на пространстве функций Ψ(x, t). Поэтому для выявления трансфор-
мационных свойств производных от полей Ψ следует перейти от соот-
ношения (1.5.39) к его реализации на функциях Ψ:

θα(A′, ∂μA
′)λα = D(h)λβ D

−1(h) θβ(A, ∂μA)+
+D(h) ∂μD

−1(h). (1.5.41)

Здесь λα — необходимое представление генераторов Yα, а D(h) — уже
обсуждавшиеся ранее матрицы линейного представления подгруппы H
на локальных полях Ψ. С помощью этих матриц строится индуциро-
ванное представление группы G на тех же полях:

Ψ→ D(h) Ψ, h = exp (i bα(A, g)Yα).
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Ковариантные производные локальных полей Al и Ψ определим соот-
ношениями

DμA
l = ωl(A, ∂μA), ∇μΨ = ∂μΨ + θβ(A, ∂μA)λβ Ψ. (1.5.42)

Используя формулы преобразования форм Картана (1.5.40), (1.5.41),
нетрудно убедиться, что при операциях группы G ковариантные произ-
водные (1.5.42) преобразуются по линейным представлениям подгруп-
пы H

DμA
l g→Sl

k(h)DμA
k, ∇μΨ g→D(h)∇μΨ,

где h = exp (i bα(A, g)Yα) — элемент подгруппы H с параметрами bα,
нетривиально зависящими как от конкретной операции g ∈ G, так и от
голдстоуновских полей Al.

Отсюда следует важный вывод: инвариантность лагранжиана
L(Ψ, ∇μΨ, DμAl) относительно подгруппы H необходима и достаточна
для инвариантности L относительно всей группы G.

Можно сформулировать простые рабочие правила для построения
феноменологических лагранжианов голдстоуновских частиц в любых
физических системах со спонтанным нарушением симметрии.

1. В инвариантном относительно подгруппы лагранжиане свобод-
ных полей Ψ, не являющихся голдстоуновскими, обычные про-
изводные полей Ψ заменяются на ковариантные. Полученный
в результате замены лагранжиан инвариантен относительно груп-
пы G и описывает взаимодействие полей с голдстоуновскими
частицами.

2. К такому лагранжиану добавляется лагранжиан свободных гол-
дстоуновских полей, который представляет инвариантное выра-
жение из ковариантных производных DμAl.

В длинноволновом приближении при построении лагранжиана сво-
бодных голдстоуновских частиц достаточно ограничиться инварианта-
ми, содержащими минимальное число производных от полей Al по про-
странственным координатам x и времени t.

В рассмотренном примере справедливо тождество

Sm
k gmr(0)Sr

n = gkn(0), (1.5.43)

где gmr(0) = Cρ
ml C

l
ρr, и потому минимальные взаимодействия голдсто-

уновских частиц теоретически описываются инвариантами

gij(0)ωi(A, ∂μA)ωj(A, ∂μA).

Формула (1.5.43) является следствием алгебраической структуры
матриц Sk

n (1.5.18) и более простых соотношений

Pm
k gmn = −gkmP

m
n , Cm

kσC
ρ
mlC

l
ρn + Cγ

klC
l
γmC

m
nσ = 0. (1.5.44)
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Чтобы убедиться в справедливости (1.5.44), отметим, что тождества
Якоби для генераторов группы G

[Xl [Xk, Yσ]] + [Xk [Yσ, Xl]] + [Yσ [Xl, Xk]] = 0,
[Yσ [Yγ , Xn]] + [Yγ [Xn, Yσ]] + [Xn [Yσ, Yγ ]] = 0

дают важные ограничения на структурные постоянные группы

Cm
kσ C

ρ
lm + Cm

σlC
ρ
km + Cγ

lkC
ρ
σγ = 0,

Cm
γn C

l
σm + Cm

nσC
l
γm + Cρ

σγ C
l
nρ = 0.

(1.5.45)

Умножим первое из равенств (1.5.45) на Cl
ρ n, просуммируем результат

по индексам l, ρ и воспользуемся вторым равенством. В результате
получим тождество (1.5.44)

Cm
kσC

ρ
mlC

l
ρn + Cγ

klC
l
γmC

m
nσ = Cρ

kmC
m
σlC

l
ρn − Cγ

klC
l
σmC

m
γn = 0.

Существует глубокая связь изложенного формализма с понятия-
ми дифференциальной геометрии. Определим метрику gij(A) фактор–
пространства G/H соотношением

gij(A) dAi dAj = gsp(0)ωs(A, dA)ωp(A,dA). (1.5.46)

Здесь
ωi(A, dA) = ωi(A, ∂μA) dxμ, dAl = ∂μA

l dxμ.

Из (1.5.46), (1.5.34) находим

gij(A) =
(

sin
√
m√

m

)s

i

gsk(0)
(

sin
√
m√

m

)k

j

. (1.5.47)

Наличие метрики gij(A) позволяет ввести в групповом простран-
стве понятие подвижного ортогонального репера. При этом формы
ωi(A, dA) можно трактовать как компоненты бесконечно малого сме-
щения начала репера из точки с локальными координатами Al в сосед-
нюю точку группового пространства. Формы

ωi
k (A, dA) = Ci

kβ θ
β(A, ∂μA) dxμ

определяют поворот базисных векторов смещенного репера в точке
с координатами Al. При такой интерпретации уравнения Мауэра–
Картана задают структуру n-мерного риманова пространства с нулевым
кручением, но ненулевой кривизной [57]. Преобразования подгруппы H
оставляют неподвижным начало координат группового пространства,
и поэтому соответствуют вращениям в групповом пространстве, а пре-
образования g /∈ H отвечают сдвигам вместе с вращениями. С этой
точки зрения введенное нами определение ковариантного дифферен-
циала ∇μΨ dxμ совпадает с обычным определением абсолютного диф-
ференциала в римановых пространствах и пространствах аффинной
связности.
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1.6. Феноменологические лагранжианы нелинейной
динамики голдстоуновских спиновых волн

Мне всегда казалось странным, что
самые фундаментальные законы физи-
ки после того, как они уже открыты,
все-таки допускают такое невероятное
многообразие формулировок, по первому
впечатлению неэквивалентных и все же
таких, что после определенных мате-
матических манипуляций между ними
всегда удается найти взаимосвязь. Мне
думается, что здесь каким-то образом
отражается простота природы. Может
быть, вещь проста только тогда, когда
ее можно исчерпывающим образом оха-
рактеризовать несколькими различными
способами, еще не зная, что на самом де-
ле ты говоришь об одном и том же.

Р. Фейнман

В этом разделе мы покажем, как использование концепции спонтан-
ного нарушения SO(3)-симметрии обменных взаимодействий позволяет
строить феноменологические лагранжианы спиновых волн в магне-
тиках. Следствием спонтанного нарушения высокой симметрии явля-
ется появление голдстоуновских полей. В основе метода феномено-
логических лагранжианов лежит реализация спонтанного нарушения
симметрии нелинейными преобразованиями (так называемые нелиней-
ные реализации SO(3)-симметрии) голдстоуновских полей. В длин-
новолновом пределе подход дает корректное описание спектра гол-
дстоуновских спиновых волн и всех возможных их нелинейных вза-
имодействий. В зависимости от подгруппы инвариантности основного
состояния магнетика в спектре возбуждений имеется одна, две или
три голдстоуновские ветви спиновых волн. Для двух первых случаев
подгруппой инвариантности основного состояния будет группа SO(2),
и эти случаи соответствуют простым ферро- и антиферромагнетикам.
Малые отклонения от основного состояния в таких спиновых систе-
мах описываются двумя углами (координатами фактор–пространства
SO(3)/SO(2)), которые соответствуют одной или двум ветвям спектра
спиновых возбуждений в зависимости от того, содержат ли уравнения
динамики производные по времени первого или второго порядка. Три
ветви спиновых волн появляются в случае максимального нарушения
симметрии основного состояния магнетика, когда подгруппой его ин-
вариантности является только тождественное преобразование. В этом
случае локальные отклонения от равновесного состояния магнетика
описываются тремя углами (параметрами группы SO(3)), зависимость
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которых от пространственных координат и времени конкретизирует
динамику голдстоуновских мод.

Следуя [41–43], построим наиболее общее выражение для фено-
менологического лагранжиана спиновых волн, инвариантное относи-
тельно преобразований группы SO(3)-симметрии обменных взаимо-
действий, когда основное состояние магнетика инвариантно только
относительно тождественного преобразования группы SO(3).

Как известно, группа SO(3) состоит из 3 × 3 ортогональных мат-
риц D с определителем, равным единице:

Dsk Dpk = DksDkp = δsp, detD = 1. (1.6.1)

Последнее из равенств (1.6.1) предполагает, что

εijk DisDjpDkq = εspq, (1.6.2)

где εspq — абсолютно антисимметричный единичный тензор (ε123 = 1);
индексы, обозначенные латинскими буквами, принимают значения
1, 2, 3. При конкретных расчетах оказываются полезными тождества:

εijk εksp = δis δjp − δip δjs, εijk εjkp = 2 δip. (1.6.3)

Для дальнейшего анализа удобна параметризация матриц D углами
Эйлера θ, ϕ, ψ [62]:

D=

(
cosψ cosϕ−cos θ sinϕ sinψ − sinψ cosϕ−cos θ sinϕ cosψ sin θ sinϕ
cosψ sinϕ+cos θ cosϕ sinψ − sinψ sinϕ+cos θ cosϕ cosψ − sin θ cosϕ

sinψ sin θ cosψ sin θ cos θ

)
.

(1.6.4)

Введем обозначения:

A1 = θ, A2 = ϕ, A3 = ψ,

тогда Dij = Dij(A). Определим преобразования группы SO(3) посред-
ством левых сдвигов на группе:

D(A) D0→D0D(A) = D(A′(A,D0)), (1.6.5)

где D0 — произвольный элемент группы SO(3). Согласно общей схеме
метода феноменологических лагранжианов трансформационные свой-
ства голдстоуновских полей магнонов Ak(x, t) (k = 1, 2, 3) определя-
ются посредством однозначного сопоставления этих полей параметрам
группы SO(3), так что для локальных полей Ak(x, t) выполняется
закон преобразования

Ak(x, t) D0→A′
k(A, D0). (1.6.6)

Как следствие первого из равенств (1.6.1), произведение Dks∂μDkp

антисимметрично относительно перестановки индексов s, p. Выразим
это посредством соотношения

Dks∂μDkp = −εspn ωn(A, ∂μA). (1.6.7)
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Здесь μ = 0, 1, 2, 3, x0 = t — время, x = (x1,x2,x3) — пространствен-
ные координаты, ∂μ = ∂/∂xμ. Далее, если специально не оговорено,
мы не различаем верхние и нижние индексы. Матрицы (Jn)sp = −i εspn

реализуют алгебру генераторов группы SO(3) с коммутационными
соотношениями

[Js, Jp] = i εspkJk. (1.6.8)

Равенство (1.6.7), которое можно переписать в форме

D−1∂μD = −iωs(A, ∂μA) Js, (1.6.9)

показывает, что величины ωs совпадают с левыми формами Картана.
Формы Картана являются инвариантами относительно преобразова-

ния (1.6.6):

− iωs(A′, ∂μA
′) Js = D−1(A′) ∂μD(A′) =

= [D0D(A)]−1 ∂μ[D0D(A)] = D−1(A)D−1
0 D0 ∂μD(A) =

= D−1(A) ∂μD(A) = −iωs(A, ∂μA) Js.

Как и в предыдущем разделе, нетрудно показать, что форма записи
левой части равенства (1.6.9) и перестановочные соотношения (1.6.8)
приводят к уравнениям Мауэра–Картана, которые конкретизируют
структуру функций ωs:

∂νωs(A, ∂μA)− ∂μωs(A, ∂νA)+
+ εsnp ωn(A, ∂νA)ωp(A, ∂μA) = 0. (1.6.10)

Из (1.6.9) с помощью (1.6.3) находим:

ωn(A, ∂μA) = −1
2
εnspDks ∂μDkp. (1.6.11)

Во избежание утомительных расчетов, связанных с вычислением форм
Картана (1.6.11) в терминах полей Al, воспользуемся механической
аналогией. Функции ωs(A, ∂μA) линейны по производным ∂μAl, при-
чем при фиксированном s коэффициенты при производных с одина-
ковыми l, но различными μ одни и те же у всех форм Картана.
Если вычислить три функции ωs(A, ∂μA), то будут найдены и все
остальные. Явный вид величины ωs(A, ∂μA) нетрудно получить, за-
метив, что их математическое определение (1.6.7), (1.6.11) совпадает
с определением компонент ωs вектора угловой скорости вращения твер-
дого тела вокруг неподвижной точки в декартовой системе координат,
оси которой жестко связаны с телом, а начало системы координат
помещено в центр вращения тела [63–65]. При этом матрицы D(A)
осуществляют переход от неподвижной декартовой системы отсчета
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Рис. 1.5. Углы Эйлера: θ = A1, ϕ = A2, ψ = A3

x1 x2 x3 к системе отсчета x′1 x
′
2 x

′
3, связанной с вращающимся телом:

x = Dx′ (см. рис. 1.5).
Хорошо известные результаты классической механики [63–65] поз-

воляют выразить формы ωs(A, ∂μA) через углы Эйлера:

A1 = θ, A2 = ϕ, A3 = ψ,

которые в данном случае описывают, конечно, не вращение твердого
тела, а локальные повороты спинов в малых объемах магнитоупорядо-
ченной среды:

ω1(A, ∂μA) = ∂μA2 sinA1 sinA3 + ∂μA1 cosA3,
ω2(A, ∂μA) = ∂μA2 sinA1 cosA3 − ∂μA1 sinA3,

ω3(A, ∂μA) = ∂μA2 cosA1 + ∂μA3.

(1.6.12)

Важно, что не существует инвариантов относительно преобразова-
ний (1.6.5), (1.6.6), составленных только из матриц D(A) или из полей
магнонов Al(x, t). Кроме того, можно показать, что линейная неза-
висимость и полнота форм ωs(A, ∂μA) позволяют представить любую
дифференциальную форму Ξ(A, ∂μA) в виде

Ξ(A, ∂μA) = ai ωi(A, ∂μA),

где ai — постоянные коэффициенты. Поскольку формы Картана
(1.6.12) представляют полный набор инвариантов, наиболее общее
SO(3)-инвариантное выражение для феноменологического лагранжи-
ана спиновых волн, содержащее производные от квазиклассических
полей магнонов не выше второй степени, имеет вид

Z =
∫
L d3 x,
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где L — плотность функции Лагранжа:

L = 1
2

[aik ωi(A, ∂tA)ωk(A, ∂tA) + 2biωi(A, ∂tA)−
−cik,lm ωi(A, ∂lA)ωk(A, ∂mA)− 2di,l ωi(A, ∂lA)] , (1.6.13)

a, b, c, d — феноменологические постоянные. Без ограничения общно-
сти можно считать, что aik = aki, cik,lm = cki,ml. С микроскопической
точки зрения параметры a, b, c, d являются ненулевыми вакуумными
средними от определенных комбинаций спиновых операторов системы.
Далее мы увидим, что постоянные bi пропорциональны компонентам
вектора равновесной спонтанной намагниченности среды и потому при
обращении времени R они меняют знак:

bi
R→−bi.

В результате функция Лагранжа (1.6.13) будет инвариантной относи-
тельно преобразования R. Заметим также, что наличие взаимодействий
типа

di,l ωi(A, ∂lA) (1.6.14)

возможно только в кристаллах без центра инверсии и связано с суще-
ствованием геликоидальных магнитных структур. Явный вид постоян-
ных a, b, c, d определяется требованием инвариантности лагранжиа-
на (1.6.13) относительно преобразований группы пространственной
симметрии среды. Некоторые возможные ограничения на выбор кон-
стант обсудим в дальнейшем.

Интересно, что лагранжиан (1.6.13) при bi = 0 и в пренебрежении
зависимостью углов Al от пространственных координат (при ∂kAl = 0,
k = 1, 2, 3) буквально совпадает с лагранжианом, который определяет
вращение асимметричного твердого тела относительно неподвижной
точки [63]. При этом ωs(A, ∂tA) — угловая скорость тела в системе
отсчета, жестко связанной с телом, постоянные aij — компоненты
тензора моментов инерции тела.

При bj �= 0, ∂kAl = 0 выражение (1.6.13) совпадает с функцией
Лагранжа вращающегося заряженного тела с собственным магнитным
моментом [66] (магнитный волчок).

Можно сказать, что в общем случае лагранжиан (1.6.13) описывает
систему взаимодействующих механических волчков, расположенных
в разных точках пространства. Величины ωs(A, ∂kA) характеризуют
относительные повороты волчков в соседних точках системы. Посто-
янные cik,lm, di,l определяют жесткость связей волчков друг с другом
и с основным состоянием системы.

Аналогичным образом, в магнетиках формы ωs(A, ∂μA) характери-
зуют локальные повороты спинов в малых объемах среды. Эти пово-
роты осуществляются в спиновом пространстве относительно базиса,
связанного с магнитными векторами обменной структуры. Важно, что
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в малых объемах среды сохраняется идеальная обменная структура, ко-
торая характеризуется не более чем тремя жестко сориентированными
по отношению друг к другу магнитными векторами неизменной длины.
В возбужденных состояниях магнетика при переходе от одного малого
объема среды к другому эти векторы, а вместе с ними и базис, пово-
рачиваются как единое целое относительно неподвижной системы ко-
ординат в спиновом пространстве. В конечном счете SO(3)-симметрия
феноменологического лагранжиана (1.6.13) в неподвижном спиновом
пространстве обеспечивается тем, что относительные смещения и по-
вороты спинов выражены в подвижном репере. Позднее поясним эти
утверждения на конкретных примерах.

Параметризация матриц D углами Эйлера удобна для обсуждения
аналогии спиновой динамики с вращением твердого тела. Можно пока-
зать [55, 56], что использование других параметризаций группы SO(3)
приводит к физически эквивалентным результатам. При этом теория
учитывает все взаимодействия между магнонами, соответствующие
диаграммам Фейнмана типа дерева (диаграммы без замкнутых петель),
которые наиболее существенны в длинноволновом пределе.

По известному лагранжиану находим полную энергию магнетика:

E =
∫ (

∂L

∂(∂tAl)
∂tAl − L

)
d3x =

= 1
2

∫
[aik ωi(A, ∂tA)ωk(A, ∂tA) + 2di,l ωi(A, ∂lA)+

+cik,lm ωi(A, ∂lA)ωk(A, ∂mA)] d3x. (1.6.15)

Уравнения динамики спиновых волн получаются варьированием
действия, соответствующего лагранжиану

Z =
∫
L d3x,

по полям Al или Dik. Далее для упрощения анализа рассматрива-
ем случай безграничной среды и предполагаем, что на бесконечно-
сти все поверхностные интегралы обращаются в нуль. При выборе
в качестве динамических переменных полей Dij(x, t) следует учесть
связи (1.6.1). Для этого воспользуемся методом неопределенных мно-
жителей Лагранжа [64]. Введем вспомогательный лагранжиан

Z̃ = Z + 1
2

∫
λij(DkiDkj − δij)d3 x, (1.6.16)

где поля λij(x, t) = λji(x, t) играют роль множителей Лагранжа.
Исходная вариационная задача эквивалентна вариационной задаче
с лагранжианом Z̃, причем вариации полей λij и Dij теперь можно
считать независимыми.
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Уравнения Лагранжа, определяющие λij и Dij , имеют вид

∂μ
δ̃Z

δ̃(∂μDsj)
− δ̃Z

δ̃Dsj

− λijDsi = 0, DkiDkj = δij . (1.6.17)

Здесь и далее величина δ̃F/δ̃u означает «частную» вариационную
производную от функционала F по полевой переменной u. А именно,
в формуле (1.6.17)

δ̃Z

δ̃(∂μDsj)
= − ∂L

∂ωn(A, ∂μA)

1
2
εnrj Dsr,

δ̃Z

δ̃Dsj

= ∂L

∂ωn(A, ∂μA)

1
2
εnrj ∂μDsr.

(1.6.18)

Частные вариационные производные (1.6.18) следующим образом свя-
заны с «полной» вариационной производной от функционала Z по по-
левой переменной Dsj :

δZ

δDsj
= δ̃Z

δ̃Dsj

− ∂μ
δ̃Z

δ̃(∂μDsj)
.

Для исключения из первого равенства (1.6.17) множителей Лагран-
жа λij , умножим его на Dsk εkjl и просуммируем результат по ин-
дексам s, j. С помощью второго равенства и формул (1.6.7), (1.6.3)
получим

∂μ

(
∂L

∂ωl(A, ∂μA)

)
− εlnm

(
∂L

∂ωn(A, ∂μA)

)
ωm(A, ∂μA) = 0.

Таким образом, уравнения эволюции квазиклассических полей магно-
нов имеют вид

alk ∂tωk(A, ∂tA)− clr,nm ∂nωr(A, ∂mA)−
− εlnm [ank ωk(A, ∂tA) + bn] ωm(A, ∂tA)+

+ εlnm [cnr, pq ωr(A, ∂qA) + dn,p] ωm(A, ∂pA) = 0. (1.6.19)

С инвариантностью функции Лагранжа Z̃ (или Z) относительно
вращений в спиновом пространстве связан закон сохранения механиче-
ского спинового момента магнетика. Соответствующее такой симмет-
рии инфинитезимальное преобразование есть

D → D + i εkJk D. (1.6.20)

Генераторы Jk определяют вращение вокруг k-й оси в неподвижном
спиновом пространстве, εk — постоянные параметры (малые углы по-
ворота).
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Существует простой способ построения сохраняющихся токов и их
дивергенций, предложенный Гелл-Маном и Леви [57, 67]. Будем фор-
мально считать, что параметры εk в бесконечно малом преобразова-
нии (1.6.20) зависят от координат и времени, тогда при преобразова-
нии (1.6.20) лагранжиан (1.6.16) системы изменится на

δZ̃ = δ̃Z̃

δ̃εk

εk + δ̃Z̃

δ̃(∂μεk)
∂μεk,

где

δ̃Z̃

δ̃εk

=
[(

δ̃Z

δ̃Dsj

+ λij Dsi

)
εkspDpj + δ̃Z

δ̃(∂μDsj)
εksp ∂μDpj

]
,

δ̃Z̃

δ̃(∂μεk)
= δ̃Z

δ̃(∂μDsj)
εkspDpj .

(1.6.21)

По определению током Skμ, связанным с преобразованием (1.6.20),
называют величину

Skμ ≡ − δ̃Z̃

δ̃(∂μεk)
= − δ̃Z

δ̃(∂μDsj)
εkspDpj .

Привлекая формулы (1.6.18), (1.6.3) и тождество

εnrjDsrDpj = εispDin,

которое следует из (1.6.1), (1.6.2), приходим к следующим соотноше-
ниям между компонентами тока и формами Картана:

Skμ = ∂L

∂ωn(A, ∂μA)
Dkn;

Sk0 = Dkn [bn + ani ωi(A, ∂tA)] ,
Skr = −Dkn [cni,rm ωi(A, ∂mA) + dn,r] .

(1.6.22)

Первое из равенств (1.6.21) с учетом уравнений Лагранжа (1.6.17)
можно переписать в виде

δ̃Z̃

δ̃εk

= −∂μSkμ.

Если лагранжиан Z̃ не зависит от параметров εk, а в данном слу-
чае это так, вследствие инвариантности Z̃ относительно преобразова-
ний (1.6.20) с постоянными εk, то ∂μSkμ = 0. Величины Sk0 имеют
смысл компонент вектора плотности спинового момента магнетика.
В явном виде закон сохранения механического спинового момента
системы есть

∂t [Dkn (bn + ani ωi(A, ∂tA))]−
− ∂r [Dkn (dn,r + cni,rm ωi(A, ∂mA))] = 0. (1.6.23)
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В силу соотношения

∂μDkn = −εlnq ωq(A, ∂μA)Dkl, (1.6.24)

которое вытекает из (1.6.7), закон сохранения (1.6.23) и уравнения
динамики полей магнонов (1.6.19) эквивалентны.

Поясним результат в рамках механической модели. Выражение
Sk0 (1.6.22) формально совпадает с определением момента импульса
вращающегося тела в неподвижной системе координат, центр которой
совмещен с центром вращения тела [65]. Важно, что величины

σn0 = bn + ani ωi(A, ∂tA) (1.6.25)

также являются компонентами момента импульса тела, но вычислен-
ными в подвижной системе координат, оси которой жестко связаны
с телом. С этой точки зрения уравнения (1.6.19), (1.6.23) при ∂kA = 0
(k = 1,2,3) представляют для вращающегося тела один и тот же закон
сохранения момента импульса, но записанный в разных системах от-
счета: в системе, связанной с вращающимся телом, и в неподвижной
системе отсчета.

В магнетиках ситуация аналогична. Выражение Sk0 (1.6.22) дает
спиновый момент системы относительно неподвижной системы коорди-
нат в спиновом пространстве, в то время как σk0 (1.6.25) представляет
ту же самую характеристику, но записанную в подвижном репере
спинового пространства, который жестко связан с магнитными векто-
рами обменной структуры. Как уже упоминалось, в малых областях
магнетика в подвижном базисе сохраняется идеальная обменная струк-
тура, хотя в неподвижном репере спинового пространства магнитные
векторы структуры непрерывно поворачиваются как единое целое при
переходе от одной области координатного пространства к другой. По-
ясним сказанное на примере формул для Sk0 и σk0. Из (1.6.22), (1.6.25)
следует, что вектор b определяет равновесный спонтанный спиновый
момент среды. В возбужденном состоянии магнетика, характеризую-
щемся углами Al �= 0, в подвижном репере вектор b остается неизмен-
ным (см. (1.6.25)), а в неподвижном базисе спинового пространства,
согласно (1.6.22), он поворачивается по закону Bk = Dkn bn (рис. 1.6).
Как и в механике, при переходе от подвижного репера к неподвижному
формы ωs(A, ∂tA) преобразуются как компоненты вектора:

ωk(A, ∂tA)→ Ω(A, ∂tA) = Dkn ωn(A, ∂tA).

В результате энергия и лагранжиан системы остаются неизменны-
ми. Например, остается инвариантным слагаемое bn ωn(A, ∂tA) =
= BkΩk(A, ∂tA). С этой точки зрения у матричных элементов Dij

левый индекс относится к неподвижному реперу, а правый — к по-
движному реперу в спиновом пространстве.
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Рис. 1.6. Неподвижная K и подвижная K′ декартовы системы координат в спи-
новом пространстве (а). Система K′ жестко связана со спонтанным спиновым
моментом среды, поэтому в ней b = const (б). В лабораторной системе отсче-
та K в возбужденных состояниях спиновый момент B = D(x, t)b �= const (в)

Согласно законам квантовой механики, вектор спинового момента
системы только магнитомеханическим отношением γ отличается от
вектора намагниченности среды:

Mk(x, t) = −h̄ γ Sk0(x, t) = −h̄ γ Dkn [bn + ani ωi(A, ∂tA)] . (1.6.26)

В магнетиках без центра инверсии плотность функции
Лагранжа кроме слагаемого (1.6.14) может содержать члены
μm,pq ωp(A, ∂mA)ωq(A, ∂tA). Среди них особенно интересны следую-
щие:

μmsεpqs ωp(A, ∂mA)ωq(A, ∂tA). (1.6.27)

В антиферромагнетиках коэффициент μms может иметь вид μms =
= μν

m l
(0)
sν , μν

m — обменные константы, постоянные векторы l(0)ν =
= (l(0)1ν , l(0)2ν , l(0)3ν ) задают равновесную структуру. Векторы с разны-
ми номерами ν ортогональны (ν пробегает не более трех значений).
При операции обращения времени имеем:

μν
m → μν

m, l(0)ν → −l(0)ν , ωq(A, ∂tA)→ −ωq(A, ∂tA),

поэтому выражение (1.6.27) будет инвариантным. Из-за дополнитель-
ных членов (1.6.27), компоненты сохраняющегося тока изменятся:

Sk0 = Dkn [bn + ani ωi(A, ∂tA) + μmsεqns ωq(A, ∂mA)],
Skr = −Dkn [cni,rm ωi(A, ∂mA) + dn,r + μrsεqns ωq(A, ∂tA)],

а вместе с ними будет другой и намагниченность среды:

Mk(x, t) = −h̄ γ Dkn [bn + ani ωi(A, ∂tA) +
+ μmsεqns ωq(A, ∂mA)]. (1.6.28)

Однако уравнения для расчета голдстоуновских полей An(x, t) оста-
нутся прежними. В силу соотношений (1.6.3),(1.6.10) и (1.6.24), допол-
нительные слагаемые в уравнениях ∂μSkμ = 0 взаимно сокращаются.
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Из (1.6.28) следует важный вывод: в антиферромагнетиках, где па-
раметр bn = 0, намагниченность может порождаться не только динами-
кой полей An, но и статическими дефектами и текстурами: An = An(x).

Пространственная симметрия магнитоупорядоченной среды приво-
дит к ограничениям на параметры a, b, c, d феноменологического
лагранжиана спиновых волн (1.6.13). В качестве примера рассмотрим
неколлинеарный антиферромагнетик UO2 [46].

Четырехподрешеточный антиферромагнетик UO2 имеет кубическую
гранецентрированную пространственную решетку (группа O5

h). Маг-
нитные ионы урана занимают позиции, совпадающие с узлами ГЦК
решетки (см. рис. 1.7). Спиновые моменты этих атомов направлены

Рис. 1.7. Позиции магнитных атомов в соединении UO2 (черные шарики).
Стрелками показаны векторы трансляций пространственной решетки соеди-
нения UO2: a1 = (a/2)(0, 1, 1), a2 = (a/2)(1, 0, 1), a3 = (a/2)(1, 1, 0), a —
длина ребра куба, который является кристаллографической ячейкой магнитной

структуры. При переходе к безразмерным переменным полагаем a = 1

вдоль пространственных диагоналей куба, т. е. соответственно вдоль
направлений [1, 1, 1], [1, 1, 1], [1, 1, 1], [1, 1, 1]. Квазиклассическая
плотность спинового момента инвариантна относительно трансляций
на удвоенные элементарные векторы трансляций aν . Обменная струк-
тура описывается тремя взаимно ортогональными антиферромагнитны-
ми векторами l(0)ν , направленными вдоль ребер куба:

l(0)1 = (1, 0, 0), l(0)2 = (0, 1, 0), l(0)3 = (0, 0, 1).

Здесь ν = 1, 2, 3 — номер вектора. В возбужденных состояниях
магнетика, характеризующемся углами Al(x, t), магнитные векторы
lν = D l(0)ν имеют компоненты lsν = Dsk l

(0)
kν . Магнитное упорядочение

в UO2 отвечает неприводимой звезде с лучами

k1 = 1
2

(b2 + b3), k2 = 1
2

(b1 + b3), k3 = 1
2

(b1 + b2),
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где bν — векторы обратной решетки. При трансляции на aμ вектор l(0)μ

не меняется, два же других антиферромагнитных вектора l(0)ν (μ �= ν)
при трансляциях на aν меняют знак. Векторы l(0)ν преобразуются по
одному трехмерному представлению пространственной группы G маг-
нетика, которое соответствует кубической симметрии спинового про-
странства с инвариантами

ω2
i (A, ∂tA) = Ω2

i (A, ∂tA);
ωi(A, ∂kA)ωi(A, ∂kA) = Ωi(A, ∂kA) Ωi(A, ∂kA);

3∑
ν=1

(
l(0)ν · ω(A, ∂νA)

)2
=

3∑
ν=1

(lν ·Ω(A, ∂νA))2 =

= ω2
1(A, ∂1A) + ω2

2(A, ∂2A) + ω2
3(A, ∂3A),

где xi — декартовы координаты вдоль главных осей кристалла,

ω = (ω1, ω2, ω3), Ω = (Ω1, Ω2, Ω3), Ωi = Dikωk.

Поэтому для соединения UO2 феноменологические постоянные в об-
менном лагранжиане (1.6.13) суть

bn = 0, dn,k = 0, aij = Rδij ,
cik,lm = Pδikδlm +Q [δi1δk1δl1δm1+

+δi2δk2δl2δm2 + δi3δk3δl3δm3] ,
(1.6.29)

где R, P > 0, P > Q.
Подчеркнем, что метод феноменологических лагранжианов спино-

вых волн основывается на учете общих свойств симметрии магнетиков.
Поэтому единственное его ограничение состоит в том, что характерные
частоты длинноволновых голдстоуновских возбуждений должны быть
меньше обменных частот тех спиновых волн, которые отделены от
голдстоуновских мод энергетическим щелями.

Важно, что уравнения (1.6.19) находят свое приложение в самых
разных областях физики. В частности, можно показать, что при опре-
деленном выборе постоянных a, b, c, d они совпадают с уравнения-
ми, предложенными в [68, 69] для описания динамики A- и B- фаз
сверхтекучего 3He. Универсальность уравнений (1.6.19) объясняется
тем обстоятельством, что при их выводе были заложены общие для
многих физических систем требования симметрии.

Описание нелинейной динамики голдстоуновских возбуждений, ос-
нованное на моделях магнитных подрешеток, и метод феноменологиче-
ских лагранжианов спиновых волн согласованы между собой, по край-
ней мере в обменном приближении. Справедливость этого утверждения
мы проиллюстрируем далее на конкретных примерах.
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В заключение раздела заметим, что конкретные расчеты упрощает
локальный изоморфизм групп SO(3) и SU(2). Напомним, что SU(2) —
группа двумерных унитарных унимодулярных матриц g:

g g† = g†g = I, det g = 1. (1.6.30)

Здесь и далее знак «†» означает эрмитово сопряжение.
Существует взаимно однозначное соответствие между окрестностя-

ми единичных элементов групп SU(2) и SO(3), которое выражается
следующей рабочей формулой [62, 70]:

g†σp g = σkDkp, g σp g
† = Dpkσk. (1.6.31)

Здесь σi — матрицы Паули, реализующие алгебру генераторов груп-
пы SU(2):

σ1 =
(
0 1
1 0

)
, σ2 =

(
0 −i
i 0

)
,

σ3 =
(
1 0
0 −1

)
, I =

(
1 0
0 1

)
,

σsσp = Iδsp + i εspqσq, σ†
k = σk, Spσk = 0.

(1.6.32)

Нетрудно проверить, что если матрицам g1,g2 ∈ SU(2) соответству-
ют матрицы D1,D2 ∈ SO(3), то произведению матриц g1 g2 ∈ SU(2)
соответствует произведение матриц D2D1 ∈ SO(3) [64]. Связь между
группами позволяет заменить построение представлений группы SO(3)
аналогичной и более простой задачей для группы SU(2). В частности,
формы Картана можно определить из разложения

(∂μg) g† = i

2
σk ωk(A, ∂μA).

Результат имеет вид

ωk(A, ∂μA) = −i Sp
(
(∂μ g) g† σk

)
. (1.6.33)

Здесь Al — параметры группы SU(2). При использовании параметри-
зации матриц g ∈ SU(2) углами Эйлера имеем

g(A) =

⎛⎜⎝ cos A1

2
exp
(

i

2
(A2 +A3)

)
i sin A1

2
exp
(

i

2
(A3 −A2)

)
i sin A1

2
exp
(
− i

2
(A3 −A2)

)
cos A1

2
exp
(
− i

2
(A2 +A3)

)
⎞⎟⎠.

Функции Al = Al(x, t) соответствуют квазиклассическим полям маг-
нонов.

Используя возможность циклической перестановки матриц под зна-
ком операции «Sp» («след»), тождество (∂μg†) g = −g†∂μ g и соотноше-
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ния (1.6.30)–(1.6.32), прямой проверкой нетрудно убедиться, что преж-
нее определение форм Картана (1.6.11) совпадает с новым (1.6.33):

ωn(A, ∂μA) = −1
2
εnspDks ∂μDkp =

= −1
4
εnsp Sp

[
(g†σs g) ∂μ(g†σp g)

]
=

= − i

2
εnsp εspm Sp

[
(∂μ g) g†σm

]
= −i Sp

[
(∂μ g) g†σn

]
. (1.6.34)

В прежнем определении (1.6.11) инвариантность форм Картана от-
носительно поворотов на произвольный угол в спиновом пространстве
проявлялась в их неизменности при левых сдвигах на группе SO(3):
D(A) → D0D(A). Специально подчеркнем, что в новом представле-
нии (1.6.33) инвариантности форм Картана относительно вращений
в спиновом пространстве соответствует их инвариантность относитель-
но правых сдвигов на группе SU(2): g(A)→ g(A)g0. Только при таком
выборе двух разных представлений достигается согласование формул
этой книги.

С помощью изоморфизма групп легко найти закон преобразования
голдстоуновских полей (1.6.6) в явной форме:

g(A) g0→ g(A)g0 = g (A′(A, g0)) .

1.7. Учет внешнего магнитного поля, релятивистских
взаимодействий и процессов релаксации в методе
феноменологических лагранжианов спиновых волн

Если человек не понимает проблемы,
он пишет много формул, а когда пой-
мет, в чем дело, их остается в лучшем
случае две.

Н. Бор

При наличии внешнего магнитного поля Hext в изложенной теории
следует учесть энергию взаимодействия магнетика с внешним полем.
Для этого в энергию системы (1.6.15) достаточно добавить слагае-
мое −∫

(M ·Hext) d3x, а в функцию Лагранжа (1.6.13) — такое же
слагаемое, но с противоположным знаком.

Распределение намагниченности (1.6.26) или (1.6.28) создает в об-
разце собственное магнитное поле H(m). Взаимодействие намагничен-
ности с полем H(m) можно учесть по той же схеме, добавив к энергии
системы (1.6.15) магнитостатическую энергию (1.1.3).

Обсудим возможность включения в теорию локальных релятивист-
ских взаимодействий. Релятивистские взаимодействия нарушают сим-
метрию лагранжиана относительно вращений в спиновом пространстве,
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сохраняя его инвариантность только относительно одновременных вра-
щений спиновых и пространственных переменных. При наличии кри-
сталлической решетки пространственными переменными будут векто-
ры, связанные с кристаллографическими осями. Инварианты, описы-
вающие релятивистские взаимодействия, составляются из матриц D
и векторов, характеризующих ориентации кристаллографических осей.
За ориентацию магнитной структуры относительно кристаллографиче-
ских осей отвечает левый индекс матричных элементов Dij .

Для антиферромагнетика UO2 имеется только один квадратичный
по Dij релятивистский инвариант

3∑
ν=1

(
l(0)ν · lν

)2
= D2

11 +D2
22 +D2

33.

Поэтому к энергии UO2 следует добавить слагаемое

Wa = −β
2

∫ [
D2

11 +D2
22 +D2

33

]
d3 x,

где β > 0.
Релятивистские взаимодействия приводят к пространственной ани-

зотропии распространения спиновых волн, корреляциям поляризации
спиновых волн с направлением их распространения, возникновению
определенной поляризации спиновых волн при их рассеянии друг на
друге и другим эффектам.

Поскольку магнитное поле и релятивистские взаимодействия нару-
шают инвариантность феноменологического лагранжиана по отноше-
нию к спиновым вращениям, уравнения непрерывности для тока спина
не имеют места.

В работе [71] предпринята интересная попытка включить также
и процессы релаксации в обсуждаемую макроскопическую теорию. При
учете потерь энергии уравнения нелинейной динамики голдстоунов-
ских возбуждений записываются в форме

∂μ
δ̃Z

δ̃(∂μAl)
− δ̃Z

δ̃Al

+ δQ

δ(∂tAl)
= 0, (1.7.1)

где
δ̃Z

δ̃(∂μAl)
= ∂ L

∂ωn(A, ∂νA)

∂ωn(A, ∂νA)

∂ (∂μAl)
,

δ̃Z

δ̃Al

= ∂ L

∂ωn(A, ∂νA)

∂ωn(A, ∂νA)

∂Al
,

(1.7.2)

Z — определенный ранее феноменологический лагранжиан спиновых
волн, μ,ν = 0,1,2,3 и

Q =
∫
R d3x
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есть диссипативный функционал системы, R = R(A, ∂tA, ∂t∂lA, . . .).
В отличие от частных вариационных производных (1.7.2), в формуле
(1.7.1) под величиной δQ/δ(∂tAl) подразумевается полная вариацион-
ная производная от функционала Q по обобщенным скоростям (∂tAl),
которая получается после интегрирования по частям подынтегральных
выражений с множителями типа ∂n[δ ∂tAl].

В общем случае Q — положительно определенный функционал той
же симметрии, что и лагранжиан Z магнетика. В обменном прибли-
жении диссипативный функционал Qex должен удовлетворять условию
сохранения полного спинового момента системы:

∫
Sk0(x, t)d3 x = const.

Обменная релаксация не изменяет полного спинового момента среды,
а лишь приводит к диффузии плотности спинового момента из тех
областей координатного пространства, где она больше, в те области,
где ее значение меньше. Удовлетворяющий сформулированным крите-
риям простейший квадратичный по формам Картана обменный дисси-
пативный функционал, содержащий минимальное число производных,
имеет вид

Qex = 1
2

∫
rij,nm ∂tωi(A, ∂nA) ∂tωj(A, ∂mA)d3 x > 0,

где без ограничения общности можно считать rij,nm = rji,mn. Про-
странственная симметрия среды накладывает ограничения на выбор
феноменологических параметров rij,nm. Например, для неколлинеарно-
го антиферромагнетика UO2 имеем:

rij,mn = r1δijδmn + r2 [δi1δj1δn1δm1+
+δi2δj2δm2δn2 + δi3δj3δm3δn3] ; r1 > 0, r1 > r2.

С целью записать динамические уравнения (1.7.1) в более явном
виде, воспользуемся следующим представлением форм Картана:

ωn(A, ∂μA) = Knl(A) ∂μAl. (1.7.3)

Функции Knl(A) в (1.7.3) зависят только от углов Al. Хотя их вид
легко найти из формул (1.6.12), мы его приводить не будем, так как
для вычислений важно лишь, что 3×3-матрица K имеет обратную:

Kil(K−1)lp = δip,

а ее матричные элементы удовлетворяют тождествам

∂Knl

∂As
− ∂Kns

∂Al
+ εnpq KpsKql = 0,
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которые являются следствиями структурных уравнений Мауэра–
Картана (1.6.10). Эти свойства функций Knl(A) позволяют исключить
их из окончательной записи уравнений (1.7.1):

∂μ

(
∂ L

∂ωl(A, ∂μA)

)
− εlnm

∂ L

∂ωn(A, ∂μA)
ωm(A, ∂μA) =

= ∂n

(
∂ R

∂ [∂tωl(A, ∂nA)]

)
− εliq

∂ R

∂ [∂tωi(A, ∂nA)]
ωq(A, ∂nA).

Таким образом, уравнения динамики полей магнонов, учитывающие
потери энергии, суть

alk ∂tωk(A, ∂tA)− clr,nm ∂nωr(A, ∂mA)+
+ εlnm [cnr,pq ωr(A, ∂qA) + dn,p] ωm(A, ∂pA)−
− εlnm [ank ωk(A, ∂tA) + bn]ωm(A, ∂tA) =
= −εliq rij,nm ∂tωj(A, ∂mA)ωq(A, ∂nA)+

+ rlj,nm ∂n∂tωj(A, ∂mA). (1.7.4)

Используя (1.6.24), (1.7.4), нетрудно показать, что уравнение для
плотности спинового момента системы, как и должно быть, удовлетво-
ряет закону сохранения полного механического спинового момента:

∂tSk0 = −∂n [Πkn + Skn] .

Здесь динамический спиновый ток Skμ такой же, как в формуле
(1.6.22), поток Πkn определяет обменную диффузию намагниченности
в образце

Πkn = −Dkl rlj,nm ∂tωj(A, ∂mA),
сопровождающуюся потерями энергии:

dE

dt
= −

∫
δQex

δ(∂tAs)
∂tAsd3x = −2Qex < 0.

Релятивистские взаимодействия понижают симметрию диссипатив-
ного функционала. Релятивистский диссипативный функционал Qa

будет инвариантен только относительно одновременных вращений маг-
нитных векторов обменной структуры и решетки. Наиболее общее
выражение Qa, содержащее минимальное число производных, есть

Qa = 1
2

∫
λijkl ∂tDij ∂tDkl d3x > 0. (1.7.5)

Функционал (1.7.5) описывает релаксацию однородной спиновой пре-
цессии в магнитоупорядоченной среде. Для антиферромагнетика UO2
имеем

Qa = λ

2

∫ [
(∂tD11)2 + (∂tD22)2 + (∂tD33)2

]
d3x,

где λ > 0.
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Далее мы покажем, что феноменологические лагранжианы маг-
нетиков в пренебрежении процессами релаксации приводят к физи-
чески содержательным полностью интегрируемым нелинейным моде-
лям, которые допускают точные решения, описывающие особые типы
магнитных солитонов в многоподрешеточных магнетиках. В реальных
магнитоупорядоченных средах всегда имеются потери энергии. При ма-
лых потерях энергии эволюцию магнитных солитонов можно подробно
изучить в рамках изложенного подхода методами нелинейной теории
возмущений.

1.8. Обсуждение эквивалентности подхода
Ландау–Лифшица к описанию динамики магнетиков

и метода феноменологических лагранжианов
спиновых волн

Similis similiti gaudet.

(Подобный радуется себе подобному. — лат.)

В настоящее время применяются две макроскопические теории
при теоретическом описании нелинейной динамики магнетиков: подход
с использованием магнитных подрешеток и метод феноменологических
лагранжианов. Далее рассмотрен одноподрешеточный ферромагнетик,
ферримагнетик с двумя магнитными подрешетками и четырехподреше-
точный неколлинеарный антиферромагнетик UO2. На этих примерах
обсудим вопрос эквивалентности указанных феноменологических тео-
рий.

В обменном приближении уравнение Ландау–Лифшица для одно-
подрешеточного ферромагнетика имеет вид

∂tM = −γ [M× αrm∂r∂mM] , M2 = M2
0 = const, (1.8.1)

где αmn = αnm — постоянные обменного взаимодействия, M0 — вели-
чина номинальной намагниченности, γ — магнитомеханическое отно-
шение.

После перехода от вектора намагниченности среды M к вектору
плотности спинового момента среды S уравнение (1.8.1) можно пере-
писать в форме

∂tS = α̃rm ∂r[S× ∂mS], M = −γh̄S, α̃mn = αmn h̄γ
2. (1.8.2)

Покажем, что уравнения (1.8.2) совпадают с (1.6.23) при следую-
щем выборе феноменологических постоянных:

ani = 0, dn,r = 0, bn = −δn3
M0

γh̄
,

cni,rm = (δni − δn3 δi3) α̃rm b23.
(1.8.3)
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При таком выборе параметров уравнения (1.6.23) и вектор плотности
магнитного момента среды принимают вид

∂t [Dk3 b3]− α̃rm ∂r [Dk1 ω1(A, ∂mA) +Dk2 ω2(A, ∂mA)] b23 = 0; (1.8.4)
Mk = −γ h̄ b3Dk3 ≡ Dk3M0, Sk = Dk3b3. (1.8.5)

Вследствие условия ортогональности матриц D, длина вектора M
является постоянной: M2 = M2

0 . Из (1.6.4) заключаем, что вектор M
параметризуется двумя углами Эйлера:

M = M0

(
sin θ cos

(
ϕ− π

2

)
, sin θ sin

(
ϕ− π

2

)
, cos θ

)
.

Для преобразования второго слагаемого в уравнении (1.8.4) нам
потребуется вспомогательное соотношение, которое нетрудно получить
умножением равенства (1.6.24):

∂mDji = −εliq ωq(A, ∂mA)Djl

на εknjDnr с последующим суммированием по дважды встречающимся
индексам:

∂mDji εknj Dnr = −ωq(A, ∂mA) εknj Dnr Djl εliq =
= −ωq(A, ∂mA) εsrlDks εliq =

= −ωq(A, ∂mA)Dks [δsiδrq − δsqδri]. (1.8.6)

При выполнении преобразований мы воспользовались формулой

εknjDnrDjl = εsrlDks,

которая следует из (1.6.1), (1.6.2), и тождествами (1.6.3). Полагая
в (1.8.6) r = i = 3, находим:

εknj Dn3 ∂mDj3 = Dk1 ω1(A, ∂mA) +Dk2 ω2(A, ∂mA). (1.8.7)

С учетом соотношений (1.8.5), (1.8.7) уравнение (1.8.4) в точности
совпадает с уравнениями Ландау–Лифшица для простого ферромаг-
нетика (1.8.2). Кроме того, рассмотренный пример показывает, что
определенным выбором постоянных a, b, c, d можно уменьшить число
голдстоуновских полей в уравнениях (1.6.23) или (1.6.19). В данном
случае для параметризации уравнений (1.6.23) достаточно только двух
локальных полей A1 = θ, A2 = ϕ. Для интерпретации результата,
напомним, что равновесное состояние одноподрешеточного ферромаг-
нетика в обменном приближении характеризуется единственным мак-
ропараметром — спонтанной намагниченностью −γ h̄b. Направление
спонтанной намагниченности выделяет одно из возможных вакуумных
состояний ферромагнетика. Поскольку вектор b не изменяется при
одновременном повороте всех спинов на один и тот же угол вокруг оси,
совпадающей с направлением b, указанное вакуумное состояние име-
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ет нетривиальную подгруппу инвариантности SO(2). Голдстоуновские
поля описывают возбужденные состояния ферромагнетика, соответству-
ющие лишь тем локальным поворотам спинов, которые приводят к изме-
нению спонтанной намагниченности −γ h̄b. Для описания таких пово-
ротов достаточно задания двух динамических переменных.

Как показано в главе 5, из уравнений Ландау–Лифшица для изо-
тропного ферримагнетика с двумя кристаллографически неэквивалент-
ными магнитными подрешетками в обменном приближении можно
вывести эффективные уравнения движения:[

l× (c−2 ∂2
t l−Δ l

)]
+ βc−1∂tl = 0, l2 = 1. (1.8.8)

Если в уравнениях (1.6.23) положить

dn,r = 0, ani = c−2
(
δni − bn bi

b2

)
,

cni,rm = δrm

(
δni − bi bn

b2

)
,

b = (0, 0, βc−1), lk = Dk3,

(1.8.9)

они совпадут с уравнениями (1.8.8). Доказательство этого утвержде-
ния аналогично приведенному для ферромагнетика.

Перейдем к обсуждению феноменологических уравнений, описы-
вающих неколлинеарный антиферромагнетик UO2. В рамках подхода
Ландау–Лифшица вопрос о возможных типах обменных магнитных
структур и спектр спиновых волн в UO2 рассмотрены в работах
[46, 72, 73]. Магнитные ионы этого кристалла (ионы урана) образуют
гранецентрированную кубическую решетку. Конкретное расположение
немагнитных ионов безразлично (важно лишь, что они не нарушают
симметрию решетки, образованной магнитными ионами, т. е. симмет-
рию группы O5

h). В магнитном смысле кристалл представляет систему
из четырех вставленных друг в друга магнитных подрешеток, каж-
дая из которых образована ионами урана в позициях a0 = (0, 0, 0),
a1 = (0, 1/2, 1/2), a2 = (1/2, 0, 1/2), a3 = (1/2, 1/2, 0) (см. рис. 1.7).
Спины ионов направлены вдоль пространственных диагоналей куба
(вдоль направлений [1, 1, 1], [1, 1, 1], [1, 1, 1], [1, 1, 1] соответственно).

Для описания магнитной структуры UO2 в рамках модели магнит-
ных подрешеток удобно использовать следующие линейные комбина-
ции спиновых моментов подрешеток:

m = S1 + S2 + S3 + S4, k = 0;

l1 = S1 + S2 − S3 − S4, k = b2 + b3

2
;

l2 = S1 − S2 + S3 − S4, k = b1 + b3

2
;

l3 = S1 − S2 − S3 + S4, k = b1 + b2

2
.
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Справа указан волновой вектор k, определяющий трансляционную
симметрию соответствующего магнитного вектора (bs — векторы ре-
шетки, обратной по отношению к решетке, образованной векторами
элементарных трансляций as).

Спиновые моменты ионов имеют одинаковую длину

S2
1 = S2

2 = S2
3 = S2

4 = S2 = const (1.8.10)

и могут быть выражены через магнитные векторы m, lν (ν = 1,2,3):

S1 = 1
4

(m + l1 + l2 + l3) , S2 = 1
4

(m + l1 − l2 − l3) ,

S3 = 1
4

(m− l1 + l2 − l3) , S4 = 1
4

(m− l1 − l2 + l3) .

В терминах m, lν условия нормировки (1.8.10) принимают вид

(l1)
2 + (l2)

2 + (l3)
2 + m2 = (4S)2 ; (1.8.11)

(l1 · l2) + (l3 ·m) = (l1 · l3) + (l2 ·m) =
= (l2 · l3) + (l1 ·m) = 0. (1.8.12)

В равновесном антиферромагнитном состоянии кристалла m = 0,
а векторы lν имеют одинаковую длину и направлены вдоль ребер куба
[1, 0, 0], [0, 1, 0], [0, 0, 1].

Инвариантное разложение обменной энергии UO2 по степеням па-
раметров порядка получено в работах [72, 73]. Выражения для энергии
содержат слагаемые неоднородного билинейного и однородного биквад-
ратичного обмена. Учет биквадратичного обмена имеет принципиаль-
ное значение, поскольку благодаря ему реализуется жесткая взаим-
ная ориентация антиферромагнитных векторов lν магнитной структу-
ры. По приведенным в работе [74] оценкам, величины билинейного
и биквадратичного обмена в соединениях типа UO2 одного порядка.
В то же время в главном приближении динамика голдстоуновских
магнонов в UO2 определяется исключительно билинейным обменом
и сводится к локальным поворотам векторов lν при сохранении их
длины и взаимной ориентации, предписанной однородным биквадра-
тичным обменом. Обсудим это подробнее.

Билинейная обменная энергия UO2 имеет вид [73]

w2 = 1
2

∑
J ij

[(
Si

1 · Sj
1

)
+
(
Si

2 · Sj
2

)
+
(
Si

3 · Sj
3

)
+

+
(
Si

4 · Sj
4

)]
+
∑

Jij

[(
Si

1 · Sj
2

)
+
(
Si

1 · Sj
3

)
+
(
Si

1 · Sj
4

)
+

+
(
Si

2 · Sj
4

)
+
(
Si

2 · Sj
3

)
+
(
Si

3 · Sj
4

)]
. (1.8.13)

Здесь J ij , Jij — обменные интегралы, индексы i, j обозначают номера
подрешеток, все суммы берутся по ближайшим соседям. В прибли-
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жении ближайших соседей Фурье-компоненты обменных интегралов
имеют вид:

Jk = 2J (cos k1 + cos k2 + cos k3) ,

J12 = J34 = 2J
(
cos k2 + k3

2
+ cos k2 − k3

2

)
,

J13 = J24 = 2J
(
cos k1 + k3

2
+ cos k1 − k3

2

)
,

J14 = J23 = 2J
(
cos k1 + k2

2
+ cos k1 − k2

2

)
.

(1.8.14)

Здесь для упрощения записи использованы безразмерные перемен-
ные (k измеряется в единицах обратной длины кристаллографической
ячейки).

Переход в разложении (1.8.13), (1.8.14) к континуальному пределу
дает следующее выражение для плотности обменной энергии [72]:

w2 = A

2

[
(l1)

2 + (l2)
2 + (l3)

2
]

+ B

2
m2+

+ α

2

3∑
ν,j=1

(
∂ lν
∂xj
· ∂lν
∂xj

)
+ β

2

[(
∂ l1
∂x1

)2
+
(
∂ l2
∂x2

)2
+
(
∂ l3
∂x3

)2]
, (1.8.15)

где B, α > 0, α > β. Мы опустили слагаемые � (∂im)2, которые малы
в длинноволновом пределе по сравнению с членом � m2.

Поскольку члены, содержащие m, также малы по сравнению с вы-
ражениями, содержащими lν (m2 � (lν)2), в записи плотности энергии
w4 биквадратичного обмена можно опустить слагаемые (m · lν)2, m4.
В результате имеем

w4 = C

4

[
(l1)

2 + (l2)
2 + (l3)

2
]2

+ D

4

[
(l1)

4 + (l2)
4 + (l3)

4
]
+

+ E

2

[
(l1 · l2)2 + (l1 · l3)2 + (l2 · l3)2

]
+

+ F [(m · l1) (l2 · l3) + (m · l2) (l1 · l3) + (m · l3) (l1 · l2)] ,
где 3C +D > 0, E > 0 (выбор неравенств будет понятен из дальней-
шего анализа).

Более того, поскольку m2 � (lν)2, для определения равновесных
значений lν достаточно минимизировать однородную часть полной
плотности обменной энергии кристалла в пренебрежении ее зависимо-
стью от вектора m [72]:

w = A

2

[
(l1)

2 + (l2)
2 + (l3)

2
]
+

+ C

4

[
(l1)

2 + (l2)
2 + (l3)

2
]2

+ D

4

[
(l1)

4 + (l2)
4 + (l3)

4
]
+

+ E

2

[
(l1 · l2)2 + (l1 · l3)2 + (l2 · l3)2

]
. (1.8.16)
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В этом приближении связь (1.8.11) следует заменить более простым
ограничением:

(l1)2 + (l2)2 + (l3)2 ≈ (4S)2,
которое легко учесть методом неопределенных множителей Лагранжа.

При условиях 3C +D > 0, E > 0, A < 0 минимуму энергии (1.8.16)
отвечает следующая магнитная структура:

l1⊥ l2⊥ l3, (l1)
2 = (l2)

2 = (l3)
2 ≡ l2 = (4S)2

3
= − A

3C +D
. (1.8.17)

Возвращаясь к полному выражению для плотности обменной энер-
гии w = w2 + w4, содержащему m, заключаем, что в основном состоя-
нии (1.8.17) (при условии B > 0) суммарный спиновый момент m = 0.
Найденные значения векторов m, lν автоматически удовлетворяют
ограничениям (1.8.12) и соответствуют эксперименту.

В контексте теории фазовых переходов Ландау параметр A пред-
полагается зависящим от температуры T по закону: A = −r (Tc − T ),
где параметр r > 0, Tc — температура перехода. В области температур
T > Tc коэффициент A > 0, поэтому магнитная структура (1.8.17) не
реализуется, кристалл переходит в парамагнитное основное состояние:
lν = m = 0.

Ограничения (1.8.17) на взаимную ориентацию векторов lν можно
представить в компактной математической форме:

liν ljν = δij l
2, liν liμ = δνμ l

2. (1.8.18)

Здесь греческие индексы нумеруют различные векторы lν , а ла-
тинские — проекции этих векторов на координатные оси: lν =
= (l1ν , l2ν , l3ν).

В возбужденных состояниях кристалла компоненты вектора m не
равны нулю, но они остаются малыми по сравнению с компонентами
вектора lν : (lν)2 � m2. Пренебрежем m по сравнению с lν и будем
считать, что и в возбужденных состояниях UO2 относительная ориен-
тация векторов lν по-прежнему определяется соотношениями (1.8.18).
Сравнение формул (1.8.18) и (1.6.1) позволяет сопоставить компонен-
там векторов lν элементы ортогональных матриц D ∈ SO(3) [75]:

liν = Diν l. (1.8.19)

В этом приближении нелинейная динамика UO2 теоретически опи-
сывается следующими слагаемыми билинейной обменной энергии:

Wex =
∫ (

B̃

2
m2 + α

2

3∑
ν,j=1

(
∂ lν
∂xj
· ∂lν
∂xj

)
+

+ β

2

[(
∂ l1
∂x1

)2
+
(
∂ l2
∂x2

)2
+
(
∂ l3
∂x3

)2])
d3x. (1.8.20)
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При переходе от выражения (1.8.15) к (1.8.20) мы воспользовались
первым из условий нормировки (1.8.11), чтобы исключить инвариант
(l1)2 + (l2)2 + (l3)2. В результате в (1.8.20) имеем B̃ = B − A и можем
использовать приближение (1.8.19) для векторов lν . Далее при оценках
полагаем α, β � a2 B̃ (a — межатомное расстояние).

Используя (1.8.20), легко переписать уравнения Ландау–Лифшица
(1.1.10) в терминах векторов m и lν . В данном случае речь идет об
эволюции спиновых моментов подрешеток, поэтому в (1.1.10) следует
формально положить γν = −1 (все γν одинаковы, так как ионы урана
находятся в кристаллографически эквивалентных позициях). Уравне-
ния движения для векторов m и lν имеют вид:

∂tm = [m×Hm] +
∑

ν

[lν ×Hlν ] ,

∂tlν = [lν ×Hm] + [m×Hlν ] +
∑
χ,λ

|εν χ λ| [lν ×Hlλ ] ,

где
Hm = −δWex

δm
, Hlν = −δWex

δlν

суть эффективные поля, соответствующие векторам m и lν , ενχλ — ан-
тисимметричный единичный тензор. В более подробной форме записи:

∂tm =
∑

ν

[
lν ×

(
αΔlν + β∂2

νlν
)]

,

∂tlν = −B̃ [lν ×m] +
[
m× (αΔlν + β∂2

ν lν
)]

+

+
∑
χ,λ

|ενχλ|
[
lν ×

(
αΔlλ + β∂2

λlλ
)]
.

(1.8.21)

Будем считать, что характерный размер d магнитных неоднород-
ностей много больше межатомного расстояния a, поэтому в уравне-
ниях (1.8.21) можно пренебречь слагаемыми α [m×Δlν ], β

[
m× ∂2

νlν
]

по сравнению с членами B̃ [m× lν ]:

α |[m × Δlν ]|
B̃ |[m × lλ]| �

β
∣∣∣[m × ∂2

ν lν
]∣∣∣

B̃ |[m × lλ]| �
(
a

d

)2
� 1.

При указанных предположениях из второго уравнения системы (1.8.21)
можно выразить вектор m через компоненты liν и их производные.
После подстановки такого представления для m в первое уравнение
системы (1.8.21) получим замкнутое уравнение для расчета liν . Одна-
ко, прежде чем это сделать, заметим, что слагаемые вида α [lν ×Δlλ],
β
[
lν × ∂2

λlλ
]
в правых частях последнего уравнения системы (1.8.21)

приводят после подстановки выражения для m в первое уравнение
к членам, содержащим третьи производные от компонент векторов lν ,
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которые в длинноволновом пределе малы по сравнению с членами,
содержащими вторые производные от векторов lν . Следовательно, сла-
гаемыми типа α [lν ×Δlλ], β

[
lν × ∂2

λlλ
]

в правой части последнего
уравнения системы (1.8.21) также следует пренебречь. В результате
это уравнение существенно упрощается и приобретает вид

∂tDiν = −B̃εijkDjνmk. (1.8.22)

Используя формулы (1.6.1)–(1.6.3), (1.6.11), из равенства (1.8.22)
нетрудно выразить компоненты вектора m через элементы матриц D ∈
∈ SO(3) и формы Картана [75]:

mk = − 1

2B̃
εkijDjν∂tDiν = − 1

2B̃
ελμνDkλDiμ∂tDiν =

= 1

B̃
Dkλωλ(A, ∂tA). (1.8.23)

После подстановки (1.8.23) в первое уравнение системы (1.8.21) полу-
чаем:

1

B̃
∂t [Dkλωλ(A, ∂tA)] =

∑
ν

[
lν ×

(
αΔlν + β∂2

νlν
)]

k
. (1.8.24)

Для преобразования правой части уравнения (1.8.24) нам потребуются
два вспомогательных соотношения:

[lν × ∂ν lν ]k = −Dkμωλ(A, ∂νA) [δλνδνμ − δμλ] l2,
[lν × ∂qlν ]k = 2l2Dkμωμ(A, ∂qA),

(1.8.25)

которые являются следствиями формулы (1.8.6). Заметим, что в первом
из равенств (1.8.25) суммирование по индексу ν не производится.
Во втором равенстве по всем дважды встречающимся индексам, в том
числе и по ν, подразумевается суммирование. С помощью формул
(1.8.25) легко убедиться, что эффективные уравнения нелинейной
динамики антиферромагнетика UO2 (1.8.24) в точности совпадают
с уравнениями (1.6.23), (1.6.29). Феноменологические параметры двух
подходов связаны соотношениями

R = 1

B̃
, P = (2α+ β)l2, Q = −βl2.

Совпадают также выражения (1.8.23) и (1.6.26) для полного спинового
момента системы.

В рамках теории Ландау–Лифшица для описания магнитной струк-
туры и динамики намагниченности соединения UO2 необходимо зада-
ние четырех векторов S1, S2, S3, S4 (или m, lν , ν = 1,2,3), которые
параметризуются посредством восьми независимых полей.
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Важное преимущество метода феноменологических лагранжианов
в том, что он эффективно сокращает число полевых переменных, необ-
ходимых для теоретического описания голдстоуновских возбуждений,
связанных с локальными вращениями векторов обменной структуры
магнетика. Общее число голдстоуновских полей магнонов не превыша-
ет трех.

Рассмотренные примеры показывают, что уравнения Ландау–Лиф-
шица и уравнения Андреева–Волкова–Марченко–Желтухина род-
ственны по своей математической структуре и эквивалентны по
физическим следствиям в области, характерной для голдстоуновских
возбуждений.

Установленную в данном разделе согласованность в обменном при-
ближении двух макроскопических теорий можно проследить и да-
лее. В частности, нетрудно проверить, что проявления релятивистских
и магнитоупругих эффектов для соединения UO2 в модели подре-
шеток будут точно такими же, что и в методе феноменологических
лагранжианов.

1.9. Феноменологический лагранжиан
магнитоупругих взаимодействий

То, что мы должны искать, — это
не фундаментальные частицы, а фунда-
ментальные симметрии.

В. Гейзенберг

Функция Лагранжа любой замкнутой системы частиц всегда инва-
риантна относительно непрерывной группы трансляции координатного
пространства. В то же время в основном состоянии кристалла ато-
мы образуют решетку, симметрия которой ниже исходной симметрии
лагранжиана или гамильтониана системы микрочастиц, образующих
кристалл. Физические характеристики равновесного кристалла инва-
риантны только относительно дискретной группы трансляций. В соот-
ветствии с теоремой Голдстоуна это означает, что в кристалле легко
возбуждаются бесщелевые моды упругих колебаний решетки (акусти-
ческие фононы), которые как бы стремятся восстановить нарушенную
трансляционную симметрию. Число ветвей в спектре акустических
фононов определяется числом нарушенных элементов исходной группы
симметрии микрогамильтониана системы. Равновесное состояние кри-
сталла нарушает симметрию относительно непрерывных трансляций
в трех независимых направлениях, которая «генерировалась» тремя
компонентами импульса Pi (i = 1,2,3). Следовательно, в кристалле
возбуждаются три голдстоуновские ветви колебаний решетки.

В магнитоупорядоченных средах наряду с акустическими фононами
существуют три ветви голдстоуновских магнонов. Обсудим теоретиче-
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ское описание магнитоупругих взаимодействий в рамках метода фено-
менологических лагранжианов [76–78].

Рассмотрим кристалломагнетик с микрогамильтонианом, инвари-
антным относительно группы SO(3) спиновых вращений. Пусть основ-
ное состояние кристалла полностью нарушает эту группу симметрии,
а также группу непрерывных трансляций T (3) координатного про-
странства. Преобразования группы SO(3) и преобразования группы
трансляций T (3) в данной задаче коммутируют между собой, так
как осуществляются в разных пространствах (спиновом и коорди-
натном соответственно). Представим произвольный элемент g группы
T (3)⊗ SO(3) в форме

g(X,A) = t(X)D(A).

Здесь D(A) ∈ SO(3), для элемента t(X) ∈ T (3) воспользуемся пара-
метризацией

t(X) = exp(iXsPs).
Генераторы сдвигов Ps коммутируют между собой, но не комму-

тируют с пространственными координатами. Важное отличие данной
задачи от ранее рассмотренных состоит в том, что на первых этапах
вычислений (при определении трансформационных свойств параметров
группы T (3) ⊗ SO(3) и построении дифференциальных инвариантов
группы) параметры Xs и Ai следует считать не зависящими от коорди-
нат и времени. Поясним особенности расчетов.

Пусть g0 = t(x0)D(a0) — некоторый другой элемент группы
T (3)⊗ SO(3), тогда

g0g = t(X + x0)D(A′(A, a0)). (1.9.1)

Дифференциальные инварианты группы определим равенством

g−1dg = i dXsPs − iωs(A,dA) Js. (1.9.2)

При получении равенств (1.9.1), (1.9.2) групповые параметры Xi и Ai

рассматривались как не зависящие от пространственно-временных ко-
ординат xi, t. В то же время, в соответствии с аксиоматикой мето-
да феноменологических лагранжианов соотношение (1.9.1) определяет
трансформационные свойства локальных голдстоуновских полей:

Xi(x, t)
g0→Xi(x, t) + x0i, Ai(x, t)

g0→A′
i(A(x, t), a0).

Трансформационные свойства полей магнонов Ai(x, t) в данной задаче
совпадают с рассмотренными ранее. Поля Xi(x, t), сопоставленные
фононам, можно переписать в форме Xi(x, t) = xi + ui(x, t) (i = 1,2,3).
Тогда переменные xi, как будет ясно из дальнейшего анализа, приобре-
тают смысл декартовых координат материальных частиц в недеформи-
рованном состоянии тела, а величины ui(x, t) являются компонентами
вектора смещений среды.
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Соотношение (1.9.2) позволяет ввести локальные дифференциаль-
ные формы. Полям магнонов Ai(x, t) сопоставляются формы Картана

ωs(A,dA) = ωs(A, ∂μA) dxμ, dAs = ∂μAsdxμ, μ = 0, 1, 2, 3,
x0 = t, x = (x1, x2, x3),

которые совпадают с обсуждавшимися ранее. Акустические фононы
описываются локальными дифференциальными инвариантами, которые
характеризуют дисторсию среды:

∂μXs = δμs + ∂μus(x, t), dXs = ∂μXs dxμ.

Наиболее общее выражение для плотности функции Лагранжа
фононов, инвариантное относительно вращений кристалла как целого
и содержащее минимальное число производных, имеет вид

Le = 1
2
ρ0(∂tus)2 − we(ηij), (1.9.3)

где ρ0 = const — плотность среды в недеформированном состоянии.
Мы предполагаем, что плотность нелинейно-упругой энергии среды we

зависит только от лагранжева тензора деформаций

ηij = 1
2

[
∂Xs

∂xi

∂Xs

∂xj
− δij

]
= 1

2
[∂iuj + ∂jui + ∂ius ∂jus]. (1.9.4)

Тензор ηij инвариантен относительно глобальных вращений деформи-
руемого тела:

Xi → D̃ik Xk.

В данном случае постоянная ортогональная матрица D̃ описывает
вращение кристалла как целого в обычном координатном пространстве.

Плотность лагранжиана фононов (1.9.3) полностью соответству-
ет традиционному описанию нелинейно-упругой динамики кристаллов
(см. раз. 1.4).

Плотность функции Лагранжа голдстоуновских магнонов Lm сов-
падает с (1.6.13).

Лагранжиан
∫
Lmed3x магнитоупругих взаимодействий нарушает

симметрию системы полей ui, Aj относительно вращений в спино-
вом пространстве. В то же время, при учете магнитоупругой связи
должен сохраняться полный момент импульса спиновой и упругой
подсистем кристалла. Следовательно, плотность функции Лагранжа
L = Lm +Le +Lme должна оставаться инвариантной при произвольных
вращениях магнитного кристалла как целого. Удовлетворяющее этому
требованию выражение для плотности функции Лагранжа Lme следует
строить из производных ∂Xk/∂xs и векторных функций, зависящих от
полей магнонов и определенных относительно неподвижной системы
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координат в спиновом пространстве. Наиболее важными оказываются
величины

Si0(x, t) = Din(x, t) [bn + anpωp(A, ∂tA)] ,

liν(x, t) = Din(x, t)l(0)nν ,
(1.9.5)

совпадающие с проекциями плотности спинового момента

S0 = (S10, S20, S30)

магнетика и антиферромагнитных векторов

lν = (l1ν , l2ν , l3ν)

на оси неподвижной системы координат в спиновом пространстве.
Векторы

l(0)ν = (l(0)1ν , l(0)2ν , l(0)3ν ) = const

задают в той же системе координат обменную структуру магнетика
в невозбужденном состоянии.

Комбинации

Kj = ∂Xi

∂xj
Si0 = ∂Xi

∂xj
Din [bn + anpωp(A, ∂tA)] ,

Ljν = ∂Xi

∂xj
liν = ∂Xi

∂xj
Din l

(0)
nν

(1.9.6)

остаются инвариантными при одновременных глобальных вращениях
магнитного кристалла:

Din → D̃ikDkn, Si0 → D̃ikSk0, Xi → D̃ikXk. (1.9.7)

Повороты спиновых и пространственных векторов деформированно-
го тела осуществляются относительно неподвижных систем отсчета
в спиновом и координатном пространствах соответственно и харак-
теризуются одной и той же постоянной ортогональной матрицей D̃.
Напомним, что в (1.9.5), (1.9.6) векторным индексом является толь-
ко индекс i. Координаты xj служат «метками» материальных частиц
недеформированного тела. Они не реагируют на вращения (1.9.7), за-
трагивающие координаты Xi(x, t) частиц деформированного кристалла.

Ввиду слабости магнитоупругих взаимодействий инварианты, со-
держащие производные от матриц D, менее важны в длинноволновом
пределе. Такими инвариантами будут, например,

Kjp = ∂Xi

∂xj

∂Si0

∂xp
, Ljpν = ∂Xi

∂xj

∂liν
∂xp

.
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Другие инварианты можно построить из производных ∂Xi/∂xj и форм

Ωm(A, ∂jA) = Dmnωn(A, ∂jA),

которые определяют локальные повороты спинов относительно непо-
движной системы координат в спиновом пространстве. Это будут ин-
варианты

Pij = ∂Xm

∂xi
Ωm(A, ∂jA).

Плотность потока спинового момента Sr = (S1r, S2r, S3r) (см. (1.6.22))
непосредственно связана с пространственными переменными и также
должна быть использована для построения инвариантов в разложении
магнитоупругой энергии кристалла:

Tij = ∂Xm

∂xi
Smj = −∂Xm

∂xi
Dmn [cnp,jsωp(A, ∂sA) + dn,j ].

Содержащие минимальное число производных инварианты

ηij , Kj , Ljν , Kjp, Ljpν , Pij , Tij (1.9.8)

являются базисными. Они могут быть зависимыми только при специ-
альных выборах феноменологических постоянных:

cnp,js � δnpcjs

или

cnp,js � (δnpb2 − bnbp)cjs, cnp,js �
[
δnp

(
l(0)ν

)2 − l(0)nν l
(0)
pν

]
cjs

(по ν нет суммирования).
С двумя последними из перечисленных вариантов мы уже встреча-

лись (см.(1.8.3), (1.8.9)).
В общем случае плотность лагранжиана магнитоупругих взаи-

модействий Lme является функцией базисных инвариантов (1.9.8).
В справедливости утверждения можно убедиться [76], воспользовав-
шись следующей теоремой.

Инвариантной относительно вращений функцией f(V1, V2, . . .
. . . ,Vn) от n векторов VA = (V A

1 , V A
2 , V A

3 ) может быть
только функция f(πAB, . . . ,ΔABC) от величин πAB = V A

i V B
i

и ΔABC = εijkV A
i V B

j V C
k .

В нашей задаче все возможные комбинации подобного типа вы-
ражаются через базисные инварианты (1.9.8). Например, используя
соотношения

εijk det
∥∥∥∂X
∂x

∥∥∥ = εlmn
∂Xi

∂xl

∂Xj

∂xm

∂Xk

∂xn
, det ‖2η + E‖ = det2

∥∥∥∂X
∂x

∥∥∥ ,
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нетрудно показать, что

εijk
∂Xi

∂xp
SjrSk0 = 1√

det ‖2η + E‖ εlmn (2ηpl + δpl)TmrKn.

Здесь E — единичная 3×3-матрица.
Изложенная теория согласуется с описанием магнитоупругих вза-

имодействий в рамках модели магнитных подрешеток. Так, для UO2
в обменном приближении квадратичная по спинам плотность магнито-
стрикции в рамках подхода Ландау–Лифшица приведена в [79]:

wex
me = −Λ

2

(
l21u11 + l22u22 + l23u33

)− Λ1

2
m2uss. (1.9.9)

Ввиду малости ангармонизма упругой подсистемы, выраже-
ние (1.9.9) записано в линейном по смещениям приближении;
usi = (∂sui + ∂ius) /2 — линейная часть тензора ηsi, Λ, Λ1 —
постоянные магнитоупругой связи.

С помощью результатов предыдущего раздела легко убедиться, что
выражению (1.9.9) в контексте подхода Андреева–Марченко–Волко-
ва–Желтухина следует сопоставить инвариантную плотность энергии

wex
me = −Λ

2

(
(L1)

2 η11 + (L2)
2 η22 + (L3)

2 η33
)
− Λ1

2
ηkkK

2
s , (1.9.10)

где Lν = (L1ν , L2ν , L3ν) (см. (1.8.23), (1.9.4), (1.9.6)).
Формулы (1.9.9) и (1.9.10) совпадают в главном линейном по сме-

щениям приближении. Выражению (1.9.10) соответствует плотность
функции Лагранжа

Lex
me =

3∑
ν=1

[
Λ1

2B̃2
ηkk

(
∂Xi

∂xν
Din ωn(A, ∂tA)

)2
+ Λl2

2

(
∂Xi

∂xν
Diν

)2
ηνν

]
.

(1.9.11)
Мы учли, что

l(0)nν = lδnν , bn = 0, anp = δnp

B̃

(см. предыдущий раздел).
Поскольку K2

s ≈ ω2
s(A, ∂tA)/B̃2, первое слагаемое в правой части

формулы (1.9.11) приводит к перенормировке обменных постоянных
в лагранжиане кристалла

∫
(Le + Lme + Lm) d3x, которая обусловлена

изменением расстояний между магнитными ионами при деформациях
среды:

aij = δij

B̃
→ ãij = δij

B̃

(
1 + Λ1

B̃
ηkk

)
.

Ввиду малости магнитоупругих деформаций |Λ1 ηkk/B̃| � 1 первым
слагаемым в (1.9.11) в главном приближении можно пренебречь.
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Плотность энергии упругих деформаций для кристаллов кубической
сингонии, к которым относится UO2, с точностью до O(η2) есть

we = c11
2

[
η211 + η222 + η233

]
+ c12 [η11η22 + η11η33 + η22η33] +

+ 2c44
[
η223 + η213 + η212

]
,

где cij — упругие модули кристалла. Неравенства

c11 > 0, c11 > max (c12,−2c12) , c44 > 0

гарантируют положительную определенность энергии we.
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НЕЛИНЕЙНАЯ ДИНАМИКА ИЗОТРОПНОГО

ФЕРРОМАГНЕТИКА. МЕТОДЫ

ИНТЕГРИРОВАНИЯ В ТЕОРИИ СОЛИТОНОВ

2.1. Метод обратной задачи рассеяния и солитоны

Открытие Гарднером, Грином, Кру-
скалом и Миурой в 1967 г. того фак-
та, что для уравнения КдФ существует
аналитический метод решения задачи
Коши, и сделанное впоследствии откры-
тие, показавшее, что аналогичные ме-
тоды применимы также к СГ-уравнению
и другим нелинейным уравнениям, вы-
звали революцию в нелинейной физике,
изменившую наши взгляды и подход ко
многим нелинейным задачам. Нет ника-
ких признаков, что эта революция идет
на убыль, а то, что ею уже достигну-
то, имеет, по-видимому, непреходящую
ценность.

Р. Буллаф, Ф.Кодри. «Солитоны»

Первые исследования коллективных возбуждений в магнетиках свя-
заны с понятием малоамплитудных спиновых волн. Рассматривались
спиновые волны, формирующиеся при слабых внешних воздействиях на
среду, которая находилась в состоянии, близком к состоянию устойчи-
вого равновесия, например к состоянию с однородным распределением
намагниченности. Эффективным и фактически единственным методом
анализа спиновых волн был путь линеаризации уравнений нелинейной
динамики магнетиков около основного состояния среды с последу-
ющим учетом ангармонизмов по теории возмущений. Как известно,
линейные уравнения удовлетворяют принципу суперпозиции. Принцип
суперпозиции чрезвычайно облегчает анализ линейных волновых про-
цессов: сколь угодно сложное волновое поле с помощью преобразова-
ния Фурье можно представить как сумму простейших гармонических
волн. Это мощный математический прием. Любое изменение формы
произвольного волнового пакета можно описать, находя изменение
характеристик простейших гармонических волн, составляющих пакет.

При квантовом описании малоамплитудных колебаний намагничен-
ности полному набору линейных спин-волновых мод сопоставляется
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газ невзаимодействующих квазичастиц — магнонов. Квантовые числа
магнонов характеризуют степень возбуждения той или иной ветви
спектра спиновых волн.

Процедуру Фурье и связанную с ней концепцию квазичастиц можно
применять не всегда. При сильных внешних воздействиях на сре-
ду колебания намагниченности кристалла описываются нелинейными
дифференциальными уравнениями, для которых принцип суперпозиции
не выполняется. Распределения намагниченности реального кристалла
включают такие сильно нелинейные объекты, как доменные границы,
кольцевые и спиральные домены, регулярно упорядоченные домен-
ные структуры. Узоры из магнитных доменов и отдельные доменные
границы содержат многочисленные нелинейные дефекты: магнитные
дислокации, дисклинации, вихри, блоховские линии, блоховские точ-
ки и другие нетривиальные нелинейные объекты. Некоторые из них
являются праобразами дефектов линейной теории упругости. В то же
время нелинейные дефекты, будучи по своей внутренней структуре бо-
гаче дефектов линейной теории упругости, обладают специфическими
особенностями взаимодействия.

Значение нелинейных магнитных возбуждений и дефектов велико:
они несут важную информацию о структуре и динамике среды, управ-
ляют процессами перемагничивания, играют важную роль в процес-
сах энергообмена между разными подсистемами кристалла, участвуют
в явлениях переноса и т. д. Физические свойства таких состояний не
могут быть получены ни в каком конечном порядке линейной теории
возмущений.

Отличительной чертой даже слабонелинейных волн намагничен-
ности являются процессы их взаимодействия друг с другом. В про-
цессе взаимодействия нелинейные волны могут трансформироваться
до неузнаваемости. Например, две нелинейные волны, встретившись,
могут исчезнуть, дав начало новой волне, частота которой равна сумме
или разности частот исходных волн.

В этой монографии рассматриваются магнитные среды с простран-
ственной дисперсией нелинейных волн намагниченности, в условиях,
когда можно пренебречь потерями энергии на релаксацию волн.

Оказалось, что при сильных внешних воздействиях в любых кон-
денсированных средах, в которых есть дисперсия, но малы потери
энергии, полный набор нелинейных нормальных мод включает не
только волны, аналогичные возникающим при слабых воздействиях,
но и совершенно новые частицеподобные волны — солитоны. Более
того, именно солитоны определяют основные физические свойства кон-
денсированных сред при сильных внешних воздействиях.

Для пояснения механизма образования солитонов напомним, что
в средах с дисперсией во́лны различной длины распространяются
с разными фазовыми скоростями. Поэтому в линейной теории любой
волновой пакет, составленный из гармонических волн, по истечении
некоторого времени всегда распадается на составляющие его волны.
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Подчеркнем, что при этом энергия волнового пакета, конечно, сохра-
няется, хотя сам волновой пакет расползается: его амплитуда умень-
шается. Однако при наличии даже слабой нелинейной связи между
гармоническими волнами, составляющими волновой пакет, возникают
взаимодействия, стремящиеся сжать пакет или же увеличить крутиз-
ну фронта результирующей волны. Происходит нелинейная перекач-
ка энергии от одних гармонических составляющих волнового пакета
к другим, и это уравновешивает его расплывание из-за дисперсии.

В результате баланса двух конкурирующих эффектов в конденси-
рованных средах и, в частности, в магнетиках, формируются особые
нелинейные волны, получившие название солитонов. Отличительная
черта солитонов в том, что они подобны частицам. Как и частицы,
солитоны локализованы в пространстве и сохраняют свою форму и ско-
рость не только при собственном движении, но даже после столкнове-
ния с другими солитонами. После столкновения друг с другом солито-
ны разлетаются, восстанавливая форму и скорость, которые имели до
соударения. Результат столкновения внешне выглядит так, как будто
«центр тяжести» и фаза внутренних колебаний каждого из солитонов
приобрели дополнительный постоянный сдвиг.

Поскольку формирование солитонов определяется свойствами, при-
сущими любым конденсированным средам, возможно изучение нелиней-
ных систем различной физической природы в рамках универсальных
моделей. Оказалось, что теоретическое описание нелинейных явлений
в реальных сложных системах может быть получено посредством по-
строения в каждой области характерных пространственно-временных
масштабов своих упрощенных моделей, корректно учитывающих ос-
новные нелинейные взаимодействия и, в то же время, допускающих
точные решения. Для построения универсальных моделей были разви-
ты специальные варианты нелинейной теории возмущений [1, 2].

Наконец, самое главное — это то, что удалось открыть мощ-
ные методы интегрирования большого числа универсальных моделей.
В некотором смысле, новые методы обобщают преобразование Фурье
для линейных систем. С их помощью впервые удалось аналитически
описать сильно нелинейные состояния среды. В основе новой матема-
тической техники интегрирования нелинейных уравнений в частных
производных лежат различные варианты так называемого метода об-
ратной задачи рассеяния [1–10].

Классический вариант обратной задачи рассеяния наиболее распро-
странен для интегрирования эволюционных (волновых) нелинейных
уравнений в частных производных, которые содержат только одну
пространственную координату x и время t.

Для возможности применения метода обратной задачи рассеяния
исходное нелинейное уравнение необходимо представить в форме усло-
вия совместности

[∂x − U(λ), ∂t − V (λ)] ≡ ∂tU(λ)− ∂xV (λ) + [U(λ),V (λ)] = 0 (2.1.1)
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некоторой системы линейных дифференциальных уравнений для век-
тор-функции χ(λ):

∂xχ = U(λ)χ, ∂tχ = V (λ)χ. (2.1.2)

Элементы матриц U и V содержат полевые переменные и их произ-
водные по координатам x и t, в терминах которых записано исходное
нелинейное дифференциальное уравнение. Обратим внимание на то,
что величины U , V , χ зависят не только от координат x и t, но еще и от
дополнительного комплексного параметра λ. Для дальнейшего анали-
за важно, что U(λ) и V (λ) являются мероморфными функциями от
параметра λ. Напомним, что функция называется мероморфной в неко-
торой ограниченной области, если она является там аналитической
функцией всюду, за исключением конечного числа полюсов. Отметим
также, что после выполнения всех операций в формуле (2.1.1) соот-
ношение (2.1.1) оказывается тождественным исходному нелинейному
уравнению для рассматриваемых полей при произвольных значениях
параметра λ.

Система (2.1.2) и условие ее совместности (2.1.1) допускают гео-
метрическую интерпретацию. Соотношения (2.1.2) можно трактовать
как равенство нулю ковариантных производных от вектор-функции χ
на некотором многообразии с коэффициентами связности (символами
Кристоффеля) U и V . Тогда условие совместности (2.1.1) равносильно
утверждению, что связность U , V имеет нулевую кривизну. Поэтому
запись исходного нелинейного уравнения в виде (2.1.1) иногда назы-
вают представлением нулевой кривизны. Впервые подобное представ-
ление появилось в работах Лакса [4], затем оно было обобщено Заха-
ровым и Шабатом [5]. Поэтому матричные функции U и V называют
также обобщенной парой Лакса, представлением Захарова–Шабата,
или просто U–V -парой [1, 2, 6–11].

Представление исходного нелинейного дифференциального уравне-
ния в форме (2.1.1) более универсально, чем система (2.1.2). Дело
в том, что уравнения (2.1.2) в каждой конкретной задаче немного
видоизменяют в процессе расчетов. Например, для того чтобы сохра-
нить неизменность во времени предписанных при x→±∞ асимптотик
у фундаментальных решений системы (2.1.2).

Представление (2.1.1), (2.1.2) используется для перехода от исход-
ных динамических переменных (полей) к новым обобщенным перемен-
ным (данным рассеяния). В новых переменных нелинейное уравнение
распадается на ряд не зацепляющихся линейных дифференциальных
уравнений. После того как решение последних найдено, обращением
замены переменных получают решение исходного нелинейного уравне-
ния. Таким образом, все этапы интегрирования нелинейного уравнения
методом обратной задачи рассеяния связаны с решением определен-
ных линейных задач. Тем самым открывается возможность детального
описания существенно нелинейных явлений и процессов с той же
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степенью подробности, с какой изучены соответствующие линейные
задачи.

Используемые при интегрировании обобщенные переменные отве-
чают допустимым типам возбуждений в системе и естественным обра-
зом разбиваются на две группы.

К первой группе принадлежит дискретный набор переменных,
которым отвечают возбуждения солитонного типа, обладающие замеча-
тельным свойством стабильности при взаимодействиях друг с другом.
В магнитных средах к возбуждениям солитонного типа относятся,
например, доменные границы, уединенные домены, самолокализован-
ные волны намагниченности.

Ко второй группе переменных относятся переменные, непрерывным
образом зависящие от спектрального параметра λ, которые в реаль-
ном физическом пространстве описывают нелинейные локализованные
волны с преобладающим влиянием дисперсии. Такие волны не имеют
стационарной формы и расплываются с течением времени.

Хотя перечисленные типы решений хорошо разделены на языке
обобщенных переменных, их трудно разделить в пространстве наблю-
даемых переменных. Тем не менее, когда начальный волновой па-
кет рассматривается в течение длительного времени, содержащиеся
в нем «радиационные» компоненты расплываются вследствие диспер-
сии, а солитоны остаются как локализованные возбуждения неизмен-
ной формы на фоне осциллирующих волн малой амплитуды.

Разбиение произвольного начального волнового пакета на солитоны
по значимости можно поставить в один ряд с таким отличительным
свойством, как сохранение формы и скорости солитонов при их движе-
нии и взаимодействии друг с другом.

Классический вариант метода обратной задачи рассеяния позволя-
ет детально проследить, как произвольный начальный импульс рас-
падается на набор солитонов и осциллирующий хвост. Однако этот
метод связан с изучением свойств аналитичности частных решений
вспомогательной линейной системы (2.1.2). Последнее представляет
достаточно сложную задачу, сравнительно простое решение которой
возможно лишь для быстро убывающих при x → ±∞ решений ис-
ходного нелинейного уравнения. Между тем оказывается, что для
построения частных решений уравнений движения в полном исследо-
вании спектральной задачи (2.1.2) нет необходимости. Были предло-
жены прямые методы вычисления точных решений, U–V -пара которых
рациональным образом зависит от спектрального параметра λ: метод
полиномиального замыкания [12, 13], процедура «одевания» [7, 14, 15],
метод Хироты [16, 17], преобразования Бэклунда (Дарбу) и другие
[1, 2, 8, 10, 11, 18].

Из всех перечисленных модификаций традиционной схемы обратной
задачи рассеяния процедура «одевания» более универсальна и техни-
чески прозрачна. Процедура «одевания» основана на использовании
матричной задачи Римана в комплексной λ-плоскости и позволяет по из-
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вестному частному решению исходного нелинейного уравнения (2.1.1)
строить новые решения. Недостатком метода «одевания» частных реше-
ний является то, что он, в отличие от классического варианта обратной
задачи рассеяния, не дает решения задачи Коши для исходного эволю-
ционного нелинейного уравнения.

Преимущество процедуры «одевания» в том, что новые решения
уравнений движения строятся локально — в окрестности каждой точки
x, t. Последнее позволяет легко исследовать любые решения, а не
только быстро убывающие при x → ±∞. В частности, этим методом
получены нелокализованные в пространстве магнитные возбуждения
солитонного типа (солитоны на фоне нелинейных спиновых волн)
[19–21]. Главной особенностью таких солитонов по-прежнему остается
свойство стабильности при взаимодействиях друг с другом.

Отметим, что решения солитонного типа находятся в явном виде
путем чисто алгебраических вычислений. Исследование волн с преоб-
ладанием дисперсии требует решения линейных интегральных урав-
нений и, в общем случае, возможно с привлечением численных
методов.

В аналитической механике известна теорема Лиувилля–
Арнольда [22], согласно которой уравнения движения гамильтоновой
системы с N степенями свободы в фазовом пространстве размерности
2N могут быть проинтегрированы в квадратурах только при
наличии у системы N (половина размерности фазового пространства)
первых интегралов движения в инволюции. При этом само фазовое
пространство расслаивается на подмногообразия размерности N ,
движение вдоль которых линейно. С формальной точки зрения любое
нелинейное дифференциальное уравнение в частных производных
имеет бесконечное число степеней свободы и, следовательно, может
быть проинтегрировано в квадратурах лишь при наличии бесконечного
числа интегралов движения. Долгое время считали, что такая ситуация
не реальна. Тем не менее, оказалось, что полная интегрируемость
большого числа универсальных моделей связана с наличием у них
бесконечной серии законов сохранения [7, 23, 24]. В [9, 24] на ряде
примеров показано, что с точки зрения аналитической механики пре-
образование метода обратной задачи рассеяния является каноническим
преобразованием к переменным действие–угол, «диагонализующим»
функционал энергии рассматриваемой системы. Здесь и далее под
интегрируемостью уравнений мы подразумеваем наличие у них
скрытой алгебраической симметрии, с помощью которой можно найти
все их точные решения в определенном классе функций (например,
убывающих на бесконечности). Можно сказать, что динамическая
стабильность солитонов гарантирована бесконечной серией законов
сохранения.

Среди многообразия солитонов существуют такие, динамическая
стабильность которых усилена топологическими причинами. Напом-
ним, что топология изучает свойства отображений, сохраняющиеся
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при непрерывных деформациях. С математической точки зрения век-
торные поля, описывающие топологические солитоны, имеют особен-
ности, которые невозможно устранить непрерывными деформациями
векторных полей. С физической точки зрения, для устранения возник-
шего в системе топологического солитона требуется большая энергия
на разрыв характеризующих солитон геометрических связей, на разру-
шение упорядоченного состояния в большом объеме вещества. Это об-
стоятельство делает топологические солитоны самыми нелинейными
и самыми стабильными из всех имеющихся.

Обобщенное представление Лакса (2.1.1) можно использовать так-
же при вычислении квазипериодических по x («конечнозонных») реше-
ний нелинейных уравнений (см., например, [25–29]).

Конечно, не все нелинейные системы обладают представлени-
ем (2.1.1), а значит и не все нелинейные уравнения в частных про-
изводных могут быть проинтегрированы с помощью метода обратной
задачи рассеяния или его модификаций. Точно так же, как метод
Фурье не позволяет проинтегрировать все линейные дифференциаль-
ные уравнения. Поэтому возникает вопрос о практической значимо-
сти метода обратной задачи рассеяния. В этой связи, прежде всего,
следует напомнить свойство универсальности точно интегрируемых
уравнений. Универсальность интегрируемых уравнений объясняется
тем, что они объединяют наиболее распространенные типы дисперсии
с характерными типами нелинейностей и определяются требования-
ми симметрии, общими для многих физических систем. Число нели-
нейных явлений, которые (в определенном приближении) могут быть
описаны данным уравнением, необычайно велико. Например, уравне-
ние «sine-Gordon» описывает распространение дислокаций в кристал-
лах, движение доменных границ в ферромагнетиках, распростране-
ние магнитного потока по джозефсоновской линии, поведение волн
зарядовой плотности, фазовые переходы соизмеримость–несоизмери-
мость [11, 30–32], может быть использовано для изучения ряда маг-
нитных возбуждений в слабых ферромагнетиках и антиферромагнети-
ках [33–36].

Кроме того, согласно [8, 11, 37–39], можно развить аппарат теории
возмущений, основанный на методе обратной задачи рассеяния, кото-
рый позволяет исследовать уравнения, близкие к точно интегрируемым.
Решения, найденные по такой теории возмущений, нельзя получить
ни в каком конечном порядке теории возмущений для линейных мод.
Использование теории возмущений существенно расширяет рамки при-
менимости обратной задачи рассеяния и придает еще большую цен-
ность изучению точно интегрируемых моделей.

Следует особо отметить предложенное в работах Склянина, Тахта-
джана, Фаддеева [40–42] обобщение метода обратной задачи, которое
позволило точно решить многие квантово-механические модели, по-
лучающиеся при квантовании интегрируемых классических систем.
Оказалось, что квантовый метод обратной задачи рассеяния тесно
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связан с методами точного решения двумерных решеточных моде-
лей статистической физики [43, 44] и является естественным обоб-
щением алгебраического анзаца Бете, который использовался ра-
нее при теоретическом описании гейзенберговской цепочки с обмен-
ным взаимодействием между ближайшими соседями и атомным спи-
ном S = 1/2 [45].

С помощью квантового метода обратной задачи рассеяния и обоб-
щений метода Бете проведено полное исследование [41, 43, 46–50] ос-
новного состояния и спектра возбуждений одномерной цепочки спинов
с гамильтонианом

H = −1
2

N∑
l=1

[
Jxσ̂

x
l σ̂

x
l+1 + Jyσ̂

y
l σ̂

y
l+1 + Jzσ̂

z
l σ̂

z
l+1

]
,

где σ̂α
l — операторы спина S = 1/2, относящиеся к определенному

узлу цепочки. Постоянные параметры Jx, Jy, Jz управляют типом
упорядочения спинов в основном состоянии цепочки (ферро- или ан-
тиферромагнитное упорядочение), а также магнитной анизотропией
цепочки.

Ярким примером общности и плодотворности квантового метода
обратной задачи рассеяния явилось его применение для построения
новых аналитических решений одномерной модели Хаббарда в теории
магнетизма. Модель Хаббарда описывает сильно коррелированную си-
стему электронов, в которой учитываются как перенос электронов с уз-
ла на узел решетки, так и кулоновское отталкивание двух электронов
с противоположными спинами на одном узле. Получены также новые
результаты в задаче о газе электронов, резонансно взаимодействую-
щих с примесным магнитным центром (проблема Кондо). Кондовские
магнетики интересны тем, что в них при относительно небольшом
изменении химического состава за счет специфических многочастич-
ных эффектов возможен переход от полностью «локализованного» маг-
нетизма до поведения, напоминающего «коллективизированные» маг-
нетики с малой намагниченностью насыщения (см. [51] и ссылки,
приведенные там).

На основе квантового метода обратной задачи рассеяния были
развиты эффективные приемы расчета асимптотик корреляционных
функций в квантово-механических моделях [42]. В частности, для
анизотропной гейзенберговской цепочки вычислена асимптотика кор-
релятора спинов при больших расстояниях между спинами.

Перечислим основные теоретические результаты по исследованию
классических магнитных солитонов.

Возможность применения метода обратной задачи рассеяния к инте-
грированию уравнений Ландау–Лифшица изотропного квазиодномер-
ного ферромагнетика была впервые установлена в работах [52, 53].
Cформулирована процедура вычисления всех точных решений модели
с однородной асимптотикой намагниченности при x→ ±∞ [9, 53].
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В [54–57] установлено, что одномерные уравнения Ландау–
Лифшица одноосного ферромагнетика также обладают U–V -парой.
Для построения точных решений этих уравнений в [54, 56] предложен
упрощенный вариант общей техники интегрирования — метод
полиномиального замыкания. Для ферромагнетика с одноосной
анизотропией в [55, 58, 59] сформулирован классический вариант
обратной задачи рассеяния, который позволяет получить все решения
с однородной асимптотикой при x→ ±∞.

Непосредственным интегрированием уравнений нелинейной дина-
мики магнетиков найдено много частных решений типа уединенных
волн намагниченности [60]. Показано, что некоторые из них можно
трактовать как связанное состояние большого числа магнонов. Такие
исследования играют важную роль в понимании физической природы
нелинейных коллективных возбуждений и являются ориентирами в по-
иске интегрируемых систем.

В результате непосредственного интегрирования уравнений
Ландау–Лифшица для ферромагнетика с анизотропией типа «легкая
плоскость» найдено, что в присутствии постоянного магнитного поля,
направленного по оси анизотропии, существует несколько типов
пространственно локализованных волн намагниченности. В магнитном
поле, меньшем определенного критического значения, существуют
волны поворота, алгебраические и пульсирующие солитоны [61–64].
При большой величине поля найдены прецессионные солитоны [62].

В [19, 20] предложена процедура интегрирования уравнений фер-
ромагнетика с анизотропией типа «легкая плоскость», основанная на
матричной задаче Римана. Метод математически достаточно прост
и позволяет исследовать новые типы нелинейных коллективных воз-
буждений. В частности, этим методом можно проанализировать маг-
нитные возбуждения с неоднородной асимптотикой при x → ±∞ при
наличии направленного вдоль оси анизотропии внешнего магнитного
поля.

В работах [57, 65] была найдена обобщенная пара Лакса для
одномерных уравнений двухосного ферромагнетика. Матрицы U(λ)
и V (λ) представления (2.1.1) в данном случае оказались мероморф-
ными функциями параметра λ не в комплексной плоскости, как это
имело место во всех ранее известных задачах, а на римановой поверх-
ности, топологически эквивалентной тору. Модель двухосного ферро-
магнетика привела к необходимости изучения принципиально нового
класса U–V -пар, зависимость которых от параметра λ выражается
через эллиптические функции Якоби. В связи с указанным обсто-
ятельством техника обратной задачи рассеяния не могла быть при-
менена буквально, а требовала обобщения. Важный класс решений
солитонного типа для уравнений двухосного ферромагнетика был полу-
чен в работах [66–68] непосредственным интегрированием уравнений
Ландау–Лифшица, а также в [69, 70] методом Хироты. Необходимое
обобщение алгоритма «одевания» частных решений выполнено незави-
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симо в работах [71–78]. Основанная на методе «одевания» процедура
построения многосолитонных возбуждений в двухосном ферромагнети-
ке обсуждается в [71, 72, 75–78].

Для двухосного ферромагнетика Борисовым предложен классиче-
ский вариант метода обратной задачи рассеяния, который позволяет
решить задачу Коши для уравнения Ландау–Лифшица при начальных
распределениях намагниченности с однородной асимптотикой на бес-
конечности [79].

Конечнозонные решения одноосного и двухосного ферромагнетиков,
описывающие модулированные периодически по x волны намагничен-
ности, найдены в [80–85].

Двумерные и трехмерные волны намагниченности требуют спе-
циального рассмотрения, поскольку при переходе к большему числу
измерений теряется свойство интегрируемости указанных выше си-
стем. Классический вариант метода обратной задачи рассеяния при
переходе к большему числу измерений становится малоэффективным,
хотя и позволяет исследовать некоторые частные классы неодномерных
волн намагниченности. Например, в [72, 86, 87] аналитически описаны
цилиндрически симметричные магнитные возбуждения, а в [88, 89]
найдены двумерные солитоноподобные волны прецессии и магнитные
дисклинации в изотропных ферро- и антиферромагнетиках.

Основные идеи, методы и результаты теории нелинейных интегри-
руемых уравнений в (2 + 1)-измерениях изложены в [90, 91]. Большой
класс точных решений эффективных уравнений изотропного антифер-
ромагнетика в (3 + 1)-пространстве найден в работах [92, 93]. Все
они характеризуются типичными эффектами для сред без дисперсии:
укручением фронта и неоднозначностью решений.

Доменные границы и нелинейные волны намагниченности в маг-
нетиках с несколькими магнитными подрешетками богаче по своей
внутренней структуре, обладают рядом особенностей и пока еще не ис-
следованы так подробно, как доменные стенки и локализованные волны
в простом ферромагнетике с одной подрешеткой. Трудности математи-
ческого расчета состоят в том, что уравнения Ландау–Лифшица для
магнетиков с несколькими подрешетками представляют более сложную
систему нелинейных уравнений.

Отмечалось [94, 95], что уравнения Ландау–Лифшица для сред
с несколькими магнитными подрешетками могут быть новым источни-
ком физически содержательных интегрируемых моделей. Однако инте-
грируемость полных динамических уравнений даже для двухподреше-
точных магнетиков до сих пор не доказана. Путем непосредственного
интегрирования уравнений Ландау–Лифшица изучены некоторые типы
уединенных волн намагниченности лишь в двухподрешеточных магне-
тиках [33–36, 67, 96, 97].

Мы полагаем, что важную роль в изучении динамики магнетиков
с несколькими магнитными подрешетками могут сыграть феномено-
логические уравнения, впервые предложенные в работах Андреева–
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Марченко–Волкова–Желтухина на основе концепции спонтанного на-
рушения симметрии группы спиновых вращений, относительно которой
обменные взаимодействия инвариантны.

В рамках такого подхода были выявлены [73, 98–103] физиче-
ски содержательные интегрируемые осесимметричная и асимметрич-
ная киральные модели, которые эффективны при анализе нелинейной
динамики многоподрешеточных неколлинеарных ферри- и антифер-
ромагнетиков. Например, осесимметричная модель [102] описывает
магнитные возбуждения в шестиподрешеточных антиферромагнетиках
со структурой типа YMnO3. Получены «многоподрешеточные» соли-
тоны и исследовано их взаимодействие [73, 102, 103]. Установлено
[102, 104], что уравнения Ландау–Лифшица двухподрешеточного изо-
тропного ферримагнетика при физически оправданных приближениях
также могут быть сведены к интегрируемой модели. Перечисленные
результаты будут изложены в главах 6 и 7.

В данной главе в разделах 2.2–2.8 мы поясним общую технику
метода обратной задачи рассеяния на примере интегрирования урав-
нений Ландау–Лифшица изотропного квазиодномерного ферромагне-
тика. Изложим простой способ построения необходимой U–V -пары,
а затем с ее помощью покажем, как задача об эволюции начального
распределения намагниченности сводится к решению ряда линейных
задач. Проиллюстрируем общий алгоритм построения бесконечной се-
рии законов сохранения для интегрируемых моделей. Поясним связь
солитонных состояний квазиклассической модели ферромагнетика со
спиновыми комплексами Бете в квантовой цепочке спинов. На примере
модели изотропного ферромагнетика в разделах 2.9 и 2.10 познакомим
с универсальной процедурой «одевания» частных решений интегрируе-
мых уравнений, впервые предложенной в работах Захарова и Шабата.
В разделе 2.11 изложим метод построения U–V -пар с движущимся
спектральным параметром [105, 106], который по известным интегри-
руемым нелинейным уравнениям в частных производных с постоянны-
ми коэффициентами позволяет строить новые интегрируемые уравне-
ния с переменными коэффициентами. Плодотворность метода проил-
люстрируем на примере теоретического описания кольцевых солитонов
в изотропном ферромагнетике [72, 86].

Ввиду важности моделей квазиодномерного ферромагнетика с од-
ноосной и двухосной магнитной анизотропией, в следующих гла-
вах 3–5 специально обсудим специфические особенности метода об-
ратной задачи рассеяния и процедуры «одевания» для соответствую-
щих уравнений Ландау–Лифшица. Для ферромагнетиков с одноосной
и двухосной магнитной анизотропией приведем полную классифика-
цию возможных солитонных состояний. Покажем, что процедура «оде-
вания» позволяет аналитически описать мультисолитонные возбужде-
ния на фоне нелокализованных нелинейных волн намагниченности,
анализировать взаимодействия солитонов друг с другом и с нетриви-
альным фоном.
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2.2. Основные уравнения квазиодномерной динамики
изотропного ферромагнетика

Нельзя удержаться от мысли, что
эти математические формулы облада-
ют независимым существованием и соб-
ственным рассудком, что они знают
больше, чем те, кто их открыл, и что
мы выводим из них больше, чем было
вложено в них изначально.

Г. Герц

2.2.1. Континуальная модель. Построение U–V -пары

Рассмотрим одномерные уравнения Ландау–Лифшица для изотроп-
ного ферромагнетика с одной магнитной подрешеткой:

∂tM = −αγ [M× ∂2
xM
]
, M2 = M2

0 = const. (2.2.1)

Здесь α > 0 — постоянная неоднородного обменного взаимодействия,
M0 — номинальная намагниченность на единицу длины среды, γ > 0 —
магнитомеханическое отношение. В уравнениях (2.2.1) учтены лишь
основные (обменные) взаимодействия. Свободная энергия изотропного
квазиодномерного ферромагнетика имеет вид

W = α

2

∫
(∂xM)2 dx.

Такая модель может быть использована, например, для описания нели-
нейных возбуждений в структурах, представляющих совокупность це-
почек из магнитных атомов, когда можно пренебречь взаимодействия-
ми атомов разных цепочек, а также релятивистскими и магнитостати-
ческими взаимодействиями атомов внутри каждой из цепочек.

Посредством масштабных преобразований введем безразмерные пе-
ременные S, t, x′:

S = −M

M0
, t′ = γM0 t, x′ = x√

α

и перепишем уравнения (2.2.1) в форме, удобной для анализа:

∂t′S =
[
S× ∂2

x′S
]
, S2 = 1. (2.2.2)

Далее будем опускать «штрих» над переменными x′, t′.
Согласно общей схеме метода обратной задачи рассеяния, необхо-

димо найти такие матрицы U(λ) и V (λ), чтобы уравнение (2.2.2) было
эквивалентно коммутационному представлению

[∂x − U , ∂t − V ] ≡ ∂tU − ∂xV + [U ,V ] = 0. (2.2.3)
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Явный вид матриц U и V в представлении (2.2.3) определяется сим-
метрией исходного нелинейного уравнения в частных производных.
В данном случае — инвариантностью уравнений (2.2.2) относительно
вращений в трехмерном спиновом пространстве. Форма записи (2.2.3)
уравнений (2.2.2) будет инвариантной относительно преобразований
группы SO(3) спиновых вращений, если матрицы U и V преобразуются
по линейному представлению этой группы как компоненты трехмерного
вектора. Чтобы удовлетворить указанному требованию, будем искать U
и V в форме разложения по генераторам σs (s = 1,2,3) группы вра-
щений:

U = −ius σs, V = −i vs σs. (2.2.4)

Выберем двумерное представление генераторов σs, реализованное
матрицами Паули:

σ1 =
(
0 1
1 0

)
, σ2 =

(
0 −i
i 0

)
, σ3 =

(
1 0
0 −1

)
, I =

(
1 0
0 1

)
;

σs σp = I δsp + i εspq σq.

Здесь δsp — символ Кронекера, εspq — антисимметричный единичный
тензор (ε123 = 1).

Пусть SU(2) — группа унитарных унимодулярных 2 × 2-матриц.
Используем локальный изоморфизм групп SU(2) и SU(3), который
выражается формулой

g†σpg = σkDkp, (2.2.5)

где

g ∈ SU(2)
(
g†g = I, det g = 1

)
;

D ∈ SO(3)
(
DTD = E, detD = 1

)
.

Верхние индексы «†» и «T» указывают на операции эрмитового сопря-
жения и транспонирования соответствующих матриц, E — единичная
матрица 3× 3.

С помощью формулы (2.2.5) нетрудно убедиться, что на множестве
матриц вида (2.2.4) преобразования

U → g†Ug = −iσk Dkp up, V → g†V g = −iσk Dkp vp

определяют линейное представление группы SO(3) так, что при спино-
вых вращениях величины up (vp) в разложении (2.2.4) преобразуются
как компоненты вектора.

Соотношение (2.2.3) в переменных up, vs принимает вид векторного
уравнения

∂tu− ∂xv + 2 [u× v] = 0, (2.2.6)
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которое инвариантно относительно вращений в спиновом простран-
стве и должно быть равносильным уравнению движения изотропного
ферромагнетика (2.2.2). Поскольку в уравнение (2.2.2) входит вектор
S и его производные, будем искать u и v в форме разложения по
линейно независимым векторам, образованным из вектора S и его
производных:

u = δ1S + δ2 ∂xS + δ3 ∂tS + δ4 [S× ∂xS] + δ5 [S× ∂tS] + . . . ,
v = γ1S + γ2 ∂xS + γ3 ∂tS + γ4 [S× ∂xS] + γ5 [S× ∂tS] + . . .

(2.2.7)

Постоянные δ, γ и число членов в разложении (2.2.7) подберем так,
чтобы уравнения (2.2.2) и (2.2.6) были эквивалентными. Опуская
алгебраические вычисления, приведем один из возможных вариантов
выбора векторов u и v:

u = δ1S, v = γ1S + γ4 [S× ∂xS] . (2.2.8)

Здесь коэффициенты δ1 и γ1, γ4 связаны соотношениями

δ1 = γ4, γ1 = −2 δ1γ4. (2.2.9)

Для возможности применения метода обратной задачи рассеяния
необходимо использовать такую параметризацию соотношений (2.2.9),
чтобы все коэффициенты в разложении (2.2.8) были мероморфными
функциями независимого параметра. В настоящем случае этому требо-
ванию легко удовлетворить, полагая

δ1 = γ4 = λ

2
, γ1 = −λ

2

2
,

где λ — произвольный комплексный параметр (множитель 1/2 введен
для упрощения алгебраических выражений).

Таким образом, U–V -пара для уравнений (2.2.2) имеет вид

U(λ) = λ

2i
Sk σk ≡ λ

2i
S,

V (λ) = 1
2i

(−λ2Sp + λ [S× ∂xS]p)σp ≡ − 1
2i
λ2S − λ

2
S ∂xS,

(2.2.10)

где S = Spσp.
Симметрия группы SO(3) обменных взаимодействий является опре-

деляющей, поэтому простое обобщение изложенной схемы позволя-
ет воспроизвести обобщенные пары Лакса для всех известных инте-
грируемых уравнений теории магнетизма, в том числе для моделей,
включающих энергию релятивистских магнитоанизотропных взаимо-
действий.
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2.2.2. Вспомогательные линейные уравнения

Важную роль в методе обратной задачи рассеяния играют вспомо-
гательные линейные уравнения, для которых (2.2.3) является условием
совместности. Для модели (2.2.2) в качестве одного из вспомогатель-
ных уравнений выберем

∂xχ = U(λ)χ, (2.2.11)

где матрица U(λ) определена формулой (2.2.10). Второе уравнение
обсудим чуть позже.

Из теории дифференциальных уравнений известно, что общее ре-
шение линейной системы (2.2.11) можно представить в форме су-
перпозиции каких-либо двух линейно независимых решений (вектор-
функций χ(1) и χ(2)):

χ = c1χ
(1) + c2χ

(2), (2.2.12)

где c1, c2 — произвольные, независящие от x множители. Для даль-
нейшего анализа удобно объединить вектор–столбцы χ(α) (α = 1, 2)
в 2× 2-матрицу фундаментальных решений:

ϕ =
(
χ(1),χ(2)) .

Тогда общее решение (2.2.12) системы (2.2.11) запишется в форме

χ = ϕ c,

где c — произвольный комплексный двумерный вектор, который может
зависеть только от переменных λ и t.

Будем рассматривать распределения намагниченности с однородной
асимптотикой на бесконечности:

S→ (0, 0, 1) при |x| → ∞.
Тогда при |x| → ∞ уравнение (2.2.11) упрощается и приобретает вид

∂xχ ∼= λ

2i
σ3χ. (2.2.13)

Система (2.2.13) имеет два линейно независимых решения, которые
образуют матрицу 2× 2

ϕ0 = exp
(
λ

2i
σ3x
)
. (2.2.14)

В линейной независимости столбцов матрицы ϕ0 легко убедиться про-
стой проверкой:

detϕ0 = 1 �= 0.

Напомним, что любое частное решение системы (2.2.11) может
быть фиксировано его асимптотическим поведением при x → −∞

2.2. Основные уравнения квазиодномерной динамики 109

(или при x → +∞). Зададим два частных решения вспомогательной
системы (2.2.11) их асимптотическим поведением при x→ −∞:

ϕ− → ϕ0 = exp
(
λ

2 i
σ3x
)

при x→ −∞. (2.2.15)

Здесь мы также объединили вектор-столбцы решений в 2× 2-матрич-
ную функцию (функцию Йоста), которая удовлетворяет дифференци-
альному уравнению

∂xϕ− = U(λ)ϕ−. (2.2.16)

Векторы-столбцы матрицы ϕ− будут линейно независимыми в силу
линейной независимости их асимптотик при x→ −∞.

Учитывая, что SpU(λ) = 0, из уравнения (2.2.16) находим

Sp
[
∂xϕ−ϕ−1

−
] ≡ ∂x ln detϕ− = SpU = 0,

т. е. detϕ− не зависит от x. Поэтому определители матриц ϕ− и ϕ0
совпадают:

detϕ− = lim
x→−∞ detϕ− = detϕ0 = 1.

Для дальнейшего анализа нам потребуется еще одна функция Йо-
ста ϕ+, которая является решением матричного уравнения, совпадаю-
щего с (2.2.16):

∂xϕ+ = U(λ)ϕ+,

но с асимптотическим поведением, заданным на противоположной бес-
конечности:

ϕ+ → ϕ0 = exp
(
λ

2i
σ3x
)

при x→ +∞.

Столбцы матрицы ϕ− образуют базис в пространстве всех решений
системы (2.2.11) точно так же, как столбцы матрицы ϕ+. Отсюда
следует алгебраическая связь между функциями Йоста:

ϕ− = ϕ+T. (2.2.17)

Здесь T — матрица перехода 2 × 2 с элементами, зависящими только
от спектрального параметра λ и времени t. В силу унимодулярности
матриц ϕ+ и ϕ− матрица перехода также оказывается унимодулярной:

detT = 1. (2.2.18)

Обсудим теперь зависимость матричных функций Йоста от време-
ни. С целью получения уравнения эволюции для ϕ− продифференци-
руем равенство (2.2.16) по t:

∂t∂xϕ− = U∂tϕ− + ∂tUϕ−
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и с помощью коммутационного соотношения (2.2.3) перепишем резуль-
тат в виде

∂t∂xϕ− = U∂tϕ− + (∂xV + V U − UV )ϕ− =
= U∂tϕ− + ∂xV ϕ− + V ∂xϕ− − UV ϕ− = U (∂tϕ− − V ϕ−) + ∂x (V ϕ−).

Учитывая, что
∂t∂xϕ− = ∂x∂tϕ−,

находим:
(∂x − U) [∂tϕ− − V ϕ−] = 0.

Мы показали, что столбцы матрицы ∂tϕ− − V ϕ− удовлетворяют урав-
нениям (2.2.16). Поэтому их можно представить в форме разложения
по фундаментальным решениям системы (2.2.16):

(∂t − V )ϕ− = ϕ−C. (2.2.19)

Здесь матрица C может зависеть только от переменных λ и t. Вос-
пользуемся тем обстоятельством, что C не зависит от x, и перейдем
в (2.2.19) к пределу x→−∞. В результате, используя (2.2.10), (2.2.15),
найдем C:

C = lim
x→−∞ϕ−1

− (∂t − V )ϕ− = λ2

2i
σ3.

Таким образом, дифференциальное уравнение по переменной t для
функции Йоста ϕ− имеет вид

∂tϕ− = V ϕ− + λ2

2i
ϕ−σ3. (2.2.20)

При получении вспомогательного линейного уравнения (2.2.20), до-
полнительного к уравнению (2.2.16), мы использовали коммутационное
представление (2.2.3). Прямой проверкой можно убедиться в спра-
ведливости обратного утверждения: условие совместности системы
вспомогательных линейных уравнений (2.2.16), (2.2.20), т. е. требова-
ние ∂t∂xϕ− = ∂x∂tϕ−, эквивалентно представлению нулевой кривиз-
ны (2.2.3) для исходного нелинейного уравнения (2.2.2).

Далее нам потребуется также дифференциальное уравнение по пе-
ременной t для матричной функции ϕ−1

− . Его легко вывести из (2.2.20),
используя соотношение

∂tϕ
−1
− = −ϕ−1

− ∂tϕ−ϕ−1
− ,

которое является следствием тождества ϕ−1
− ϕ− = ϕ−ϕ−1

− = I. Приве-
дем результат:

∂tϕ
−1
− = −ϕ−1

− V − λ2

2i
σ3ϕ

−1
− . (2.2.21)
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Аналогичным образом можно показать, что

∂tϕ+ = V ϕ+ + λ2

2i
ϕ+σ3,

∂tϕ
−1
+ = −ϕ−1

+ V − λ2

2i
σ3ϕ

−1
+ .

(2.2.22)

С целью получить уравнение эволюции для матрицы перехода T
(см. (2.2.17)) продифференцируем по t соотношение

T = ϕ−1
+ ϕ−.

Используя (2.2.22), (2.2.20), приходим к простому матричному
уравнению:

∂tT = iλ2

2
[σ3,T ] . (2.2.23)

Далее мы покажем, что элементы матрицы перехода T и некото-
рые параметры функций Йоста ϕ± являются новыми обобщенными
переменными, в терминах которых линеаризуется исходное нелиней-
ное уравнение в частных производных (2.2.2). Для перехода к новым
обобщенным переменным необходимо изучить аналитические свойства
функций Йоста и матрицы перехода. Это составляет содержание так
называемой прямой задачи рассеяния.

2.3. Прямая задача рассеяния

Самый эффективный метод, кото-
рый можно предложить в настоящее
время, — это использование всех ре-
сурсов чистой математики для усо-
вершенствования и обобщения мате-
матического формализма, образующего
настоящую основу теоретической фи-
зики.

П.А.М.Дирак

2.3.1. Интегральные представления функций Йоста

В предыдущем параграфе было показано, что обобщенное представ-
ление Лакса (2.2.3) уравнений динамики изотропного ферромагнети-
ка (2.2.2) является условием совместности вспомогательной линейной
системы дифференциальных уравнений для функций Йоста ϕ±:

∂xϕ± = λ

2i
S ϕ±, (2.3.1)

∂tϕ± = −1
2

(
λ2

i
S + λS ∂xS

)
ϕ± + λ2

2i
ϕ±σ3 (2.3.2)
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с асимптотическими условиями на бесконечности:

ϕ± → ϕ0(x,λ) = exp
(
λ

2i
σ3x
)

при x→ ±∞. (2.3.3)

Альтернативно уравнения (2.3.1) и условия (2.3.3) можно задать
при помощи интегральных уравнений:

ϕ−(x, t,λ) = ϕ0(x,λ)+

+ λ

2i

x∫
−∞

ϕ0(x− y,λ) [S(y, t)− σ3]ϕ−(y,λ) dy (2.3.4)

ϕ+(x, t,λ) = ϕ0(x,λ)−

− λ

2i

+∞∫
x

ϕ0(x− y,λ) [S(y, t)− σ3]ϕ+(y,λ) dy. (2.3.5)

При вещественных значениях параметра λ интегральные уравне-
ния (2.3.4), (2.3.5) являются вольтерровскими, а их итерации (при
определенных ограничениях на S (y, t)) абсолютно сходятся. Анали-
зируя итерации, после простых преобразований и интегрирований по
частям убеждаемся, что матрицы ϕ±(x, t,λ) допускают представления

ϕ− = ϕ0(x,λ) + λ

2i

x∫
−∞

Γ−(x, y, t)ϕ0(y,λ) dy,

ϕ+ = ϕ0(x,λ) + λ

2i

+∞∫
x

Γ+(x, y, t)ϕ0(y,λ) dy,

(2.3.6)

где ядра Γ± не зависят от λ.
Для обоснования справедливости представлений (2.3.6), подставим

их в уравнения (2.3.1). Уравнения (2.3.1) обращаются в тождества, ко-
гда матрицы Γ± удовлетворяют задачам Гурса, т. е. дифференциальным
уравнениям в частных производных

∂xΓ±(x, y) + S(x) ∂yΓ±(x, y)σ3 = 0 (2.3.7)

при ±(y − x) > 0 и граничным условиям

lim
y→±∞ Γ±(x, y) = 0, (2.3.8)

∓ [Γ±(x,x)− S(x) Γ±(x,x)σ3] = S(x)− σ3. (2.3.9)

В формулах (2.3.8), (2.3.9) и далее, где это не вызывает недоразумений,
не указываем зависимость функций Γ± от параметра t.
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Для быстро убывающих при |x| → ∞ распределений намагниченно-
сти S(x, t) задача Гурса (2.3.7)–(2.3.9) всегда имеет решение. Поэтому
представления (2.3.6) действительно существуют.

Из соотношения (2.3.9) следует, что эволюция распределений на-
магниченности в изотропном ферромагнетике будет теоретически опи-
сана, если удастся вычислить матрицы Γ±(x, y, t):

S(x, t) = [I ∓ Γ±(x,x, t)σ3]σ3 [I ∓ Γ±(x,x, t)σ3]
−1 . (2.3.10)

2.3.2. Редукции на функции Йоста и матрицу перехода

Используя соотношения

σ2 σα σ2 = −σα, α = 1,3,

нетрудно проверить, что при вещественных значениях λ матрицы U(λ),
V (λ), ϕ0(λ) удовлетворяют инволюциям (символ «∗» означает ком-
плексное сопряжение):

U(λ) = σ2 U
∗(λ)σ2, V (λ) = σ2 V

∗(λ)σ2, ϕ0(λ) = σ2 ϕ
∗
0(λ)σ2,

а функции ϕ±(λ) и σ2 ϕ
∗±(λ)σ2 являются решениями одних и тех же

дифференциальных уравнений (2.3.1), (2.3.2) при одинаковых асимп-
тотических условиях (2.3.3). В силу теоремы единственности решений
дифференциальных уравнений, последнее означает, что при веществен-
ных λ функции Йоста подчиняются ограничению:

ϕ±(λ) = σ2 ϕ
∗
±(λ)σ2, (2.3.11)

которое переносится на ядра в интегральных представлениях (2.3.5),
(2.3.6):

Γ± = −σ2 Γ∗
± σ2. (2.3.12)

Формулы (2.3.11), (2.3.12) устанавливают связь между столбцами
функций Йоста

ϕ± =
(
ϕ

(1)
± ,ϕ(2)

±
)

при вещественных значениях λ:

ϕ
(1)
± (λ) = iσ2

[
ϕ

(2)
± (λ)

]∗
и конкретизируют вид ядер:

Γ± =
(
α± β∗±
β± −α∗±

)
. (2.3.13)

Поскольку функции Йоста ϕ± связаны алгебраическим соотноше-
нием (2.2.17), редукция (2.3.11) переносится на матрицу перехода:

T (λ) = σ2 T
∗(λ)σ2. (2.3.14)
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Соотношения (2.2.18), (2.3.14) конкретизируют алгебраическую
структуру матрицы T (λ):

T (λ) =
(
a(λ) −b∗(λ)
b(λ) a∗(λ)

)
, |a(λ)|2 + |b(λ)|2 = 1 (2.3.15)

для вещественных λ.
С целью упростить формулу (2.3.10), определяющую распределение

намагниченности, заметим, что матрицы I ∓ Γ±σ3 являются первыми
членами разложений функций Йоста ϕ± по обратным степеням λ:

ϕ± =
(
I ∓ Γ±(x,x)σ3 +O

(
1
λ

))
ϕ0(x,λ). (2.3.16)

В справедливости асимптотического разложения (2.3.16) легко убе-
диться посредством интегрирований по частям представлений (2.3.6)
с учетом соотношения

ϕ0(y,λ) =
(
λ

2i

)−1
σ3 ∂yϕ0(y,λ).

Поскольку матрицы ϕ± унимодулярны, матрицы I ∓ Γ±σ3 тоже
должны быть унимодулярными. Используя общую формулу

A−1 = σ2A
T σ2, (2.3.17)

справедливую для любой унимодулярной 2× 2-матрицы A (индекс «T»
означает транспонирование), а также редукцию (2.3.12), нетрудно про-
верить, что

(I ∓ Γ±σ3)
−1 = (I ∓ Γ±σ3)

† .

В результате соотношение (2.3.10), определяющее распределение
намагниченности, можно переписать в форме, удобной для вычислений:

S(x, t) = [I ∓ Γ±(x,x, t)σ3]σ3 [I ∓ Γ±(x,x, t)σ3]
† . (2.3.18)

2.3.3. Свойства аналитичности функций Йоста
и элементов матрицы перехода

Перейдем теперь к изучению аналитических свойств решений Йоста
ϕ±(x, t,λ) как функций λ при фиксированных x и t. Как и ранее,
удобно использовать специальные обозначения для первых и вторых
столбцов матриц ϕ±(λ):

ϕ±(λ) =
(
ϕ

(1)
± (λ), ϕ(2)

± (λ)
)
.
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Из (2.3.6) находим интегральные представления для первого столб-
ца матрицы ϕ− и второго столбца матрицы ϕ+:

ϕ
(1)
− (λ) =

(
1
0

)
exp
(
λ

2i
x
)

+ λ

2i

x∫
−∞

Γ−(x, y)
(
1
0

)
exp
(
λ

2i
y
)

dy;

ϕ
(2)
+ (λ) =

(
0
1

)
exp
(
− λ

2i
x
)

+ λ

2i

+∞∫
x

Γ+(x, y)
(
0
1

)
exp
(
− λ

2i
y
)

dy,

(2.3.19)
которые показывают, что функции ϕ(1)

− (λ) и ϕ(2)
+ (λ) аналитически про-

должаются с вещественной λ-оси в верхнюю полуплоскость комплекс-
ной переменной λ. Действительно, при указанных значениях λ мно-

жители exp
(
± λ

2i
y
)
, присутствующие в подынтегральных выражениях,

убывают, когда переменная y стремится к −∞ или +∞ соответственно.
Аналогично можно показать, что векторы-столбцы ϕ

(2)
− (λ) и ϕ(1)

+ (λ)
аналитически продолжаются с вещественной λ-оси в нижнюю полу-
плоскость переменной λ.

Связь функций Йоста (2.2.17), с учетом формулы (2.3.15), приводит
к равенствам:

ϕ
(1)
− (λ) = a(λ)ϕ(1)

+ (λ) + b(λ)ϕ(2)
+ (λ), (2.3.20)

ϕ
(2)
− (λ) = −b∗(λ)ϕ(1)

+ (λ) + a∗(λ)ϕ(2)
+ (λ). (2.3.21)

Из этих равенств, используя унимодулярность матричных функций
ϕ±(λ), получаем выражения для элементов матрицы перехода:

a(λ) = det
(
ϕ

(1)
− (λ), ϕ(2)

+ (λ)
)
,

b(λ) = det
(
ϕ

(1)
+ (λ), ϕ(1)

− (λ)
)
,

b∗(λ) = det
(
ϕ

(2)
+ (λ), ϕ(2)

− (λ)
)
,

a∗(λ) = det
(
ϕ

(1)
+ (λ), ϕ(2)

− (λ)
)
.

(2.3.22)

Из свойств аналитичности столбцов ϕ
(1)
− (λ) и ϕ

(2)
+ (λ) следует,

что функция a(λ) аналитически продолжается с вещественной λ-оси
в верхнюю полуплоскость Imλ � 0. Коэффициент a∗(λ) аналитически
продолжается с вещественной оси в нижнюю полуплоскость. Выраже-
ния (2.3.22) для b(λ) и b∗(λ), вообще говоря, не допускают аналитиче-
ских продолжений с вещественной λ-оси в комплексную плоскость.

Процедуру интегрирования исходного нелинейного уравнения мож-
но сформулировать, используя любое из равенств (2.3.20), (2.3.21).
Дальнейший анализ проведем на примере равенства (2.3.20) и потому
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будем обсуждать свойства лишь двух элементов матрицы перехода a(λ)
и b(λ).

Из формул (2.3.6), (2.3.22) заключаем, что

ϕ±(x,λ = 0) = ϕ0(x, 0) ≡ I; a(λ = 0) = 1. (2.3.23)

Отсюда, вследствие связи

|a(λ)|2 + |b(λ)|2 = 1,

имеем

|b(λ)| < 1, b(λ = 0) = 0. (2.3.24)

В следующем разделе мы вычислим асимптотику функции a(λ) при
|λ| → ∞ и покажем, что

a(λ) = ω0 +O

(
1
|λ|

)
, (2.3.25)

где |ω 0| = 1. Из свойства аналитичности функции a(λ) и ее асимп-
тотического поведения при |λ| → ∞ следует, что нули функции a(λ)
сосредоточены в конечной части полуплоскости Imλ � 0 и могут иметь
точки сгущения разве только на вещественной оси. Для упрощения
дальнейшего исследования предположим, что на вещественной оси
функция a(λ) не имеет нулей, а ее нули в области Imλ > 0 простые.
При сформулированных условиях общее число нулей функции a(λ)
будет конечно.

Пусть λ1, λ2, . . ., λn — полный набор нулей функции a(λ)
(Imλj > 0, j = 1,2,. . .,n). Поскольку a(λ = λj) = 0, из первого ра-
венства (2.3.22) следует, что при λ = λj столбцы ϕ

(1)
− (λj) и ϕ

(2)
+ (λj)

пропорциональны:

ϕ
(1)
− (x, t,λj) = γj(t)ϕ

(2)
+ (x, t,λj) . (2.3.26)

Набор комплекснозначных функций от времени γj(t) (j = 1,2,. . .,n) ха-
рактеризует вспомогательную линейную задачу и будет играть важную
роль в дальнейшем анализе.

Равенство (2.3.26) определяет столбец-решение уравнения (2.3.1)
с экспоненциально убывающей асимптотикой как при x → +∞, так
и при x → −∞ (сформулированное утверждение является следствием
формул (2.2.14), (2.3.6) и условия Imλj > 0). Это означает, что нули
функции a(λ) соответствуют точкам дискретного спектра спектральной
задачи (2.3.1).
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На вещественной оси λ решения Йоста ϕ±(λ) имеют осциллирую-
щие асимптотики. В частности, из (2.3.3) и (2.3.20) находим:

ϕ
(1)
− →

(
1
0

)
exp
(
λ

2i
x
)

при x→ −∞;

ϕ
(1)
− →a(λ)

(
1
0

)
exp
(
λ

2i
x
)

+

+ b(λ)
(
1
0

)
exp
(
− λ

2i
x
)

при x→ +∞.

(2.3.27)

Поэтому вещественные значения λ образуют непрерывный спектр ли-
нейной задачи (2.3.1).

Название «метод задачи рассеяния» пришло из нерелятивистской
квантовой механики, где решения уравнения Шредингера с осциллиру-
ющими асимптотиками, подобными (2.3.27), описывают процесс рассе-
яния микрочастицы на пространственно локализованном потенциале,
а экспоненциально убывающие при |x| → ∞ решения типа (2.3.26) ха-
рактеризуют связанные состояния частицы в этом потенциале. Оказы-
вается, явный вид рассеивающегося потенциала можно восстановить,
если известен набор так называемых данных рассеяния.

В рассматриваемой задаче роль данных рассеяния играют пере-
менные

{λj , γj(t), b(λ, t)} , (2.3.28)

а роль потенциала — распределение намагниченности S(x, t).
С математической точки зрения, с помощью вспомогательной ли-

нейной системы (2.3.1) мы построили отображение

S(x, t)→ {λj , γj(t), b(λ, t)} . (2.3.29)

2.3.4. Эволюция данных рассеяния

Покажем, что в переменных λj , γj , b уравнения Ландау–
Лифшица (2.2.2) изотропного ферромагнетика существенно упроща-
ются.

Уравнение эволюции для матрицы перехода (2.2.23) дает (λ = λ∗):

∂ta(λ, t) = 0, ∂tb(λ, t) = −iλ2b(λ, t). (2.3.30)

В частности, отсюда видно, что при Imλ = 0 коэффициент a(λ) не
зависит от времени. В силу аналитичности функции a(λ) это верно
и при Imλ > 0, откуда следует, что нули λ = λj функции a(λ) также
не зависят от времени: λj = const (j = 1, 2, . . . ,n).



118 Гл. 2. Нелинейная динамика изотропного ферромагнетика

Определим теперь эволюцию коэффициентов перехода γj(t) дис-
кретного спектра. Для этого воспользуемся уравнениями (2.3.2) для
столбцов ϕ(1)

− и ϕ(2)
+ :

∂tϕ
(1)
− = V (λ)ϕ(1)

− + λ2

2i
ϕ

(1)
− ;

∂tϕ
(2)
+ = V (λ)ϕ(2)

+ − λ2

2i
ϕ

(2)
+ .

(2.3.31)

Уравнения (2.3.31) справедливы и при Imλ > 0, а в случае λ = λj

совместны с равенством (2.3.26), только когда

∂tγj = −iλ2
j γj . (2.3.32)

Уравнения (2.3.30), (2.3.32) легко интегрируются. Зависимость от
времени коэффициентов перехода дается простыми формулами:

b(λ, t) = b(λ, 0) exp
(−iλ2t

)
;

γj(t) = γj(0) exp
(−iλ2

jt
)
, j = 1, 2, . . . ,n.

(2.3.33)

Таким образом, в переменных (2.3.28) нелинейные уравнения
Ландау–Лифшица (2.2.2) решаются явно. Значения постоянных ин-
тегрирования λj , γj(t = 0), b(λ, t = 0) можно найти из линейного
уравнения (2.3.1) по заданному начальному распределению намагни-
ченности S(x, t = 0). Для теоретического описания эволюции намагни-
ченности S(x, t) при t > 0 нужно лишь обратить отображение (2.3.29).
В этом и состоит содержание метода обратной задачи рассеяния.

Для построения процедуры обращения нам потребуется информа-
ция об асимптотическом поведении функции a(λ) при |λ| → ∞. Эта
информация полезна также для нахождения бесконечной серии законов
сохранения изотропного ферромагнетика.

2.4. Асимптотика элементов матрицы перехода
при |λ| → ∞. Производящая функция

интегралов движения

Великая Книга природы написана
на языке математики.

Галилео Галилей

Ввиду соотношения

T (λ) = lim
x→+∞ϕ−1

+ (x,λ)ϕ−(x,λ) = lim
x→+∞ϕ−1

0 (x,λ)ϕ−(x,λ) (2.4.1)

получение асимптотического разложения элементов матрицы перехо-
да при |λ| → ∞ сводится к построению разложения функции Йо-
ста ϕ−(x,λ) при |λ| → ∞. Представим ϕ−(x,λ) в виде [9]

ϕ−(x,λ) = (I +W (x,λ)) exp
(
λ

2i
xσ3 + Z(x,λ)

)
, (2.4.2)
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где матрица W (x,λ) антидиагональна, а матрица Z(x,λ) диагональна.
Асимптотические условия (2.3.3) предполагают, что

W (x,λ)→ 0, Z(x,λ)→ 0 при x→ −∞.
Для доказательства справедливости формулы (2.4.2) покажем, что

функции W и Z однозначно определяются дифференциальным уравне-
нием (2.3.1). Подставим разложение (2.4.2) в уравнение (2.3.1) и отде-
лим диагональную и антидиагональную части. В результате получим
систему уравнений:

∂xW +W
(
λ

2i
σ3 + ∂xZ

)
= λ

2i
(S1σ1 + S2σ2 + S3σ3W );

λ

2i
σ3 + ∂xZ = λ

2i
[S3σ3 + (S1σ1 + S2σ2)W ].

(2.4.3)

Покажем, что матрицы W и Z допускают при |λ| → ∞ асимптоти-
ческие представления:

W =
∞∑

n=0

Wn

λn +O
(|λ|−∞); Z =

∞∑
n=0

Zn

λn +O
(|λ|−∞).

Здесь через O
(|λ|−∞) мы обозначили функцию, имеющую исчезающий

асимптотический ряд по степеням λ−1.
Из второго уравнения системы (2.4.3) находим уравнение для вы-

числения W0:
(S1σ1 + S2σ2)W0 = σ3 (1− S3).

Учитывая тождество

(S2σ1 − S1σ2) (S1σ1 + S2σ2) =
(
1− S2

3

)
iσ3,

находим
W0(x) = i [S2(x)σ1 − S1(x)σ2]

1 + S3(x)
. (2.4.4)

После этого второе уравнение системы (2.4.3) сводится к соотноше-
ниям

Zn(x) = − i

2

x∫
−∞

[S1(x′)σ1 + S2(x′)σ2]Wn+1(x′)dx′, (2.4.5)

а первое уравнение после исключения из него ∂xZ и преобразования
слагаемых, содержащих W0, дает рекуррентные соотношения для рас-
чета коэффициентов Wn+1 (n = 0,1,. . .):

Wn+1 = iσ3∂xWn − i

2

n∑
k=1

Wk (S1σ2 − S2σ1)Wn+1−k. (2.4.6)

При n = 0 последняя сумма в (2.4.6) отсутствует.
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Анализ формул (2.4.4), (2.4.6) приводит к заключению, что коэф-
фициенты Wn(x) являются антиэрмитовыми матрицами вида

Wn(x) =
(

0 −w∗
n(x)

wn(x) 0

)
. (2.4.7)

В терминах функций wn(x) рекуррентное соотношение (2.4.6) есть

wn+1(x) = −i ∂xwn(x)−

− 1
2

[S1(x)− iS2(x)]
n∑

k=1

wk(x)wn+1−k(x), n = 0, 1, . . . ;

w0 = S1(x) + iS2(x)

1 + S3(x)
.

(2.4.8)

Из соотношений (2.4.5), (2.4.7) получаем явный вид матриц Zn:

Zn(x) =
(
zn(x) 0

0 z∗n(x)

)
,

zn(x) = − i

2

x∫
−∞

[S1(x′)− iS2(x′)]wn+1(x′)dx′.

Асимптотическое разложение матрицы перехода T (λ) при λ → ∞
получается предельным переходом в соответствии с формулой (2.4.1).
Учитывая, что матрица W (x) исчезает при x → +∞, получаем пред-
ставление

T (λ) = expQ(λ) +O
(|λ|−∞) , (2.4.9)

где диагональная матрица Q(λ) имеет вид

Q(λ) = i
(
q(λ) 0
0 −q∗(λ)

)
, q(λ) =

∞∑
n=0

In

λn ,

In = lim
x→+∞

1
i
zn(x) = −1

2

+∞∫
−∞

[S1(x)− iS2(x)]wn+1(x)dx.

(2.4.10)

Отметим, что свойство диагональности матрицы Q(λ) в разло-
жении (2.4.9) означает, что элемент b(λ) матрицы перехода дает
вклад O

(|λ|−∞) при |λ| → ∞.
Из унимодулярности матрицы T (λ) следует, что

SpQ(λ) = i (q(λ)− q∗(λ)) = 0.

Поэтому величины q(λ) в (2.4.10) и, следовательно, коэффициенты In
вещественны.
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Итак, мы показали, что при |λ| → ∞ справедливо разложение

1
i
ln a(λ) =

∞∑
n=0

In

λn , (2.4.11)

где вещественные функционалы In даются формулами (2.4.8), (2.4.10)
и, ввиду независимости коэффициента a(λ) от времени, являются ин-
тегралами движения для модели изотропного ферромагнетика. В этом
смысле функция a(λ) является производящей функцией бесконечной
серии локальных законов сохранения.

Первые из законов сохранения после простых преобразований сов-
падают с полевым импульсом P и энергией E изотропного ферромаг-
нетика:

P = −2I0 =
∫ (

S1 ∂xS2 − S2 ∂xS1

1 + S3

)
dx;

E = −2I1 = 1
2

∫
(∂xS)2 dx.

(2.4.12)

Непосредственно из формы записи уравнения Ландау–Лифшица
для изотропного ферромагнетика,

∂tS = ∂x [S× ∂xS] , S2 = 1,

вытекает, что компоненты полного спина также будут интегралами
движения. Однако эти законы сохранения не содержатся в семей-
стве {In}. Покажем, что наиболее важный из указанных интегра-
лов, определяющий при квазиклассическом квантовании модели число
«спиновых отклонений» [60]:

N =
+∞∫
−∞

(1− S3(x)) dx,

выражается через производную по λ от функции a(λ).
Для этого вновь рассмотрим функцию

θ(x,λ) = ϕ−1
0 (x,λ)ϕ−(x,λ),

предел которой при x→ +∞ дает матрицу перехода T (λ) (см. (2.4.1)).
Матричная функция θ(x,λ) является решением дифференциального
уравнения

∂xθ = − λ
2i
σ3 θ + ϕ−1

0
λ

2i
S ϕ0 θ (2.4.13)

с асимптотическим условием

θ(x,λ)→ I при x→ −∞.
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Продифференцируем уравнение (2.4.13) по λ и положим λ = 0.
Поскольку

ϕ−(x,λ = 0) = ϕ0(x,λ = 0) = I

(см. (2.3.23)), для матричной функции n(x) = ∂λθ(x,λ)
⏐⏐

λ=0 получаем
уравнение

∂xn = 1
2i

(S − σ3)

с асимптотическим поведением n(x)→ 0 при x→ −∞, решение кото-
рого имеет вид

n(x) = 1
2i

x∫
−∞

[S(x′)− σ3] dx′. (2.4.14)

Из (2.4.14) предельным переходом x → +∞ в соответствии с форму-
лой (2.4.1) находим:

∂λT (λ)
⏐⏐⏐

λ=0
= 1

2i

+∞∫
−∞

[S(x)− σ3] dx.

Отсюда имеем значение искомого интеграла движения:

N = −2 i ∂λa(λ)
⏐⏐⏐

λ=0
. (2.4.15)

В следующем параграфе покажем, что явный вид функции a(λ)
полностью определяется ее нулями λj (j = 1,2,. . .,n) и величиной b(λ).
Это позволит уточнить значения интегралов движения для изотропного
ферромагнетика.

2.5. Дисперсионные соотношения. Связь результатов
квазиклассической модели с квантовыми состояниями

изотропной цепочки спинов

Важнее обнаружить красоту в запи-
сываемых уравнениях, чем увидеть, что
уравнения согласуются с опытом.

П.А.М. Дирак

Покажем, что аналитичность функции a(λ) и соотношение нор-
мировки a(λ = 0) = 1 (2.3.23) позволяют выразить коэффициент a(λ)
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через его нули, если таковые имеются, и функцию b(λ). А именно, при
Imλ > 0 справедливо соотношение

a(λ) = ω0

n∏
j=1

λ− λj

λ− λ∗
j

exp

⎛⎝ 1
2πi

+∞∫
−∞

ln
(
1− |b(μ)|2

)
μ− λ

dμ

⎞⎠,

ω0(λ) =
n∏

j=1

λ∗
j

λj
exp

⎛⎝− 1
2πi

+∞∫
−∞

ln
(
1− |b(μ)|2

)
μ

dμ

⎞⎠,

(2.5.1)

которое допускает переход на вещественную λ-ось по правилу (форму-
ла Сохоцкого–Племеля)

1
μ− λ

→ 1
μ− λ− i 0

= V. p. 1
μ− λ

+ πi δ(μ− λ). (2.5.2)

Буквы «V. p.» в формуле (2.5.2) указывают на то, что интегрирование
по переменной μ сингулярного слагаемого должно осуществляться
в смысле главного значения Коши.

Для доказательства представления (2.5.1) рассмотрим аналитиче-
скую в области Imλ � 0 функцию

ã(λ) = ω−1
0 a(λ)

n∏
j=1

λ− λ∗
j

λ− λj
,

где численный множитель ω0 (|ω0| = 1) введен для того, чтобы функ-
ция ã(λ) имела асимптотическое поведение (см. (2.3.25)):

ã(λ) = 1 +O
(
1
λ

)
при |λ| → ∞.

В силу своего определения, функция ã(λ) уже не имеет нулей в об-
ласти Imλ � 0. На вещественной оси ее модуль выражается через
функцию b(λ):

|ã(λ)|2 = |a(λ)|2 = 1− |b(λ)|2 .
Рассмотрим функцию η(λ) = ln ã(λ), которая также аналитична при

Imλ > 0, исчезает при |λ| → ∞ и, ввиду предполагаемого отсутствия
нулей у функции a(λ) на вещественной λ-оси, непрерывна вплоть до
вещественной оси. Пусть λ лежит на вещественной оси, тогда функция
η(μ)/(μ − λ) будет аналитической функцией по переменной μ внутри
контура Γ, представленного на рис. 2.1. Тогда по теореме Коши

∫

Γ

η(μ)

μ− λ
dμ = 0. (2.5.3)
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Из-за быстрого убывания функции η(μ) при |μ| → ∞ интеграл по
полуокружности CR радиуса R обращается в нуль в пределе R → ∞.
Вследствие этого левая часть формулы (2.5.3) содержит два слагаемых:
а) интеграл в смысле главного значения по вещественной μ-оси, исклю-
чающий окрестность точки μ = λ, б) интеграл по малой полуокруж-
ности Cδ радиуса δ, обходящей точку μ = λ в верхней полуплоскости
Imμ > 0. Вводя при интегрировании по дуге Cδ новую переменную

Рис. 2.1. Контур Γ, включающий часть вещественной оси и полуокружности
CR и Cδ

μ− λ = δ exp(iϕ) (0 � ϕ � π), нетрудно показать, что в пределе R→∞,
δ → 0 формула (2.5.3) дает

V. p.
+∞∫
−∞

η(μ)

μ− λ
dμ− π i η(λ) = 0. (2.5.4)

Равенство (2.5.4) позволяет связать вещественную и мнимую части
функции η(λ):

Im η(λ) = − 1
π

V. p.
+∞∫
−∞

Re η(μ)

μ− λ
dμ. (2.5.5)

Используя формулу Сохоцкого–Племеля (2.5.2), дисперсионное соот-
ношение (2.5.5) можно переписать в форме

η(λ) = Re η(λ) + i Im η(λ) = 1
πi

+∞∫
−∞

Re η(μ)

μ− λ− i 0
dμ,

которая допускает аналитическое продолжение с вещественной λ-оси
в верхнюю полуплоскость:

η(λ) = 1
πi

+∞∫
−∞

Re η(μ)

μ− λ
dμ, Imλ > 0. (2.5.6)
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Представление (2.5.1) теперь следует из (2.5.6), очевидного соотно-
шения

Re η(μ) = |ln ã(μ)| = 1
2

ln(1− |b(μ)|2)

и условия нормировки a(λ = 0) = 1.
Воспользуемся представлением (2.5.1) для более детального анали-

за основных интегралов движения изотропного ферромагнетика: поле-
вого импульса P , энергии E и «числа спиновых отклонений» N . Явные
выражения для них следуют из формул (2.4.11), (2.4.12), (2.4.15),
(2.5.1):

N =
+∞∫
−∞

ρ(λ)dλ+
n∑

j=1

ρj ;

P =
+∞∫
−∞

λ ρ(λ)dλ− 4
n∑

j=1

arctgρj

sj
;

E =
+∞∫
−∞

λ2ρ(λ)dλ+ 16
n∑

j=1

ρj

s2j + ρ2j
.

(2.5.7)

Здесь введены обозначения

ρ(λ) = − 1

πλ2
ln
(
1− |b(λ)|2

)
,

sj = −4Reλj

|λj |2
, ρj = 4Imλj

|λj |2
,

которые, как увидим далее, позволяют полнее вскрыть физический
смысл приведенного результата.

Прежде всего отметим, что правые части формул (2.5.7) пред-
ставляют суммы двух независимых типов коллективных возбуждений
системы.

Первые слагаемые в формулах (2.5.7) описывают пакеты мод непре-
рывного спектра спиновых волн с плотностью ρ(λ). В силу неравенства
|b(λ)| < 1 и равенства |b(λ = 0)| = 0 (2.3.24), плотность ρ(λ) неотри-
цательна и несингулярна. Каждому значению λ непрерывного спектра
задачи рассеяния соответствует квазичастица («магнон») с импульсом
p = λ и частотой (энергией) ω = λ2. Таким образом, импульс и энергия
магнона удовлетворяют дисперсионному соотношению

ω(p) = p2.

Далее мы покажем, что вторые слагаемые в формулах (2.5.7), свя-
занные с дискретным спектром задачи рассеяния, описывают вклады
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от частицеподобных волн намагниченности — солитонов. Импульс от-
дельного солитона имеет вид

P1 = −4 arctgρ1
s1

и меняется в пределах |P1| � 2π. Его энергия дается формулой

E1 = 16ρ1
s21 + ρ21

,

которую полезно переписать в терминах полного импульса солитона P1
и числа связанных с ним спиновых отклонений N1 = ρ1:

E1 = 16
N1

sin2 P1

4
. (2.5.8)

Напомним, что задолго до появления теории солитонов Бете развил
последовательную квантово-механическую теорию возбуждений изо-
тропной ферромагнитной цепочки спинов S = 1/2 с взаимодействием
между ближайшими соседями [45]. Он нашел все состояния системы
с одномерным гамильтонианом

Ĥ = −J
2

∑
l

(σ̂l · σ̂l+1),

где σ̂l = (σx
l ,σ

y
l ,σ

z
l ) — операторы Паули, действующие на l-м узле

цепочки спинов, J > 0 — обменная постоянная. Кроме состояний,
которые могут быть представлены в виде суперпозиции независимых
спиновых волн, Бете предсказал так называемые спиновые комплексы.
Их энергия лежит вне непрерывного спектра спиновых волн. Каждый
спиновой комплекс перемещается вдоль ферромагнитной цепочки как
единое целое с вполне определенной энергией E1 и полным импульсом
P1, между которыми существует связь. Замечательно, что кванто-
вый результат Бете с точностью до обозначений совпадает с форму-
лой (2.5.8), где параметр N1 характеризует полное число магнонов
в комплексе (число перевернутых спинов в цепочке с параллельными
спинами). Бете установил, что энергия комплекса из N1 связанных
магнонов меньше энергии N1 свободных магнонов с тем же суммарным
импульсом. Таким образом, Бете на квантовом языке описал локализо-
ванные спиновые возбуждения, которые в квазиклассическом подходе
(при N1 � 1) соответствуют магнитным солитонам. Ряд других дина-
мических магнитных солитонов также удается интерпретировать как
связанные состояния большого числа магнонов [60].

Дискретные солитонные моды изотропного ферромагнетика при
сгущении точек λj (j = 1,2,. . .,n; Imλj > 0) к вещественной λ-оси
переходят в непрерывные (спин-волновые) моды. При этом закон дис-
персии магнитных солитонов (2.5.8) переходит в закон дисперсии N1
невзаимодействующих магнонов с квазиимпульсом p при естественной
линеаризации формулы (2.5.8) и условии P1 = N1p.
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Из всех услуг, которые могут быть
оказаны науке, введение новых идей —
самая важная.

Дж. Дж. Томпсон

В этом разделе мы изложим формализм Гельфанда–Левитана–
Марченко, который позволяет вернуться от обобщенных координат
{λj , γj(t), b(λ, t)} к распределению намагниченности S(x, t) изотроп-
ного ферромагнетика. Метод обращения основан на использовании
аналитических свойств функций ϕ±(λ) и элементов матрицы перехо-
да T (λ).

Для формулировки метода обратной задачи воспользуемся соотно-
шением (2.3.20), которое запишем в виде

ϕ(1)
− (x,λ)

λa(λ)
=
ϕ(1)

+ (x,λ)

λ
+ r(λ)

λ
ϕ

(2)
+ (x,λ), (2.6.1)

где r(λ) = b(λ)/a(λ).
Умножим равенство (2.6.1) на exp

(
− λ

2i
y
)
, подставим в него вместо

функций ϕ
(1)
+ и ϕ

(2)
+ их интегральные представления (2.3.6) и перепи-

шем результат в форме, удобной для дальнейшего анализа:

ϕ(1)
− (x,λ) exp(iλ y/2)

λa(λ)
− 1
λ

(
1
0

)
exp
(
λ i

2
(y − x)

)
=

= 1
2 i

+∞∫
x

(
α+(x, z)
β+(x, z)

)
exp
(
λ i

2
(y − z)

)
dz+

+ r(λ)

λ

⎡⎣(0
1

)
exp
(
λ i

2
(y + x)

)
+

+ λ

2 i

+∞∫
x

(
β∗

+(x, z)
−α∗

+(x, z)

)
exp
(
λ i

2
(y + z)

)
dz

⎤⎦. (2.6.2)

Пусть y > x, тогда левая часть формулы (2.6.2) аналитически про-
должается с вещественной оси в верхнюю полуплоскость комплексного
параметра λ, за исключением точек λ = λj (j = 1,2,. . .,n), где она имеет
простые полюсы (a(λj) = 0). Вследствие формул (2.3.23), (2.3.24),
левая и правая части равенства (2.6.2) регулярны в точке λ = 0.

Проинтегрируем равенство (2.6.2) по вещественной λ-оси. Согласно
результатам разд. 2.4, левая часть равенства (2.6.2) достаточно быстро
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стремится к нулю при |λ| → ∞, поэтому интеграл от нее может быть
вычислен с помощью леммы Жордана. Учитывая соотношение (2.3.26):

ϕ
(1)
− (x,λj) = γj ϕ

(2)
+ (x,λj)

и интегральное представление (2.3.19) для вектора-столбца ϕ
(2)
+ , по-

лучим

+∞∫
−∞

[
ϕ(1)

− (x,λ) exp(λ i y/2)
λ a(λ)

− 1
λ

(
1
0

)
exp
(
λ i

2
(y − x)

)]
dλ =

= 2πi
n∑

j=1

res
λ=λj

[
ϕ(1)

− (x,λ)

λa(λ)
exp
(
λi

2
y
)]

=

= 2πi
n∑

j=1

mj

λj
ϕ

(2)
+ (x,λj) exp

(
iλj

2
y
)

=

= 2πi
n∑

j=1

mj

λj
exp
(

iλj

2
y
)⎡⎣(0

1

)
exp
(

iλj

2
x
)

+

+λj

2i

+∞∫
x

(
β∗

+(x, z)
−α∗

+(x, z)

)
exp
(

iλj

2
z
)

dz

⎤⎦,
где

mj = γj [∂λa(λ)]−1
⏐⏐⏐

λ=λj

.

При интегрировании по λ правой части равенства (2.6.2) используем
формулу

+∞∫
−∞

exp
(
λi

2
(y − x)

)
dλ = 4π δ(y − x).

Объединяя результаты вычислений, находим(
α+(x, y, t)
β+(x, y, t)

)
−
(

0
k(x+ y, t)

)
+

+
+∞∫
x

(
β∗

+ (x, z, t)
−α∗

+(x, z, t)

)
∂yk(z + y, t) dz = 0, (2.6.3)

где функция k(x, t) есть

k(x, t) = 1
2πi

+∞∫
−∞

r(λ, t)
λ

exp
(

iλ

2
x
)

dλ−
n∑

j=1

mj(t)

λj
exp
(

iλj

2
x
)
.
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Уравнения (2.6.3) и комплексно сопряженные им образуют замк-
нутую систему интегральных уравнений, определяющую функции
α+(x, y, t), α∗

+(x, y, t), β+(x, y, t), β∗
+(x, y, t). Учитывая явный вид мат-

рицы Γ+(x, y, t) (2.3.13),

Γ+ =
(
α+ β∗

+
β+ −α∗

+

)
,

представим указанную систему в форме уравнения для матричной
функции Γ+:

Γ+(x, y, t) + σ3K(x+ y, t) +
+∞∫
x

Γ+(x, z, t) ∂yK(z + y, t) dz = 0, (2.6.4)

где

K(x, t) =
(

0 −k∗(x, t)
k(x, t) 0

)
.

По известному набору обобщенных координат {λj , γj(t), b(λ, t)}
уравнение (2.6.4) позволяет восстановить вид матрицы Γ+(x, y, t). Этот
результат важен потому, что наличие связи (2.3.18) между функциями
S(x, t) и Γ+(x,x, t) открывает возможность подробного теоретического
описания нелинейной динамики изотропного ферромагнетика.

Систему (2.6.4) называют уравнениями Гельфанда–Левитана–Мар-
ченко для правого конца. Аналогичным образом, с помощью равенства
(2.3.21), можно вывести интегральные уравнения, определяющие мат-
рицу Γ−(x, y, t). В этих уравнениях интегрирование по переменной z
производится от −∞ до x, поэтому их называют уравнениями Гель-
фанда–Левитана–Марченко для левого конца. Отметим, что при реше-
нии обратной задачи по изложенной схеме, вообще говоря, необходимо
использовать обе системы интегральных уравнений для левого и правого
концов. Первая из них позволяет теоретически описать распределение
намагниченности в окрестности −∞, а вторая — в окрестности +∞.
Утверждение о совпадении распределений намагниченности, вычислен-
ных двумя разными способами, требует специального доказательства
[9], которое мы приводить не будем.

Изложенный способ решения начальной задачи для уравнения
Ландау–Лифшица (2.2.2) можно изобразить в виде диаграммы:

S(x,t = 0) F−→ {λj , γj(t = 0), b(λ, t = 0)};
τ1 ↓ ↓ τ2

S(x, t) F−1←− {λj , γj(t), b(λ, t)}.
(2.6.5)

Здесь отображение F представляет собой нелинейную замену перемен-
ных, линеаризующую уравнение Ландау–Лифшица (2.2.2) изотропного



130 Гл. 2. Нелинейная динамика изотропного ферромагнетика

ферромагнетика, отображение τ1 дает сдвиг по времени t согласно
исходному нелинейному уравнению (2.2.2), а отображение τ2 — сдвиг
по t, задаваемый явными формулами (2.3.33).

Поучительно рассмотреть отображение F для линеаризованной за-
дачи, когда распределение намагниченности имеет вид

S(x, t) ≈ S̃(x, t) = (S̃1(x, t), S̃2(x, t), 1), |S̃α| � 1, α = 1, 2,

а уравнение Ландау–Лифшица упрощается:

∂tS̃ =
[
n× ∂2

xS̃
]
, (2.6.6)

где n = (0, 0, 1).
Из интегрального уравнения (2.3.4) для решения Йоста ϕ−(x,λ)

в линейном по S̃α приближении имеем:

ϕ−(x,λ) ∼= ϕ0(x,λ)+

+ λ

2i

x∫
−∞

ϕ0(x− y,λ)
[
S̃1(y)σ1 + S̃2(y)σ2

]
ϕ0(y,λ)dy =

= ϕ0(x,λ)

⎡⎣I + λ

2i

x∫
−∞

[
S̃1(y)σ1 + S̃2(y)σ2

]
ϕ0(2y,λ) dy

⎤⎦. (2.6.7)

Здесь мы воспользовались тождеством

exp(βσ3)σα = σα exp(−βσ3) (α = 1, 2).

Формулы (2.4.1), (2.6.7) дают элементы матрицы перехода

a(λ) ∼= 1, b(λ, t) ∼= λ

2i

+∞∫
−∞

[
S̃1(x, t) + i S̃2(x, t)

]
exp(−iλx) dx.

Мы видим, что для линеаризованной задачи (2.6.6) дискретный
спектр пропадает, а отображение F сводится к обычному преобра-
зованию Фурье. Временная динамика коэффициента b(λ), задаваемая
формулой (2.3.33), очевидным образом совпадает с динамикой преоб-
разования Фурье функции S̃(x, t), удовлетворяющей уравнению (2.6.6).

Приведенные соображения позволяют в общем случае интерпрети-
ровать отображение F как нелинейный аналог преобразования Фурье.
При этом схема интегрирования уравнений Ландау–Лифшица изотроп-
ного ферромагнетика методом обратной задачи — диаграмма (2.6.5) —
представляет собой нелинейный аналог метода Фурье.
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Абстрактные представления явля-
ются весьма полезными вспомогатель-
ными средствами, а иногда без них по-
чти невозможно обойтись. Однако ни-
когда не следует забывать, что они не
обладают никакой физической реально-
стью. Физической реальностью облада-
ют только исключительно перемещения
локализованных элементов с течением
времени.

Луи де Бройль

Изложенный формализм дает полное решение задачи Коши для урав-
нения Ландау–Лифшица изотропного ферромагнетика (2.2.2), т. е. поз-
воляет описать эволюцию начального распределения намагниченности.
В то же время в его рамках открывается и другая возможность.
А именно, широкие классы частных решений уравнения Ландау–
Лифшица (2.2.2) можно выделить и полностью изучить путем подходя-
щего выбора начальных значений обобщенных координат {λj , γj , b(λ)}.
Среди множества точных решений интегрируемых моделей особое ме-
сто занимают солитонные решения, которые в рассматриваемой модели
ферромагнетика отвечают случаю

b(λ, t = 0) = b(λ, t) = 0. (2.7.1)

Отметим, что отношение коэффициентов перехода b(λ)/a(λ) играет
роль коэффициента отражения в теории рассеяния для вспомогатель-
ной линейной задачи. Такая трактовка следует из вида асимптотик
функции ϕ

(1)
− (x,λ) (2.3.27). Поэтому случай (2.7.1) и все его ха-

рактеристики принято называть безотражательными. Важно, что при
таких данных рассеяния уравнения Гельфанда–Левитана–Марченко
(2.6.4) сводятся к линейным алгебраическим уравнениям и решают-
ся явно.

В качестве примера рассмотрим односолитонное состояние (n = 1).
Для него коэффициент a(λ) имеет один нуль λ = λ1 (Imλ1 > 0),
и потому дискретный спектр вспомогательной линейной задачи (2.3.1)
характеризуется одним коэффициентом перехода:

γ1(t) = γ1(t = 0) exp(−iλ2
1t).

При b = 0 ядро интегрального уравнения (2.6.4) оказывается вы-
рожденным:

k(z + y, t) = −m1(t)

λ1
exp
(

iλ1

2
z
)

exp
(

iλ1

2
y
)
,
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где

m1(t) = m0 exp
(−iλ 2

1t
)
, m0 = γ1 (t = 0) [∂λa(λ)]−1

⏐⏐⏐
λ=λ1

.

Как известно из теории интегральных уравнений, в этом случае функ-
ции α+(x, y, t), β+(x, y, t) следует искать в виде

α+(x, y, t) = a(x, t) exp
(

iλ1y

2

)
,

β+(x, y, t) = b(x, t) exp
(

iλ1y

2

)
.

(2.7.2)

После подстановки формул (2.7.2) в уравнение (2.6.4) все интегрирова-
ния выполняются явно. Матричное интегральное уравнение (2.6.4) сво-
дится к алгебраической системе для величин a, b, a∗, b∗, которая дает:

a(x, t) = |m1(t)|2
λ∗

1 (λ1 − λ∗
1 )Δ

exp
(
− iλ∗

1x

2
+ i

2
(λ1 − λ∗1)x

)
,

b(x, t) = −m1(t)

λ1Δ
exp
(

iλ1x

2

)
,

где

Δ = 1 +
∣∣∣ m1(t)

λ1 − λ∗
1

∣∣∣2 exp(i(λ1 − λ∗1)x).
Используя этот результат, вычислим матрицу I − Γ+(x,λ)σ3:

I − Γ+(x,x, t)σ3 =
(
A(x, t) B∗(x, t)
−B(x, t) A∗(x, t)

)
;

A(x, t) = 1
Δ

[
1 +
∣∣∣ m1(t)

λ1 − λ∗
1

∣∣∣2 λ1

λ∗
1

exp(i(λ1 − λ∗1)x)
]
,

B(x, t) = −m1(t)

λ1Δ
exp(iλ1x).

После этого из формулы (2.3.18) получим аналитическое выражение
для решения уравнения Ландау–Лифшица (2.2.2):

S3(x, t) = |A(x, t)|2 − |B(x, t)|2 = 1− 2|B(x, t)|2,
S+(x, t) ≡ S1(x, t) + iS2(x, t) = −2A∗(x, t)B(x, t).

(2.7.3)

Вводя вещественные параметры u, v и обозначения

λ1 = v

2
+ iu

2
(u > 0), x0 = 2

u
ln
( |m0|

u

)
, α0 = arg m0

(v + iu)2
,
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запишем решение (2.7.3) в явном виде:

S3(x, t) = 1− 2u2

(u2 + v2) ch2[u (x− vt− x0)/2]
,

S1(x, t) + iS2(x, t) = 2u exp[i (α0 + v x/2 + (u2 − v2) t/4)]

(u2 + v2) ch2[u (x− vt− x0)/2]
×

×
[
iu sh

(
u

2
(x− vt− x0)

)
+ v ch

(
u

2
(x− vt− x0)

)]
.

(2.7.4)

Эти формулы показывают, что решение S(x, t) представляет собой
уединенную волну, локализованную в области с характерным разме-
ром ∼ u−1 с центром в точке

x(t) = x0 + v t,

которая движется с постоянной скоростью v (см. рис. 2.2). Волна имеет
конечную энергию и, более того, значения всех интегралов движе-
ния (2.4.11) на решении (2.7.4) конечны. По установившейся традиции
волны с такими свойствами называют солитонами в строгом значении
этого термина, хотя в физической литературе под солитоном чаще
подразумевают любое частицеподобное решение, т. е. локализованное
решение с конечной энергией.

Рис. 2.2. Компонента S3 прецессионного солитона в ферромагнетике

Магнитное возбуждение (2.7.4) не только движется поступательно,
но и осиллирует, так как по области локализации солитона пробегает
малоамплитудная волна прецессии вектора S вокруг оси Ox3 с вол-
новым вектором k = v/2 и частотой ω = (u2 − v2)/4 (в лабораторной
системе координат). Волна зарождается у одного края солитона и исче-
зает у противоположного. В системе координат, связанной с солитоном,
частота прецессии ω′ = ω + kv = (u2 + v2)/4 всегда положительна.
Отсутствие симметрии выражения для частоты ω′ относительно точ-
ки ω′ = 0 связано с выбором вполне определенного основного состоя-
ния M =M0(0, 0,−1), прецессия вектора намагниченности M = −M0 S
вокруг которого в разных направлениях физически не эквивалентна.
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Континуальное приближение справедливо, когда в исходных раз-
мерных переменных длина малоамплитудной волны и ширина солитона
больше постоянной решетки a. Отсюда получаем ограничение на пара-
метры решения (2.7.4):

v2,u2 < α/a2,

где α — постоянная обменного взаимодействия.
Мультисолитонные решения уравнений нелинейной динамики изо-

тропного ферромагнетика (2.2.2) описывают упругие парные столкно-
вения n > 1 солитонов типа (2.7.4). Процессы столкновения солито-
нов проще всего теоретически описать в рамках метода «одевания»
Захарова–Шабата, к изложению которого мы и переходим.

2.8. Матричная задача Римана

Корни всякого открытия лежат да-
леко в глубине прошлого, и, как вол-
ны, бьющие с разбега на берег, много
раз плещется человеческая мысль около
подготавливаемого открытия, пока не
придет девятый вал.

В.И. Вернадский

В этом разделе мы покажем, что в основе изложенной схемы ин-
тегрирования уравнения нелинейной динамики изотропного ферромаг-
нетика лежит классическая матричная задача Римана теории функций
комплексной переменной.

Напомним, что исходным пунктом метода обратной задачи рассея-
ния была связь матричных решений Йоста при вещественных значени-
ях спектрального параметра λ:

ϕ−(x,λ) = ϕ+(x,λ)T (λ),

T (λ) =
(
a(λ) −b∗(λ)
b(λ) a∗(λ)

)
(2.8.1)

и свойства аналитичности по параметру λ функций ϕ±(λ) и T (λ).
Для более полного выявления роли аналитических свойств, введем
матричные функции

F+(x,λ) = 1
a(λ)

(
ϕ

(1)
− (x,λ), ϕ(2)

+ (x,λ)
)
,

F−(x,λ) =
(
ϕ

(1)
+ (x,λ), ϕ(2)

− (x,λ)
)
,

которые являются решениями вспомогательной линейной задачи (2.3.1)
и аналитически продолжаются с вещественной λ-оси в верхнюю и ниж-
нюю полуплоскости соответственно.
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Матричное соотношение (2.8.1) равносильно связям между векто-
рами-столбцами:

ϕ
(1)
− (x,λ) = a(λ)ϕ(1)

+ (x,λ) + b(λ)ϕ(2)
+ (x,λ),

ϕ
(2)
− (x,λ) = −b∗(λ)ϕ(1)

+ (x,λ) + a∗(λ)ϕ(2)
+ (x,λ).

(2.8.2)

Поскольку матрица, обратная по отношению к T (λ), имеет вид

T−1(λ) =
(
a∗(λ) b∗(λ)
−b(λ) a(λ)

)
,

наряду с (2.8.2) справедливы равенства:

ϕ
(1)
+ (x,λ) = a∗(λ)ϕ(1)

− (x,λ)− b(λ)ϕ(2)
− (x,λ),

ϕ
(2)
+ (x,λ) = b∗(λ)ϕ(1)

− (x,λ) + a(λ)ϕ(2)
− (x,λ).

(2.8.3)

С помощью формул (2.8.2), (2.8.3) и связи (2.8.1) матричные функции
F±(x,λ) при вещественных λ записываются следующим образом:

F+(x,λ) = 1
a(λ)

ϕ+(x,λ)M++(λ) = 1
a(λ)

ϕ−(x,λ)M−+(λ);

F−(x,λ) = ϕ+(x,λ)M+−(λ) = ϕ−(x,λ)M−−(λ),
(2.8.4)

где матрицы M±±(λ) имеют специальный треугольный вид:

M++(λ) =
(
a(λ) 0
b(λ) 1

)
, M−+(λ) =

(
1 b∗(λ)
0 a(λ)

)
,

M+−(λ) =
(
1 −b∗(λ)
0 a∗(λ)

)
, M−−(λ) =

(
a∗(λ) 0
−b(λ) 1

)
.

(2.8.5)

Формулы (2.8.4) и (2.8.1) совместны только тогда, когда справедли-
вы две эквивалентные факторизации матрицы перехода:

T (λ) = M+−(λ)M−1
−−(λ) = M++(λ)M−1

−+(λ).

Треугольный вид матриц M±±(λ) позволяет однозначно их восстано-
вить по заданной унимодулярной матрице T (λ).

В терминах матриц F±(x,λ) соотношение (2.8.1), как следует из
равенств (2.8.4), приобретает вид

F−(x,λ) = F+(x,λ)G0(λ), (2.8.6)

где

G0(λ) = a(λ)M−1
++(λ)M+−(λ) =

= a(λ)M−1
−+(λ)M−−(λ) =

(
1 −b∗(λ)

−b(λ) 1

)
. (2.8.7)
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При вещественных значениях λ матрица G0(λ) эрмитова:

G†
0(λ) = G0(λ).

Учитывая унимодулярность матриц ϕ±(x,λ), из соотношений
(2.8.4) находим при вещественных значениях λ:

detF−1
+ (x,λ) = a(λ), detF−(x,λ) = a∗(λ). (2.8.8)

С вещественной оси эти соотношения могут быть продолжены в верх-
нюю и нижнюю полуплоскости комплексной переменной λ.

Из формул (2.8.8) следует, что матричные функции F−1
+ (λ) и F−(λ)

не имеют сингулярностей в областях своей аналитичности. Единствен-
ными их особенностями могут быть только нули коэффициентов a(λ)
и a∗(λ∗).

Напомним, что вещественный параметр λ имеет смысл квазиим-
пульса магнона. При большом квазиимпульсе (при |λ| → ∞) магнон
«не чувствует рассеивающего потенциала S(x, t)». Это подтверждается
асимптотическим поведением функций F±(x,λ) при |λ| → ∞, |x| → ∞.
Согласно формулам (2.8.4) и результатам разд. 2.4 по исследованию
асимптотического поведения функции ϕ−(x,λ) при больших значени-
ях |λ|, имеем

F−(x,λ) ∼ F+(x,λ) ∼ ϕ0(x,λ) = exp
(
λ

2i
xσ3

)
при |λ| → ∞, |x| → ∞. Выделим из матриц F+(x,λ) и F−(x,λ) эти
асимптотики и введем новые матричные функции

G−(x,λ) = F−(x,λ)ϕ−1
0 (x,λ),

G+(x,λ) = ϕ0(x,λ)F−1
+ (x,λ),

(2.8.9)

которые также аналитически продолжаются с вещественной λ-оси
в верхнюю и нижнюю полуплоскости комплексной переменной λ.

Из (2.8.6), (2.8.9) получаем равенство, справедливое на веществен-
ной λ-оси:

G+(x,λ)G−(x,λ) = G(x,λ), (2.8.10)

где
G(x,λ) = ϕ0(x,λ)G0(λ)ϕ−1

0 (x,λ). (2.8.11)

Соотношение (2.8.10) показывает, что центральную роль в форму-
лировке метода интегрирования уравнений Ландау–Лифшица изотроп-
ного ферромагнетика (2.2.2) играет одна из классических задач теории
функций комплексного переменного, известная как задача Римана.
В общем случае она формулируется следующим образом.

Пусть на плоскости комплексного переменного λ задан замкнутый
контур Γ, возможно проходящий через бесконечно удаленную точку,
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и пусть на нем задана матричная функция G(λ). Требуется построить
матричную функцию G+(λ), аналитическую внутри контура Γ, и мат-
ричную функцию G−(λ), аналитическую вне контура, причем на самом
контуре G+(λ) и G−(λ) должны задавать факторизацию матрицы G(λ):

G+(λ)G−(λ) = G(λ), λ ∈ Γ. (2.8.12)

Для модели изотропного ферромагнетика в качестве контура вы-
ступает вещественная ось:

Γ = {λ : Imλ = 0, −∞ < Reλ <∞} .
Переменные x, t играют роль параметров.

Очевидно, что решение задачи Римана не единственно. Так, если
G+(λ) и G−(λ) — некоторое решение, а g — произвольная невырож-
денная матричная функция, не зависящая от λ, то пара матричных
функций G+(λ)g, g−1G−(λ) также будет решением задачи Римана
(2.8.12) с той же функцией G(λ). Неоднозначность можно устранить,
задав значение одной из функций G+(λ), G−(λ) в некоторой точке
из области аналитичности. Разным выборам этой точки и разным
значениям функции отвечают разные нормировки задачи Римана. Чаще
всего используется нормировка на единичную матрицу в бесконечно
удаленной точке. Такую нормировку называют канонической. Выбор
канонической нормировки не всегда возможен, так как должен быть
согласован с видом вспомогательной линейной системы для интегриру-
емой модели. В частности, для изотропного ферромагнетика, согласно
полученным ранее результатам, имеем:

b(λ = 0) = 0, a(λ = 0) = 1;
ϕ±(x,λ = 0) = ϕ0(x,λ = 0) = I.

Поэтому задачу Римана (2.8.10) естественно нормировать не в точке
λ =∞, а в точке λ = 0:

G±(x, t,λ = 0) = G(x, t,λ = 0) = I. (2.8.13)

Нормировка (2.8.13) согласована как со вспомогательной линейной
системой (2.3.1), (2.3.2), так и с равенством (2.8.10).

Отметим, что при рассмотрении конкретных задач на решения
G±(λ) задачи Римана (2.8.12) могут накладываться дополнительные
ограничения — редукции. В случае изотропного ферромагнетика такой
редукцией является связь между функциями G+(λ) и G−(λ) на веще-
ственной λ-оси:

G+(λ) = G†
−(λ), (2.8.14)

которая продолжается в области аналитичности функций G±(λ):

G+(λ) = G†
−(λ∗), Imλ > 0. (2.8.15)
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Редукция (2.8.14) является следствием формул (2.3.11), (2.3.17),
(2.8.4), (2.8.9). Однако проще всего ее доказать, заметив, что в силу
антиэрмитовости матриц U(λ) и V (λ) (2.2.10) на вещественной λ-оси:

V †(λ) = −V (λ), U†(λ) = −U(λ),

дифференциальные уравнения для функций ϕ−1
± (x, t,λ) (2.2.21),

(2.2.22) совпадают с дифференциальными уравнениями для функ-
ций ϕ†

±(x, t,λ) при вещественных значениях λ точно так же, как
совпадают соответствующие им асимптотические условия при x→±∞:

ϕ†
0(x,λ) = ϕ−1

0 (x,λ).

По теореме единственности решений дифференциальных уравнений
для функций ϕ−1

± (x, t,λ) и ϕ†
±(x, t,λ) это означает, что на веществен-

ной λ-оси
ϕ−1
± (x, t,λ) = ϕ†

±(x, t,λ).

С учетом формул (2.8.4), (2.8.9), отсюда сразу следует равенство
(2.8.14).

Важно, что многие из обобщенных пар Лакса образованы антиэрми-
товыми матрицами U(λ) и V (λ). Поэтому редукция (2.8.15) оказывает-
ся универсальной для многих интегрируемых моделей. Именно редук-
ция (2.8.15) позволяет в формализме Гельфанда–Левитана–Марченко
ограничиться построением интегральных уравнений обратной задачи
лишь для одного из концов (либо правого, либо левого). Хотя, строго
говоря, это утверждение требует специального доказательства.

Кроме редукции (2.8.15), для моделей, отличных от модели изо-
тропного ферромагнетика, возможны и другие ограничения [107].
Все они чрезвычайно важны, так как характеризуют алгебраическую
структуру U–V -пары, обусловливают свойства матриц G±(λ) задачи
Римана (2.8.12) и, в конечном счете, определяют явный вид решений
исходного нелинейного уравнения.

Отметим еще одну интересную и важную особенность задачи Ри-
мана (2.8.10) для изотропного ферромагнетика. Вид матрицы G(x,λ)
(2.8.11) определяется функцией ϕ0(x,λ), которая связана хотя и с три-
виальным, но точным решением уравнений Ландау–Лифшица (2.2.2):

S(x, t) = (0, 0, 1).

В итоге это проявляется в том, что построенные с помощью задачи
Римана новые решения уравнения Ландау–Лифшица имеют асимпто-
тику:

S(x, t)→ (0, 0, 1) при |x| → ∞.
В следующем разделе будет изложена общая схема построения

новых решений нелинейной интегрируемой модели посредством «оде-
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вания» известных частных решений модели с помощью задачи Римана.
Процедура сохранит отмеченные закономерности. А именно, выбранное
частное решение нелинейного уравнения определит матричное решение
ϕ0(x, t,λ) вспомогательной линейной системы, которое войдет в форму-
лировку задачи Римана. Все вновь построенные солитонные решения
исходного нелинейного уравнения в качестве асимптотики при |x| → ∞
будут иметь выбранное «затравочное» решение.

2.9. Интегрирование нелинейных уравнений
с помощью матричной задачи Римана

В науках же и искусствах. . .все долж-
но шуметь новыми работами и дальней-
шими продвижениями вперед.

Ф. Бэкон

2.9.1. «Одевание» частных решений интегрируемых моделей
с использованием регулярной задачи Римана

Изложим прямой метод вычисления точных решений нелинейных
уравнений, основанный на использовании матричной задачи Римана
[5, 9, 14, 15].

Пусть исходное нелинейное уравнение эквивалентно условию сов-
местности

∂tU(λ)− ∂xV (λ) + [U(λ), V (λ)] = 0 (2.9.1)

некоторой вспомогательной системы линейных дифференциальных
уравнений для матричной функции χ(x, t,λ):

∂xχ = U(λ)χ, ∂tχ = V (λ)χ. (2.9.2)

В общем случае U(λ), V (λ) могут быть мероморфными функциями
параметра λ на римановой поверхности рода g. Случай g = 1 обсудим
отдельно в главах 5, 7. В то же время, характерным свойством многих
интегрируемых моделей является случай g = 0 с рациональной зависи-
мостью матриц U и V от спектрального параметра λ. Такие матрицы
можно представить в виде разложений на простые дроби:

U =
m∑

i=1

ni∑
r=1

Ui,r(x, t)
(λ− ai)

r +
n∞∑
k=0

λkUk(x, t),

V =
m̃∑

j=1

ñj∑
s=1

Vj,s(x, t)
(λ− bj)

s +
ñ∞∑
l=0

λlVl(x, t).

(2.9.3)
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Коэффициенты Ui,r, Vj,s, Uk, Vl в общем случае являются n× n-матри-
цами в пространстве Cn. В каждой конкретной задаче коммутационное
соотношение (2.9.1) дает свою систему нелинейных дифференциальных
уравнений на матричные коэффициенты Ui,r, Vj,s, Uk, Vl. Вид системы
зависит лишь от дивизоров полюсов матриц U(λ) и V (λ). Напомним,
что, по определению, дивизоры полюсов задают положение, кратность
и число полюсов в правых частях равенств (2.9.3). Формально считаем,
что выражению λk с натуральным показателем степени k соответствует
полюс в точке λ =∞, кратность которого определяется после отобра-
жения λ→ 1/λ, т. е. равна k.

Дивизоры полюсов матриц U(λ) и V (λ) записывают в виде

DU = {(ai,ni), i = 1, 2, ...,m; (λ =∞,n∞)},
DV = {(bi, ñi), i = 1, 2, ..., m̃; (λ =∞, ñ∞)}.

Как правило, для содержательных физических приложений необ-
ходимо уменьшить число матричных коэффициентов в разложе-
нии (2.9.3). Конкретные нелинейные модели получаются из общей
системы вида (2.9.1), (2.9.3) в результате редукций — наложения на
матрицы U(λ) и V (λ) связей, совместимых с рассматриваемой задачей.

Для упрощения дальнейшего изложения, предположим, что матри-
цы U(λ) и V (λ) не имеют полюсов в точке λ = ∞ и удовлетворяют
дополнительным ограничениям:

U†(λ∗) = −U(λ), V †(λ∗) = −V (λ); (2.9.4)
U(λ =∞) = V (λ =∞) = 0. (2.9.5)

Возможны также другие и (или) дополнительные редукции. Полное их
описание представляет важную задачу классификации интегрируемых
моделей [107].

При условии (2.9.5) матрицы U(λ) и V (λ) имеют более конкретный
вид:

U =
m∑

i=1

ni∑
r=1

Ui,r(x, t)
(λ− ai)

r , V =
m̃∑

j=1

ñj∑
s=1

Vj,s(x, t)
(λ− bj)

s . (2.9.6)

Их дивизорами полюсов будут

DU = { (ai,ni), i = 1, 2, ...,m} ,
DV = {(bi, ñi), i = 1, 2, ..., m̃} . (2.9.7)

Для интегрируемых моделей магнетиков известные формы мат-
риц U(λ) и V (λ) записываются в виде разложений по генераторам
группы SU(2) — группы унитарных унимодулярных 2 × 2-матриц.
Группа SU(2) является наиболее естественной для описания основ-
ных (обменных) взаимодействий в магнетиках. Поэтому далее для
упрощения изложения будем предполагать U(λ) и V (λ) матрицами
порядка 2× 2.
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Пусть χ(λ) — некоторое решение уравнения (2.9.2), тогда, вслед-
ствие (2.9.4), функция

[
χ†(λ∗)

]−1
также будет решением. Положим

χ−1(λ) = χ†(λ∗). (2.9.8)

Учитывая (2.9.5), из системы (2.9.2) находим:

χ(λ =∞) = const.

Ввиду линейности уравнений (2.9.2), без ограничения общности можно
считать, что

χ(λ =∞) = I. (2.9.9)

Покажем, как, имея одно из решений системы (2.9.1), (2.9.2), на-
пример U0(λ), V0(λ), χ0(λ), можно строить ее новые решения. Построе-
ние новых решений сводится к нахождению 2× 2-матричных функций
G+(λ) и G−(λ), первая из которых аналитична внутри замкнутого
контура Γ в комплексной λ-плоскости, а вторая аналитична вне кон-
тура Γ. Далее для определенности в качестве контура используется
вещественная ось комплексной λ-плоскости:

Γ = {λ : Imλ = 0, −∞ < Reλ <∞}.
Такой контур формально замкнут в бесконечно удаленной точке. Функ-
ции G+(λ) и G−(λ), аналитические в верхней и нижней полуплоско-
стях комплексной λ-плоскости, на контуре Γ удовлетворяют условию

G+(x, t,λ)G−(x, t,λ) = G(x, t,λ), (2.9.10)

где
G(x, t,λ) = χ0(x, t,λ)G0(λ)χ−1

0 (x, t,λ).

В формулировку матричной задачи Римана (2.9.10) переменные x, t
входят как параметры. Матрица G0(λ) не зависит от переменных x
и t. Необходимые для решения задачи ограничения на матричную
функцию G0(λ) будут сформулированы по ходу изложения.

Избавимся от неоднозначности решения задачи Римана, используя
каноническую нормировку:

G+(λ =∞) = G−(λ =∞) = I. (2.9.11)

Тогда матричная функция G0(λ) должна удовлетворять условию

G0(λ =∞) = I. (2.9.12)

Далее мы увидим, что ограничения (2.9.11), (2.9.12) согласованы как
с видом U–V -пары (2.9.6), так и с асимптотическим поведением при
|λ| → ∞ (2.9.5), (2.9.9) новых решений U(λ), V (λ), χ(λ) системы
(2.9.1), (2.9.2).
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Наша ближайшая цель — доказать, что новое решение системы
(2.9.1), (2.9.2) при вещественных значениях параметра λ определяется
формулами:

U(λ) =−G−1
+ (λ) [∂xG+(λ)− U0(λ)G+(λ)] =

= [∂xG−(λ) +G−(λ)U0(λ)]G−1
− (λ),

V (λ) =−G−1
+ (λ) [∂xG+(λ)− V0(λ)G+(λ)] =

= [∂tG−(λ) +G−(λ)V0(λ)]G−1
− (λ);

(2.9.13)

χ+(x, t,λ) = G−1
+ (x, t,λ)χ0(x, t,λ),

χ−(x, t,λ) = G−(x, t,λ)χ0(x, t,λ).
(2.9.14)

Формулы (2.9.13), (2.9.14) замечательны тем, что по известному част-
ному решению U0(λ), V0(λ), χ0(λ) системы (2.9.1), (2.9.2) с помощью
матриц G±(x, t,λ) задачи Римана (2.9.10) генерируют новое решение
системы (2.9.1), (2.9.2). Двойная форма записи правых частей ра-
венств (2.9.13) обусловлена соотношениями

∂xG+(λ)G−(λ)+G+(λ) ∂xG−(λ) =
= U0(λ)G+(λ)G−(λ)−G+(λ)G−(λ)U0(λ),

∂tG+(λ)G−(λ)+G+(λ) ∂tG−(λ) =
= V0(λ)G+(λ)G−(λ)−G+(λ)G−(λ)V0(λ),

которые получаются дифференцированием по x и t условия (2.9.10).
Доказательство начнем с выяснения зависимости от параметра λ

матриц U(λ) и V (λ), определенных выражениями (2.9.13).
В этом разделе обсудим случай регулярной задачи Римана, когда

матрицы G+(λ), G−(λ) не вырождены в областях своей аналитичности:

detG+(λ) �= 0, detG−(λ) �= 0.

Тогда из формул (2.9.13) следует, что функции U(λ) и V (λ) допускают
аналитическое продолжение с вещественной оси на всю комплексную
λ-плоскость, за исключением полюсов «затравочных» функций U0(λ)
и V0(λ), которые характеризуются дивизорами DU и DV (2.9.7).

Примем дополнительное ограничение на матричную функ-
цию G0(λ), которая определяет правую часть равенства (2.9.10) задачи
Римана. Если точка (λ0,n0) дивизора DU (или DV ) попадает на
контур Γ, то будем предполагать, что в малой окрестности такой точки
функция G0(λ) имеет вид

G0(λ) = I +O (|λ− λ0|n0) . (2.9.15)

Покажем, что при условии (2.9.15) матричные функции U(x, t,λ)
и V (x, t,λ), определенные формулами (2.9.13), при любых значениях
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переменных x и t являются рациональными функциями параметра λ
с дивизорами полюсов (2.9.7), т. е. имеют по λ такую же алгебраиче-
скую структуру (2.9.6), что и «затравочные» матрицы U0(λ) и V0(λ).

Рассмотрим первую возможность, когда точка (λ0,n0) из набо-
ра (2.9.7) не лежит на контуре Γ. Тогда матричная функция U(x, t,λ),
определенная формулой (2.9.13), имеет в точке λ = λ0 полюс того же
порядка n0, какой был у матричной функции U0(x, t,λ).

Обсудим вторую возможность: точка (λ0,n0) дивизора лежит на
контуре Γ. Тогда «затравочное» решение χ0(x, t,λ) вспомогательной
линейной системы (2.9.2) будет иметь существенную особенность на
контуре Γ. Тем не менее, условие (2.9.15) гарантирует регулярность
в точке λ = λ0 как функций G(x, t,λ), G±(x, t,λ), так и функ-
ций ∂xG±(x, t,λ) (см. (2.9.10)).

Таким образом, в обоих случаях матричная функция U(x, t,λ),
определенная формулами (2.9.13), имеет в точке λ = λ0 полюс поряд-
ка n0.

По теореме Лиувилля матричная функция U(x, t,λ), аналитическая
во всей комплексной λ-плоскости, за исключением полюсов с дивизо-
ром DU , и имеющая асимптотическое поведение (2.9.5) при λ → ∞
является рациональной функцией вида (2.9.6).

Аналогичным образом доказывается, что матричная функция
V (x, t,λ), определенная формулами (2.9.13), является рациональной
функцией параметра λ типа (2.9.6) с дивизором полюсов DV (2.9.7).

Таким образом, при «затравочных» матричных функциях U0(λ)
и V0(λ) с рациональной зависимостью от параметра λ типа (2.9.6)
новые функции U(λ) и V (λ), построенные по формулам (2.9.13), будут
иметь точно такую же зависимость от параметра λ. Изменятся лишь
коэффициенты Ui,r, Vj,s в формулах (2.9.6).

Каноническая нормировка (2.9.11) задачи Римана гарантирует вы-
полнение условий (2.9.5), (2.9.9) для новых матричных функций U(λ),
V (λ) (2.9.13) и χ(λ) (2.9.14).

Новые функции U(λ), V (λ) (2.9.13) и χ(λ) (2.9.14) будут удо-
влетворять редукциям (2.9.4), (2.9.8), если наложить дополнительные
ограничения на матрицы G+(λ), G−(λ), G0(λ) задачи Римана (2.9.10):

G+(λ) = G†
−(λ), G†

0(λ) = G0(λ), detG0 > 0;
λ ∈ Γ = {λ : Imλ = 0,−∞ < Reλ <∞} . (2.9.16)

В рассматриваемом случае регулярной задачи Римана, когда матри-
цы G+(λ), G−(λ) не вырождены в областях своей аналитичности, пря-
мой проверкой можно убедиться, что матричные функции χ±(x, t,λ),
U(x, t,λ), V (x, t,λ), построенные по формулам (2.9.13), (2.9.14), дают
точное решение системы вспомогательных дифференциальных урав-
нений (2.9.1), (2.9.2). Изложенную процедуру интегрирования систе-
мы (2.9.1), (2.9.2) можно назвать методом «одевания» «затравочных»
решений U0(x, t,λ), V0(x, t,λ), χ0(x, t,λ) при помощи матричной задачи
Римана с контуром Γ и функцией G0(λ).
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Мы сконструировали матричные функции U(x, t,λ), V (x, t,λ), ко-
торые обладают той же алгебраической структурой по параметру λ, что
и «затравочные» функции U0(x, t,λ), V0(x, t,λ) и удовлетворяют диффе-
ренциальному уравнению (2.9.1). Напомним, что исходное нелинейное
дифференциальное уравнение в частных производных было эквива-
лентно коммутационному представлению (2.9.1) при любых значениях
параметра λ. Поэтому проблема построения нового решения исход-
ного нелинейного уравнения по известному частному решению све-
лась к простой алгебраической задаче: нужно вернуться от матричных
коэффициентов Ui,r, Vj,s в формулах (2.9.6) к полевым переменным,
в терминах которых записано исходное нелинейное уравнение.

Решения волновых уравнений движения (2.9.1), построенные с по-
мощью регулярной задачи Римана, описывают волны с преобладанием
эффекта дисперсии над нелинейностью.

Покажем, что решение регулярной задачи Римана сводится к инте-
грированию линейной системы сингулярных интегральных уравнений
на контуре Γ. Рассмотрим функцию

Φ(λ) =
{
G−1

+ (λ), Imλ > 0,
G−(λ), Imλ < 0.

По построению функция Φ(λ) аналитична в верхней и нижней полу-
плоскостях комплексной переменной λ, а на вещественной оси имеет
скачок, который, как следует из (2.9.10), равен

G−1
+ (λ)−G−(λ) = G−1

+ (λ)[I −G(λ)], (2.9.17)

где G(λ) = χ0(λ)G0(λ)χ−1
0 (λ). Согласно (2.9.11), функция Φ(λ) → I

при |λ| → ∞. Используя формулу Коши

Φ(λ)− I = 1
2πi

∫
γ

[Φ(λ′) − I]

λ′ − λ
dλ′,

в которой контур интегрирования γ выбран так, как показано
на рис. 2.3, и, учитывая, что величина скачка функции Φ(λ) на
вещественной оси определяется выражением (2.9.17), получаем
представление функции Φ(λ) в виде

Φ(λ) = I + 1
2πi

+∞∫
−∞

G−1
+ (λ′)

[
I −G(λ′)

]
λ′ − λ

dλ′.

По определению Φ(λ) = G−(λ) при Imλ < 0. Это равенство выполня-
ется, в частности, когда λ стремится к вещественной оси из нижней
полуплоскости:

G−(λ) = I + 1
2πi

+∞∫
−∞

G−1
+ (λ′)

[
I −G(λ′)

]
λ′ − λ+ i 0

dλ′. (2.9.18)
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Рис. 2.3. Выбор контура γ в комплексной λ-плоскости

В соотношении (2.9.18) переменная λ вещественна, интеграл вычисля-
ется в соответствии с формулами Сохоцкого–Племеля:

1
λ′ − λ± i 0

= V. p. 1
λ′ − λ

∓ πi δ(λ′ − λ), (2.9.19)

где V. p. — символ главного значения Коши.
Для произвольной невырожденной 2× 2–матрицы G+ справедливо

тождество

G−1
+ (λ) = σ2G

T
+(λ)σ2

detG+(λ)
, (2.9.20)

где верхний индекс «T» означает транспонирование. Используя редук-
цию (2.9.16), преобразуем равенство (2.9.20) к виду

G−1
+ (λ) = σ2G

∗
−(λ)σ2

detG+(λ)
, λ ∈ Γ.

Значения | detG+(λ)| и detG0 связаны между собой. Действитель-
но, из (2.9.10), (2.9.16) находим

| detG+| = [detG0]1/2.

Аргумент функции detG+(λ) восстанавливается по ее модулю с помо-
щью дисперсионного соотношения для функции ln detG+(λ):

arg detG+(λ) = − 1
π

V. p.
+∞∫
−∞

ln |detG+(λ′)|dλ′

λ′ − λ
, λ ∈ Γ. (2.9.21)
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В случае изотропного ферромагнетика формула (2.9.21) совпадает
с соотношением (2.5.5), которое связывает вещественную и мнимую
части функции ln a(λ). Обозначим по аналогии:

a(λ) ≡ detG+(x, t,λ) =

= [detG0]
1/2 exp

⎛⎝ 1
2πi

V. p.
+∞∫
−∞

ln detG0(λ
′)

λ′ − λ
dλ′

⎞⎠, λ ∈ Γ. (2.9.22)

В результате для расчета матричной функции G−(λ) получаем
замкнутое сингулярное интегральное уравнение:

G−(x, t,λ) = I+

+ 1
2πi

+∞∫
−∞

σ2G
∗
−(x, t,λ′)σ2 [I −G(x, t,λ′)]

(λ′ − λ+ i 0) a(λ′)
dλ′, λ ∈ Γ. (2.9.23)

Из уравнения (2.9.23) находим G−(λ) при вещественных значениях λ,
а затем аналитически продолжаем результат в область Imλ < 0. Функ-
цию G+(λ) восстанавливаем по функции G−(λ) с помощью редук-
ции (2.9.16).

Приведенные формулы (2.9.22), (2.9.23) показывают, что необхо-
димым условием разрешимости регулярной задачи Римана является
сходимость интегралов, в частности отсутствие нулей и полюсов
у функции detG0(λ). В то же время отметим, что требование сходимо-
сти всех интегралов может оказаться недостаточным для разрешимости
системы (2.9.23). Достаточным условием является, например, требова-
ние, что матрица G(x, t,λ) + G†(x, t,λ) положительно определена при
вещественных значениях λ [7, 9]. Далее будем всюду предполагать,
что регулярная задача Римана разрешима. Более того, при наложении
нормировки она разрешима однозначно.

При рассмотрении конкретных задач изложенная схема решения
регулярной задачи Римана может видоизмениться. В качестве примера,
обсудим модель изотропного ферромагнетика. Поскольку задача Рима-
на (2.8.10) в этом случае нормирована на единичную матрицу в точке
λ = 0 (2.8.13), будем искать матрицы G−1

+ (λ) и G−(λ) в виде

G−1
+ (λ) = I + λ

+∞∫
−∞

ϕ(μ)

μ− λ
dμ, Imλ > 0;

G−(λ) = I + λ

+∞∫
−∞

ϕ(μ)

μ− λ
dμ, Imλ < 0.
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На вещественной λ-оси по формулам (2.9.19) Сохоцкого–Племеля
имеем

G−1
+ (λ) = I + λ

⎡⎣V. p.
+∞∫
−∞

ϕ(μ)

μ− λ
dμ+ π iϕ(λ)

⎤⎦,
G−(λ) = I + λ

⎡⎣V. p.
+∞∫
−∞

ϕ(μ)

μ− λ
dμ− π iϕ(λ)

⎤⎦.
(2.9.24)

Подставляя (2.9.24) в (2.9.17), находим:

ϕ(λ) = 1
2π iλ

G−1
+ (λ) [I −G(λ)].

Используя второе из уравнений (2.9.24) и повторяя уже приведен-
ные вычисления, получаем замкнутую систему сингулярных интеграль-
ных уравнений для расчета матричной функции G−(λ):

G−(λ) = I + λ

2πi

+∞∫
−∞

σ2G
∗
−(μ)σ2 [I −G(μ)]

a(μ)μ (μ− λ+ i 0)
dμ, (2.9.25)

где матричная функция G(μ) задана формулами (2.8.7), (2.8.11).
Хотя уравнение (2.9.25) по форме записи отличается от уравнений
Гельфанда–Левитана–Марченко, например от уравнения (2.6.4) «для
правого конца», оно им полностью эквивалентно при условии, что
функции a(λ) и a∗(λ) не имеют нулей в областях своей аналитичности.
В справедливости утверждения можно убедиться простой проверкой
с помощью формул (2.3.6), (2.8.4), (2.8.5), (2.8.9).

2.9.2. Задача Римана с нулями

В рамках излагаемого формализма решениями солитонного типа
будем называть решения системы (2.9.1), (2.9.2), построенные при
помощи задачи Римана (2.9.10) с функцией

G0(λ) = I.

Когда G0(λ) = I, задача Римана приобретает вид

G+(λ)G−(λ) = I, λ ∈ Γ. (2.9.26)

Вследствие редукции (2.9.16), при вещественных значениях λ
имеем:

G−(λ) = G−1
+ (λ) = G†

+(λ).
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Нетривиальное решение задачи Римана (2.9.26) возможно лишь при
условии, что матрицы G+(λ) и G−(λ) вырождены в областях своей
аналитичности соответственно в точках λi и μj :

detG+(λi) = 0, detG−(μj) = 0, i, j = 1, 2, . . . ,n .

В противном случае матричные функции G±(λ) аналитически продол-
жаются с контура Γ на всю комплексную плоскость и, следовательно,
по теореме Лиувилля являются постоянными (G+(λ) = G−(λ) = I из
условия нормировки). В дальнейшем для определенности нули функ-
ций detG+(λ) и detG−(λ) будем считать простыми.

Изложим процедуру вычисления матриц G±(λ), удовлетворяющих
условию (2.9.26) и ограничениям

G†
−(λ∗) = G+(λ), Imλ > 0; G−(λ =∞) = I. (2.9.27)

Заметим, что поскольку

G−(λ) = G−1
+ (λ), G+(λ) = G−1

− (λ),

нули функции G+(λ) совпадают с полюсами G−(λ), а нули G−(λ)
с полюсами G+(λ). Поэтому разложения матричных функций G−(λ)
и G+(λ) на простейшие дроби имеют вид

G+(λ) = I +
n∑

k=1

Ak

λ− μk
, G−(λ) = I +

n∑
k=1

Bk

λ− λk
. (2.9.28)

Первый член в правых частях формул (2.9.28) равен единичной матри-
це, так как согласно (2.9.27)

G+(λ =∞) = G−(λ =∞) = I.

Условие G†
−(λ∗) = G+(λ) предполагает, что полюсы λi и μi матриц

G+(λ) и G−(λ) комплексно сопряжены друг другу:

λi = μ∗
i , i = 1, 2, . . . ,n, (2.9.29)

a вычеты в соответствующих полюсах эрмитово сопряжены:

Bi = A†
i , i = 1, 2, . . . ,n. (2.9.30)

Равенство (2.9.26) означает, что матрицы G+(λ) и G−(λ) являются
взаимно обратными, и потому вместо (2.9.26) можно написать:

G−(λ)G+(λ) = I. (2.9.31)

Соотношение (2.9.31) более удобно для дальнейшего анализа.
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Требование обращения в нуль вычетов в произведении G−(λ)G+(λ)
приводит к системе n независимых матричных уравнений:

A†
k G+(λk) = 0, k = 1, 2, . . . ,n. (2.9.32)

Нетривиальное решение уравнений (2.9.32) возможно лишь при ус-
ловии

detAk = 0.

Известно, что любую двумерную вырожденную матрицу Ak можно
записать в виде

(Ak)αβ =
(
mk
)
α

(
Xk
)
β

(α,β = 1, 2), (2.9.33)

где Xk, mk — двумерные комплексные векторы. После подстанов-
ки (2.9.33) в (2.9.32) получаем линейную систему алгебраических
уравнений для определения векторов Xk:

(
mk
)∗
α

+
n∑

s=1

1
λk − λ∗

s

(
mk ∗ ·ms

)
(Xs)α = 0, k = 1, 2, . . . ,n,

(2.9.34)
где
(
mk ∗ ·ms

)
=
∑

α=1,2

(
mk
)∗
α

(ms)α — скалярное произведение дву-
мерных векторов mk ∗ и ms. Решение системы (2.9.34) запишем в виде

(Xs)α = −
n∑

p=1

∂ ln detA

∂Aps
(mp)∗α.

Здесь мы ввели матрицу A с элементами

Aij =
(
mi ∗ · mj)
λi − λ∗

j

и воспользовались тождеством(
A−1)

ij
= ∂ ln detA

∂Aji
.

Таким образом, общее решение задачи Римана (2.9.26), (2.9.27)
есть

[G+(λ)]αβ = δαβ −
n∑
i,j

1
λ− λ∗

i

(
mi
)
α

(
mj
)∗
β

∂ ln detA

∂Aji
. (2.9.35)

При интегрировании системы (2.9.1), (2.9.2) с помощью функ-
ции (2.9.35) в правых частях равенств (2.9.13), определяющих новые
решения U(λ) и V (λ), появятся лишние полюсы в точках λ = λi
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и λ = λ∗i (i = 1,2,. . .,n), связанные с нулями задачи Римана. Необходи-
мо потребовать, чтобы вычеты в этих полюсах были равны нулю. Толь-
ко тогда зависимость от параметра λ новых матричных функций U(λ)
и V (λ) (2.9.13) будет иметь вид (2.9.6). С учетом редукций (2.9.27),
(2.9.29), (2.9.30), сформулированное требование приводит к следующей
системе независимых уравнений:

∂xAk − U0 (λ∗k)Ak = −Ak U (λ∗k) ,
∂tAk − V0 (λ∗k)Ak = −Ak V (λ∗k) , k = 1, 2, . . . ,n.

(2.9.36)

В такой записи — это условие равенства вычетов в полюсах λ = λ∗k
формул, определяющих G+(λ)U(λ) и G+(λ)V (λ) (см. (2.9.13)). Отме-
тим, что при дифференцировании матричной функции Ak с элементами

(Ak)αβ =
(
mk
)
α

(
Xk
)
β

по координатам x, t появляются два слагаемых. Например:

∂x (Ak)αβ =
[
∂x

(
mk
)
α

] (
Xk
)
β

+
(
mk
)
α
∂x(Xk)β.

Умножим уравнения (2.9.36) слева на невырожденную матрицу
G−(λ∗k). В силу выбора векторов mk, справедливы равенства
(по индексу k нет суммирования)

G−(λ∗k)mk = 0

(см. (2.9.27), (2.9.32)). Поэтому ряд слагаемых в (2.9.36) обращается
в нуль. Оставшиеся слагаемые содержат множители

G−(λ∗k)
(
∂xmk − U0(λ∗k)mk

)
, G−(λ∗k)

(
∂tmk − V0(λ∗k)mk

)
и равны нулю лишь тогда, когда векторы mk удовлетворяют уравнени-
ям

∂tmk = V0 (x, t,λ∗k)mk, ∂xmk = U0 (x, t,λ∗k)mk,

решение которых имеет вид:

mk = χ0 (x, t,λ∗k) ck. (2.9.37)

Здесь ck — произвольные постоянные двумерные комплексные векто-
ры. С учетом этой зависимости из (2.9.36) сразу следуют совместные
уравнения для векторов Xk:

∂tXk = −Xk V (x, t,λ∗k) , ∂xXk = −Xk U (x, t,λ∗k). (2.9.38)

На этом завершается процедура построения многосолитонных ре-
шений уравнений (2.9.1), (2.9.2). По выбранному частному решению
системы (2.9.1), (2.9.2) U0, V0, χ0 формулы (2.9.13), (2.9.14), (2.9.35),
(2.9.37) генерируют серию новых решений.
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Интересно, что формулы (2.9.28), (2.9.33), (2.9.37), (2.9.38) ока-
зываются эффективными и в процедуре «размножения» интегрируе-
мых нелинейных моделей, позволяющей по заданному интегрируемому
уравнению получать новые интегрируемые уравнения [108–111].

С математической точки зрения, матрицы Ak с элементами
(mk)α(Xk)β связаны с операторами проектирования. Для выявления
этой связи удобно использовать язык линейной алгебры в пространстве
двумерных комплексных векторов C2. Пусть в пространстве C2

задан некоторый линейный оператор U . Напомним, что ядро KerU
оператора U — это совокупность тех векторов из C2, которые
оператор U переводит в нуль. Обозначим через ImU образ оператора
U , т. е. результат применения оператора U ко всему пространству C2.
Очевидно, KerU и ImU — линейные пространства, а их прямая сумма
составляет все пространство C2:

KerU ⊗ ImU = C2.

Вернемся к оператору Ak. Условие отсутствия вычета в точке λ = λ∗k
в произведении G+(λ)G−(λ) дает равенство

Ak G−(λ∗k) = 0,

т. е. KerAk = ImG− (λ∗k), или, учитывая формулу (2.9.14), KerAk =
= Imχ−(λ∗k).

В то же время, из структуры матрицы Ak (2.9.33) видно, что резуль-
тат применения оператора Ak ко всему пространству C2 дает простран-
ство, натянутое на векторы mk вида (2.9.37), т. е. ImAk = Imχ0(λ∗k).

Изложенное построение показывает, что матрица Ak полностью
определяется своими ядром и образом (это специфика проекци-
онных матриц). Любопытно, что ImAk связан с «затравочным» реше-
нием χ0(x, t,λ) вспомогательной линейной системы (2.9.2), а KerAk —
с ее новым решением χ−(x, t,λ), построенным «одеванием» χ0(x, t,λ)
с помощью задачи Римана.

Матричную функцию (2.9.35) иногда полезно представить в форме
произведения матриц. В такой записи зависимость от операторов про-
ектирования выделена более явно [7]:

G+(λ) =
n∏

k=1

(
I − λk − λ∗

k

λ− λ∗
k

Pk

)
. (2.9.39)

Здесь Pk — матрица проекционного оператора:

detPk = 0, SpPk = 1, P 2
k = Pk, P †

k = Pk. (2.9.40)

Прямой проверкой можно убедиться, что матричная функция (2.9.39)
удовлетворяет условиям (2.9.26), (2.9.27). Представления функции
G+(λ) (2.9.35) и (2.9.39) эквивалентны, поскольку решение задачи
Римана с заданными нулями, редукциями и нормировкой единственно.
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Используя выражения (2.9.39), (2.9.40), нетрудно показать, что

detG+(λ) =
n∏

k=1

λ− λk

λ− λ∗
k

.

Факторизацию матрицы G+(λ) в произведение (2.9.39) удобно ис-
пользовать при рекуррентном построении многосолитонных решений.
При этом n-солитонное решение вычисляется по тем же формулам,
что и односолитонное, но в качестве «затравочного» решения выступа-
ет (n− 1)-солитонное решение (n > 1). Далее на конкретных примерах
мы покажем, что с помощью рекуррентной процедуры удается сравни-
тельно легко анализировать асимптотику мультисолитонных решений
при t→ +∞.

2.9.3. Схема «одевания» в общем случае

Обсудим теперь, как находятся решения системы (2.9.1), (2.9.2)
в наиболее общем случае, когда в формулировке задачи Римана:

G+(x, t,λ)G−(x, t,λ) = G(x, t,λ);
G(x, t,λ) = χ0(x, t,λ)G0(λ)χ−1

0 (x, t,λ), λ ∈ Γ
(2.9.41)

матрица G0(λ) �= I, а матричные функции G+(λ) и G−(λ) имеют нули
в точках λi и λ∗i комплексной λ-плоскости:

detG+(λ = λi) = 0, detG−(λ = λ∗i ) = 0 (i = 1, 2, . . . ,n). (2.9.42)

Для решения этой задачи одним из указанных способов построим
решение G0±(λ) задачи Римана (2.9.26), (2.9.27) с нулями (2.9.42).
Представим искомые матрицы G±(λ) в виде

G+(λ) = G0
+(λ) G̃+(λ), G−(λ) = G̃−(λ)G0

−(λ). (2.9.43)

Очевидно, что G̃±(λ) являются аналитическими и неособенными мат-
рицами соответственно в верхней и нижней полуплоскостях комплекс-
ной переменной λ.

Таким образом, задача определения функций G̃±(λ) свелась к уже
рассмотренной регулярной задаче Римана:

G̃+(λ) G̃−(λ) = G̃(λ), λ ∈ Γ (2.9.44)

с редукциями

G̃†
−(λ) = G̃+(λ), G̃(λ =∞) = I, λ ∈ Γ.

В формулировке регулярной задачи Римана (2.9.44) используется мат-
ричная функция G̃(λ) �= G(λ):

G̃(λ) =
[
G0

+(λ)
]−1

G(λ)G0
+(λ),

[
G0

+(λ)
]−1

= G0
+(λ)†, Imλ = 0.
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Решения уравнений движения (2.9.1), построенные с помощью
общей задачи Римана (2.9.41), описывают совокупность солитонов,
сохраняющих свою форму с течением времени, и нелинейные волны,
которые расплываются со временем, уменьшаясь по амплитуде.

При сведении общей задачи Римана (2.9.41) к регулярному случаю
можно, конечно, поменять порядок сомножителей в формуле (2.9.43):

G+(λ) = G̃+(λ)G0
+(λ), G−(λ) = G0

−(λ) G̃−(λ),

тогда факторизуемая матрица G(λ) не меняется. Соотношение (2.9.10)
сводится к регулярной задаче Римана, которая отличается от (2.9.44):

G̃+(λ) G̃−(λ) = G(λ), λ ∈ Γ.

В то же время, при таком подходе зависимость от переменных x, t мат-
риц G0±(x, t,λ) задачи Римана с нулями будет определяться не только
видом «затравочной» функции χ0(x, t,λ), но и решением G̃+(x, t,λ)
регулярной задачи Римана. Векторы mk задачи Римана с нулями будут
иметь вид

mk = G̃−(x, t,λ∗k)χ0(x, t,λ∗k) ck,

где ck — произвольные постоянные двумерные комплексные векторы.
Можно и непосредственно свести общую задачу Римана (2.9.41)

к решению системы алгебраических и интегральных уравнений. Для
этого представим функции G−1

+ (λ) и G−(λ) в виде [7]

G−1
+ (λ) = I +

n∑
k=1

A†
k

λ− λk
+ 1

2πi

+∞∫
−∞

ϕ(μ)

μ− λ
dμ (Imλ > 0),

G−(λ) = I +
n∑

k=1

A†
k

λ− λk
+ 1

2πi

+∞∫
−∞

ϕ(μ)

μ− λ
dμ (Imλ < 0).

(2.9.45)

Здесь, как и ранее, элементы вырожденной матрицы Ak записываются
в форме

(Ak)αβ = (mk)α(Xk)β.

На вещественной λ-оси, в силу редукции (2.9.16), имеем

G−(λ) = G†
+(λ) = I +

n∑
k=1

A†
k

λ− λk
+ 1

2πi

+∞∫
−∞

ϕ(μ)

μ− λ+ i 0
dμ. (2.9.46)

Это соотношение продолжается с вещественной оси в верхнюю полу-
плоскость и дает следующее представление для функции G+(λ):

G+(λ) = I +
n∑

k=1

Ak

λ− λ∗
k

− 1
2πi

+∞∫
−∞

ϕ†(μ)

μ− λ
dμ (Imλ > 0). (2.9.47)
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Требование отсутствия полюсов в произведении G−1
+ (λ)G+(λ), как

следует из формул (2.9.45), (2.9.47), дает следующую систему незави-
симых алгебраических уравнений на компоненты (Xk)β :

∑
α=1,2

(mk)∗α

⎛⎝δαβ − 1
2πi

+∞∫
−∞

ϕ∗
βα(μ)

μ− λk
dμ

⎞⎠+

+
n∑

q=1

(mk∗ · mq)

λk − λ∗
q

(Xq)β = 0, (2.9.48)

где
(mk∗ ·mq) =

∑
α=1,2

(mk)∗α(mq)α.

Далее, подставляя (2.9.45) в соотношение (2.9.17) и повторяя уже
приведенные рассуждения, находим:

ϕ(λ) = G−1
+ (λ) [I −G(λ)] = 1

a(λ)
σ2G

∗
−(λ)σ2 [I −G(λ)] . (2.9.49)

После этого, из (2.9.46) получаем интегральное уравнение для матрич-
ной функции G−(λ) при вещественных значениях λ:

[G−(λ)]αβ = δαβ +
n∑

k=1

(Xk)∗α(mk)∗β
λ− λk

+ 1
2πi

+∞∫
−∞

ϕαβ(μ)

μ− λ+ i 0
dμ. (2.9.50)

Равенства (2.9.46)–(2.9.50) образуют замкнутую систему уравне-
ний, решающих задачу Римана в общем виде.

Требование отсутствия лишних полюсов в «одевающих» соотноше-
ниях (2.9.13), как и ранее, приводит к зависимости (2.9.37) векто-
ров mk от координат и времени.

Обратим внимание, что изложенная процедура интегрирования
нелинейных уравнений не использует никаких специальных свойств
матричной функции G(x, t,λ), кроме условия однозначной разрешимо-
сти задачи Римана (2.9.41), редукций и явной зависимости «затравоч-
ного» решения χ0 от переменных x, t, λ.

Важно, что связь задачи Римана с коммутационным представ-
лением (2.9.1) является не только весьма общей, но и локальной
(в подходе Гельфанда–Левитана–Марченко эта локальность теряется).
Последнее обстоятельство открывает возможность построения в рам-
ках изложенного формализма широкого класса новых, в том чис-
ле пространственно нелокализованных решений, которые чрезвычайно
сложно теоретически описать в рамках метода Гельфанда–Левитана–
Марченко. Преимущества процедуры «одевания» частных решений ин-
тегрируемых моделей будут проиллюстрированы далее на конкретных
примерах.
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Задача Римана оказывается также эффективной при вычислении
асимптотик точных решений интегрируемых моделей при t → +∞
[9, 112–116].

В то же время отметим, что, даже при наличии U–V -пары с раци-
ональной зависимостью от спектрального параметра λ, аналитические
свойства «затравочных» функций χ0(λ) вспомогательной линейной си-
стемы (2.9.2) могут формулироваться на многолистных римановых
поверхностях. В таких ситуациях отбор новых («одетых») решений
исходной нелинейной модели (2.9.1) с необходимыми по физическо-
му смыслу задачи свойствами не всегда очевиден. Тем более что
в этом случае данные непрерывного и дискретного спектров вспо-
могательной линейной системы (2.9.2) оказываются взаимосвязанны-
ми. Наличие краев у непрерывного спектра дополнительно услож-
няет аналитические свойства коэффициентов матрицы перехода [9].
Поэтому полное исследование задачи Римана будет весьма громозд-
ким и малоэффективным. Кроме того, могут оказаться нетривиальны-
ми условия нормировки задачи Римана. Для преодоления подобных
трудностей иногда проще вернуться к универсальному формализму
Гельфанда–Левитана–Марченко.

Двулистная риманова поверхность функции χ0(λ) появляется в гла-
вах 3 и 9 при анализе квазиодномерных солитонов на фоне периодиче-
ских волн и доменных структур, а также при теоретическом описании
двумерных магнитных дислокаций в несоизмеримых магнитных и кри-
сталлических структурах [117, 118]. Оказывается, магнитные дисло-
кации (вихри) с минимальным топологическим зарядом не являются
солитоноподобными объектами.

2.10. Анализ солитонных состояний изотропного
ферромагнетика методом «одевания»

В моих нынешних представлениях я
пришел к мысли, что для учета дуа-
лизма «волна–частица» необходимо раз-
вивать волновую механику, основанную
на нелинейных уравнениях, по отно-
шению к которым линейные уравнения
были всего лишь приближенными фор-
мами, имеющими силу в определенных
условиях.

Луи де Бройль

В данном разделе проиллюстрирована эффективность техники «оде-
вания» на примере построения солитонных решений модели Ландау–
Лифшица (2.2.2) изотропного ферромагнетика, которые ранее были
найдены в рамках формализма Гельфанда–Левитана–Марченко. Метод
«одевания» позволит легко показать, что в ситуации общего положения
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n-солитонное решение при t → ±∞ распадается в сумму n простран-
ственно разделенных одиночных солитонов.

Напомним, что техника «одевания», изложенная в предыдущем
разделе, была развита для нелинейных дифференциальных уравнений,
которые можно представить в форме условия совместности

∂tU(λ)− ∂xV (λ) + [U(λ),V (λ)] = 0 (2.10.1)

вспомогательной линейной системы

∂xχ = U(λ)χ, ∂tχ = V (λ)χ,

где матрицы U(λ) и V (λ) являются рациональными функциями пара-
метра λ.

В то же время, при изложении метода Гельфанда–Левитана–
Марченко, хотя уравнения (2.2.2) нелинейной динамики изотропного
ферромагнетика и были представлены в форме (2.10.1), вспомогатель-
ная линейная система была записана в другом виде:

∂xϕ = U(λ)ϕ, ∂tϕ = V (λ)ϕ+ λ2

2i
ϕσ3. (2.10.2)

Причина выбора вспомогательных уравнений в форме (2.10.2) состояла
в том, что в формализме Гельфанда–Левитана–Марченко используются
функции Йоста ϕ±(x, t,λ), асимптотики которых при x→±∞ должны
оставаться неизменными во времени.

Нетрудно проверить, что матричные функции χ(x, t,λ) и ϕ(x, t,λ)
связаны простым соотношением:

χ(x, t,λ) = ϕ(x, t,λ) exp
(

iλ2

2
σ3t

)
.

Поэтому тривиальному «затравочному» решению уравнений Ландау–
Лифшица

S(0) = (0, 0, 1) (2.10.3)

в методе «одевания» соответствует матричная функция (см. (2.2.10))

χ(0)(x, t,λ) = exp
(
λ

2i
xσ3 − λ2

2i
t σ3

)
.

Напомним также, что в формализме Гельфанда–Левитана–Марчен-
ко коэффициент b(λ) матрицы перехода зависел от времени (2.3.33):

b(x, t) = b(x, t = 0) exp(−iλ2t).

Поэтому задачу Римана (2.8.10) для изотропного ферромагнетика мож-
но переписать в форме, которая совпадает с (2.9.10):

G+(x, t,λ)G−(x, t,λ) = G(x, t,λ),
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где

G(x, t,λ) = χ0(x, t,λ)G0(λ)χ−1
0 (x, t,λ),

G0(λ) =
(

1 −b∗(λ, 0)
−b(λ, 0) 1

)
.

Таким образом, два метода интегрирования уравнений изотропного
ферромагнетика (метод Гельфанда–Левитана–Марченко и метод «оде-
вания») самосогласованны на уровне определяющих соотношений.

В изложенной в разд. 2.9 общей схеме интегрирования нелинейных
уравнений использована редукция на решения задачи Римана, которая
при вещественных значениях параметра λ имела вид

G+(λ) = G†
−(λ), G†

0(λ) = G0(λ). (2.10.4)

Такая же редукция справедлива для изотропного ферромагнетика
(см. (2.8.14)).

Отличие состоит в выборе точки нормировки задачи Римана. Задачу
Римана изотропного ферромагнетика следует нормировать на единич-
ную матрицу не в точке λ =∞, а в точке λ = 0 (см. (2.8.13)):

G±(x, t,λ = 0) = I, G0(λ = 0) = I. (2.10.5)

Это обстоятельство немного изменит способ построения матриц
G±(x, t,λ). В остальном схема интегрирования уравнений изотропного
ферромагнетика не отличается от рассмотренной в разд. 2.9.

В качестве примера построим методом «одевания» уже известное
нам односолитонное решение (2.7.4) уравнений Ландау–Лифшица. Для
односолитонного состояния матричные функции G+(λ) и G−(λ) задачи
Римана имеют по одной точке вырождения в областях своей анали-
тичности: λ = λ1 и λ = λ∗1 соответственно (Imλ1 > 0). Принимая во
внимание редукцию (2.10.4) и нормировку (2.10.5), односолитонные
матрицы G

(1)
± будем искать в виде

G
(1)
+ (λ) = I + λ

λ− λ∗
1
A, G

(1)
− (λ) = I + λ

λ− λ1
A†.

Повторяя рассуждения разд. 2.9, приходим к выводу, что элементы
матрицы A могут быть записаны в форме

Aαβ = mαXβ (α,β = 1, 2),

где компоненты двумерного вектора X определяются алгебраическими
уравнениями

m∗
β + λ1

λ1 − λ∗
1
|m|2Xβ = 0.
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Отсюда находим

Xβ = − (λ1 − λ∗
1 )

λ1

m∗
β

|m|2
и, следовательно,

[G(1)
+ (λ)]αβ = δαβ − (λ1 − λ∗

1 )λ

λ1 (λ− λ∗
1 )

mαm
∗
β

|m|2 . (2.10.6)

Mатрица P с элементами

Pαβ =
mαm

∗
β

|m|2

является эрмитовой и проекционной:

P † = P , P 2 = P , SpP = 1, detP = 0.

После отображения λ → λ−1, которое переводит точку λ = 0 в точку
λ = ∞, формула (2.10.6) совпадает с приведенной ранее более общей
формулой (2.9.39) (n = 1):

G
(1)
+ (λ) = I − λ−1

1 − λ∗−1
1

λ−1 − λ∗−1
1

P.

Согласно результатам раздела 2.9, зависимость вектора m от пере-
менных x, t имеет вид

m = χ(0)(x, t,λ∗1) c, (2.10.7)

где c = (c1, c2) — произвольный постоянный комплексный вектор.
«Затравочному» решению (2.10.3) соответствуют матрицы (см.

(2.2.10))
U (0) = λ

2i
σ3, V (0) = − 1

2i
λ2σ3.

Матричные функции U (1)(λ) и V (1)(λ), задающие новое реше-
ние S(1)(x, t) уравнения Ландау–Лифшица (2.2.2), вычисляются по
формулам (2.9.13). В частности, с учетом редукции (2.10.4) имеем

U (1)(x, t,λ) = λ

2i
S

(1)
k σk =

= −[G(1)
+ ]†(x, t,λ)

[
∂xG

(1)
+ (x, t,λ)− λ

2i
σ3G

(1)
+ (x, t,λ)

]
.

Отсюда находим общую формулу, генерирующую новое решение урав-
нений Ландау–Лифшица (2.2.2) по выбранному «затравочному»:

S
(1)
k σk = [G(1)

+ ]†(x, t,λ =∞)σ3G
(1)
+ (x, t,λ =∞). (2.10.8)

Нетрудно проверить, что решение S(1)(x, t), построенное по форму-
ле (2.10.8) с использованием матричной функции G

(1)
+ (x, t,λ) (2.10.6),
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(2.10.7), совпадает с односолитонным решением уравнений Ландау–
Лифшица, которое ранее было получено более утомительной процеду-
рой Гельфанда–Левитана–Марченко:

S
(1)
3 (x, t) = 1− 2u2

1

(u2
1 + v21) ch2[u1 (x− v1 t− x01)/2]

,

S
(1)
1 (x, t) + iS(1)

2 (x, t) = 2u1 exp(i [ϕ01 + v1 x/2 + (u2
1 − v21) t/4])

(u2
1 + v21) ch2 [u1 (x− v1 t− x01)/2]

×

×
(
−u1 sh

[
u1

2
(x− v1 t− x01)

]
+ i v1 ch

[
u1

2
(x− v1 t− x01)

])
.

(2.10.9)
Здесь использованы обозначения

λ1 = 1
2
(v1 + iu1) (u1 > 0), x01 = 2

u1
ln
∣∣∣c1
c2

∣∣∣ , ϕ01 = arg c
∗
1

c∗2
.

Солитон (2.10.9) характеризуется четырьмя вещественными парамет-
рами: скоростью v1, координатой x01 его «центра тяжести» при t = 0,
начальной фазой ϕ01, значением проекции S

(1)
3 (x, t) в центре тяжести

солитона:

A1 = v21 − u2
1

v21 + u2
1

. (2.10.10)

Процедура «одевания» дает алгоритм «размножения» точных ре-
шений уравнения изотропного ферромагнетика. В частности, метод
позволяет рекуррентно строить мультисолитонные решения. Используя
это обстоятельство, покажем, что n-солитонные решения описывают
упругие парные столкновения в системе n самолокализованных волн
намагниченности типа (2.10.9).

Для простоты ограничимся анализом двухсолитонного решения
уравнений изотропного ферромагнетика. Двухсолитонное реше-
ние в схеме «одевания» можно построить, выбрав в качестве
новых «затравочных» функций матричные функции односолитонного
возбуждения:

U (1)(λ) =−
[
G

(1)
+ (λ)

]−1 (
∂xG

(1)
+ (λ)− U (0)G

(1)
+ (λ)

)
=

=
(
∂xG

(1)
− (λ) +G

(1)
− U (0)(λ)

) [
G

(1)
− (λ)

]−1
,

V (1)(λ) =−
[
G

(1)
+ (λ)

]−1 (
∂tG

(1)
+ (λ)− V (0)G

(1)
+ (λ)

)
=

=
(
∂tG

(1)
− (λ) +G

(1)
− V (0)(λ)

) [
G

(1)
− (λ)

]−1
;

χ
(1)
+ (x, t,λ) =

[
G

(1)
+ (x, t,λ)

]−1
χ(0)(x, t,λ),

χ
(1)
− (x, t,λ) = G

(1)
− (x, t,λ)χ(0)(x, t,λ).

(2.10.11)
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С другой стороны, в силу факторизации (2.9.39), двухсолитонное
возбуждение определяется формулами, получающимися из соотноше-
ний (2.10.11) после формальной замены:

G
(1)
± (λ)→ G̃

(2)
± (λ); {χ(0)

± , U (0), V (0)} → {χ(1)
± , U (1), V (1)}.

При этом матрицы G̃
(2)
+ (λ) и G̃

(2)
− (λ), как и ранее, имеют вид (2.10.6),

только их нули расположены в других точках: λ = λ2 и λ = λ∗2 со-
ответственно (Imλ2 > 0). Кроме того, при вычислении G̃

(2)
∓ (λ) вместо

прежних векторов m следует использовать векторы m̃, построенные
с помощью матричных функций односолитонного состояния:

m̃ = χ
(1)
− (x, t,λ∗2) c̃ =

(
I + (λ1 − λ∗

1 )λ
∗
2

λ∗
1 (λ∗

2 − λ1)
P

)
χ(0)(x, t,λ∗2) c̃, (2.10.12)

где c̃ = (c̃1, c̃2) — произвольный постоянный комплексный вектор.
В частности, матрица G̃(2)

+ (λ) имеет вид

G̃
(2)
+ (λ) = I − (λ2 − λ∗

2 )λ

λ2 (λ− λ∗
2 )
P̃ . (2.10.13)

В формулах (2.10.12), (2.10.13) P и P̃ — проекционные матрицы
с элементами

Pαβ =
mαm

∗
β

|m|2 , P̃αβ =
m̃αm̃

∗
β

|m̃|2 .

Распределение намагниченности, соответствующее двухсолитонно-
му состоянию, рассчитывается по формуле

S
(2)
k (x, t)σk =

[
G̃

(2)
+ (x, t,λ =∞)

]†
S

(1)
k (x, t)σk G̃

(2)
+ (x, t,λ =∞) =

=
[
G̃

(2)
+ (x, t,λ =∞)

]† [
G

(1)
+ (x, t,λ =∞)

]†
σ3×

×G(1)
+ (x, t,λ =∞)G̃(2)

+ (x, t,λ =∞). (2.10.14)

Мы не будем приводить явный вид решения S(2)(x, t). Покажем лишь,
что на траекториях второго солитона, когда

x− v2 t = const (λ2 = (v2 + iu2)/2, u2 > 0),

двухсолитонное распределение намагниченности (2.10.14) при t→±∞
стремится к односолитонному и экспоненциально убывает для всех
других направлений (x, t)-плоскости. Для этого заметим, что в пределе

x− v2 t = const, t→ ±∞ (2.10.15)

компоненты вектора m имеют вид

m =
(
A(t) exp

[
u1

4
(v1 − v2) t

]
, B(t) exp

[
u1

4
(v2 − v1) t

])
,

2.10. Анализ солитонных состояний изотропного ферромагнетика 161

где u1 > 0, A(t) и B(t) — ограниченные функции от переменной t.
Пусть для определенности v1 > v2, тогда в пределе (2.10.15) имеем:

limG
(1)
+ (λ)

t→+∞
=

(
λ∗

1 (λ− λ1)

λ1(λ− λ∗
1 )

0

0 1

)
= d+(λ),

limG
(1)
+ (λ)

t→−∞
=

(
1 0

0
λ∗

1 (λ− λ1)

λ1(λ− λ∗
1 )

)
= d−(λ);

lim m̃
t→±∞ =χ(0)(x, t,λ∗2) d

∗
±(λ2) c̃.

(2.10.16)

Из формул (2.10.14), (2.10.16) следует, что в пределе (2.10.15)
двухсолитонное решение уравнения Ландау–Лифшица сводится к од-
носолитонному. Иными словами, в системе координат, движущейся со
скоростью v2 второго солитона, двухсолитонное распределение намаг-
ниченности (2.10.14) в асимптотике при t→ ±∞ определяется форму-
лами (2.10.9), где следует формально заменить

v1 → v2, u1 → u2

и поменять параметры x01 и ϕ01. Интересно, что различие асимптотик
при t → +∞ и t → −∞ состоит лишь в сдвиге координаты центра
тяжести второго солитона и изменении начальной фазы его прецессии:

Δx02 =− 2
Im λ2

ln
∣∣∣λ2 − λ∗

1

λ2 − λ1

∣∣∣ ,
Δϕ02 =− 2

(
arg λ2 − λ∗

1

λ2 − λ1
+ 2 arg λ1

)
.

(2.10.17)

Аналогичное рассмотрение можно провести, стартуя с односолитон-
ного решения, связанного с задачей Римана с нулем функции G

(1)
+ (λ)

в точке λ = λ2 (Imλ2 > 0), и добавляя по изложенной рекуррентной
схеме еще один нуль в точке λ = λ1 (Imλ1 > 0). В силу однозначной
разрешимости задачи Римана, мы получим, конечно, то же самое
двухсолитонное возбуждение изотропного ферромагнетика. Его новая
форма записи полезна для исследования асимптотик двухсолитонного
состояния в другом предельном случае:

x− v1t = const, t→ ±∞. (2.10.18)

Повторяя уже изложенное вычисление, нетрудно показать, что
при v1 > v2 в пределе (2.10.18) двухсолитонное решение сводится
к односолитонному (2.10.9). Асимптотические состояния при t → +∞
и t → −∞ отличаются только сдвигом координаты центра тяжести
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первого солитона и изменением начальной фазы его внутренней пре-
цессии вокруг направления (0, 0, 1):

Δx01 = 2
Imλ1

ln
∣∣∣λ1 − λ∗

2

λ1 − λ2

∣∣∣,
Δϕ01 =2

(
arg λ1 − λ∗

2

λ1 − λ2
+ 2 arg λ2

)
.

(2.10.19)

Полученные результаты допускают наглядное толкование в терми-
нах общей теории рассеяния. Напомним, что, в отличие от линейной
теории, односолитонному решению (2.10.9) сопоставляется частицепо-
добное образование, а не волновой пакет. Солитон характеризуется
скоростью vj , координатой его центра тяжести xj(t) = vj t + x0j , зна-
чением проекции Aj (2.10.10) в центре тяжести солитона и начальной
фазой ϕ0j . При t→ ±∞ двухсолитонное решение S(2)(x, t) описывает
свободное движение двух солитонов с параметрами (vj ,x

(±)
0j ,Aj ,ϕ

(±)
0j ),

j = 1,2, v1 > v2. При t→ −∞ их центры тяжести разделены большим
расстоянием порядка (v2 − v1) t, причем самый быстрый первый соли-
тон находится левее второго.

Таким образом, асимптотическое состояние, описываемое двухсоли-
тонным решением при t→ −∞, изображает движение двух простран-
ственно разделенных солитонов, которые с течением времени сближа-
ются. При конечных временах картина пространственного разделения
солитонов теряется и двухсолитонное решение описывает нетривиаль-
ное взаимодействие солитонов. Однако с течением времени расстояние
между солитонами увеличивается так, что при t→ +∞ вновь возника-
ют пространственно разделенные солитоны. При этом самый быстрый
из них первый солитон «обгоняет» второй и оказывается правее его.
Описанная картина типична для теории рассеяния, в которой мы имеем
дело с асимптотическими состояниями, характеризуемыми в терминах
свободных частиц. В процессе рассеяния меняются лишь характери-
стики частиц и в общем случае их число.

В данной задаче мы имеем дело с процессом рассеяния весьма
специального вида. Именно, число частиц, их амплитуды и скорости
при рассеянии не меняются. Процесс рассеяния состоит лишь в изме-
нении параметров центров тяжести солитонов и фаз их внутреннего
движения.

В общем случае, для n-солитонного возбуждения приращения коор-
динат и фаз солитонов после каждого их парного столкновения пред-
ставляются аддитивным образом через двухчастичные сдвиги. Двухча-
стичные сдвиги рассчитываются по формулам (2.10.17), (2.10.19) для
случая v1 > v2 или же с заменой 1 ↔ 2 для случая v2 > v1. При
этом сумма приращений координаты x0j и фазы ϕ0j для солитона
с номером j берется по всем его последовательным столкновениям
с остальными солитонами [9]. Результат столкновения индивидуально-
го солитона с остальными не зависит от порядка столкновений. Это
специфическое свойство рассеяния, сводящее n-частичное рассеяние
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к двухчастичному, принято называть факторизацией. Когда о соли-
тонах говорят в узком смысле этого слова, факторизацию включают
в определение понятия «солитон».

Ситуация общего положения, при которой все скорости солито-
нов vj различны, существенна для интерпретации n-солитонного ре-
шения с точки зрения теории рассеяния. Однако само решение не
теряет смысл и при совпадении двух или более скоростей. При этом
солитоны с разными скоростями не расходятся, а образуют связанные
состояния.

Сделанное замечание относится и к ограничениям на исходные
параметры λj , ck мультисолитонного состояния. Мы можем в общей
формуле для n-солитонного решения переходить к пределам, при ко-
торых некоторые из комплексных чисел λj становятся совпадающими
и даже выходящими на вещественную ось, а числа ck оказываются
стремящимися к нулю. Полученные при таком вырождении решения
S(x, t) будут полиноминальными или экспоненциально-полиноминаль-
ными [59, 119, 120].

В силу алгебраического характера исходной формулы, определяю-
щей S(x, t), все вырожденные решения будут удовлетворять уравнени-
ям Ландау–Лифшица.

Отметим, что задача Римана удобна при анализе асимптотик при
t → ±∞ любых, а не только солитонных решений интегрируемых
моделей. Оказывается, что при t → +∞ на прямых x − v t = const,
где v — групповая скорость нелинейной волны, общая задача Римана
существенно упрощается. В частности, сводится к задаче, где фактори-
зуемая матрица G0(λ) не зависит от параметра λ. При этом возникают
интересные связи с так называемыми изомонодромными решениями,
автомодельными решениями и уравнениями типа Пенлеве [10, 121].
С прикладной точки зрения интересным фактом является то, что реше-
ния уравнений Пенлеве могут использоваться в качестве сшивающих
функций при описании различных переходных режимов в нелинейной
физике конденсированных сред. Эта обширная тематика не разбирается
в этой книге, мы можем лишь отослать читателя к оригинальной
литературе [10, 112–116, 122–132].

2.11. Радиальные волны в изотропном
ферромагнетике

Бросая в воду камешки, смотри на
круги, ими образуемые; иначе такое бро-
сание будет пустою забавою.

Козьма Прутков

Широкий класс интегрируемых нелинейных уравнений в част-
ных производных с переменными коэффициентами можно получить из
известных интегрируемых уравнений с постоянными коэффициентами.



164 Гл. 2. Нелинейная динамика изотропного ферромагнетика

Каждое интегрируемое уравнение с постоянными коэффициентами
описывается U–V -парой с постоянным спектральным параметром. Ин-
тегрируемые модели с переменными коэффициентами получаются регу-
лярной процедурой [105, 106], которая связана с переходом от извест-
ных U–V -пар с постоянным спектральным параметром к U–V -парам
с движущимся спектральным параметром. Идею метода поясним на
примере.

Квазиодномерное уравнение изотропного ферромагнетика:

∂tS =
[
S× ∂2

rS
]
, S2 = 1 (2.11.1)

эквивалентно условию совместности следующей вспомогательной ли-
нейной системы с постоянным спектральным параметром λ:

∂rχ = λ

2i
Spσpχ,

∂tχ = 1
2i

(−λ2Sp + λ [S× ∂rS]p
)
σpχ.

(2.11.2)

Для получения нового интегрируемого уравнения с переменными
коэффициентами, будем считать, что в представлении (2.11.2) спек-
тральный параметр λ является функцией от переменных r, t. Тогда
условие совместности системы (2.11.2) приведет к равенству

λ ∂tS + ∂tλS + (∂rλ
2)S− ∂rλ [S× ∂rS]− λ [S× ∂2

rS
]

= 0. (2.11.3)

Потребуем, чтобы функция λ(r, t) удовлетворяла следующей сов-
местной системе дифференциальных уравнений:

∂rλ = λ

r
, ∂tλ = −2λ2

r
, (2.11.4)

тогда
∂rλ

2 = 2λ2

r
. (2.11.5)

Система (2.11.4) может быть проинтегрирована:

λ = −α(t) r, α(t) = − 1
2 (t+ κ)

.

Здесь κ — постоянная интегрирования, которая в дальнейшем анализе
играет роль нового спектрального параметра.

С учетом формул (2.11.4), (2.11.5) равенство (2.11.3) приводит
к новому дифференциальному уравнению с переменными коэффициен-
тами [86]:

∂tS =
[
S× ∂2

rS
]
+ 1
r

[
S× ∂2

rS
]
, S2 = 1. (2.11.6)

Новая интегрируемая модель (2.11.6) найдена и исследована в рабо-
тах [72, 86]. Она описывает распределения намагниченности в изотроп-
ном ферромагнетике, которые зависят только от времени t и расстояния

r =
√
x2
1 + x2

2 от начала декартовой системы координат.
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Для дальнейшего анализа удобно перейти от радиальной перемен-
ной r к новой координате:

ξ = r2

4
= x2

1 + x2
2

4
.

Тогда вспомогательная линейная система (2.11.2) примет вид

∂ξχ = iα(t)Spσpχ,

∂tχ = i ξ
(
2α2(t)Sp + α(t) [S× ∂rS]p

)
σpχ.

(2.11.7)

Ввиду специфики системы (2.11.7), можно считать, что матричная
функция χ удовлетворяет условию канонической нормировки при
κ =∞ (α(t) = 0):

χ(ξ, t,κ =∞) = I.

Проанализируем характер аксиально-симметричных возбуждений
изотропного ферромагнетика с однородной асимптотикой на простран-
ственной бесконечности:

S = (0, 0, 1) при ξ →∞.
Из второго уравнения (2.11.7) при ξ = 0 имеем

∂tχ(ξ = 0, t,κ) = 0. (2.11.8)

Следовательно, матричная функция χ(ξ = 0, t,κ) является производя-
щей функцией законов сохранения.

Используя первое уравнение (2.11.7), найдем асимптотическое раз-
ложение матричного решения χ(ξ, t,κ) в ряд по параметру |κ| � 1:

χ =

(
I +

∞∑
n=1

χn(ξ, t)κ−n

)
exp(iα ξ σ3).

Первые члены разложения имеют вид

χ1(ξ, t) = i

2

+∞∫

ξ

[Sp(ξ′, t)σp − σ3] d ξ′,

χ2(ξ, t) = i t

2

+∞∫

ξ

[σ3 − Sp(ξ′, t)σp] d ξ′−

−1
4

+∞∫

ξ

+∞∫

ξ′

(Sk(ξ′, t)Sp(ξ′′, t)σk σp−

− [Sp(ξ′′, t) + Sp(ξ′, t)]σpσ3 + I) d ξ′ d ξ′′.
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Согласно соотношению (2.11.8), значения коэффициентов χn(ξ, t)
при ξ = 0 не зависят от времени. Отсюда находим первые два интеграла
движения:

I1 = 2 iχ1(ξ = 0, t) =
+∞∫

0

[σ3 − Sp(ξ′, t)σp] d ξ′,

I2 = −2 iχ2(ξ = 0, t) = t I1 + i

2

+∞∫

0

+∞∫

ξ′

(Sk(ξ′, t)Sp(ξ′′, t)σkσp−

− [Sp(ξ′, t) + Sp(ξ′′, t)]σpσ3 + I) d ξ′′d ξ′.

Интеграл I1 характеризует полный магнитный момент системы.
Рассмотрим закон сохранения

J = 1
2

Sp [I2σ3] = t

+∞∫

0

[1− S3(ξ, t)] d ξ−

− 1
2

+∞∫

0

+∞∫

ξ′

[S(ξ′, t)× S(ξ′′, t)]3 d ξ′′d ξ′. (2.11.9)

Первое слагаемое в формуле (2.11.9) положительно определено и ли-
нейно растет со временем. Отсюда следует, что радиус локализации
решения также должен расти со временем. В противном случае второе
слагаемое в формуле (2.11.9) оставалось бы ограниченным, что означа-
ло бы неограниченный рост величины J при t→∞. Иными словами, не
существует решений типа «магнитных капель». Любая локализованная
в начальный момент времени флюктуация намагниченности, зависящая
только от расстояния до начала координат, расплывается [86]. Разу-
меется, приведенное доказательство справедливо лишь тогда, когда
интегралы I1, J остаются конечными при t→∞.

Нетрудно проверить, что метод «одевания» позволяет строить со-
литонные решения модели (2.11.6), (2.11.7) с переменным спектраль-
ным параметром α(t) почти по тем же формулам, что и для модели
(2.11.1), (2.11.2) с постоянным спектральным параметром λ. А именно,
по известному частному решению S = (0, 0, 1) новые решения моде-
ли (2.11.6) вычисляются по формуле

Skσk = G†
+(α =∞)σ3G+(α =∞).

Для мультисолитонных состояний матрица задачи Pимана G+(α) —
это мероморфная функция спектрального параметра α = α(t), нор-
мированная на единичную матрицу в точке α = 0, удовлетворяющая
условию

G†
+(α∗)G+(α) = I.
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Формально матричная функция G+(α) имеет такой же вид, что и для
модели (2.11.1). Так, для односолитонного возбуждения имеем:

G+(α) = I − α−1
1 − (α∗

1 )
−1

α−1 − α∗
1

P ,

где P — проекционная матрица с элементами

Pαβ =
mαm

∗
β

|m|2 .

Особенность рассматриваемой задачи только в том, спектральный па-
раметр α и нуль α = α1 (Imα1 > 0) матрицы G+(α) зависят от времени:

α1 = − 1
2 (t+ κ1)

, Imκ1 > 0.

Как и ранее, вектор m выражается через «затравочное» решение
χ0(α) = exp(iαξ σ3) вспомогательной линейной системы (2.11.7):

m = χ0(α∗
1) c = exp(iα∗

1 ξ σ3) c,

где c = (c1, c2) — произвольный постоянный комплексный вектор.

Рис. 2.4. Распределение намагниченности в плоскости Ox1x2 для кольцевого
солитона (2.11.10)
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Распределение намагниченности, соответствующее односолитонно-
му решению модели (2.11.6), имеет вид

S3 = 1− 2 a2

[a2 + (t+ b)2] ch2ϕ
, ϕ = a ξ

a2 + (t+ b)2
+ ln

∣∣∣c1
c2

∣∣∣,
S1 + iS2 = 2 a exp(iX)

[a2 + (t+ b)2] chϕ
(−i (t+ b) + a thϕ),

X = ξ(t+ b)

a2 + (t+ b)2
+ arg c

∗
1

c∗2
.

(2.11.10)

При получении формулы (2.11.10) мы перешли от комплексного чис-
ла κ1 к двум вещественным параметрам a и b: κ1 = b+ i a.

Выражение (2.11.10) подтверждает вывод о расплывании локали-
зованных начальных распределений намагниченности (см. рис. 2.4).
На штриховой окружности на рис. 2.4 все векторы сонаправлены и име-
ют одинаковую длину. Солитон (2.11.10) представляет собой кольце-
вую волну, радиус и толщина которой увеличиваются со временем по
линейному (при больших t) закону, а амплитуда при фиксированном ξ
спадает как t−1 [86].

Г л а в а 3

НЕЛИНЕЙНАЯ ДИНАМИКА ФЕРРОМАГНЕТИКА

С АНИЗОТРОПИЕЙ ТИПА «ЛЕГКАЯ ОСЬ»

3.1. Квазиодномерная динамика ферромагнетика
при учете размагничивающих полей и энергии

магнитной анизотропии

Расчлените каждую изучаемую вами
задачу на столько частей, на сколько
сможете, и насколько это потребуется
вам, чтобы их было легко решить.

Р. Декарт

3.1.1. Основные интегрируемые модели

В данном разделе мы покажем, что рассмотренная ранее модель
ферромагнетика, включающая только основные обменные взаимодей-
ствия, может быть обобщена при учете более слабых магнитоани-
зотропных (релятивистских) и магнитостатических взаимодействий.
Важно, что при наличии перечисленных взаимодействий физически
содержательные квазиодномерные модели ферромагнетика также ока-
зываются полностью интегрируемыми методом обратной задачи рассе-
яния (или же его модификациями). Обсудим это подробнее.

В общем случае динамика одноподрешеточного ферромагнетика
описывается уравнениями Ландау–Лифшица:

∂tM = −γ [M×Heff
]
, Heff = − δW

δM
, M2 = M2

0 = const, (3.1.1)

где M — вектор плотности магнитного момента среды, γ — магнито-
механическое отношение, W — свободная энергия ферромагнетика:

W =
∫ [

1
2
αik (∂iM · ∂kM) + w(a) + w(m) − (M ·H0)

]
d3x,

αik — постоянные обменного взаимодействия, H0 = H0(t) — внешнее
магнитное поле, которое далее будем считать медленно зависящим от
времени, w(a) — плотность энергии магнитной анизотропии кристалла,
w(m) — плотность магнитостатической энергии:

w(m) = −1
2

(
M ·H(m)

)
. (3.1.2)
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Внутреннее магнитное поле кристалла H(m), обусловленное распреде-
лением намагниченности M(x, t), определяется из уравнений магнито-
статики:

rotH(m) = 0, div(H(m) + 4πM) = 0. (3.1.3)

Уравнения (3.1.1)–(3.1.3) вместе с подходящими граничными усло-
виями дают полное описание динамики ферромагнетика. В общем
случае решение системы (3.1.1)–(3.1.3) связано с серьезными аналити-
ческими трудностями. Ситуация существенно упрощается при исследо-
вании квазиодномерных задач. Например, при рассмотрении магнитной
динамики образцов в форме сильно вытянутых ферромагнитных эл-
липсоидов или же нелинейных возбуждений в магнитных структурах,
представляющих параллельные цепочки из магнитных атомов, когда
взаимодействием между разными магнитными цепочками можно пре-
небречь, а постоянные обменного взаимодействия считать отличными
от нуля только для одного направления — вдоль цепочек.

Для одномерных волн намагниченности, распространяющихся
вдоль оси, заданной единичным вектором e, уравнения магнитостатики
(3.1.3) имеют явное решение:

H(m) = −4π(M · e) e. (3.1.4)

В простейшем случае плотность энергии анизотропии w(a) является
квадратичной формой по компонентам вектора M. С учетом (3.1.4)
энергия w(m) также оказывается квадратичной формой по компонентам
вектора M. Подходящим выбором осей системы координат выражение
w(a) + w(m) можно привести в виду

w(a) + w(m) = −1
2
(J1M

2
1 + J2M

2
2 + J3M

2
3 ). (3.1.5)

Постоянные J1, J2, J3 в формуле (3.1.5) теперь характеризуют не
только энергию магнитной анизотропии, но и вклад размагничивающих
полей.

Перейдем к безразмерным переменным:

M = −M0S, H0 = −M0H, ξ′ = α−1/2ξ, t′ = γM0t. (3.1.6)

Здесь ξ — координата вдоль направления распространения волны на-
магниченности:

ξ = (e · r),
M0 — номинальная намагниченность ферромагнетика, α — обменная
постоянная.

С учетом (3.1.5), (3.1.6) уравнения (3.1.1) примут вид:

∂t′S =
[
S× ∂2

ξ′S
]
+ [S× J S] + [S×H] , S2 = 1, (3.1.7)

где J = diag(J1, J2, J3).

3.1. Квазиодномерная динамика ферромагнетика 171

В безразмерных переменных свободная энергия ферромагнетика
переписывается в форме

W = M2
0α

1/2
∫ [

1
2
(∂ξ′S)2 − 1

2
(S · J S)− (S ·H)

]
dξ′. (3.1.8)

Далее всюду, где это не вызовет недоразумений, будем опускать
«штрих» у переменных ξ′, t′.

Перечислим специфические частные случаи квадратичной магнит-
ной анизотропии.

При J1 = J2 = J3 уравнения (3.1.7) сводятся к модели изотропного
ферромагнетика во внешнем магнитном поле H = H(t):

∂tS =
[
S× ∂2

ξS
]
+ [S×H], S2 = 1.

Когда J1 = J2 �= J3, имеем ферромагнетик с выделенной осью
n = (0, 0, 1) эффективной анизотропии:

∂tS =
[
S× ∂2

ξS
]
+ β̃(S · n)[S× n] + [S×H], S2 = 1. (3.1.9)

Здесь β̃ = J3 − J2. Нетрудно проверить, что полные уравнения Ландау–
Лифшица (3.1.7) могут быть редуцированы к модели (3.1.9) лишь
тогда, когда направление распространения волн намагниченности сов-
падает с направлением оси одноосной кристаллографической анизо-
тропии среды (при e = n), см. (3.5.12). Далее мы построим точные
решения упрощенной модели (3.1.9), не налагая условия e = n. При
e �= n такими решениями можно пользоваться лишь при условии, что
энергия магнитостатических взаимодействий (3.1.2) мала по сравнению
с энергией одноосной кристаллографической анизотропии среды.

Интересно, что в случае, когда направление внешнего магнитного
поля совпадает с направлением оси эффективной анизотропии, т. е. при
H = H(t)n, возможно преобразование векторного поля S(ξ, t):

S1(ξ, t) + iS2(ξ, t) = [S′
1(ξ, t) + iS′

2(ξ, t)]e
−i

∫t H(t′) d t′ ,

S3(ξ, t) = S′
3(ξ, t),

(3.1.10)

после которого из системы (3.1.9) исключается внешнее магнитное
поле:

∂tS′ =
[
S′ × ∂2

ξS
′]+ β̃(S′ · n)[S′ × n], S′2 = 1. (3.1.11)

В отсутствии внешнего магнитного поля однородному распределе-
нию намагниченности ферромагнетика соответствует плотность энер-
гии

w = −1
2
β̃M2

3 + const = −1
2
β̃M2

0S
2
3 + const. (3.1.12)
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При β̃ > 0 энергия (3.1.12) минимальна, если вектор S сонаправлен
или антипараллелен оси анизотропии:

S = (0, 0, ±1). (3.1.13)

При β̃ < 0 минимум энергии (3.1.12) реализуется, когда вектор S
лежит в плоскости, перпендикулярной оси анизотропии n = (0, 0, 1).

Таким образом, наличие одноосной магнитной анизотропии пред-
полагает две физически различные ситуации. Принято называть фер-
ромагнетик с β̃ > 0 (β̃ < 0) ферромагнетиком с анизотропией типа
«легкая ось» («легкая плоскость»). Методы интегрирования уравне-
ний (3.1.11) в каждом из двух случаев одноосной анизотропии раз-
личны. Различными будут и свойства частных решений уравнений
Ландау–Лифшица. Более того, в одноосных ферромагнетиках появ-
ляются новые нелинейные магнитные образования — топологические
солитоны типа доменных стенок, которые отсутствовали у изотропного
ферромагнетика. В ферромагнетике с анизотропией типа «легкая ось»
доменные стенки разделяют области с двумя разными направлениями
спонтанной намагниченности (3.1.13). Можно сказать иначе: доменные
стенки разделяют два неэквивалентных основных состояния магнит-
ной среды с одинаковой плотностью энергии. Поскольку уравнениям
ферромагнетика с анизотропиями типа «легкая ось» и «легкая плос-
кость» соответствуют U–V -пары с рациональными зависимостями от
спектрального параметра λ, методы их интегрирования представляют
естественное обобщение схемы интегрирования уравнений изотропного
ферромагнетика, изложенной в предыдущем разделе.

Квазиодномерная модель ферромагнетика с двухосной магнитной
анизотропией (3.1.7), когда J1 < J2 < J3, H = 0, также является
полностью интегрируемой. Однако она принципиально отличается от
моделей изотропного ферромагнетика и ферромагнетика с одноосной
магнитной анизотропией. Дело в том, что при условии J1 < J2 < J3,
H = 0 обобщенная пара Лакса для уравнений (3.1.8) оказывается
мероморфной не в комплексной плоскости спектрального параметра λ,
а на римановой поверхности, топологически эквивалентной тору. Метод
обратной задачи рассеяния и процедура «одевания» в такой ситуации
требуют специального обсуждения.

В рассматриваемых далее задачах направление распространения
волны намагниченности будет предполагаться совпадающим либо
с осью Ox1 декартовой системы координат: ξ = x (общий случай
двухосной анизотропии и ферромагнетик с анизотропией типа «легкая
ось»), либо с направлением оси анизотропии: ξ = z (ферромагнетик
с анизотропией типа «легкая плоскость»).

3.1.2. Представления нулевой кривизны

Представления нулевой кривизны для квазиодномерных моделей
Ландау–Лифшица с квадратичной магнитной анизотропией впервые
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были найдены Боровиком и Робуком [1] и Скляниным [2]. В работе
последнего показано, что уравнения Ландау–Лифшица при наличии
двухосной магнитной анизотропии,

∂tS =
[
S× ∂2

ξS
]
+ [S× JS] , S2 = 1, J = diag(J1, J2, J3), (3.1.14)

эквивалентны коммутационному соотношению:

∂tU − ∂ξV + [U ,V ] = 0;

U(ξ, t,λ) = −i
3∑

α=1

wα(λ)Sασα,

V (ξ, t,λ) = −i
3∑

α=1

{wα(λ) [S× ∂ξS]α + 2 aα(λ)Sα}σα,

(3.1.15)

где σα — матрицы Паули, a1(λ) = −w2(λ)w3(λ) (и циклическая пере-
становка индексов 1, 2, 3 для других коэффициентов aα(λ)). Функции
wα(λ) удовлетворяют квадратичным соотношениям

w2
α(λ)− w2

β(λ) = −1
4
(Jα − Jβ), α,β = 1, 2, 3. (3.1.16)

Комплексный спектральный параметр λ следует выбрать так, чтобы
равенства (3.1.16) были униформизированы мероморфными функция-
ми wα(λ). Представление (3.1.15) является в определенном смысле
универсальным. Все приведенные ранее модели квазиодномерной ди-
намики ферромагнетика получаются из него различными предельными
переходами.

При J1 = J2 = J3 формулы (3.1.14) сводятся к коммутационному
представлению уравнений изотропного ферромагнетика (w1 = w2 =
= w3 = λ/2).

В случае анизотропии типа «легкая ось», полагая

J1 = J2, J3 − J1 = β2 > 0,

уравнения Ландау–Лифшица (3.1.14) запишем в виде (ξ = x):

∂tS = [S× ∂2
xS] + β2(n · S)[S× n], S2 = 1, (3.1.17)

где n = (0, 0, 1). При этом возможную параметризацию соотношений
(3.1.16) дают формулы

w1 = w2 = β

4
(λ+ λ−1), w3 = β

4
(λ− λ−1). (3.1.18)

Для ферромагнетика с анизотропией типа «легкая плоскость» име-
ем J1 = J2, J1 − J3 = ρ2 > 0, и уравнения Ландау–Лифшица (3.1.14)
также упрощаются (ξ = z):

∂tS =
[
S× ∂2

zS
]− ρ2(n · S)[S× n], S2 = 1. (3.1.19)
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Возможная параметризация функций wα(λ) есть

w1 = w2 = ρ λ

λ2 − 1
, w3(λ) = ρ(λ2 + 1)

2(λ2 − 1)
. (3.1.20)

В общем случае квадратичные соотношения (3.1.16) задают в про-
странстве с координатами (w1, w2, w3) комплексную эллиптическую
кривую: wα = wα(λ). В предположении J3 > J2 > J1 функции wα(λ)
допускают униформизацию:

w1(λ) = ρ

sn(λ, k)
, w2(λ) = ρ

dn(λ, k)
sn (λ, k)

, w3(λ) = ρ
cn(λ, k)
sn(λ, k)

. (3.1.21)

Здесь sn(λ, k), cn(λ, k), dn(λ, k) — эллиптические функции Якоби
с модулем k = [(J2 − J1)/(J3 − J1)]

1/2, 2ρ = (J3 − J1)1/2.
В отличие от предыдущих случаев, функции wα(λ) оказываются

двоякопериодическими по комплексному параметру λ. В фундаменталь-
ном параллелограмме своей периодичности на λ-плоскости они являют-
ся аналитическими функциями от параметра λ всюду, за исключением
конечного числа полюсов.

Все рассмотренные модели нелинейной динамики ферромагнети-
ка допускают представления нулевой кривизны с 2 × 2 матрицами
U(ξ, t,λ) и V (ξ, t,λ). Разложение матриц U и V по матрицам Паули
σα (α = 1, 2, 3) естественно при теоретическом описании симметрии
основных обменных взаимодействий. В то же время, учет магнитной
анизотропии привел к тому, что, в отличие от U–V -пары для изотроп-
ного ферромагнетика, представление (3.1.15) содержит не равноправно
разные компоненты вектора S.

3.2. Решения Йоста, pедукции для ферромагнетика
с анизотропией типа «легкая ось» и равновесными
значениями намагниченности на бесконечности

Ne quid nimis. . .

(Ничего лишнего — лат.)

Процедура интегрирования уравнений нелинейной динамики фер-
ромагнетика с анизотропией типа «легкая ось», основанная на мето-
де обратной задачи рассеяния, была впервые предложена в работах
[3, 4]. Однако в этих работах использована U–V -пара, которая слож-
нее представления (3.1.15), (3.1.18). Кроме того, в работах [3, 4] не
обсуждалась динамика ферромагнетика при наличии доменной стен-
ки. В данном разделе изложена процедура интегрирования уравнений
ферромагнетика с анизотропией типа «легкая ось», основанная на
методе обратной задачи рассеяния и представлении нулевой кривизны
(3.1.15), (3.1.18).
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Будем предполагать, что параметр порядка S(x, t) при |x| → ∞
достаточно быстро стремится к равновесным значениям:

S(x, t)→ (0, 0, 1) при x→ +∞;
S(x, t)→ (0, 0, ε) при x→ −∞,

(3.2.1)

где ε = ±1. Величина ε равна минус единице лишь при наличии в среде
одной нескомпенсированной доменной границы.

Обсудим спектральную задачу для вспомогательной линейной си-
стемы

∂xϕ = U(λ)ϕ, (3.2.2)

где матрица U(λ) определена формулами (3.1.15), (3.1.18).
Вследствие условий (3.2.1), система (3.2.2) имеет два типа асимп-

тотических решений:

χ0(x,λ) = exp
[
ε

i
w3(λ)σ3x

]
при x→ −∞;

ϕ0(x,λ) = exp
[
1
i
w3(λ)σ3x

]
при x→ +∞.

(3.2.3)

Фиксируем два набора базисных решений ϕ±(x, t,λ) системы
(3.2.2) (решений Йоста) посредством следующего выбора асимптотиче-
ских условий при |x| → ∞:

ϕ−(x, t,λ)→ χ0(x,λ) при x→ −∞;
ϕ+(x, t,λ)→ ϕ0(x,λ) при x→ +∞. (3.2.4)

Эволюция функций ϕ± описывается уравнениями

∂tϕ+ = V (λ)ϕ+ − ϕ+2iw2
1(λ)σ3;

∂tϕ− = V (λ)ϕ− − ϕ−2iw2
1(λ) εσ3,

(3.2.5)

где матрица V (λ) определена в (3.1.15), (3.1.18).
Условие совместности

∂tU − ∂xV + [U ,V ] = 0 (3.2.6)

системы (3.2.2), (3.2.5) эквивалентно уравнениям Ландау–Лифшица
для ферромагнетика с анизотропией типа «легкая ось»:

∂tS = [S× ∂2
xS] + β2(n · S)[S× n], S2 = 1, (3.2.7)

где n = (0, 0, 1), β2 > 0. Последние слагаемые в правых частях урав-
нений (3.2.5) не нарушают условия совместности (3.2.6) и введены для
того, чтобы сохранить неизменность во времени асимптотик (3.2.4).

Поскольку SpU(λ) = 0, из уравнений (3.2.2) следует, что detϕ±
не зависит от координаты x. В пределе x→ ±∞, находим

detϕ+ = detϕ0 = 1, detϕ− = detχ0 = 1. (3.2.8)



176 Гл. 3. Нелинейная динамика ферромагнетика с анизотропией

Нетрудно проверить, что система (3.2.2), (3.2.5) и выбор усло-
вий (3.2.4) предполагают ограничения на решения Йоста, которые для
определенности сформулируем лишь при вещественных значениях λ:

ϕ±(−λ−1) = σ3ϕ±(λ)σ3; (3.2.9)
ϕ∗
±(λ) = σ2ϕ±(λ)σ2. (3.2.10)

Далее мы увидим, что разные столбцы матриц Йоста ϕ± оказываются
аналитическими функциями по параметру λ в разных полуплоскостях
комплексной λ-плоскости. Редукция (3.2.9) не меняет местами столб-
цов, поэтому сохранится при аналитическом продолжении столбцов-
решений с вещественной оси в соответствующие полуплоскости. В от-
личие от условия (3.2.9), редукция (3.2.10) связывает на вещественной
λ-оси столбцы-решения, которые аналитически продолжаются по па-
раметру λ с вещественной оси в разные полуплоскости комплексной
переменной λ.

При вещественных значениях λ решения одного из базисов пред-
ставляют собой линейную комбинацию решений другого базиса, поэ-
тому

ϕ−(x, t,λ) = ϕ+(x, t,λ)T (λ, t), (3.2.11)

где матрица перехода T может зависеть только от переменных λ и t.
Редукция (3.2.10) переносится на матрицу перехода и конкретизи-

рует ее алгебраическую структуру:

T (λ) =
(
a(λ) −b∗(λ)
b(λ) a∗(λ)

)
.

Вследствие редукции (3.2.9), имеем

a(λ) = a(−λ−1), b(λ) = −b(−λ−1). (3.2.12)

Из формул (3.2.8), (3.2.11) следует, что матрица перехода унимоду-
лярна:

detT (λ) = |a(λ)|2 + |b(λ)|2 = 1.

Элементы матрицы T (λ, t) являются частью новых переменных,
в которых исходное нелинейное уравнение (3.2.7) легко интегрируется.
Используя (3.2.5), получаем уравнение, определяющее зависимость
матрицы T от времени:

∂tT = −2iw2
1(λ)(εTσ3 − σ3T ). (3.2.13)

Из (3.2.13) находим

a(λ, t) = a(λ) = const, b(λ, t) = b(λ, t = 0) exp[−4iw2
1(λ) t] (3.2.14)

при ε = 1 и

a(λ, t) = a(λ, t = 0) exp[4iw2
1(λ) t], b(λ, t) = b(λ) = const (3.2.15)

при ε = −1.
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Как и в случае изотропного ферромагнетика, не зависящие от
времени t элементы матрицы перехода могут быть использованы для
построения бесконечной серии интегралов движения в модели ферро-
магнетика с анизотропией типа «легкая ось».

Для выявления полного набора новых динамических переменных,
в которых исходная нелинейная модель (3.2.7) может быть проинте-
грирована, потребуется исследование аналитических свойств функций
Йоста ϕ±(λ).

3.3. Прямая задача рассеяния

Никогда не ставьте задачу, решение
которой вам неизвестно.

Правило Берке

Важный шаг в изучении прямой задачи рассеяния состоит в постро-
ении интегральных операторов, которые преобразуют асимптотические
решения ϕ0(x,λ), χ0(x,λ) (3.2.3) системы (3.2.2) при |x| → ∞ в ее
решения для произвольных x.

Специфика спектральной задачи (3.2.2) для одноосного ферромаг-
нетика состоит в том, что интегральные представления функций Йоста
ϕ±(x, t,λ) имеют более сложную форму:

ϕ+(x, t,λ) = R(x, t)ϕ0(x, t)+

+
+∞∫
x

[
Γ(1)

+ (x, y, t) + w1(λ)Γ(2)
+ (x, y, t)

]
ϕ0(y,λ)dy;

ϕ−(x, t,λ) = K(x, t)χ0(x, t)+

+
x∫

−∞

[
Γ(1)
− (x, y, t) + w1(λ)Γ(2)

− (x, y, t)
]
χ0(y,λ)dy

(3.3.1)

по сравнению с той, что встречалась в модели изотропного ферро-
магнетика. Далее, где это не вызовет недоразумений, будем опускать
зависимость функций от параметра t.

Поясним на примере функции ϕ+ простой алгоритм нахождения
подобных интегральных представлений. Дифференциальное уравне-
ние (3.2.2) для функции ϕ+ и асимптотическое условие (3.2.4) эквива-
лентны интегральному уравнению

ϕ+(x,λ) = ϕ0(x,λ)+

+ i
+∞∫
x

ϕ0(x− y,λ) [w1(λ)(S1(y)σ1 + S2(y)σ2)+

+w3(λ)(S3(y)− 1)σ3]ϕ+(y,λ)dy. (3.3.2)
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Предполагая, что поле S(x) мало отличается от своего равновес-
ного значения S = (0, 0, 1), будем решать уравнение (3.3.2) методом
последовательных приближений. Для унификации вычислений полезно
ввести параметр δ посредством замены

S1,2 → δS1,2, S3 →
√

1− δ2(S2
1 + S2

2) = 1− δ2

2
(S2

1 + S2
2) + . . . ,

ϕ+ = ϕ0 + δϕ1 + δ2ϕ2 + . . . .

Параметр δ служит для наглядной группировки слагаемых одного
порядка малости в уравнениях (3.3.2). В конце вычислений полагают
δ = 1. Область применимости ряда по степеням δ определяется тре-
бованием: при δ = 1 каждый последующий член разложения должен
быть меньше предыдущего. При построении разложения все зависящие
от параметра λ множители типа wn

1 (λ) со степенью n выше первой,
благодаря связи w2

1 = w2
3 + β2/4, могут быть сведены к коэффициентам

1, w2k
3 , w1w2k

3 (k = 1,2,. . .). После замены

w3(λ)ϕ0(y,λ) = iσ3∂yϕ0(y,λ)

с последующим интегрированием по частям множители w3(λ) могут
быть устранены из слагаемых, содержащих интегралы по переменной y
от функции ϕ0(y,λ). В результате такие слагаемые преобразуются
к виду

+∞∫
x

[
Γ(1)

n (x, y) + w1(λ)Γ(2)
n (x, y)

]
ϕ0(y,λ)dy,

где n = 1, 2, . . . — порядок теории возмущений. При этом оказывается,
что в любом конечном порядке теории возмущений внеинтегральные
члены записываются в форме

Rn(x)ϕ0(x,λ),

где матрицы Rn не зависят от параметра λ.
Подобные вычисления позволяют выявить общую структуру инте-

гральных представлений (3.3.1) для решений Йоста ϕ±(x,λ). В силу
редукций (3.2.9), (3.2.10), матрицы R(x), K(x), Γ±(1,2)(x, y) в форму-
лах (3.3.1) должны иметь вид

R =
(
r 0
0 r∗

)
, K =

(
k 0
0 k∗

)
,

Γ(1)
± =

(
α± 0
0 α∗±

)
, Γ(2)

± =
(

0 −β∗±
β± 0

)
.

(3.3.3)

Асимптотическое поведение (3.2.4) будет справедливо, если

R(x)→ I при x→ +∞;
K(x)→ I при x→ −∞.
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Для более строгого обоснования справедливости представ-
лений (3.3.1) подставим их в систему (3.2.2). В полученных
равенствах интегралы по переменной y, содержащие функции ϕ0(y,λ),
χ0(y,λ) с коэффициентами w2

1, w1w3, w3, преобразуем в соответствии
с уже сформированными правилами. После чего, приравнивая к нулю
коэффициенты при линейно-независимых функциях 1, w1(λ), w3(λ)
в неинтегральных членах и учитывая условия полноты для функций
exp[iw3(λ)x]:

+∞∫
−∞

exp[iw3(λ)x]dλ =
+∞∫
−∞

1

λ2
exp[iw3(λ)x]dλ = 8π

β
δ(x);

+∞∫
−∞

1
λ

exp[iw3(λ)x]dλ = 0;

+∞∫
−∞

1
λ
w1(λ) exp[iw3(λ)x]dλ = 4πδ(x),

(3.3.4)

при рассмотрении слагаемых, содержащих интегралы от функций
ϕ0(y,λ), χ0(y,λ), найдем дифференциальные уравнения, которые опре-
делят величины R(x), K(x), Γ(1,2)

± (x, y). Из этих уравнений в результа-
те простых вычислений находим явный вид матричных элементов r(x)
и k(x):

r =

√
1 + S3(x)

2
exp

⎛⎝ i

2

+∞∫
x

[1− S3(y)]∂yϕ(y)dy

⎞⎠;

k =

√
1 + ε S3(x)

2
exp

⎛⎝− i

2

x∫
−∞

[1− ε S3(y)]∂yϕ(y)dy

⎞⎠.
(3.3.5)

Здесь и далее
ϕ(x) = arctg S2(x)

S1(x)
.

Ядра Γ(1)
± (x, y) интегральных операторов определятся в терминах

Γ(2)
± (x, y). Так, для ядра Γ(1)

− (x, y) имеем

Γ(1)
− (x, y) = i (S1(x)σ1 + S2(x)σ2)

1− S2
3(x)

×

×
(
∂xΓ(2)

− (x, y)− ε S3(x)∂yΓ(2)
− (x, y)

)
. (3.3.6)

Выражение для функции Γ(1)
+ (x, y) может быть получено из равенства

(3.3.6) формальной заменой

ε = 1, Γ(1,2)
− → Γ(1,2)

+ . (3.3.7)
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Ядро Γ(2)
− (x, y) удовлетворяет дифференциальному уравнению ги-

перболического типа:

∂2
xΓ(2)

− (x, y)− ∂2
yΓ(2)

− (x, y)+

+
(
S3(x)∂xS3(x)

1− S2
3(x)

+ ∂xϕ(x) iσ3

)
∂xΓ(2)

− (x, y)−

− ε
(
∂xS3(x)

1− S2
3(x)

+ S3(x)∂xϕ(x) iσ3

)
∂yΓ(2)

− (x, y)+

+ β2

4

(
1− S2

3(x)
)
Γ(2)
− (x, y) = 0 (3.3.8)

с граничным условием

Γ(2)
− (x,x) = − i (S1σ1 + S2σ2)

1 + εS3
K. (3.3.9)

Дифференциальное уравнение на функцию Γ(2)
+ (x, y) отличается от

уравнения (3.3.8) формальной заменой (3.3.7). При этом граничное
условие имеет вид

Γ(2)
+ (x,x) = i (S1σ1 + S2σ2)

1 + S3
R. (3.3.10)

Связь между интегральными представлениями (3.3.1) и дифферен-
циальными уравнениями (3.3.6)–(3.3.10) взаимно однозначна. Исполь-
зуя теорию характеристик, дифференциальные уравнения и гранич-
ные условия к ним (3.3.6)–(3.3.10) легко заменить вольтерровскими
интегральными уравнениями, которые однозначно разрешимы. Таким
образом, справедливость интегральных представлений (3.3.1) может
быть полностью обоснована.

Из формул (3.3.9), (3.3.10) следует, что динамика намагниченности
ферромагнетика с анизотропией типа «легкая ось» будет теоретически
описана, если удастся вычислить функции Γ(2)

± (x, y, t).
Для дальнейшего анализа потребуются асимптотики решений Йо-

ста ϕ±(x,λ) вблизи особых точек λ = 0 и λ = ∞ уравнений (3.2.2).
Эти асимптотики можно найти непосредственно из системы (3.2.2).
Однако в данном случае конечный результат проще получить с помо-
щью замен

ϕ0(y,λ) = iσ3

w3(λ)
∂yϕ0(y,λ), χ0(y,λ) = i εσ3

w3(λ)
∂yχ0(y,λ)

и интегрирований по частям в представлениях (3.3.1).
Асимптотическое поведение функций Йоста при |λ| → ∞ имеет вид

ϕ+ =
[(
I + S1σ1 + S2σ2

1 + S3
σ3

)
R+O

(
1
|λ|

)]
ϕ0(x,λ);

ϕ− =
[(
I + S1σ1 + S2σ2

1 + εS3
εσ3

)
K +O

(
1
|λ|

)]
χ0(x,λ).

(3.3.11)
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Асимптотики решений Йоста при λ→ 0 следуют из формул (3.3.11)
и редукции (3.2.9):

ϕ+ =
[(
I − S1σ1 + S2σ2

1 + S3
σ3

)
R +O(λ)

]
ϕ0(x,λ);

ϕ− =
[(
I − S1σ1 + S2σ2

1 + εS3
εσ3

)
K +O(λ)

]
χ0(x,λ).

(3.3.12)

Так же как в модели изотропного ферромагнетика, для элементов
матрицы перехода получаем представления

a(λ) = det[ϕ(1)
− (λ), ϕ(2)

+ (λ)], b(λ) = det[ϕ(1)
+ (λ), ϕ(1)

− (λ)], (3.3.13)

которые далее используем для исследования аналитических свойств
функций a(λ) и b(λ), а также их асимптотического поведения в окрест-
ности особых точек λ = 0,∞ интегральных представлений (3.3.1).

Аналитические свойства решений Йоста и элементов матрицы пе-
рехода различны в зависимости от значения параметра ε = ±1.

Обсудим вначале случай ε = 1. Интегральные представления (3.3.1)
показывают, что при ε = 1 функции ϕ(1)

− (x,λ), ϕ(2)
+ (x,λ) аналитически

продолжаются с вещественной λ-оси в верхнюю полуплоскость ком-
плексной переменной λ, а функции ϕ

(2)
− (x,λ), ϕ(1)

+ (x,λ) — в нижнюю
полуплоскость. Согласно формулам (3.3.13) это означает, что функ-
ция a(λ) может быть аналитически продолжена в верхнюю полу-
плоскость переменной λ, а функция b(λ), вообще говоря, не имеет
каких-либо определенных свойств аналитичности.

При вещественных значениях параметра λ решения Йоста ϕ±(x,λ)
имеют осциллирующее поведение на бесконечности (см. (3.2.3),
(3.2.11)). Поэтому вещественная λ-ось соответствует непрерывному
спектру задачи (3.2.2), (3.2.4).

Нули функции a(λ), лежащие в области Imλ > 0, совпадают с дис-
кретным спектром задачи (3.2.2), (3.2.4), т. е. с теми значениями λ = λk

(Imλk > 0), для которых решения системы (3.2.2) стремятся к нулю при
|x| → ∞. В самом деле, при a(λ = λk) = det

[
ϕ

(1)
− (x,λk), ϕ(2)

+ (x,λk)
]

=
= 0 столбцы-решения становятся линейно зависимыми:

ϕ
(1)
− (x,λk) = ck ϕ

(2)
+ (x,λk) (3.3.14)

и, вследствие их определения (3.2.4), экспоненциально исчезающими
при x→ ±∞.

Далее для простоты будем считать, что функция a(λ) не имеет
нулей на вещественной оси, а ее нули в области Imλ > 0 — простые.
При сформулированных условиях общее число нулей функции a(λ)
будет конечным.

В отличие от модели изотропного ферромагнетика, содержащаяся
в данной задаче дополнительная редукция (3.2.12): a(λ) = a(−λ−1)
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приводит к тому, что нули функции a(λ) входят парами. Если
λ = λα �= i — нуль функции a(λ), то и λ = −λ−1

α также будет ее нулем
(Imλα > 0). Особый случай λ = i исключается. Далее мы увидим, что
наличие единственного простого нуля λ = i у функции a(λ) противо-
речит дисперсионному соотношению. Появление кратных нулей, в том
числе нуля четной кратности в точке λ = i, в принципе, возможно. Со-
литонные решения уравнений Ландау–Лифшица с анизотропией типа
«легкая ось», ассоциированные с кратными нулями коэффициента a(λ),
обсуждались в работах [3, 4]. Такие решения будут не экспоненциаль-
ными, а экспоненциально-полиномиальными. Им соответствуют слабо
связанные солитонные состояния.

Таким образом, при ε = 1 функция a(λ) имеет четное число простых
нулей λ = λn (λn �= i, Imλn > 0, n = 1, 2, . . . 2N), которые, когда это
потребуется, будем детализовывать в соответствии с равенством

{λn, n = 1, 2, . . . , 2N} ≡ {λα,λα+N = −λ−1
α , α = 1, 2, . . . ,N}. (3.3.15)

Коэффициент cn в формуле (3.3.14) может зависеть только от вре-
мени. Уравнение его эволюции следует из (3.2.5), (3.3.14):

∂tcn = −4iw2
1(λn)cn.

Отсюда находим

cn(t) = cn(t = 0) exp[−4iw2
1(λn) t]. (3.3.16)

Ввиду редукции (3.2.9), коэффициенты cn(t) входят парами:

{cn(t), n = 1, 2, . . . , 2N} ≡ {cα(t), cα+N (t) = −cα(t),α = 1, 2, . . . ,N}.
Асимптотику функции a(λ) при λ→∞ находим с помощью формул

(3.3.11), (3.3.13):

a(λ) = exp(−iβ0) +O(1/|λ|), β0 = 1
2

+∞∫
−∞

(1− S3(y))∂yϕ dy. (3.3.17)

Асимптотика коэффициента a(λ) при λ → 0 следует из редукции
a(−λ−1) = a(λ):

a(λ) = exp(−iβ0) +O(λ). (3.3.18)

Поскольку |a(λ)|2 + |b(λ)|2 = 1, коэффициент b(λ) в точках λ = 0
и λ =∞ обращается в нуль (при λ = 0 функция b(λ) исчезает вместе
со всеми своими производными).

Как и в изотропном ферромагнетике, аналитичность функции a(λ)
и соотношение (3.3.17) позволяют выразить коэффициент a(λ) через
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его нули (если таковые есть) и функцию b(λ). А именно, при Imλ � 0
имеет место дисперсионное соотношение

a(λ) = exp(−iβ0)
N∏

α=1

(λ− λα)(λ+ λ−1
α )

(λ− λ∗
α)(λ+ λ∗−1

α )
×

× exp

(
1

2π i

+∞∫
−∞

ln(1− |b(μ)|2)
μ− λ

dμ

)
. (3.3.19)

Прямой проверкой легко убедиться, что дисперсионное соотноше-
ние (3.3.19) удовлетворяет асимптотическому поведению (3.3.18) при
λ → 0 и редукции a(λ) = a(−λ−1). Для этого достаточно воспользо-
ваться равенствами

b(λ = 0) = 0,

+∞∫
−∞

1
λ

ln(1− |b(λ)|2)dλ = 0.

Второе из них является следствием симметрии: |b(λ)|2 = |b(−λ−1)|2.
Заметим также, что, в отличие от модели изотропного ферромагне-

тика, в данной задаче для коэффициента a(λ) нет условия нормировки
в точке λ = 0 или какой-либо другой точке λ-плоскости. Поэтому
в дисперсионном соотношении остался не определенным фазовый мно-
житель exp(−iβ0).

Подводя предварительный итог, можно сказать, что мы перешли от
поля S(x, t) к новому набору переменных:

S(x, t)→ {λn, cn(t), b(λ, t)} ≡ {g}ε=1. (3.3.20)

В терминах обобщенных переменных (3.3.20) легко интегрируется мо-
дель ферромагнетика с анизотропией типа «легкая ось» при одина-
ковых равновесных значениях поля S(x, t) на пространственной бес-
конечности. Дальнейшая задача состоит в том, чтобы вернуться от
переменных (3.3.20) к решению S(x, t) уравнений Ландау–Лифшица.

Обсудим теперь аналитические свойства функций Йоста при
ε = −1. В этом случае с вещественной λ-оси в область Imλ < 0
аналитически продолжаются функции ϕ

(1)
− (λ), ϕ

(1)
+ (λ), а функции

ϕ
(2)
− (λ), ϕ(2)

+ (λ) могут быть продолжены в область Imλ > 0. Поэтому
при ε = −1, в отличие от задачи с ε = 1, функция b(λ) может
быть аналитически продолжена с вещественной λ-оси в нижнюю
полуплоскость, в то время как a(λ) не имеет каких-либо определенных
свойств аналитичности.

Для распределений поля S(x, t) с разными равновесными состоя-
ниями при x → −∞ и x → +∞ дискретному спектру задачи (3.2.2),
(3.2.4) соответствуют нули λ = μn (Imμn < 0) функции b(λ). В точках
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λ = μn столбцы-решения ϕ(1)
− (x,μn) и ϕ(1)

+ (x,μn) оказываются связан-
ными:

ϕ
(1)
− (x, t,μn) = γn(t)ϕ(1)

+ (x, t,μn).

Зависимость коэффициента γn(t) от времени имеет вид

γn(t) = γn(t = 0) exp
[
4iw2

1(μn) t
]
. (3.3.21)

Наличие редукции b(λ) = −b(−λ−1) означает, что, если λ =
= μα �= −i — нуль функции b(λ), то λ = −μ−1

α также будет нулем
(Imμα < 0). Далее для простоты считаем, что все нули коэффициента
b(λ) — простые и среди них нет лежащих на вещественной оси.
В отличие от случая с ε = 1, при ε = −1 возможно существование
единственного простого нуля в точке λ = −i. Более того, этот нуль
необходим. Именно он приводит к солитонному решению типа домен-
ной границы.

Таким образом, при ε = −1 коэффициент b(λ) имеет нечетное число
простых нулей, которые удобно упорядочить следующим образом:

{μn, n = 0, 1, . . . , 2N} ≡ {μ0 = −i, μα, μα+N = −μ−1
α , α = 1, 2, . . . ,N},

где μα �= −i.
Благодаря наличию редукции (3.2.9), соответствующие этим нулям

коэффициенты γn(t) оказываются зависимыми:

{γn(t), n = 0, 1, 2, . . . ,N} ≡
≡ {γ0(t), γα(t), γα+N (t) = γα(t), α = 1, 2, . . . ,N}.

Функция b(λ) имеет асимптотики:

b(λ) = − exp(iα0) +O(1/|α|) при |λ| → ∞ (3.3.22)

и

b(λ) = exp(iα0) +O(λ) при λ→ 0,

где

α0 = 1
2
[ϕ(x =∞) + ϕ(x = −∞)]− 1

2

+∞∫
−∞

S3(y)∂yϕ(y) dy.

В точках λ = 0 и λ = ∞ коэффициент a(λ) обращается в нуль
(в точке λ = 0 функция a(λ) равна нулю вместе со всеми своими
производными).
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Коэффициент b(λ) может быть выражен через a(λ) и нули μn

(Imμn < 0). Соответствующее дисперсионное соотношение имеет вид

b(λ) = − exp(iα0)
(
λ+ i

λ− i

) N∏
α=1

(λ− μα)(λ+ μ−1
α )

(λ− μ∗
α)(λ+ μ∗−1

α )
×

× exp

(
− 1

2πi

+∞∫
−∞

ln(1− |a(μ)|2)
μ− λ

dμ

)
, Imλ � 0.

Итак, мы описали отображение

S(x, t)→ {μn, γn(t), a(λ, t)} ≡ {g}ε=−1, (3.3.23)

задающее переход от поля S(x, t) к новым динамическим переменным
{g}ε=−1, в которых может быть проинтегрирована модель ферромаг-
нетика с анизотропией типа «легкая ось» и разными равновесными
значениями намагниченности при x→ +∞ и x→ −∞.

В следующих разделах мы покажем, что отображения (3.3.20),
(3.3.23) являются обратимыми.

3.4. Обратная задача рассеяния в случае начальных
распределений намагниченности с асимптотикой

S → (0, 0, 1) при |x| → ∞. Прецессирующие
солитоны

Нужно обращать острие ума на са-
мые незначительные и простые вещи
и долго останавливаться на них, пока
не привыкнем отчетливо и ясно прозре-
вать в них истину.

Р. Декарт

Получим уравнения типа Гельфанда–Левитана–Марченко, кото-
рые позволят восстановить поле S(x, t) по данным рассеяния {g}ε=1
(3.3.20). Приведем вывод уравнений Гельфанда–Левитана–Марченко
только для «правого конца», предположив, что уравнения Гельфанда–
Левитана–Марченко для «левого конца» дают эквивалентные результа-
ты. Тогда нам потребуется лишь первый столбец матричного равенства
(3.2.11):

ϕ
(1)
− = aϕ

(1)
+ + b ϕ

(2)
+ , (3.4.1)

а также интегральные представления для столбцов-решений ϕ
(1)
+ (x,λ)

и ϕ(2)
+ (x,λ):
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ϕ
(1)
+ = r(x)

(
1
0

)
exp
[
1
i
w3(λ)x

]
+

+
+∞∫
x

(
α+(x, y)

w1(λ)β+(x, y)

)
exp
[
1
i
w3(λ)y

]
dy; (3.4.2)

ϕ
(2)
+ = r∗(x)

(
0
1

)
exp
[
−1

i
w3(λ)x

]
+

+
+∞∫
x

dy
(−w1(λ)β∗

+(x, y)
α∗

+(x, y)

)
exp
[
−1

i
w3(λ)y

]
dy. (3.4.3)

Для построения одного из уравнений обратной задачи рассеяния
умножим первую компоненту векторного равенства (3.4.1) на функцию

a−1(λ) exp
[
−1

i
w3(λ)z

]
(z > x)

и перепишем полученный результат в виде

exp
[
−1

i
w3(λ)(z − x)

]( (ϕ(1)
− (x,λ))1

a(λ)
exp
[
−1

i
w3(λ)x

]
− r(x)

)
=

=
+∞∫
x

α+(x, y) exp
[
1
i
w3(λ)(y − z)

]
dy−

− b(λ)

a(λ)
w1(λ)

+∞∫
x

β∗
+(x, y) exp

[
−1

i
w3(λ)(y + z)

]
dy. (3.4.4)

Левая часть формулы (3.4.4) является аналитической функцией
в области Imλ � 0 всюду, за исключением простых полюсов в точках
λ = λn (Imλn > 0, n = 1, 2, . . . , 2N). В силу соотношений (3.3.14),
(3.4.3), имеем

res
λ=λn

1
a(λ)

[ϕ(1)
− (x,λ)]1 exp

[
−1

i
w3(λ)z

]
=

= cn
a′(λn)

[ϕ(2)
+ (x,λn)]1 exp

[
−1

i
w3(λn)z

]
=

= −cnw1(λn)

a′(λn)

+∞∫
x

β∗
+(x, y) exp

[
−1

i
w3(λn)(y + z)

]
dy, (3.4.5)

где a′(λn) = ∂λa(λ)|λ=λn .
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Используя асимптотики функций [ϕ(1)
− (x,λ)]1 (3.3.11) и a(λ)

(3.3.17), нетрудно проверить, что

[ϕ(1)
− (x,λ)]1

a(λ)
exp
[
−1

i
w3(λ)x

]
− r(x) = O

(
1
|λ|

)
(3.4.6)

при |λ| → ∞.
Проинтегрируем равенство (3.4.4) по параметру λ вдоль веществен-

ной оси. Интеграл от левой части равенства сходится при |λ| → ∞
(см. (3.4.6)) и может быть вычислен с помощью леммы Жордана
и формулы (3.4.5). При интегрировании правой части учитываем соот-
ношение полноты для функций exp[iw3(λ)x] (3.3.4):

+∞∫
−∞

exp
[
1
i
w3(λ)(y − z)

]
dλ = 8π

β
δ(y − z).

В результате получаем одно из интегральных уравнений обратной
задачи рассеяния:

α+(x, z, t)−
+∞∫
x

β∗
+(x, y, t)f1(y + z, t) dy = 0, (3.4.7)

где

f1(y, t) = 1
4π

+∞∫
−∞

b(λ, t)
a(λ)

w2
1(λ) exp[iw3(λ)y]dλ−

− i
N∑

α=1

cα(t)

a′(λα)λα

w2
1(λα) exp[iw3(λα)y]. (3.4.8)

Выражение для f1(y, t) (3.4.8) упрощено с использованием равенств

cα
a′(λα)λα

= cα+N

a′(λα+N )λα+N

,

w1(λα+N ) = −w1(λα), w3(λα+N ) = w3(λα)

и свойств симметрии (3.2.12) коэффициентов a(λ) и b(λ).
Процедура построения другого интегрального уравнения обратной

задачи рассеяния несколько отличается от уже рассмотренной и со-
стоит в следующем. Вторую компоненту векторного равенства (3.4.1)
умножаем на функцию

1
λa(λ)

exp
[
−1

i
w3(λ)z

]
(z > x)
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и полученный результат преобразуем к виду (S+ = S1 + iS2)

1
λ

exp
[
−1

i
w3(λ)(z − x)

]
×

×
(

(ϕ
(1)
− (x,λ))2
a(λ)

exp
[
−1

i
w3(λ)x

]
− S+(x)r(x)

(1 + S3(x))

w1(λ)

w3(λ)

)
=

= − S+(x)r(x)

(1 + S3(x))

w1(λ)

λw3(λ)
exp
[
−1

i
w3(λ)(z − x)

]
+

+ w1(λ)

λ

+∞∫
x

β+(x, y) exp
[
−1

i
w3(λ)(z − y)

]
dy+

+ b(λ)

λa(λ)

⎛⎝r∗(x) exp
[
−1

i
w3(λ)(x+ z)

]
+

+
+∞∫
x

α∗
+(x, y) exp

[
−1

i
w3(λ)(y + z)

]
dy

⎞⎠. (3.4.9)

Отметим, что в левую и правую части равенства мы ввели одинаковое
слагаемое

− S+r

(1 + S3)

w1(λ)

λw3(λ)
exp
[
−1

i
w3(λ)(z − x)

]
, (3.4.10)

которое, на первый взгляд, ухудшает равенство, так как приводит
к появлению дополнительных особенностей в точках λ = 0, ±1. Цель
операции состоит в регуляризации расходящихся интегралов и полно-
стью прояснится в ходе дальнейших вычислений.

Проинтегрируем соотношение (3.4.9) по переменной λ вдоль ве-
щественной оси. Из-за особенностей в точках λ = 0, ±1 интегралы
следует понимать в смысле главного значения Коши.

Левая часть равенства (3.4.9) является аналитической функцией
в области Imλ � 0, за исключением простых полюсов в точках λ = λn

(Imλn > 0, n = 1, 2, . . . , 2N) и λ = ±1. В точке λ = 0 она является
регулярной, поскольку(

(ϕ(1)
− (x,λ))2
a(λ)

exp
[
−1

i
w3(λ)x

]
− S+(x)r(x)

(1 + S3(x))

w1(λ)

w3(λ)

) ∣∣∣∣
λ=0

= 0.

Это следствие формул (3.3.12), (3.3.18). Кроме того, учитывая асимп-
тотики (3.3.11) и (3.3.17), нетрудно показать, что

(ϕ(1)
− (λ))2
a(λ)

exp
[
−1

i
w3(λ)x

]
− S+r

(1 + S3)

w1(λ)

w3(λ)
= O

(
1
|λ|

)
при |λ| → ∞.
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Рис. 3.1. Выбор контура интегрирования

Поэтому интеграл от левой части равенства (3.4.9) хорошо опреде-
лен. Представим его в виде интеграла по контуру Γ, изображенному
на рис. 3.1, минус интегралы по малым полуокружностям C1 и C2,
обходящим в верхней полуплоскости комплексной переменной полюсы
в точках λ = −1 и λ = 1. Интеграл по контуру Γ может быть вычислен
с помощью леммы Жордана, а интегралы по полуокружностям вычис-
ляются непосредственно. В результате имеем

V. p.
+∞∫
−∞

1
λ

exp
[
−1

i
w3(λ)(z − x)

]
×

×
(

(ϕ
(1)
− (x,λ))2
a(λ)

exp
[
−1

i
w3(λ)x

]
− S+(x)r(x)

(1 + S3(x))

w1(λ)

w3(λ)

)
dλ =

= 2πi

(
2N∑
n=1

1
λn

(ϕ
(1)
− (x,λn))2

a′(λn)
exp
[
−1

i
w3(λn)z

]
− S+(x)r(x)

1 + S3(x)

)
. (3.4.11)

Далее, как и ранее, преобразуем формулу (3.4.11), используя связь
(ϕ(1)

− (x,λn))2 = cn(ϕ(2)
+ (x,λ))2 (3.3.14) и интегральное представле-

ние (3.4.3).
При интегрировании по λ правой части равенства (3.4.9) учитываем

соотношение

+∞∫
−∞

1
λ
w1(x) exp[iw3(λ)x] dλ = 4πδ(x).

Интересно, что интеграл от добавленной функции (3.4.10) при z > x
дает выражение

−V. p.
+∞∫
−∞

1
λ

w1(λ)

w3(λ)
exp[iw3(λ)(z − x)] S+(x) r(x)

(1 + S3(x))
dλ = −2πi S+(x) r(x)

1 + S3(x)
,
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которое полностью компенсирует вклад последнего слагаемого в фор-
муле (3.4.11).

В результате простых преобразований получаем еще одно из урав-
нений обратной задачи рассеяния:

β+(x, z, t) + r∗(x, t)f∗2 (x+ z, t)+

+
+∞∫
x

α∗
+(x, y, t)f∗2 (y + z, t) dy = 0, (3.4.12)

где

f∗2 (y, t) = 1
4π

+∞∫
−∞

b(λ, t)
λa(λ)

exp[iw3(λ)y] dλ−

− i
N∑

α=1

cα(t)

λαa
′(λα)

exp[iw3(λα)y]. (3.4.13)

Равенства (3.4.7), (3.4.12) и комплексно сопряженные к ним образу-
ют замкнутую систему интегральных уравнений для расчета функций
α+(x, y, t) и β+(x, y, t). Учитывая формулы (3.3.3), запишем эту систе-
му в виде матричных уравнений для расчета Γ(1,2)

+ :

R(x, t)F2(x+ z, t) + Γ(2)
+ (x, z, t) iσ2+

+
+∞∫
x

Γ(1)
+ (x, y, t)F2(y + z, t)dy = 0,

Γ(1)
+ (x, z, t) +

+∞∫
x

Γ(2)
+ (x, y, t)F1(y + z, t)dy = 0.

(3.4.14)

Здесь

F1 =
(

0 −f∗1
f1 0

)
, F2 =

(
f2 0
0 f∗2

)
.

Схема интегрирования уравнений Ландау–Лифшица для ферромаг-
нетика с анизотропией типа «легкая ось» и одинаковыми равновесными
значениями намагниченности при x→ ±∞ состоит в следующем.

1. Решив систему (3.2.2), по заданному начальному распределению
параметра порядка S(x, t = 0) находим набор данных рассеяния
при t = 0:

{g(t = 0)}ε=1 ≡ {λn, cn(t = 0), b(λ, t = 0)}.
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2. С помощью формул (3.2.14), (3.3.16) находим эволюцию данных
рассеяния. Тогда функции f1(y, t) и f2(y, t) определяются форму-
лами (3.4.8), (3.4.13).

3. Решаем линейные интегральные уравнения типа Гельфанда–
Левитана–Марченко (3.4.14).

4. Применяя формулу (3.3.10), получаем решение S(x, t) уравнений
Ландау–Лифшица в произвольный момент времени t > 0:

S+(x, t)
1 + S3(x, t)

= β+(x,x, t)
i r(x, t)

. (3.4.15)

Отметим важную особенность соотношения (3.4.15). Согласно урав-
нениям (3.4.7), (3.4.12), функция β+(x,x, t) пропорциональна вели-
чине r∗(x, t). Поэтому правая часть расчетной формулы (3.4.15) вклю-
чает фазовый множитель r∗(x, t)/r(x, t), который зависит от поля
S(x, t) (см. (3.3.5)). Изложенная схема интегрирования, в отличие от
аналогичной схемы для изотропного ферромагнетика, содержит новый
момент: для нахождения поля S(x, t) при t > 0 необходимо не только
выполнить алгебраические вычисления, но и осуществить одно до-
полнительное интегрирование. На конкретном примере покажем, что
указанное препятствие не вызывает больших затруднений.

Простейший класс точных решений модели ферромагнетика с ани-
зотропией типа «легкая ось» получится, когда b(λ) = 0, а функция a(λ)
имеет 2N простых нулей (3.3.15) (N -солитонное решение). Для N -
солитонного состояния интегральные уравнения (3.4.14) имеют вырож-
денные ядра F1, F2 и решаются явно. Как и в случае изотропного
ферромагнетика, N -солитонное решение уравнений «легкоосного» фер-
ромагнетика описывает упругие парные столкновения N частицеподоб-
ных нелинейных волн намагниченности. Поскольку солитоны сохраня-
ют свою индивидуальность при взаимодействиях, достаточно проана-
лизировать внутреннюю структуру односолитонного возбуждения.

Для односолитонного состояния функции f1(y, t) и f∗2 (y, t) суть:

f1(y, t) = −iw2
1(λ1) γ(t) exp[iw3(λ1)y],

f∗2 (y, t) = −i γ(t) exp[iw3(λ1)y],

где
γ(t) = γ0 exp[−4iw2

1(λ1) t], γ0 = c1(t = 0)
λ1a

′(λ1)
= const.

Решение уравнений обратной задачи рассеяния (3.4.14) будем ис-
кать в виде

α+(x, z, t) = α(x, t) exp[iw3(λ1)z], β+(x, z, t) = β(x, t) exp[iw3(λ1)z].

В результате простых вычислений находим

β(x, t) = i r∗(x, t) γ(t) exp[iw3(λ1)x]

1−
[ |γ(t)|w∗

1 (λ1)

w3(λ1) − w∗
3 (λ1)

]2
exp[2ix (w3(λ1) − w∗

3 (λ1))]

. (3.4.16)
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Дальнейший анализ упрощает параметризация:

S = (sin θ cosϕ, sin θ sinϕ, cos θ) . (3.4.17)

Из (3.4.15)–(3.4.17) имеем:

tg θ
2

exp(iϕ) = r∗

r
γ exp[2 iw3x]×

×
(
1− |γ|2w∗2

1

(w3 − w∗
3 )2

exp[2 i(w3 − w∗
3 )x]

)−1

. (3.4.18)

Здесь и далее w1,3 = w1,3(λ1). Отсюда в явном виде определяем θ(x, t):

tg2 θ

2
= |w3 − w∗

3 |2
4|w1|2 ch2 η − |w1 − w∗

1 |2
,

η = i (w3 − w∗
3 )[x− 2(w3 + w∗

3 )t] + ln
∣∣∣ γ0w1

w3 − w∗
3

∣∣∣ (3.4.19)

и, следовательно, компоненту S3(x, t) вектора S(x, t):

S3 = 1− |w3 − w∗
3 |2

2|w1|2
(

ch2 η + |w3 − w∗
3 |2 − |w1 − w∗

1 |2
4|w1|2

)−1

. (3.4.20)

Приравнивая фазы левой и правой частей равенства (3.4.18), полу-
чим уравнения для расчета ϕ(x, y):

ϕ(x, y) +
+∞∫
x

(1− S3(y, t)) ∂yϕ(y, t) dy = (w3 + w∗
3 )x−

− 2(w2
1 + w∗2

1 ) t+ δ − arctg
(

i(w2
1 − w∗2

1 ) exp 2η

2|w1|2 + (w2
1 + w∗2

1 ) exp 2η

)
, (3.4.21)

где δ = arg γ0. Дифференцирование по x формулы (3.4.21) дает явное
выражение для ∂xϕ, после интегрирования которого находим

ϕ = w3 + w∗
3

i (w3 − w∗
3 )
η + arctg

[
i (w1 − w∗

1 )

w1 + w∗
1

th η
]
+

+ (4|w3|2 − β2) t+ const. (3.4.22)

Односолитонное решение (3.4.19), (3.4.22) описывает уединенную
волну намагниченности, которая движется как целое со скоростью

v = 2(w3 + w∗
3 ). (3.4.23)

В системе координат, связанной с солитоном, вектор намагниченности
среды прецессирует с постоянной частотой

ω′ = 4|w3|2 − β2 (3.4.24)
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вокруг оси Ox3. Протяженность области резкого изменения намагни-
ченности l0 имеет следующий порядок величины

l0 ∼ 1
|w3 − w∗

3 | . (3.4.25)

Значение проекции S3 в «центре тяжести» солитона

A = (w1 + w∗
1 )2 + (w3 − w∗

3 )2

(w1 + w∗
1 )2 − (w3 − w∗

3 )2
. (3.4.26)

Рассмотрим предельный переход

β → 0, |λ1| → ∞, β|λ1| = const. (3.4.27)

В этом пределе w1
∼= w3 = (ν + iu)/4, где u, ν — вещественные па-

раметры (u > 0). В результате при β → 0 решение (3.4.20), (3.4.22)
сведется к найденному ранее прецессирующему солитону (2.10.9) мо-
дели изотропного ферромагнетика.

Для анализа особенностей нового решения при конечных значениях
постоянной анизотропии β, полезно перейти от комплексного пара-
метра λ1 к двум вещественным: λ1 = exp(ρ + iσ), где −∞ < ρ < ∞,
0 < σ < π.

Выразим физические характеристики (3.4.23)–(3.4.26) солитона
в терминах параметров ρ и σ:

v = β shρ cosσ, ω′ = β2(sh2ρ− cos2 σ),
l0 � (β chρ sinσ)−1, A = cos 2σ.

(3.4.28)

Перепишем очевидное неравенство

ch2 ρ sin2 σ > 0 (3.4.29)

в терминах скорости солитона и частоты прецессии

1 + ω′

β2
− v2

β2
> 0. (3.4.30)

Напомним, что в изотропном ферромагнетике, при таких же равно-
весных значениях параметра порядка S(x, t) на бесконечности, частота
прецессии ω′ всегда была положительной. В ферромагнетике с ани-
зотропией типа «легкая ось» ω′ может обращаться в нуль, быть как
положительной, так и отрицательной.

При частоте ω′ = 0 (sh2 ρ = cos2 σ) скорость движения магнитного
солитона лежит в конечных пределах:

0 < v2 < β2.
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Отрицательные значения частоты ω′ также ограничены:

−β2 < ω′ < 0.

Неограниченно большие положительные значения частоты ω′ воз-
можны только при условии | sh ρ| � 1 и, следовательно, при ch ρ � 1
(см. (3.4.28)). Однако при больших значениях ch ρ ширина l0 обла-
сти резкого изменения намагниченности становится малой, поэтому
может нарушиться условие применимости длинноволнового приближе-
ния. Значения величины ch ρ и частота ω′ > 0 должны быть ограничены
сверху условием

l0 �
√
α [β ch ρ sin σ]−1 � a, (3.4.31)

где a — постоянная кристаллической решетки. В формуле (3.4.31) мы
вернулись к размерным переменным.

Вблизи границ области существования солитона (3.4.29), (3.4.30)
параметр σ ≈ 0, π. При σ → 0 (σ → π) отклонения поля S(x, t) от
равновесного значения S ≈ (0, 0, 1) уменьшаются, а протяженность
солитона увеличивается. Магнитный солитон (3.4.19), (3.4.22) стано-
вится похожим на спиновую волну линейной теории с волновым числом
k = β sh ρ и законом дисперсии ω = β2 + k2 (в лабораторной системе
координат). Например, при σ ≈ 0 решение S(x, t) можно приближенно
переписать в виде (см. рис. 3.2):

S3 = 1 +O(σ2), S1 + iS2 ≈ 2σ exp(iβ x sh ρ− iβ2t ch2 ρ)

ch[βσ ch ρ (x− βt sh ρ)]
.

В пределе σ → 0 протяженность солитона (β σ ch ρ)−1 →∞.

Рис. 3.2. Малоамплитудный солитон. При σ � 1 прецессирующий солитон
движется со скоростью v = β sh ρ и напоминает «обрезанную» спиновую волну
линейной теории с азимутальным углом θ � 1, волновым числом k = β sh ρ

и частотой ω = β2 ch2 ρ = β2 + k2

Неподвижные солитоны [5] теоретически описываются более про-
стыми аналитическими выражениями, чем движущиеся солитоны. Раз-
личный функциональный вид решения (3.4.19), (3.4.22) для неподвиж-
ных и движущихся солитонов является следствием отсутствия гали-
леевской инвариантности исходных динамических уравнений (3.2.7).
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Согласно формуле (3.4.28) существуют два типа неподвижных солито-
нов: один из них возможен при ρ = 0, σ �= 0, а другой — при ρ �= 0,
σ = π/2.

Когда ρ = 0, решение (3.4.19), (3.4.22) приобретает вид:

S3 = 1− 2 tg2σ

ch2 η + tg2 σ
, S1 + iS2 = 2 tg σ ch η

ch2 η + tg2 σ
exp iϕ;

η = βx sinσ, ϕ = −β2t cos2 σ.
(3.4.32)

Частота внутренней прецессии солитона (3.4.32) всегда отрицательна:
ω = −β2 cos2 σ. При малых частотах прецессии (σ ≈ π/2) солитон
представляет собой широкую область практически перемагниченного
материала, где S3 ≈ cos 2σ ≈ −1, отделенную от остальной части фер-
ромагнетика двумя областями шириной l0, в которых намагниченность
среды резко изменяется от одного равновесного значения S3

∼= −1 до
другого S3 = 1. В размерных переменных ширина области резкого
изменения намагниченности,

l0 �
√
α

β
,

совпадает с толщиной доменной стенки в «легкоосном» ферромагнетике
(см. следующий раздел). Границы перемагниченной области определя-
ются теми значениями x, при которых проекция S3 обращается в нуль.
В размерных переменных протяженность Δ перемагниченной области
много больше магнитной длины l0:

Δ �
√
α

β sinσ
ln(4 tg2 σ)� l0

при σ ≈ π/2.
Таким образом, при конечных значениях параметра β и при σ ≈ π/2

неподвижный солитон (3.4.32) можно трактовать как связанное состо-
яние двух доменных стенок с противоположными хиральностями [5] —
«зародыш перемагничивания» среды.

В области локализации солитона (3.4.32) тенденция к перемаг-
ничиванию среды сопровождается прецессией вектора S. При этом
вращение вектора S во всех точках области локализации солитона
происходит синхронно (см. рис. 3.3).

Распределение поля S(x, t) для другого неподвижного солитона
(ρ �= 0, σ = π/2) имеет вид:

S3 = 1− 2 cth2 ρ

ch2 η + sh−2 ρ
, S1 + iS2 = 2 cth ρ sh η exp iϕ

ch2 η + sh−2 ρ
;

η = βx ch ρ, ϕ = β2t sh2 ρ.

(3.4.33)

Частота прецессии солитона (3.4.33) всегда положительна: ω =
= β2 sh2 ρ. При малых частотах (при ρ ≈ 0) «форма» нового солитона
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Рис. 3.3. Изменение азимутального угла θ для неподвижного солитона (3.4.32).
Схематически изображена прецессия вектора S в перемагниченной области

(3.4.33) мало отличается от таковой для прежнего солитона (3.4.32).
Основная отличительная черта нового солитона состоит в том, что,
хотя вектор S в области локализации солитона вращается синфазно
вокруг оси Ox3, фазы вращения в левой и правой «половинках солито-
на» (в областях x > 0 и при x < 0) различаются на π (см. рис. 3.4).

Рис. 3.4. Изменение азимутального угла θ и характер прецессии вектора S для
неподвижного солитона (3.4.33)

В общем случае движущегося солитона в системе отсчета, свя-
занной с солитоном, частота прецессии вектора S вокруг оси Ox3
остается неизменной, но в пределах области перемагниченного мате-
риала начальная фаза прецессии будет пространственно неоднородной,
представляя собой сумму линейной функции и функции типа пере-
гиба от переменной η (см. (3.4.22)). Хотя при σ ≈ π/2 движущийся
солитон напоминает уединенный домен с прецессией намагниченности
внутри домена, при изменении параметра σ его отличие от уединенного
домена увеличивается. Значение проекции в центре солитона, равное
cos 2σ, при 0 < σ < π может сильно отличаться от равновесного значе-
ния S3

∼= −1.
Подводя итог, можно сказать, что рассмотренный ранее прецес-

сирующий солитон изотропного ферромагнетика не имел такой яр-
ко выраженной локализации разворотов намагниченности при пере-
ходе от равновесных значений намагниченности на пространственной
бесконечности к внутренней прецессии солитона, не содержал про-
тяженной перемагниченной области с малоизменяющейся проекцией

3.5. Обратная задача рассеяния. Доменные стенки 197

M3 = −M0S3 намагниченности, как это наблюдается у солитона в «лег-
коосном» ферромагнетике.

Указанное различие солитонов может быть устранено непрерывной
деформацией поля S(x, t), что и происходит в пределе (3.4.27).

3.5. Обратная задача рассеяния в случае начальных
распределений намагниченности с асимптотическим
поведением S → (0, 0, ±1) при x → ±∞. Доменные

стенки

Каждая решенная мною задача ста-
новилась образцом, который служил
впоследствии для решения других задач.

Р. Декарт

Схема построения обратного отображения данных рассеяния
{g}ε=−1 (3.3.23) в решение S(x, t) модели «легкоосного» ферро-
магнетика с разными равновесными значениями намагниченности
на бесконечности во многом аналогична процедуре, изложенной
в предыдущем разделе. Отличия связаны с иными аналитическими
свойствами функций ϕ

(1)
− (λ) , ϕ(1,2)

+ (λ), a(λ), b(λ) в равенстве (3.4.1).
Перечислим ключевые моменты.

Для построения уравнений типа Гельфанда–Левитана–Марченко
поступаем следующим образом. Первую компоненту векторного равен-

ства (3.4.1) умножим на функцию
1

λ b(λ)
exp
[
1
i
w3(λ)z

]
(z > x) и пере-

пишем полученный результат в виде (S− = S1 − iS2):

1
λ

exp
[
1
i
w3(λ)(z − x)

]
×

×
(

(ϕ(1)
− (x,λ))1

b(λ)
exp
[
1
i
w3(λ)x

]
+ S−(x) r∗(x)

(1 + S3(x))

w1(λ)

w3(λ)

)
=

= S−(x)r∗(x)
(1 + S3(x))

w1(λ)

w3(λ)
exp
[
1
i
w3(λ)(z − x)

]
−

− w1(λ)

λ

+∞∫
x

β∗
+(x, y) exp

[
1
i
w3(λ)(z − y)

]
dy+

+ a(λ)

λ b(λ)

⎛⎝r(x) exp
[
1
i
w3(λ)(z + x)

]
+

+
+∞∫
x

α+(x, y) exp
[
1
i
w3(λ)(z + y)

]
dy

⎞⎠. (3.5.1)
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Вторую компоненту равенства (3.4.1) умножаем на функцию

1
b(λ)

exp
[
1
i
w3(λ) z

]
(z > x)

и преобразуем результат к виду

exp
[
1
i
w3(λ)(z − x)

] ( (ϕ(1)
− (x,λ))2
b(λ)

exp
[
1
i
w3(λ)x

]
− r∗(x)

)
=

=
+∞∫
x

α∗
+(x, y) exp

[
1
i
w3(λ)(y − z)

]
dy+

+ a(λ)

b(λ)
w1(λ)

+∞∫
x

β+(x, y) exp
[
1
i
w3(λ)(z + y)

]
dy. (3.5.2)

Функции в левых частях равенств (3.5.1) и (3.5.2) являются ана-
литическими в области Imλ � 0 за исключением некоторого числа
простых полюсов и достаточно быстро стремятся к нулю при |λ| → ∞.

Левая часть равенства (3.5.1) имеет простые полюсы в точках λ =
= μn (Imμn < 0, n = 0, 1, 2, . . . , 2N) и λ = ±1. Отметим, что благодаря
наличию дополнительного слагаемого

S−r
∗

(1 + S3)

w1

w3
exp
[
1
i
w3(z − x)

]
левая часть соотношения (3.5.1) оказывается регулярной в точке λ = 0.

Интересно, что левая часть второго равенства (3.5.2) не имеет
полюса в точке λ = −i, поскольку

(ϕ(1)
− (x,λ = −i))2 = γ0(ϕ

(1)
+ (x,λ = −i))2 = 0.

Это следствие интегральных представлений для решений Йоста (см.
(3.4.2)). В результате левая часть формулы (3.5.2) содержит простые
полюсы лишь в точках μ1, μ2, . . . ,μ2N .

Проинтегрируем соотношения (3.5.1), (3.5.2) по параметру λ вдоль
вещественной оси. Из-за наличия особенностей в точках λ = 0, ±1
интегрирование соотношения (3.5.1) следует осуществлять в смысле
главного значения Коши. Вычисления, подобные выполненным в преды-
дущем разделе, дают

−β∗
+(x, z, t)+r(x, t)f1(x+ z, t)+

+
+∞∫
x

α+(x, y, t)f1(y + z, t) dy = 0,

α∗
+(x, z, t)+

+∞∫
x

β+(x, y, t)f2(y + z, t) dy = 0,

(3.5.3)
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где

f1(y, t) = 1
4π

+∞∫
−∞

a(λ, t)
λ b(λ)

exp
[
1
i
w3(λ)y

]
dλ+

+ i
N∑

α=0

γα(t)

μαb
′(μα)

exp
[
1
i
w3(μα)y

]
,

f2(y, t) = 1
4π

+∞∫
−∞

a(λ, t)
λ b(λ)

w2
1(λ) exp

[
1
i
w3(λ)y

]
dλ+

+ i
N∑

α=1

γα(t)

μαb
′(μα)

w2
1(μα) exp

[
1
i
w3(μα)y

]
.

(3.5.4)

Равенства (3.5.3) и комплексно сопряженные к ним образуют за-
мкнутую систему уравнений обратной задачи рассеяния для расчета
функций α+(x, z, t) и β+(x, z, t) или, что равносильно, для вычисления
матричных функций Γ(1,2)

+ (x, z, t):

Γ(2)
+ (x, z, t)σ1+R(x, t)F1(x+ z, t)+

+
+∞∫
x

dy Γ(1)
+ (x, y, t)F1(y + z, t) = 0;

Γ(1)
+ (x, z, t)+

+∞∫
x

dy Γ(2)
+ (x, y, t) iσ2F

∗
2 (y + z, t) = 0.

(3.5.5)

Ядра в интегральных уравнениях (3.5.5) имеют вид

F1 =
(
f1 0
0 f∗1

)
, F2 =

(
f2 0
0 f∗2

)
.

Схема интегрирования уравнений Ландау–Лифшица для ферромаг-
нетика с анизотропией типа «легкая ось» и разными равновесными
значениями намагниченности при x→ ±∞ состоит в следующем.

1. Решая систему (3.2.2), по известному начальному распределению
поля найдем данные рассеяния {μn, γn(0), a(γ, 0)} при t = 0.

2. Используя формулы (3.2.15), (3.3.21), вычислим данные рассея-
ния при t > 0. Тогда формулы (3.5.4) определят функции f1(y, t)
и f2(y, t).

3. Решим линейные интегральные уравнения (3.5.5).
4. Применяя соотношение (3.3.10), получим поле S(x, t) при t > 0:

iS+(x, t)
1 + S3(x, t)

= β+(x,x, t)
i r(x, t)

. (3.5.6)
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Мультисолитонные решения модели определяются условием a(λ) =
= 0 и могут быть выписаны в явном виде. Они задаются нулями
функции b(λ):

{μn} = {μ0 = −i, μα, μα+N = −μ−1
α , α = 1, 2, . . . ,N}.

Парные нули μα �= −i и −μ−1
α (Imμα < 0) параметризуют уже извест-

ные нам прецессирующие солитоны типа (3.4.19), (3.4.22).
Нуль μ0 = −i дает новый тип магнитного солитона. Проанализируем

внутреннюю структуру и особенности такого солитона. Соответствую-
щий ему коэффициент b(λ) имеет вид

b(λ) = − exp(iα0)
λ+ i

λ− i
,

а функция f2(y, t) = 0. Кроме того, поскольку w1(λ = −i) = 0, пере-
менная γ0 не зависит от времени (смотри (3.3.21)). Решение уравнений
обратной задачи рассеяния (3.5.3) тривиально:

α+(x, z, t) ≡ 0, β+(x, z, t) = iγ∗0 r
∗(x, t) exp

[
−β

2
(x+ z) + iα0

]
.

Выбирая γ0 вещественным и положительным, из (3.5.6) найдем распре-
деление параметра порядка S(x, t):

S3 = th[β(x− x0)], S1 + iS2 = exp(iα0)

ch[β(x− x0)]
, (3.5.7)

где βx0 = ln γ0.
Поскольку намагниченность среды M(x, t) = −M0 S(x, t), решение

(3.5.7) описывает 180◦-ю доменную стенку, которая представляет собой
пространственно локализованный слой намагниченности параллельный
плоскости x2x3 с центром в точке x1 ≡ x = x0 (см. рис. 3.5).

Доменная стенка (3.5.7) разграничивает два полубесконечных про-
странства, причем левое (x < x0) является доменом с намагниченно-
стью, направленной «вверх» — вдоль положительной оси Ox3, а правое
(x > x0) — доменом с намагниченностью, направленной «вниз».

Как уже отмечалось ранее, энергия одноосной анизотропии (3.1.12)
будет минимальна при скачкообразном изменении в точке x = x0 оси
Ox1 направления намагниченности от ориентации M = M0(0, 0, 1)
к положению M = M0(0, 0, −1). С другой стороны, обменная энергия
минимальна при постепенном изменении ориентации вектора M(x).
В конечном счете, ширина переходной области определяется компро-
миссом между двумя конкурирующими эффектами.

Согласно решению (3.5.7) ширина переходной области � β−1. В раз-
мерных переменных это значение соответствует характерной магнит-
ной длине

l0 =
√

α

β̃0

, (3.5.8)
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Рис. 3.5. Модель 180◦-й доменной стенки с постоянным углом α0, характери-
зующим положение плоскости разворота магнитных моментов стенки. Стенка
лежит в плоскости x2x3. Вектор намагниченности среды параллелен плоско-
сти P , составляющей угол α0 с плоскостью x1x3 (0 � α0 < 2π, на рисунке угол
α0 — тупой). В плоскости P вектор M поворачивается от положения (0, 0,M0)

при x = −∞ до положения (0, 0,−M0) при x = +∞

где α > 0 — постоянная неоднородного обменного взаимодействия, β̃0 =
= J3 − J1 = β2 > 0 — постоянная легкоосной анизотропии.

Типичные значения α � (104 − 106) a2, где a — постоянная кристал-
лической решетки. Постоянная анизотропии β̃ для разных материалов
изменяется в широких пределах. Полагая β̃ � 10− 102, приходим к сле-
дующей оценке толщины доменной границы:

l0 � (10− 103)a� a.

Полученное значение магнитной длины оказалось много больше по-
стоянной кристаллической решетки. Поэтому использованный нами
квазиклассический подход хорошо оправдан. Квантово-механические
расчеты структуры доменных стенок являются излишними для боль-
шинства магнитных материалов.

Отметим, что отклонения намагниченности от предельных значений
в доменах являются малыми уже на расстояниях � 10 l0 от центра
доменной границы. Поэтому часто ограничиваются расчетом струк-
туры доменных стенок в безграничной среде. В безграничной среде
взаимодействие между достаточно удаленными плоскими доменными
стенками экспоненциально малы.

В то же время в тонких магнитных пленках размагничивающие по-
ля могут приводить к сильным дальнодействующим взаимодействиям.

В безграничной среде полная энергия, приходящаяся на единицу
площади стенки, в размерных переменных определяется выражением

σ = 1
2

+∞∫
−∞

[
α(∂xM)2 + β2(M2

0 −M2
3 )
]
dx, (3.5.9)

где M = −M0 S (в данном случае M0 — номинальная намагниченность
на единицу объема среды), β̃0 = β2 > 0 — постоянная кристаллографи-
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ческой магнитной анизотропии материала. Используя (3.1.6), (3.5.7),
(3.5.9), находим

σ = 2M2
0α

1/2β = 2M2
0

√
αβ̃0 . (3.5.10)

Вклады обмена и анизотропии в энергию (3.5.10) одинаковы.
Напомним, что при получении решения (3.5.7) мы пренебрегли

вкладом магнитостатических взаимодействий (3.1.2) по сравнению
с энергией кристаллографической магнитной анизотропии среды. Об-
судим влияние магнитных полей, обусловленных распределением на-
магниченности в среде, на параметры и свойства доменных стенок
в ферромагнетике с анизотропией типа «легкая ось».

При рассматриваемой геометрии задачи компонента M1 вектора
намагниченности среды, перпендикулярная плоскости x2x3 доменной
стенки, создает на поверхности стенки магнитные заряды с плотностью

ρm = −4π ∂xM1.

Здесь мы снова вернулись к размерным переменным. Магнитные за-
ряды вызывают появление магнитостатического поля (3.1.4) и, следо-
вательно, плотности энергии размагничивания (3.1.2), которую можно
записать в виде плотности энергии дополнительной анизотропии w̃(a):

w(m) = −1
2

(
M ·H(m)

)
= 2πM2

1 ≡ w̃(a). (3.5.11)

В результате уравнения динамики намагниченности видоизменяют-
ся по сравнению с (3.1.17) и приобретают вид (3.1.14)

∂tM = −γ
[
M×

(
α∂2

xM + β̃0(n ·M)n− 4π(e ·M) e
)]

, (3.5.12)

где n = (0, 0, 1), e = (1, 0, 0), M2 = M2
0 . Далее мы изложим общую

схему интегрирования уравнений (3.5.12) методом обратной задачи
рассеяния и покажем, что их решение, соответствующее доменной
стенке, есть

M1 + iM2 = − M0 exp(iα0)

ch(ξ x+ τ t+ δ)
, M3 = −M0 th(ξ x+ τ t+ δ), (3.5.13)

где α0, δ — вещественные параметры,

ξ =
√

(β̃0 + 4π cos2 α0)/α , τ = 2πγM0 sin(2α0).

Пока в справедливости формул (3.5.13) можно убедиться простой про-
веркой.

Согласно (3.5.13) магнитостатические взаимодействия обусловлива-
ют движение доменных стенок со скоростью

v(α0) = 2πγM0 sin(2α0)
√
α (β̃0 + 4π cos2 α0)−1/2.
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Максимальное значение скорости v(α0) соответствует значению α0 =
= αmax, которое является корнем уравнения

4π
β

cos2 αmax =
√

1 + 4π

β̃0

− 1.

Отсюда следует выражение для предельной скорости доменной грани-
цы в одноосном ферромагнетике (уокеровский предел):

vmax = γM0

√
αβ̃0

(√
1 + 4π

β̃0

− 1
)
≈ 2π γM0

√
α

β̃0

при β̃0 � 4π.

Значение vmax для разных ферромагнетиков — порядка 100–1000 м/с.
Реально в ферромагнитных пластинах наблюдают меньшее значение
предельной скорости. Дело в том, что из-за «скручивания» доменная
граница в пластине не всегда описывается простой зависимостью M =
= M(x+ vt).

Выражениям для толщины l0 доменной стенки (3.5.13) и ее энергии
σ придадим форму соотношений (3.5.8), (3.5.9):

l0 =
√
α

β̃
, σ = 1

2

+∞∫
−∞

[
α(∂xM)2 + β̃(M2

0 −M2
3 )
]
dx = 2M2

0

√
αβ̃ .

Здесь β̃ = β̃0 + 4π cos2 α0 — параметр эффективной анизотропии сре-
ды, включающий вклад магнитостатических взаимодействий (β̃0 —
постоянная кристаллографической магнитной анизотропии типа «лег-
кая ось»).

Формулы (3.5.11), (3.5.13) показывают, что увеличению энергии
размагничивания соответствует рост величины cos2 α0. С увеличением
cos2 α0 увеличивается также постоянная эффективной магнитной ани-
зотропии β̃ и энергия доменной стенки σ. При этом толщина доменной
стенки l0 уменьшается.

Энергия доменной стенки оказывается минимальной при cos2 α0 =
= 0, т. е., когда α0 = π/2, 3π/2. При таких значениях угла α0 вектор
намагниченности M лежит в плоскости x2x3 доменной границы. По-
этому на ее поверхности не возникает магнитных зарядов (M1 = 0).
Вектор M ортогонален оси Ox1, и его поворот по толщине доменной
стенки можно уподобить винтовому вращению. Такие доменные стенки
принято называть «стенками Блоха». В отсутствие дополнительных
возмущений и взаимодействий они могут быть лишь неподвижными.
Симметрия допускает два возможных направления поворота намагни-
ченности в плоскости блоховской доменной границы. Поэтому суще-
ствуют два типа доменных стенок (см. рис. 3.6). А именно правовин-
товые (α0 = π/2):

M = −M0

(
0, sech

√
β̃0

α
x, th

√
β̃0

α
x

)
,
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и левовинтовые (α0 = 3π/2):

M = −M0

(
0, −sech

√
β̃0

α
x, th

√
β̃0

α
x

)
,

причем оба типа стенок имеют одинаковую энергию.
При определенных условиях на опыте реализуются доменные стен-

ки, имеющие участки с противоположными направлениями вращения
вектора намагниченности. Эти участки отделены друг от друга об-
ластью конечной толщины, проходящей вдоль особой линии, кото-
рую называют «блоховской». Вокруг блоховской линии распределение
намагниченности приобретает вихревой характер. Блоховская линия
не может закончиться в какой-то точке доменной границы: она либо
замыкается в кольцо, либо выходит на поверхность кристалла вместе
с доменной границей. Блоховские линии являются топологическими
дефектами тонкой структуры доменных стенок.

Магнитостатическая энергия (3.5.11) будет максимальна при зна-
чениях α0 = 0, π. В этом случае доменная стенка (3.5.13) также
неподвижна. Поворот вектора M по толщине стенки осуществляется
в плоскости x1x3, перпендикулярной плоскости стенки — плоскости
x2x3. Значениям α0 = 0 и α0 = π соответствуют два типа стенок,
отличающихся направлениями вращения вектора M, которые называют
«стенками Нееля» (см. рис. 3.7).

Отметим важное обстоятельство. Несмотря на то что стенки Бло-
ха минимизируют энергию размагничивания, учет внешнего магнит-
ного поля, направленного под углом к плоскости доменной стенки,
или же дополнительных магнитоанизотропных взаимодействий при-
водит к тому, что стенки Нееля или промежуточные конфигурации
c α0 �= 0,π могут стать энергетически более выгодными, чем стенки

Рис. 3.6. Блоховские доменные стенки.
Вид со стороны оси Ox3

Рис. 3.7. Неелевские доменные стенки
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Блоха. При изменении внешних полей блоховская доменная стенка
может оказаться неустойчивой, тогда намагниченность в ней спонтан-
но переориентируется в другую конфигурацию. Особенно это важно
в образцах конечных размеров.

В любом случае доменная стенка (3.5.7) или (3.5.13) разделяет
два разных основных состояния ферромагнетика. Поэтому стабильность
солитона (3.5.7) усилена топологическими причинами. При фиксирован-
ных граничных условиях (S → (0, 0, ±1) при x → ±∞) распределе-
ние намагниченности, соответствующее доменной стенке (3.5.7), нельзя
непрерывной деформацией поля S(x) свести к однородному основному
состоянию. Когда координата x пробегает интервал от −∞ до +∞, ко-
нец вектора S(x) на поверхности сферы S2 = 1 описывает дугу, соеди-
няющую противоположные полюсы сферы — точки с радиусами-век-
торами S = (0, 0, 1) и S = (0, 0, −1). Такую траекторию непрерывной
деформацией поля S(x) невозможно стянуть в точку, которая и соот-
ветствовала бы однородному распределению намагниченности в среде.

Полученные результаты показывают, что в отсутствии внешнего
магнитного поля или же нелинейных спиновых волн доменная стенка
в безграничном ферромагнетике с кристаллографической анизотропией
типа «легкая ось» всегда неподвижна (см. (3.5.7)). Когда внутрен-
нее магнитное поле ферромагнетика отлично от нуля вдоль оси Ox3:
H = (0, 0, H ′) (H ′ �= 0), неподвижных доменных границ не существует.
Дело в том, что при H ′ �= 0 плотности энергии доменов с намагничен-
ностями M = (0, 0, −M0) и M = (0, 0, M0) различаются на величину
2M0H

′, поэтому доменная стенка не может находиться в равновесии.
Выгодный домен, у которого M ↑↑ H, будет расширяться за счет
невыгодного, т. е. доменная граница будет двигаться. Более подробное
обсуждение представлено в разделе 3.7.1.

Разумеется, решение (3.5.7) было бы проще получить непосред-
ственным интегрированием уравнений Ландау–Лифшица (3.2.7). Одна-
ко преимущество изложенного метода состоит в том, что он позволяет
исследовать эволюцию любых начальных распределений намагничен-
ности с асимптотиками S → (0, 0, ±1) при x → ±∞. При этом все
расчеты сводятся к решению линейных задач.

3.6. «Одевание» тривиальных решений S = (0, 0, ±1)
уравнений Ландау–Лифшица с анизотропией типа

«легкая ось»
Метод состоит в размещении и упо-

рядочивании того, на что должно быть
направлено острие ума в целях откры-
тия какой-либо истины.

Р. Декарт

Построенные в предыдущих разделах солитонные решения модели
легкоосного ферромагнетика с равновесными значениями поля S(x, t)
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при x → ±∞ проще получить «одеванием» тривиальных решений мо-
дели S = (0, 0, ±1) с помощью матричной задачи Римана. В данном
разделе подробно обсудим эту процедуру, поскольку она содержит ряд
технических особенностей, которые отсутствовали в модели изотроп-
ного ферромагнетика и повторяются при анализе других задач.

Напомним, что в схеме «одевания» вспомогательная линейная си-
стема записывается не в виде (3.2.2), (3.2.5), а в форме

∂xχ = U(λ)χ, ∂tχ = V (λ)χ. (3.6.1)

Для модели ферромагнетика с анизотропией типа «легкая ось» матри-
цы U(λ), V (λ) определяются формулами (3.1.15), (3.1.18) и, в отличие
от модели изотропного ферромагнетика, не обращаются одновременно
в нуль в точке λ = 0 или в какой-либо другой точке λ-плоскости.
Эта особенность ведет к тому, что матричные решения системы (3.6.1)
с заданными свойствами аналитичности не могут быть нормированы
на единичную матрицу при каком-либо значении λ. Для легкоосного
ферромагнетика особыми точками системы (3.6.1) будут λ = 0 и λ =∞.
В них далее не фиксируются численные значения матричных решений
уравнений (3.6.1), а лишь оговариваются асимптотические свойства
решений. В конечном счете, задача сопряжения аналитических функ-
ций, лежащая в основе метода «одевания», посредством калиброван-
ного преобразования все же сводится к задаче Римана с нормировкой
на единичную матрицу в точке λ = ∞. Однако после калибровочно-
го преобразования исходные линейные редукции на решения систе-
мы (3.6.1) переходят в нелинейные редукции на матрицы задачи Ри-
мана. Тем не менее, оказывается, что даже при нелинейных редукциях
задача Римана с нулями имеет явное решение.

Нас интересуют решения уравнений Ландау–Лифшица (3.1.17)
со следующими граничными условиями:

S→ (0, 0, 1) при x→ +∞;
S→ (0, 0, ε) при x→ −∞,

где ε = ±1. При таких условиях вспомогательная линейная система
(3.6.1) имеет асимптотические решения

χ
(0)
2 (x, t,λ) = exp

[
1
i

(
w3(λ)x− 2w2

1(λ) t
)
σ3

]
при x→ +∞;

χ
(0)
1 (x, t,λ) = exp

[
ε

i

(
w3(λ)x− 2w2

1(λ) t
)
σ3

]
при x→ −∞.

(3.6.2)

Два набора базисных решений системы (3.6.1) фиксируем асимпто-
тиками

χ1,2(x, t,λ)→ χ
(0)
1,2 (x, t,λ) при x→ ∓∞.

Из столбцов матриц χ1,2(x, t,λ) необходимо сконструировать два мат-
ричных решения χ±(x, t,λ) системы (3.6.1), одно из которых χ+(λ)
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будет аналитической функцией в области Imλ � 0, а другое χ−(λ) —
в области Imλ � 0. Задача сопряжения аналитических функций χ±(λ)
на вещественной λ-оси и будет лежать в основе метода «одевания».
Анализ можно упростить, заметив, что решения χ1,2(x, t,λ) систе-
мы (3.6.1) выражаются через решения Йоста ϕ±(x, t,λ) родственной
системы (3.2.2), (3.2.5):

χ2(λ) = ϕ+(λ) exp
[
2iw2

1(λ)σ3 t
]
;

χ1(λ) = ϕ−(λ) exp
[
2iεw2

1(λ)σ3 t
]
.

(3.6.3)

Аналитические свойства функций Йоста ϕ±(x, t,λ) нами уже описаны.
Поэтому сформулируем все необходимые утверждения в терминах ре-
шений Йоста и лишь на конечном этапе расчетов перейдем от функций
Йоста к функциям χ±(λ) с требуемыми свойствами аналитичности.

Напомним, что решения Йоста на вещественной λ-оси связаны
матричными равенствами:

ϕ−(λ) = ϕ+(λ)T (λ), ϕ+(λ) = ϕ−(λ)T−1(λ), (3.6.4)

где

T (λ) =
(
a(λ) −b∗(λ)
b(λ) a∗(λ)

)
, T−1(λ) =

(
a∗(λ) b∗(λ)
−b(λ) a(λ)

)
,

|a(λ)|2 + |b(λ)|2 = 1.

Нам потребуется более подробная форма записи равенств (3.6.4):

ϕ
(1)
− = aϕ

(1)
+ + b ϕ

(2)
+ , ϕ

(2)
− = −b∗ϕ(1)

+ + a∗ϕ(2)
+ ;

ϕ
(1)
+ = a∗ϕ(1)

− − b ϕ(2)
− , ϕ

(2)
+ = b∗ϕ(1)

− + aϕ
(2)
− .

(3.6.5)

Конечный вид функций χ±(λ) с предписанными свойствами аналитич-
ности зависит от параметра ε = ±1.

Обсудим сначала задачу с ε = −1. Как показано ранее, при ε = −1
в нижней полуплоскости комплексной переменной λ оказываются ана-
литическими функции ϕ

(1)
+ (λ), ϕ(1)

− (λ) и b(λ), в то время как функ-
ции ϕ

(2)
+ (λ), ϕ(2)

− (λ) и b∗(λ) аналитически продолжаются с веществен-
ной λ-оси в верхнюю полуплоскость. Определим матричные решения
Φ−(λ) и Φ+(λ) системы (3.2.2), (3.2.5), аналитические в областях
Imλ � 0 и Imλ � 0 соответственно:

Φ− = (ϕ(1)
+ , ϕ(1)

− ); Φ+ = (ϕ(2)
− , ϕ(2)

+ ). (3.6.6)

Используя равенства (3.6.5), (3.6.6), нетрудно проверить, что на
вещественной λ-оси функции Φ±(λ) выражаются через решения Йоста:

Φ−(λ) = ϕ+(λ)M+−(λ) = ϕ−(λ)M−−(λ) iσ2;
Φ+(λ) = −ϕ+(λ)σ3M++(λ) = ϕ−(λ)M−+(λ)σ1,

(3.6.7)
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где матрицы M являются треугольными:

M+− =
(
1 a
0 b

)
, M−− =

(
1 −a∗
0 b

)
,

M++ =
(
b∗ 0
a∗ 1

)
, M−+ =

(
b∗ 0
a 1

)
и удовлетворяют тождеству

T (λ) = −σ3M++(λ)σ1M
−1
−+(λ) = −M+−(λ) iσ2M

−1
−−(λ).

Формулы (3.6.7) позволят получить все необходимые свойства функций
Φ±(λ) по известным ранее свойствам решений Йоста.

Отметим, прежде всего, что, хотя матрицы ϕ±(λ) унимодулярны,
матричные решения Φ±(λ) этому свойству не удовлетворяют. На ве-
щественной λ-оси

detΦ−(λ) = −[detΦ+(λ)]∗ = b(λ).

Редукции (3.2.9), (3.2.10), которым подчиняются функции ϕ±(λ),
переносятся на матричные функции Φ±(λ). На вещественной λ-оси
имеем

Φ∓(−λ−1) = ±σ3Φ∓(λ); (3.6.8)
Φ∗

∓(λ) = ±iσ2Φ±(λ)σ1. (3.6.9)

Редукция (3.6.8) с вещественной λ-оси может быть продолжена в обла-
сти аналитичности функций Φ+(λ) и Φ−(λ), в то время как редукция
(3.6.9) справедлива только на вещественной оси. Используя тождество,
справедливое для произвольных матриц 2× 2:

Φ−1 = 1
det Φ

σ2ΦTσ2,

перепишем редукцию (3.6.9) в виде

[Φ∓(λ)]† = ±σ3 detΦ±(λ) Φ−1
± (λ).

Асимптотики функций Φ±(λ) при |λ| → ∞ следуют из полученных
ранее асимптотик для функций ϕ±(λ), b(λ) (3.3.11), (3.3.22):

Φ−(λ) =
[
g−1 +O

(
1
|λ|

)]
exp
[
1
i
w3(λ)σ3x

]
,

Φ+(λ) = exp(−iα0)
[
g−1σ3 +O

(
1
|λ|

)]
exp
[
1
i
w3(λ)σ3x

]
,

(3.6.10)
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где g−1 — независящая от параметра λ унитарная матрица:

g−1 =
(

1 −S−(1 + S3)−1

S+(1 + S3)−1 1

)(
r 0
0 −r∗ exp iα0

)
,

g†−1 g−1 = I.

С помощью соотношений (3.6.7) получаем условие сопряжения ана-
литических функций Φ±(λ) на вещественной λ-оси, которое лежит
в основе методов обратной задачи рассеяния и «одевания»:

Φ−(x, t,λ) = − 1
b∗(λ)

Φ+(x, t,λ)σ3

(
1 a(λ, t)

a∗(λ, t) 1

)
. (3.6.11)

Напомним, что при ε = −1 коэффициент b(λ) не зависит от времени,
а эволюция коэффициента a(λ, t) имеет вид (3.2.15)

a(λ, t) = a(λ, t = 0) exp[4iw2
1(λ) t].

Для перехода от равенства (3.6.11) к стандартной формулировке за-

дачи Римана выделим из функций Φ±(λ) множитель exp
[
1
i
w3(λ)σ3x

]
(см. (3.6.10)) и представим их в форме

Φ−(x, t,λ) = G−(x, t,λ) exp
[
1
i
w3(λ)σ3x

]
,

Φ+(x, t,λ) = −b∗(λ)G−1
+ (x, t,λ)σ3 exp

[
1
i
w3(λ)σ3x

]
.

(3.6.12)

В результате равенство (3.6.11) переписывается в виде

G+(x, t,λ)G−(x, t,λ) =

= χ
(0)
2 (x, t,λ)

(
1 a(λ, 0)

a∗(λ, 0) 1

)
[χ(0)

2 (x, t,λ)]−1, (3.6.13)

где χ
(0)
2 (x, t,λ) — «затравочное» решение (3.6.2), а матричные функ-

ции G±(λ) удовлетворяют условиям:

detG−(λ) = −[detG+(λ∗)]∗ = b(λ) (Imλ � 0);
G+(λ) = G†

−(λ∗) (Imλ � 0);
G−(−λ−1) = σ3G−(λ), G+(−λ−1) = G+(λ)σ3; (3.6.14)

G−(λ) = g−1 +O

(
1
|λ|

)
при |λ| → ∞. (3.6.15)

Требуемые решения вспомогательной линейной системы (3.6.1)
χ−(λ) и χ+(λ), аналитические в областях Imλ � 0 и Imλ � 0 соот-
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ветственно, принимают вид, типичный для схемы «одевания» частных
решений:

χ+(λ) = G−1
+ (λ)χ(0)

2 (λ), χ−(λ) = G−(λ)χ(0)
2 (λ). (3.6.16)

При переходе от соотношений (3.6.3), (3.6.12) к формулам (3.6.16)
устранили несущественные множители.

Мультисолитонные состояния модели ферромагнетика с анизотро-
пией типа «легкая ось» и разными равновесными значениями намагни-
ченности на бесконечности ассоциированы с решениями задачи Рима-
на (3.6.13) при a(λ, t = 0) = 0. В этом случае на вещественной λ-оси
имеем

G+(λ)G−(λ) = I. (3.6.17)

Напомним, что нетривиальные решения задачи Римана (3.6.17) воз-
можны только тогда, когда функции G±(λ) имеют нули в областях
своей аналитичности. Далее для простоты предполагаем, что все нули
функции G−(λ) являются простыми и не лежат на вещественной оси.
В силу редукции (3.6.14), они имеют вид

{μn, n = 0, 1, 2, . . . , 2N} ≡
≡ {μ0 = −i, μα �= −i, μα+N = −μ−1

α , α = 1, 2, . . . ,N}.
Поскольку G+(λ) = [G−(λ∗)]† (Imλ � 0), нулями функции G+(λ) будут
{μ∗

n, n = 0, 1, 2, . . . , 2N}.
Равенство (3.6.17) предполагает, что нули функций G±(λ) совпада-

ют с полюсами функций G∓(λ).
Как известно, решение задачи Римана (3.6.17) определено с точно-

стью до произвольной невырожденной и независящей от λ матрицы.
Воспользуемся условием (3.6.15), чтобы устранить произвол. Положим

G−(λ) = g−1Ψ−(λ), G+(λ) = Ψ+(λ)g†−1, (3.6.18)

где Ψ+(λ) = Ψ†
−(λ) при вещественных значениях параметра λ. Тогда

матричная функция Ψ−(λ) будет иметь каноническую нормировку:

Ψ−(λ =∞) = I.

Подставляя (3.6.18) в формулу (3.6.14), находим:

Ψ−(−λ−1) = g†−1σ3 g−1Ψ−(λ).

Отсюда

g†−1σ3g−1 ≡
⎛⎝ S3 S−

(
r∗

r

)
exp(iα0)

S+

(
r

r∗
)

exp(−iα0) −S3

⎞⎠ =

= Ψ−(λ = 0) = Ψ†
−(λ = 0). (3.6.19)
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В результате задача Римана (3.6.13) с линейной редукцией (3.6.14)
сводится к построению матриц Ψ±(λ), удовлетворяющих условиям

Ψ+(λ)Ψ−(λ) = I, Ψ+(λ) = Ψ†
−(λ), Imλ = 0;

Ψ−(λ =∞) = I
(3.6.20)

и нелинейной редукции

Ψ−(−λ−1) = Ψ†
−(λ = 0) Ψ−(λ). (3.6.21)

Общее решение задачи (3.6.20) без наложения дополнительной
редукции (3.6.21) было получено ранее:

[Ψ+(λ)]σσ′ = δσσ′ −
2N∑

p,s=0

(mp)σ(ms)
∗
σ′

λ− μp
(A−1)p s;

[Ψ−(λ)]σσ′ = δσσ′ +
2N∑

k,n=0

(mk)σ(mn)∗σ′

λ− μ∗
n

(A−1)k n,

(3.6.22)

где σ,σ′ = 1, 2; (A−1)i j — элементы 2N × 2N -матрицы, обратной к мат-
рице A с элементами

Ai j = (m∗
i · mj)

μ∗
i − μj

= −A∗
j i. (3.6.23)

При записи формул (3.6.22) мы учли соотношения

(A−1)i j = −(A−1)∗j i, (3.6.24)

которые являются следствием равенства (3.6.23).
В справедливости решения (3.6.22) можно убедиться простой про-

веркой с использованием тождества

2N∑
s, k=0

(A−1)p s (m∗
s ·mk) (A−1)k n = (A−1)p n μ

∗
n − μp(A−1)p n. (3.6.25)

В формуле (3.6.25) по индексам p и n нет суммирования.
Тождество (3.6.25) оказывается полезным и при работе с нелиней-

ной редукцией (3.6.21). С его помощью нетрудно показать, что

[Ψ†
−(λ = 0)Ψ−(λ)]σσ′ = δσσ′ +

2N∑
p, n=0

(mp)σ
1
μp

(A−1)p n(mn)∗σ′+

+
2N∑

p,n=0

(mp)σ
μ∗

n

μp

(A−1)p n

(λ− μ∗
n)

(mn)∗σ′ . (3.6.26)



212 Гл. 3. Нелинейная динамика ферромагнетика с анизотропией

В то же время

[
Ψ−(−λ−1)

]
σσ′ = δσσ′ −

2N∑
n, p=0

(mp)σ
1
μ∗

n

(A−1)p n(mn)∗σ′+

+
2N∑

n, p=0

(mp)σ
(A−1)p n(μ∗

n)−2

(λ+ μ∗−1
n )

(mn)∗σ′ . (3.6.27)

Выражения (3.6.26), (3.6.27) совпадут, если совпадут матричные
коэффициенты при одинаковых полюсах. Это происходит при условии

mα+N = mα, μα+N = −μ−1
α , (3.6.28)

когда элементы матрицы A−1 приобретают дополнительные свойства
симметрии:

(A−1)α+N 0 = 1
iμα

(A−1)α 0,

μα(A−1)N+α β
1
μ∗

β

= −(A−1)α β+N ,

(A−1)α+N β+N = 1
μα

(A−1)α β
1
μ∗

β

.

Остальные связи между элементами матрицы A−1 следуют из условия
ее антиэрмитовости (3.6.24).

Выражения (3.6.22), (3.6.28) дают полное и явное решение задачи
Римана (3.6.20) с нелинейной редукцией (3.6.21).

В результате новое решение χ±(x, t,λ) вспомогательной системы
получается «одеванием» «затравочного» решения χ

(0)
2 (x, t,λ) с помо-

щью матричных функций g−1 и Ψ±(λ):

χ+(x, t,λ) = g−1(x, t)Ψ−1
+ (x, t,λ)χ(0)

2 (x, t,λ);

χ−(x, t,λ) = g−1(x, t)Ψ−(x, t,λ)χ(0)
2 (x, t,λ).

Зависимость от x и t векторов mn определится, как и ранее, из
требования отсутствия «лишних» полюсов в точках {λn ≡ μ∗

n, n =
= 0, 1, 2, . . . , 2N} и {μn, n = 0, 1, 2, . . . , 2N} в «одевающих» формулах

U = ∂xχ±χ−1
± , V = ∂tχ±χ−1

± ,

которые в более подробной записи имеют вид:

U = ∂xg−1 g
−1
−1 − g−1 Ψ−1

+ (∂xΨ+ − U0Ψ+)g−1
−1 =

= ∂xg−1 g
−1
−1 + g−1(∂xΨ− + Ψ−U0)Ψ−1

− g−1
−1;

V = ∂tg−1 g
−1
−1 − g−1Ψ−1

+ (∂tΨ+ − V0Ψ+)g−1
−1 =

= ∂tg−1 g
−1
−1 + g−1(∂tΨ− + Ψ−V0)Ψ−1

− g−1
−1 .

(3.6.29)
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Здесь
U0 = −iσ3w3(λ), V0(λ) = 2iw2

1(λ)σ3.

«Одевающие» формулы (3.6.29) отличаются от использованных ра-
нее (2.9.13) появлением матричной функции g−1(x, t), которая осу-
ществляет так называемое калибровочное преобразование. Специфика
преобразования — в том, что функция g−1(x, t) не зависит от парамет-
ра λ, потому условие отсутствия «лишних» полюсов в соотношениях
(3.6.29) сводится к прежним уравнениям:

∂xmn = U0(μn)mn, ∂tmn = V0(μn)mn. (3.6.30)

Уравнения (3.6.30) имеют тривиальные решения, согласующиеся с тре-
бованием (3.6.28):

mα = χ
(0)
2 (x, t,μα) cα, mα+N = mα,

где cα — произвольные постоянные двумерные комплексные векторы.
Равенство (3.6.19) является основным для построения мультисоли-

тонных решений модели ферромагнетика с анизотропией типа «легкая
ось» и разными равновесными значениями намагниченности на беско-
нечности. Как и в методе Гельфанда–Левитана–Марченко, компонента
S3 параметра порядка S вычисляется явно:

S3(x, t) = [Ψ−(x, t,λ = 0)]11. (3.6.31)

Расчет фазы поля S+ = S1 + iS2 предполагает дополнительное интегри-
рование при использовании равенства

S+(x, t) r(x, t)
r∗(x, t)

exp(−iα0) = [Ψ−(x, t,λ = 0)]21. (3.6.32)

В качестве иллюстрации эффективности метода еще раз получим
солитонное решение, соответствующее доменной границе. В этом слу-
чае функция Ψ−(λ) имеет единственный полюс в точке λ = i:

Ψ−(λ) = I + 2i
λ− i

P , (3.6.33)

где P — проекционная матрица с элементами

Pσσ′ = (m0)σ(m0)
∗
σ′

|m0|2
, m0 = χ

(0)
2 (x, t,λ = −i) c = exp

(
−βσ3

2
x
)

c.

Из (3.6.31)–(3.6.33), полагая для определенности c = (c1, c2), c2c∗1 =
= −|c1c2|, воспроизводим решение, соответствующее доменной стенке:

S3 = th [β(x− x0)], S+ = exp(iα0)

ch [β(x− x0)]
, x0 = 1

β
ln
⏐⏐⏐c1
c2

⏐⏐⏐.
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Используя явные формулы (3.6.31), (3.6.32), можно проверить, что
взаимодействие доменной стенки с прецессирующими магнитными со-
литонами сводится к их упругим парным столкновениям друг с другом.
После столкновений координаты «центров тяжести» солитонов и фазы
их внутренней прецессии приобретают дополнительные постоянные
сдвиги.

При ε = 1 все построения аналогичны. Решения системы (3.2.2),
(3.2.5) F+(x, t,λ) и F−(x, t,λ), аналитические в областях Imλ � 0
и Imλ � 0, имеют вид

F+ = (ϕ(1)
− , ϕ(2)

+ ), F− = (ϕ(1)
+ , ϕ(2)

− ).

На вещественной λ-оси решения Йоста и функции F±(λ) связаны
соотношениями

F+(λ) = ϕ+(λ)M++(λ) = ϕ−(λ)M−+(λ);
F−(λ) = ϕ+(λ)M+−(λ) = ϕ−(λ)M−−(λ),

(3.6.34)

где

M++ =
(
a 0
b 1

)
, M−+ =

(
1 b∗
0 a

)
,

M+− =
(
1 −b∗
0 a∗

)
, M−− =

(
a∗ 0
−b 1

)
;

T (λ) = M++(λ)M−1
−+(λ) = M+−(λ)M−1

−−(λ).

При ε = 1 коэффициент a(λ) аналитически продолжается в область
Imλ � 0 и не зависит от времени. Эволюция коэффициента b(λ, t):

b(λ, t) = b(λ, t = 0) exp[−4iw2
1(λ) t].

Необходимые редукции на функции F±(λ) и их асимптотическое
поведение в окрестности особых точек λ = 0 и λ =∞ следуют из со-
ответствующих результатов для функций ϕ±(λ):

F ∗
±(λ) = σ2F∓(λ)σ2,

detF+(λ) = [detF−(λ)]∗ = a(λ), Imλ = 0;

F±(−λ−1) = σ3F±(λ)σ3;

F+(λ) = exp(−iβ0)
[
g1 +O

(
1
|λ|

)]
exp
[
1
i
w3(λ)σ3x

]
,

F−(λ) =
[
g1 +O

(
1
|λ|

)]
exp
[
1
i
w3(λ)σ3x

]
при |λ| → ∞.

Здесь

g1 =
(

1 −S−(1 + S3)−1

S+(1 + S3)−1 1

)(
r 0
0 r∗ exp(iβ0)

)
, g†1g1 = I.
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Задача сопряжения аналитических функций F±(λ) на вещественной
λ-оси имеет вид

F−(x, t,λ) = 1
a(λ)

F+(x, t,λ)
(

1 −b∗(λ, t)
−b(λ, t) 1

)
. (3.6.35)

С помощью преобразований

1
a(λ)

F+(x, t,λ) = g1(x, t)Ψ−1
+ (x, t,λ) exp

[
1
i
w3(λ)xσ3

]
,

F−(x, t,λ) = g1(x, t)Ψ−(x, t,λ) exp
[
1
i
w3(λ)xσ3

]
соотношение (3.6.35) сводим к формулировке задачи Римана:

Ψ+(x, t,λ)Ψ−(x, t,λ) =

= χ
(0)
2 (x, t,λ)

(
1 −b∗(λ, t = 0)

−b(λ, t = 0) 1

)
[χ(0)

2 (x, t,λ)]−1,

Ψ−(λ) = Ψ†
+(λ) (Imλ = 0)

(3.6.36)

с канонической нормировкой

Ψ±(λ =∞) = I

и нелинейной редукцией:

Ψ+(−λ−1) = σ3Ψ+(λ)Ψ†
+(λ = 0)σ3,

Ψ−(−λ−1) = σ3Ψ
†
−(λ = 0)Ψ−(λ)σ3.

(3.6.37)

При записи (3.6.37) учли равенство

g†1σ3g1 = Ψ−1
+ (λ = 0)σ3 = Ψ−(λ = 0)σ3,

из которого, в свою очередь, следует, что

Ψ†
±(λ = 0) = Ψ−1

± (λ = 0), Ψ±(λ = 0) = σ3Ψ
†
±(λ = 0)σ3.

В качестве «одетых» решений вспомогательной линейной системы
(3.6.1) с требуемыми аналитическими свойствами выберем функции

χ+(λ) = g1Ψ−1
+ (λ)χ(0)

2 (λ), χ−(λ) = g1Ψ−(λ)χ(0)
2 (λ). (3.6.38)

Рабочая формула для расчета новых решений уравнений Ландау–
Лифшица (3.1.17) при ε = 1 выглядит так:

σ3Ψ+(λ = 0) = g†1σ3g1 =

⎛⎝ S3 −S−
(
r∗

r

)
exp(iβ0)

−S+

(
r

r∗
)

exp(−iβ0) −S3

⎞⎠.
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Для мультисолитонных состояний (b(λ, t = 0) ≡ 0) задача Римана
(3.6.36) решается явно:

[Ψ+(λ)]σσ = δσσ′ −
2N∑

p, s=1

(mp)σ(ms)
∗
σ′

λ− λ∗
p

(A−1)p s.

Здесь σ,σ′ = 1, 2; (A−1)i j — элементы 2N × 2N -матрицы, обратной по
отношению к матрице с элементами Ai j :

Ai j = (m∗
i · mj)

λi − λ∗
j

; (A−1)i j = ∂ ln detA

∂Aj i
;

mα = χ
(0)
2 (x, t,λ∗α)cα, mα+N = σ3mα,

λα+N = −λ−1
α (λα �= i, Imλα > 0, α = 1, 2, . . . ,N),

cα — произвольные постоянные двумерные комплексные векторы.
Простейшее из мультисолитонных состояний, соответствующее па-

ре полюсов функции Ψ+(λ) в точках λ = λ∗1 и λ = −(λ∗1)
−1, совпадает

с найденным ранее путем более утомительной процедуры прецессиру-
ющим магнитным солитоном (3.4.19), (3.4.22).

3.7. Вынужденное движение доменной стенки в поле
нелинейной спиновой волны

...Любая сложная задача всегда вы-
зывает у исследователя желание ее ре-
шить. Нам кажется, что удовольствие
от решения сложной задачи растет
значительно быстрее, чем сложность
задачи. Здесь также проявляется нели-
нейность, характерная для всех законов
природы.

В. Г. Барьяхтар, Б.А. Иванов.
«В мире магнитных доменов»

3.7.1. Постановка задачи

Модель легкоосного ферромагнетика содержит запрет на движение
доменной стенки. В этом нетрудно убедиться, если переписать уравне-
ния Ландау–Лифшица (3.1.17) в виде

∂tS3 = i

2
∂x [S+∂xS− − S−∂xS+] ,

∂tS+ = i∂x [S3∂xS+ − S+∂xS3]− iβ2S3S+,
(3.7.1)
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где S± = S1 ± iS2. Согласно первому уравнению (3.7.1), проекция пол-
ного магнитного момента среды на ось анизотропии должна оставаться
неизменной:

I =
L∫

−L

S3(x, t)dx = const, (3.7.2)

где 2L — размер образца. Перемещение доменной стенки неизбежно
изменит величину I. Именно это обстоятельство приводит к запрету
на ее движение. При учете внешнего магнитного поля, направленного
вдоль оси анизотропии, закон сохранения (3.7.2) также справедлив,
а значит, движение стенки тоже невозможно.

Наиболее известный механизм движения доменной стенки во внеш-
нем магнитном поле, направленном вдоль оси анизотропии, предпола-
гает возникновение магнитостатического поля, обусловленного некру-
говой прецессией намагниченности вокруг внешнего магнитного по-
ля [6, 7]. При учете магнитостатического поля, ортогонального поверх-
ности стенки, закон сохранения проекции намагниченности на ось ани-
зотропии нарушается, а значит, снимается запрет на движение домен-
ной границы. При стационарном движении доменной стенки энергия,
получаемая стенкой от внешнего поля, компенсирует диссипативные
потери.

В этом разделе обсуждается другой механизм движения домен-
ной стенки, когда она не закреплена дефектами и взаимодействует
с бегущей нелинейной спиновой волной. Рассматриваемый сценарий
стационарного движения стенки реализуется даже в пренебрежении
магнитостатическими взаимодействиями и процессами релаксации. По-
лученные в этой главе аналитические решения не противоречат каче-
ственным выводам [6, 7] и согласуются с результатами работы [8] по
возбуждению и управлению движением малоамплитудных солитонов
в поле циркулярно–поляризованной волны. Приведем аргументы [9]
в пользу того, что процесс взаимодействия доменной стенки с пакетом
спиновых волн приводит к ее смещению, а в поле бегущей спиновой
волны стенка обязана двигаться навстречу волне.

Пусть локализованный пакет спиновых волн движется слева напра-
во и до столкновения со стенкой дает положительный вклад I0 в закон
сохранения (3.7.2). Значение I0 соответствует площади, заштрихован-
ной на рис. 3.8, а. Затем пакет частично проходит сквозь стенку, а
частично отражается от нее (рис. 3.8, б). Вклад в закон сохранения
(3.7.2) от прошедшей через стенку волны отрицателен и равен −I1, а
вклад I2 отраженной волны — положителен. Площади, соответству-
ющие величинам I1 и I2, на рис. 3.8, б заштрихованы. Амплитуда
отраженной волны не может быть слишком большой (это противоречит
закону сохранения энергии). Поэтому возникает дисбаланс:

ΔI = I0 − (I2 − I1) = I0 + I1 − I2 > 0,



218 Гл. 3. Нелинейная динамика ферромагнетика с анизотропией

который можно компенсировать только сдвигом доменной стенки вле-
во. В самом деле, при сдвиге влево на Δx интеграл (3.7.2) изменяется
на величину ΔI ∼= 2Δx, приблизительно равную площади заштри-
хованного параллелограмма на рис. 3.8, б. Отсюда величина сдвига
доменной стенки равна

Δx = 1
2
(I0 + I1 − I2).

Рис. 3.8. Взаимодействие доменной стенки со спин-волновым импульсом в фер-
ромагнетике с анизотропией типа «легкая ось»: a — положение спин-волнового

пакета до столкновения с доменной стенкой, б — после столкновения

Приведенное рассуждение является общим и не требует малости
амплитуды спиновой волны. В реальных кристаллах более сложная
анизотропия, процессы диссипации энергии, дефекты решетки, а также
поверхностные и размерные эффекты могут разрушить интеграл (3.7.2).
Однако если время прохождения локализованного спин-волнового им-
пульса через доменную стенку много меньше времени, необходимого
для разрушения интеграла (3.7.2), то приведенные соображения оста-
ются в силе.

Методом «одевания» в работе [10] найдено явное решение мо-
дели (3.7.1), описывающее взаимодействие доменной стенки с нели-
нейной волной прецессии большой амплитуды. В этом и следующем
разделах, следуя [11–14], мы модифицируем вычисления работы [10]
так, чтобы сделать более простыми и наглядными аналитические свой-
ства матричных функций задачи Римана. Для этого потребуется ап-
парат теории эллиптических функций, который чрезвычайно полезен
для дальнейших обобщений метода «одевания». Этим методом удается
аналитически описывать не только локализованные в пространстве
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солитоны, но и более общие нелокализованные солитоноподобные со-
стояния.

Впервые «одевание» посредством интегральных операторов Шабата
применялось Кузнецовым и Михайловым [15] для изучения солито-
ноподобных возбуждений на пьедестале кноидальной волны в средах,
описывающихся моделью Кортевега–де Вриза. В работе [16] на основе
решения задачи Римана аналитически описаны солитоны в неколлине-
арных ферри- и антиферромагнетиках на фоне бегущих навстречу друг
другу нелокализованных волн намагниченности. В [17] проанализиро-
вано взаимодействие бегущих волн прецессии с солитонами в квази-
одномерном ферромагнетике с анизотропией типа «легкая плоскость».
Установлено, что волны приводят к амплитудной и фазовой модуляции
солитонов, а при определенных условиях — «разрушают» солитоны.
Эти результаты изложены в главах 4 и 7 данной книги. Родственное
методу «одевания» преобразование Дарбу применялось для построения
решений волнового уравнения sine-Gordon, которые описывают домен-
ные границы, движущиеся между двумя пространственно однородны-
ми, но периодическими во времени состояниями [18]. Тем же методом
в рамках волнового уравнения sh-Gordon проанализировано взаимо-
действие «темных» солитонов с однородными колебаниями ненулевого
вакуума [19, 20]. В средах, динамика которых описывается нелиней-
ным уравнением Шредингера, особенности взаимодействия солитонов
и излучения изучались в [21] аналитическими и численными методами.

Рассмотрим образец, в котором имеются две однородно намагни-
ченные области, разделенные доменной стенкой. Толщина стенки мала,
поэтому можно считать, что S→ (0, 0, 1) при x→ +∞ и S→ (0, 0,−1)
при x→ −∞. Если в образце возбуждена спиновая волна, то указан-
ные асимптотики изменяются следующим образом:

S→ S(±)
0 при x→ ±∞, (3.7.3)

где
S(±)

0 = (sin θ0 cosϕ±, ± sin θ0 sinϕ±, ± cos θ0). (3.7.4)

Угол θ0 характеризует амплитуду волны, ϕ± = px− ωt+ δ±, p — волно-
вое число, ω = cos θ0(p2 + β2) — частота прецессии, фазовые сдвиги δ+
и δ−, как выяснится в дальнейшем, связаны с топологией доменной
стенки.

В рассматриваемом случае волна (3.7.4) модуляционно неустойчива.
Начальную стадию развития неустойчивости можно изучить, исполь-
зуя анализ устойчивости по линейному приближению относительно
малой периодической модуляции. Малые возмущения волны накач-
ки (3.7.4) � exp(iω̃t+ ip̃x), где p̃ — вещественное число, имеют закон
дисперсии:

ω̃(p̃) = −2pp̃ cos θ0 ± p̃
√
p̃2 − ν2 , ν2 = sin2 θ0(p2 + β2). (3.7.5)
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Инкремент нарастания возмущений δ = |p̃|
√
ν2 − p̃2 вещественен в ин-

тервале волновых чисел −ν < p̃ < ν. Его максимальное значение δmax

связано с минимальным временем τmin, за которое возмущение волны
возрастает в e раз: δmax = τ−1

min = ν2/2.
Волна (3.7.4) проходит через образец длиной 2L за время T =

= 2Lp/ω. Ввиду неустойчивости волны ее взаимодействие с соли-
тонами можно рассматривать только при условии τmin > T , которое
приводит к ограничению на параметры задачи:

pL sin2 θ0
cos θ0

< 1.

С физической точки зрения волна (3.7.4) генерируется на границе
ферромагнетика внешним источником и взаимодействует с доменными
границами, зародышами перемагничивания или бризерами, которые из-
начально имеются в образце. Длина образца, с одной стороны, должна
быть достаточно большой, чтобы можно было не описывать механизм
возбуждения волны на границе образца, а с другой — достаточно
малой, чтобы неустойчивость волны не успела развиться.

Отметим, что нелинейные волны (3.7.4), сами по себе, являются
точными решениями уравнений Ландау–Лифшица (3.1.17). Наша цель
состоит в том, чтобы методом «одевания» построить новое решение
уравнений Ландау–Лифшица, удовлетворяющее асимптотическим кра-
евым условиям (3.7.3) и, тем самым, описывающее взаимодействие
доменной стенки с волной прецессии большой амплитуды.

Для распределений намагниченности (3.7.4) вспомогательная ли-
нейная система

∂tχ = −i{w1 ([S× ∂xS]1 σ1 + [S× ∂xS]2 σ2)+
+ w3 [S× ∂xS]3 σ3 − 2w2

1S3σ3−
− 2w1w3 (S1σ1 + S2σ2)}χ ≡ V χ,

∂xχ = −i{w1(S1σ1 + S2σ2) + w3S3σ3}χ ≡ Uχ,
(3.7.6)

где
w1 = β

4

(
λ+ 1

λ

)
, w3 = β

4

(
λ− 1

λ

)
,

имеет точные решения:

χ
(0)
1,2(λ,x, t) = α(λ, τ ) exp

(
± iσ3ϕ∓

2

)
×

×
(

1 ±Δ(λ, τ )
∓Δ(λ, τ ) 1

)
exp
(
∓τ

i
σ3η
)
. (3.7.7)

Здесь введены обозначения:

Δ(λ, τ ) = τ − (w3 cos θ0 − p/2)
w1 sin θ0

= w1 sin θ0
τ + w3 cos θ0 − p/2

,

τ =
[
(w3 cos θ0 − p/2)2 + w2

1 sin2 θ0
]1/2

, η = x− (2w3 + p cos θ0)t.
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Множитель α(λ, τ ) в дальнейшем подберем так, чтобы упростить вы-
числения.

3.7.2. Свойства решений Йоста. Метод «одевания»

Определим функции Йоста χ1 и χ2 задачи о взаимодействии домен-
ной стенки со спиновой волной как решения системы (3.7.6), имеющие
следующее асимптотическое поведение:

χ1,2 → χ
(0)
1,2 при x→ ∓∞. (3.7.8)

Перейдем от задачи (3.7.6), (3.7.8) к эквивалентным интегральным
уравнениям для расчета функций Йоста:

χ1(λ,x) = χ
(0)
1 (λ,x)

⎛⎝I +
x∫

−∞

[
χ

(0)
1 (λ,x′)

]−1
×

×[U(λ,x′)− U1(λ,x′)]χ1(λ,x′)dx′

⎞⎠,

χ2(λ,x) = χ
(0)
2 (λ,x)

⎛⎝I − +∞∫
x

[
χ

(0)
2 (λ,x′)

]−1
×

×[U(λ,x′)− U2(λ,x′)]χ2(λ,x′)dx′

⎞⎠.

(3.7.9)

Здесь U1,2 — значения U -оператора при S = S(∓)
0 . Посредством итера-

ций решения уравнений (3.7.9) можно представить в виде формальных
рядов по степеням функций χ

(0)
1,2 . Анализ рядов приводит к заклю-

чению, что аналитические свойства решений Йоста формулируются
на двулистной римановой поверхности функции τ = τ (λ). Риманова
поверхность возникает как естественная область определения «затра-
вочных» матричных функций χ

(0)
1,2(λ) (3.7.7). Как и в других задачах,

свойства аналитичности решений Йоста являются простыми следстви-
ями аналитических свойств функций χ

(0)
1,2 (λ) и расстановки пределов

интегрирования по переменной x в представлениях (3.7.9).
Далее мы увидим, что существование доменной границы предпо-

лагает наличие у функций задачи Римана полюсов в четырех точках
римановой поверхности, лежащих над значениями спектрального пара-
метра λ = ±i. Ситуация осложняется тем, что «затравочные» функции
(3.7.7) имеют полюсы в тех же точках.

Для построения решения, описывающего взаимодействие доменной
стенки со спиновой волной, необходимо сформулировать правила, в со-
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ответствии с которыми преобразуются точки римановой поверхности
при операциях, связанных с комплексным сопряжением, и преобра-
зованиях, сохраняющих неизменной форму записи вспомогательной
линейной системы (3.7.6). В работе [10] перед формулировкой таких
правил проведена замена спектрального параметра. После этого вместо
функции τ = τ (λ) возникла другая функция, по-прежнему представ-
ляющая квадратный корень из полинома четвертой степени, но от
нового спектрального параметра. Разумеется, такая смена параметров
не дает ответов на вопросы о том, какие знаки следует выбирать перед
квадратным корнем после преобразований симметрии вспомогательной
линейной системы, или же после операций, связанных с комплексным
сопряжением.

Во избежание подобных трудностей выберем спектральный пара-
метр иначе. Воспользуемся тем, что любая рациональная функция от
переменных λ, y: f(λ, y), где y =

√
R(λ) , а R(λ) — полином по λ степе-

ни три или четыре, всегда может быть представлена в параметрической
форме в терминах двоякопериодических аналитических функций Яко-
би, имеющих лишь полюсные особенности. Формулы связи исходных
переменных λ, y с «униформизующей» переменной u:

λ = λ(u), y = y(u)

классифицированы в справочниках. В нашей задаче имеем [22]:

λ = (k′)−1/2 tg θ0 + θ4
2

[
i dn(u+ iK ′) + k′ ctg((θ0 + θ4)/2)

i dn(u+ iK ′) − tg((θ0 + θ4)/2)

]
,

τ = iβk2 sin θ0 [sin(θ0 − θ4) sin(θ0 + θ4)]
−1/2[

i dn(u+ iK ′) + k′ ctg((θ0 + θ4)/2)
] ×

× cn(u+ iK ′)sn(u+ iK ′)[
i dn(u+ iK ′) − tg((θ0 + θ4)/2)

] .
(3.7.10)

В формулах (3.7.10) угол 0 � θ4 � θ0 определяется соотношением

tg θ4 = κ(1 + κ2)−1/2 tg θ0, κ = p/β.

Модуль k эллиптических функций Якоби snu, cnu, dnu имеет вид

k = 2
√

cos θ0 cos θ4
cos θ0 + cos θ4

.

При этом дополнительный модуль

k′ =
√

1− k2 = tg θ0 + θ4
2

tg θ0 − θ4
2

.
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В комплексной u-плоскости функции λ = λ(u) и τ = τ (u) (3.7.10)
являются мероморфными двоякопериодическими функциями с перио-
дами 2K, 4iK ′, где K = K(k), K ′ = K(k′) — полные эллиптические
интегралы первого рода.

Хотя функции Якоби наиболее популярны среди эллиптических
функций, они не удобны при конкретных вычислениях. Все расчеты
проще проводить с помощью функций Вейерштрасса, и лишь на ко-
нечных этапах вычислений записывать результат в терминах хорошо
изученных и табулированных функций Якоби [23]. Техника работы
с эллиптическими функциями поясняется в приложении.

Аналитические свойства решений Йоста будут проще, если в фор-
мулах (3.7.7) в качестве общего множителя выбрать α(λ(u), τ (u)) =
= β(−u). Представление β(u) в терминах дзета-функций Вейерштрасса
и эллиптических функций Якоби получено в приложении:

β(u) = ζ (u+ iK ′ +K/2)− ζ (u− 3iK ′ +K/2)− η3 =

= 1
2

(
cn(ν, k)
sn(ν, k)

− k′ sn(ν, k)
cn(ν, k)

) ∣∣∣∣
ν=(u+iK′+K/2)/2

.

Здесь периоды дзета-функций равны 2K, 8iK ′ и η3 = ζ(4iK ′|K, 4iK ′),
после вертикальной черты принято указывать половинки примитивных
периодов [22, 23]. В приложении приведены полезные при расчетах
тождества для функций β(−u), β∗(u∗), β(u). В терминах спектрального
параметра u «затравочные» матричные функции примут вид

χ
(0)
1,2 (u) = exp

(
± iσ3

2
ϕ∓
)(

β(−u) ±β(u)
∓β(u) β(−u)

)
exp
(
∓τ

i
σ3η
)
. (3.7.11)

Функции (3.7.11), а значит и решения Йоста χ1,2(u), являются
двоякопериодическими функциями с периодами 2K, 8iK ′. Посколь-
ку χ1,2(u + 4iK ′) = −χ1,2(u), аналитические свойства решений Йо-
ста достаточно исследовать в пределах ячейки периодичности функ-
ции τ = τ (u), т. е. в пределах прямоугольника со сторонами 2K, 4iK ′.

Построение решений Йоста, а значит интегрирование исходного
нелинейного уравнения Ландау–Лифшица далее сведено к решению
задачи Римана для двоякопериодических функций комплексной пере-
менной u. Такую задачу называют задачей Римана на торе. Подчеркнем
принципиальное отличие рассматриваемого уравнения (3.2.7) от тех,
что были проинтегрированы первыми с привлечением задачи Римана
на торе (см. [24–26], результаты изложены в главах 5 и 7). В ра-
ботах [24–26] изучались солитоны на однородном фоне, но в средах
с сильной дисперсией. Для линейных мод зависимость частоты ω
от волнового числа k имела вид ω =

√
P4(k) , где P4(k) — полином

четвертой степени по k. Это проявлялось в усложнении U–V -пар:
матрицы U(λ) и V (λ) зависели от спектрального параметра λ не через
рациональные функции, а через двоякопериодические эллиптические
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функции Якоби. Указанная особенность и приводила к задаче Римана
на торе. В рассматриваемом случае U–V -операторы (3.1.15), (3.1.18)
имеют рациональную зависимость от параметра λ. Появление задачи
Римана на торе при интегрировании уравнения (3.2.7) имеет другое
происхождение: оно связано с учетом неоднородного периодического
фона в виде волны накачки.

Осциллирующие при |x| → ∞ решения Йоста существуют лишь
тогда, когда значения спектрального параметра u лежат на контуре Γ =
= {u : Imτ (u) = 0}. Множество Γ соответствует непрерывному спектру
задачи рассеяния, связанной с решениями Йоста.

На рис. 3.9 угловые точки контура Γ с номерами 1, 2 . . . , 7 имеют
координаты

− ũ−K, −ũ, ũ− 2iK ′, ũ+K − 2iK ′,
− ũ+K, ũ+ 2iK ′, ũ−K + 2iK ′,

где 0 < ũ < K — корень уравнения:

cnũ

snũ
= 1

1− γ

[
tg θ0 − θ4

2
+ γ tg θ0 + θ4

2

]
,

γ = κ cos θ0 +
√
κ2 cos2 θ0 + 1

κ+
√

1 + κ2
, κ = p

β
.

Рис. 3.9. Область аналитичности функции Йоста. Сплошной линией обозначен
контур Γ, слева от которого Im τ(u) < 0, штриховой — контур, эквивалентный

контуру Γ, справа от которого Im τ(u) > 0

3.7. Вынужденное движение доменной стенки в поле спиновой волны 225

Участки контура Γ, которые на рис. 3.9 вышли за пределы фун-
даментального прямоугольника, можно вернуть внутрь прямоугольни-
ка посредством трансляций на примитивные периоды решетки. От-
метим, что в u-плоскости в качестве контура Γ можно взять любой
контур, совпадающий с приведенным на рисунке после трансляций
2Km+ 4iK ′m′, где m, m′ — целые числа.

Функции λ(u), τ (u), β(u), β(−u) обладают следующими трансфор-
мационными свойствами:

λ(−u+ 2iK ′) = λ(u), τ (−u+ 2iK ′) = −τ (u);
λ(u+K) = −λ−1(u), τ (u+K) = −τ (u);

λ∗(u∗) = λ(u), τ∗(u∗) = τ (u),

2β∗(±u∗)β(∓u) = (1 + k′)
√
k′ ;

β(−u+ 2iK ′) = β(u), β[−(−u+ 2iK ′)] = −β(−u);
β∗[(−u+ 2iK ′)∗] = β(−u), β∗[−(−u+ 2iK ′)∗] = −β(u).

(3.7.12)

Используя соотношения (3.7.12), нетрудно доказать справедливость
следующих редукций на решения Йоста:

χ1,2(−u+K + 2iK ′) = −σ3χ1,2(u)σ3;

χ∗
1,2 [(−u+ 2iK ′)∗] = ±iσ2χ1,2(u);

χ∗
1,2(u

∗) = (1 + k′)
√
k′

2β(u)β(−u)σ2χ1,2(u)σ2 (u ∈ Γ).
(3.7.13)

Доказательство формул (3.7.13), как и ранее, основано на использо-
вании теоремы единственности решений линейных дифференциальных
уравнений с одинаковыми асимптотическими условиями.

На контуре Γ базисные решения Йоста должны быть связаны меж-
ду собой:

χ1(u) = χ2(u)T (u). (3.7.14)

Редукции (3.7.13) конкретизируют вид матрицы перехода:

T (u) =
(
a(u) −b∗(u∗)
b(u) a∗(u∗)

)
, a(u)a∗(u∗) + b(u)b∗(u∗) = 1. (3.7.15)

Функции a(u) и b(u) не изменяются при трансляциях 2Km + 4iK ′m′,
где m, m′ — произвольные целые числа, и удовлетворяют условиям:

a(−u+K + 2iK ′) = a(u), b(−u+K + 2iK ′) = −b(u);
a∗ [(−u+ 2iK ′)∗] = −a(u), b∗ [(−u+ 2iK ′)∗] = −b(u). (3.7.16)

Анализ формальных рядов, полученных итерациями из интеграль-
ных уравнений (3.7.9), приводит к заключению, что матричные функ-
ции

χ+(u) =
(
χ

(2)
1 (u),χ(2)

2 (u)
)
, χ−(u) =

(
χ

(1)
2 (u),χ(1)

1 (u)
)
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допускают аналитическое продолжение с контура Γ в области Γ+ =
= {u : Imτ > 0} и Γ− = {u : Imτ < 0} соответственно. Здесь верхние
индексы 1, 2 нумеруют столбцы матричных функций Йоста.

Две первые редукции (3.7.13) не меняют столбцов матриц Йоста
и потому переносятся с контура Γ в области аналитичности функ-
ций χ±(u):

χ±(−u+K + 2iK ′) = ±σ3χ±(u),
χ∗
± [(−u+ 2iK ′)∗] = ±iσ2χ±(u)σ3.

(3.7.17)

Последнее соотношение (3.7.13) можно переписать в терминах χ±(u)
лишь на контуре Γ:

χ∗
±(u∗) = ∓ (1 + k′)

√
k′

2β(u)β(−u) iσ2χ∓(u)σ1 (u ∈ Γ). (3.7.18)

На контуре Γ все базисные решения связаны между собой:

χ− = χ2M+− = χ1M−−iσ2, χ+ = −χ2σ3M++ = χ1M−+σ1. (3.7.19)

Матрицы M имеют такую же форму записи, что и в случае доменной
стенки в отсутствие спиновой волны:

M+− =
(
1 a
0 b

)
, M−− =

(
1 −a∗
0 b

)
,

M++ =
(
b∗ 0
a∗ 1

)
, M−+ =

(
b∗ 0
a 1

)
.

Связь решений Йоста на контуре Γ (3.7.14) эквивалентна условию
сопряжения функций χ±(u) на том же контуре:

χ−(u) = − 1
b∗(u∗)

χ+(u)σ3

(
1 a(u)

a∗(u∗) 1

)
. (3.7.20)

Нетрудно показать (см. (3.7.19)), что

b(u) = detχ−(u)

detχ
(0)
2 (u)

, b∗(u∗) = − detχ+(u)

detχ
(0)
1 (u)

. (3.7.21)

Отсюда следует, что элементы матрицы перехода b(u) и b∗(u∗) могут
быть аналитически продолжены с контура Γ в области Γ− и Γ+ соот-
ветственно, за исключением, может быть, точек, где

detχ(0)
1 (u) = detχ(0)

2 (u) = β2(u) + β2(−u) (3.7.22)

обращается в нуль.
Нули коэффициентов b(u) и b∗(u∗) отвечают дискретному спектру

вспомогательной линейной системы (3.7.6). В силу редукций (3.7.16),
у функции b(u) имеются два особых нуля:

u = iK ′ −K/2, −iK ′ +K/2 (mod(2K, 4iK ′)) (3.7.23)
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и множество нулей вида

u = μs, −μ∗
s − 2iK ′, μ∗

s +K,

− μs −K + 2iK ′ (mod(2K, 4iK ′)), (3.7.24)

где μs ∈ Γ− — комплексные параметры, s = 1, 2, . . .N . Особые нули
(3.7.23) присутствуют всегда, так как гарантируют существование до-
менной стенки. Дополнительных нулей (3.7.24) может и не быть, так
как они связаны с возбуждением бризеров на фоне спиновой волны.

Нули функции b∗(u∗) оказываются комплексно сопряженными
по отношению к нулям функции b(u).

Далее нас интересуют солитоноподобные возбуждения, для которых
коэффициенты отражения равны нулю:

a(u) = a∗(u∗) = 0.

В этом случае условие унимодулярности матрицы перехода приобретает
простой вид:

b(u)b∗(u∗) = 1. (3.7.25)

Среди множества солитонных решений уравнений Ландау–Лиф-
шица особый интерес вызывает решение, описывающее взаимодей-
ствие доменной стенки со спиновой волной в отсутствии бризеров.
Как уже отмечалось, такое решение определяется специфическими
нулями (3.7.23) функции b(u). Для солитонных решений функция b(u)
оказывается мероморфной в u-плоскости. Из формулы (3.7.25) следует,
что ее полюсы совпадают с нулями функции b∗(u∗), которые суть

u = ±(iK ′ +K/2) (mod(2K, 4iK ′)).

Используя теорему о разложении эллиптической функции на множи-
тели (см. приложение), восстановим явный вид функции b(u):

b(u) = θ exp(8iK ′η1)
σ(u− iK ′ +K/2)σ(u+ iK ′ −K/2)
σ(u+ iK ′ +K/2)σ(u− iK ′ −K/2)

.

Здесь θ = ±1, сигма-функции Вейерштрасса имеют периоды 2K, 4iK ′;
η1 = ζ(K|K, 2iK ′).

Непосредственной проверкой можно убедиться в справедливости
эквивалентных представлений (см. приложение):

b(u) = iθ(snv − icnv)(snw − icnw)
∣∣∣∣
v=u+K/2,w=−u+K/2

=

= −θ
(

i + 1
i − 1

)(
dnu− i

√
k′

dnu+ i
√
k′

)
= −2θβ(u)β(−u)√

k′ (1 + k′)
. (3.7.26)
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Для построения интересующего нас решения уравнений Ландау–
Лифшица, применим метод «одевания» с той лишь разницей [10], что
«одевать» будем не точное решение U–V -уравнений (3.7.6), а функцию

exp (−iτσ3η) , (3.7.27)

где η = x − (2w3 + p cos θ0)t. Далее показано, что функция (3.7.27)
содержит все существенные особенности, которые необходимы для
восстановления U–V -пары и решений χ±(u,x, t).

Решение χ−(u) будем искать в виде

χ−(u) = Ψ(u) exp (−iτσ3η) . (3.7.28)

Единственными особенностями функции Ψ(u) в u-плоскости являются
полюсы в точках u = ± (K/2 + iK ′), mod(2K, 4iK ′).

Согласно формулам (3.7.12), (3.7.17) матричная функция Ψ(u)
должна удовлетворять редукциям

Ψ(−u+K + 2iK ′) = −σ3Ψ(u),
Ψ∗ [(−u+ 2iK ′)∗] = −iσ2Ψ(u)σ3.

(3.7.29)

Покажем, что условие сопряжения на контуре Γ аналитических
функций χ±(u) (3.7.20) можно переписать в терминах одной лишь
функции Ψ(u). Для этого с помощью тождества, справедливого для
любой невырожденной 2× 2-матрицы χ+:

χ−1
+ = 1

detχ+
σ2χ

т
+σ2,

и соотношений (3.7.18), (3.7.21), (3.7.22) установим связь между функ-
циями χ−1

+ (u) и χ†
−(u∗) на контуре Γ:

χ−1
+ (u) = − 1

b∗(u∗)
2β(u)β(−u)χ†

−(u∗)

(1 + k′)
√
k′ [β2(u) + β2(−u)] . (3.7.30)

Используя связь (3.7.30) и формулы (3.7.20), (П.17), находим, что
при a = a∗ = 0:

Ψ†(u∗)Ψ(u) = [β(u)β∗(u∗) + β(−u)β∗(−u∗)] I (u ∈ Γ). (3.7.31)

Для дальнейшего анализа полезно знать асимптотическое поведе-
ние функции χ−(x, t,u) при u ∈ Γ и x→±∞, которое нетрудно извлечь
из формул (3.7.19):

χ− → exp
(

iσ3

2
ϕ−
)( −β(u)b(u) β(−u)
−β(−u)b(u) −β(u)

)
×

× exp (iτσ3η) , x→ −∞;

χ− → exp
(
− iσ3

2
ϕ+

)(
β(−u) −β(u)b(u)
β(u) β(−u)b(u)

)
×

× exp (−iτσ3η) , x→ +∞.

(3.7.32)
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Покажем, что построение матричной функции Ψ(u) сводится к ал-
гебраическим вычислениям. Сопоставление формул (3.7.28), (3.7.32)
позволяет угадать зависимость от параметра u элементов матри-
цы Ψ(u). Редукции (3.7.29) дополнительно конкретизируют вид мат-
ричной функции Ψ(u):

Ψ(u) = 1√
γ

(
β(−u)a1 − β(u)b(u)a2 −β(u)b(u)b1 + β(−u)b2
β(u)a∗1 − β(−u)b(u)a∗2 β(−u)b(u)b∗1 − β(u)b∗2

)
,

где a1,2, b1,2,
√
γ зависят только от x и t. В отличие от предыдущих

задач, матричная функция Ψ(u) имеет не простые, а двойные полюсы
в точках u = ±(iK ′ +K/2) (mod(2K, 4iK ′)).

Дополнительные связи между параметрами a1,2, b1,2,
√
γ получим

из условия (3.7.31) на контуре Γ и требования (см. (3.7.21), (3.7.22)):

det Ψ(u) = b(u)[β2(u) + β2(−u)].
Эти связи имеют вид

ai = bi (i = 1, 2), γ = |a1|2 + |a2|2 − 2θ
√
k′ (1 + k′)−1(a1a∗2 + a2a

∗
1).

В справедливости утвержения легко убедиться непосредственной про-
веркой с использованием формул (П.17), (3.7.25), (3.7.26) и тождеств:

β2(±u) = −k′
[
τ + i(κw3 + β cos θ0/2)
τ ± (w3 cos θ0 − p/2)

]
,

−2β(u)β(−u)
(1 + k′)

√
k′

= τ + i(κw3 + β cos θ0/2)

w1

√
1 + κ2

=

= w1

√
1 + κ2

τ − i(κw3 + β cos θ0/2)
,

β(u)

β(−u) = τ − (w3 cos θ0 − p/2)
w1 sin θ0

= w1 sin θ0
τ + w3 cos θ0 − p/2

.

(3.7.33)

В итоге мы нашли матричную функцию, удовлетворяющую алгеб-
раическим ограничениям (3.7.29), (3.7.31):

Ψ(u) = 1√
γ

(
β(−u)a1 − β(u)b(u)a2 −β(u)b(u)a1 + β(−u)a2
β(u)a∗1 − β(−u)b(u)a∗2 β(−u)b(u)a∗1 − β(u)a∗2

)
,

γ = |a1|2 + |a2|2 − 2θ
√
k′ (1 + k′)−1(a1a∗2 + a∗1a2).

(3.7.34)
При этом

Ψ−1(u) = Ψ†(u∗)r(u), (3.7.35)

где r(u) = [β(u)β∗(u∗) + β(−u)β∗(−u∗)]−1.
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Дополнительные дифференциальные ограничения на вид матрицы
Ψ(u,x, t) состоят в том, что в области Γ− функции ∂xχ−χ−1

− и ∂tχ−χ−1
−

должны сводиться к выражениям

∂xχ−χ−−1 = U = −i{w1(S1σ1 + S2σ2) + w3S3σ3},
∂tχ−χ−−1 = V = −i{w1 ([S× ∂xS]1σ1 + [S× ∂xS]2σ2)+

+ w3[S× ∂xS]3σ3 − 2w2
1S3σ3 − 2w1w3 (S1σ1 + S2σ2)},

(3.7.36)

где S2 = 1.
Используя соотношения (3.7.28), (П.17), (3.7.33)–(3.7.35), приходим

к заключению, что левые части формул (3.7.36) дают члены нужной
алгебраической структуры только тогда, когда справедливы уравнения:

a1∂xa2 − a2∂xa1 = a1a2(ip− β cos θ0),
a∗1∂xa1 + a∗2∂xa2 − a1∂xa

∗
1 − a2∂xa

∗
2 = ip(|a2|2 − |a1|2),

a∗2∂xa1 + a∗1∂xa2 − a1∂xa
∗
2 − a2∂xa

∗
1 = β cos θ0(a1a∗2 − a2a∗1),

a1∂ta2 − a2∂ta1 = −a1a2(βp sin2 θ0 + iω),
a∗1∂ta1 + a∗2∂ta2 − a1∂ta

∗
1 − a2∂ta

∗
2 = iω(|a1|2 − |a2|2),

a∗2∂ta1 + a∗1∂ta2 − a1∂ta
∗
2 − a2∂ta

∗
1 = βp sin2 θ0(a1a∗2 − a2a∗1).

Эта система сводится к линейным уравнениям, которые имеют простое
решение:

a1,2 = exp
(
±β

2

(
x cos θ0 + pt sin2 θ0 + Δ±

)∓ iϕ±
2

)
, (3.7.37)

где ϕ± = px− ωt + δ±; δ±, Δ± — вещественные постоянные интегри-
рования.

Если функции a1,2(x, t) выбраны в соответствии с формулами
(3.7.37), то решение Йоста имеет верные асимптотики (3.7.32).
При этом из первого уравнения (3.7.36) находим компоненты вектора S:

S1 − iS2 = 1
γ

[ (
a21 + a22

)
sin θ0 − 2a1a2θ√

1 + κ2
(1− iκ cos θ0)

]
,

S3 = 1
γ

[(|a1|2 − |a2|2) cos θ0 + iκθ sin θ0√
1 + κ2

(a1a∗2 − a∗1a2)
]
.

Мы получили точное решение уравнений Ландау–Лифшица, опи-
сывающее взаимодействие доменной стенки со спиновой волной в от-
сутствии бризеров. В более подробной записи оно имеет вид:

S1 − iS2 = e−iδ2
sin θ0 ch(y + iΦ) − θ(1 + κ2)−1/2(1− iκ cos θ0)

ch y − θ(1 + κ2)−1/2 sin θ0 cosΦ
,

S3 = sh y cos θ0 − θκ(1 + κ2)−1/2 sin θ0 sinΦ

ch y − θ(1 + κ2)−1/2 sin θ0 cosΦ
,

(3.7.38)
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где

y = β
(
cos θ0x+ p sin2 θ0t+ Δ1

)
, Δ1 = (Δ+ + Δ−)/2,

Φ = ωt− px− δ1, ω = cos θ0(p2 + β2), θ = ±1,
δ1 = δ+ + δ−

2
, δ2 = δ+ − δ−

2
.

В безразмерных переменных ширина доменной стенки, взаимодей-
ствующей со спиновой волной, порядка (β cos θ0)−1, а ее скорость про-
тивоположна направлению распространения спиновой волны и опреде-
ляется соотношением

V = −p tg θ0 sin θ0.

При p = 0, θ0 = 0 решение (3.7.38) сводится к изолированной непо-
движной доменной стенке (3.5.7) в отсутствии волны намагниченности,
внутренняя структура которой определяется параметром δ2.

Рис. 3.10. Пульсации проекции S3 между двумя предельными положениями,
изображенными сплошными линиями

При p = 0, 0 < cos θ0 < 1 на бесконечности имеем однородную
прецессию вектора S с частотой ω = β2 cos θ0, причем направления
прецессии справа и слева от центра доменной стенки противоположны.
Доменная стенка не движется как целое, но пульсирует. Компонен-
та S3 колеблется между предельными положениями, представленны-
ми на рис. 3.10. В моменты времени, когда θ cosΦ = 1, в точках
с координатами x± = (β cos θ0)−1 (−βΔ1 ∓ ln tg(θ0/2)) функция S3(x, t)
достигает значений ±1. В другие моменты времени экстремальные
значения удовлетворяют неравенству cos θ0 � |S3|max < 1 и достигаются
в точках, которые периодически сдвигаются на бесконечность, где
|S3|max → cos θ0. В центре доменной стенки (при y = 0) намагничен-
ность не зависит от времени и остается такой же, как в отсутствии
волны прецессии: S = (−θ cos δ2,−θ sin δ2, 0).
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В общем случае для анализа решения (3.7.38) его удобно перепи-
сать в виде

S = 1
A

(m + n), A ≡ ch y − θ√
1 + κ2

sin θ0 cosΦ.

Здесь n — вектор с компонентами

n1 = θ
(
1 + κ2)−1/2

[κ cos θ0 sin δ2 − cos δ2] ,

n2 = −θ (1 + κ2)−1/2
[κ cos θ0 cos δ2 + sin δ2] ,

n3 = sh y cos θ0.

Вектор m допускает представление

m = e1 cosΦ + e2 sin Φ; e1 = ch y sin θ0(cos δ2, sin δ2, 0),

e2 = sh y sin θ0(sin δ2,− cos δ2, 0)− θκ
(
1 + κ2)−1/2

sin θ0(0, 0, 1).

В системе отсчета, связанной с доменной стенкой, векторы n, e1,
e2 постоянны в каждой точке на оси Ox (при каждом постоянном
значении y). Поскольку фаза Φ линейно зависит от времени:

Φ = (p2 + β2 cos2 θ0)t

cos θ0
+
(
Δ1 − y

β

)
p

cos θ0
− δ1,

Рис. 3.11. Проектирование
вектора m + n на поверх-
ность сферы единичного ра-
диуса осуществляется вдоль

образующих конуса

конец вектора m движется по эллип-
су в плоскости, задаваемой векторами e1

и e2. Соответственно, вектор m + n дви-
жется по поверхности конуса, ось которого
совпадает с направлением вектора n.

Вектор S сонаправлен вектору m + n
и отличается от него множителем 1/A > 0.
Поэтому переход от вектора m + n к век-
тору S соответствует масштабному пре-
образованию, после которого допустимые
значения вектора m + n попадают на по-
верхность сферы S2 = 1 (рис. 3.11).

Таким образом, в системе отсчета, свя-
занной с доменной стенкой, наблюдается
неоднородная прецессия вектора S с часто-
той (p2 + cos2 θ0β2)/ cos θ0 вокруг локаль-
ных осей, параллельных вектору n.

Будем характеризовать внутреннюю структуру доменной стенки по-
ложением вектора n в ее центре (при y = 0). Тогда структура доменной
стенки определится параметром ξ:

ξ = n2

n1
= κ cos θ0 cos δ2 + sin δ2

cos δ2 − κ cos θ0 sin δ2
, κ = p

β
.
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При κ cos θ0 cos δ2 + sin δ2 = 0 имеем стенку «неелевского типа», а при
cos δ2 − κ cos θ0 sin δ2 = 0 — «блоховского». Кавычки поставлены по-
тому, что мы пренебрегли магнитостатикой и энергии обеих стенок
в нашей модели одинаковы. В общем случае плоскость, в которой
лежит ось прецессии, в центре доменной стенки образует угол arctg ξ
с осью Ox.

Отсюда следует, что структура доменной стенки изменяется в за-
висимости от соотношения плотности импульса p cos θ0 падающей на
нее волны и параметра анизотропии β. Под влиянием волны намагни-
ченности первоначально блоховская стенка становится промежуточной
между блоховской и неелевской. С другой стороны, даже при наличии
волны существуют стенки с преимущественно «блоховским» типом
распределения намагниченности. Для таких стенок учет магнитостати-
ческих взаимодействий не столь существенен.

Отметим также, что существует возможность непосредственного
сопоставления результатов теории с экспериментальными данными для
квазиодномерных ферромагнитных цепочек с анизотропией типа «лег-
кая ось». В квазиодномерных кристаллах магнитостатические взаимо-
действия и диссипативные потери малы. Их можно учесть в рамках
солитонной теории возмущений [27–29].

С математической точки зрения, отличительная особенность рас-
смотренной задачи — в том, что матричная функция Ψ(u) (3.7.34)
задачи Римана имеет двойные полюсы и не выражается через простые
проекционные матрицы. Отметим также, что для доопределения задачи
Римана (3.7.31) не использовалось условие нормировки. Оговаривалось
лишь асимптотическое поведение функции (3.7.32) при u ∈ Γ, x→±∞.

Рис. 3.12. Листы Γ± римановой поверхности функции τ = τ(λ);
σ = (

√
1 + κ2 + κ) exp iθ0, λ1 = κ cos θ0 +

√
κ2 cos2 θ0 + 1

Разумеется, формулировку задачи Римана и ее решение можно
переписать в терминах исходного спектрального параметра λ. Для это-
го достаточно воспользоваться формулами (3.7.33). Двулистная рима-
нова поверхность функции τ = τ (λ) и контур Γ = {λ : Imτ (λ) = 0}
изображены на рис. 3.12. Указанные соотношения еще раз указывают
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на сложность процедуры «одевания» в терминах спектрального пара-
метра λ или же параметра, введенного в работе [10]. Возможно, этим
объясняется то, что приведенные в статье [10] выражения для намаг-
ниченности имеют неверный знаменатель и потому не удовлетворяют
уравнениям Ландау–Лифшица.

3.8. Взаимодействие нелинейной волны с бризерами
и зародышами перемагничивания

Все грандиозные достижения матема-
тики и естественных наук . . . происте-
кают из нашего неутомимого желания
придать миру в наших умах более раци-
ональную форму, чем та, которую при-
дал ему грубый порядок нашего опыта.

У. Джеймс. «Прагматизм»

В этом разделе изложены результаты работ [11–14], в которых най-
дено аналитическое решение модели Ландау–Лифшица, описывающее
взаимодействие бризера с волной намагниченности большой амплиту-
ды в легкоосном ферромагнетике. При определенных значениях пара-
метров бризер представляет собой уединенный домен, т. е. широкую
область перемагниченного материала, ограниченную двумя доменными
стенками. Установлено, что уединенный домен движется навстречу
волне с той же скоростью, что и отдельная доменная стенка. После
прохождения через домен волна приобретает специфический фазовый
сдвиг. Это можно использовать для обнаружения и диагностики заро-
дышей перемагничивания в ферромагнетиках. В общем случае бризер
имеет внутренние колебания и, в отличии от доменной стенки, может
двигаться по образцу даже в отсутствии волны. Это обстоятельство
сказывается на форме его записи и осложняет анализ. Выявлены
особенности колебательных режимов бризера вблизи границ области
его существования. Показано, что скоростью движения бризера можно
управлять, меняя волновое число и амплитуду волны накачки.

3.8.1. Построение бризерных решений

Постановка рассматриваемой задачи отличается от постановки
разд. 3.7 только видом асимптотик S(±)

0 при x→ ±∞. Теперь на обеих
бесконечностях

S→ S(±)
0 = (sin θ0 cosϕ±, sin θ0 sinϕ±, cos θ0). (3.8.1)

Угол θ0 характеризует амплитуду волны, ϕ± = px− ωt+ δ±, ω = (p2 +
+ β2) cos θ0 — частота прецессии, p — волновое число, δ± = const.
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Далее показано, что фазовые сдвиги δ± не могут быть произвольными.
Они несут информацию о бризере, который модулирует волну (3.8.1).

Определим функции Йоста χ1 и χ2 как решения системы (3.7.6),
имеющие асимптотическое поведение χ1,2 → χ

(0)
1,2 при x → ∓∞. Здесь

χ
(0)
1,2 — точные решения системы (3.7.6):

χ
(0)
1,2(u) = exp

(
− iσ3

2
ϕ∓
)(

β(−u) −β(u)
β(u) β(−u)

)
exp
(
τ

i
σ3η
)
,

η = x− (2w3 + p cos θ0)t,

соответствующие распределениям намагниченности (3.8.1).
Как и ранее, множество Γ = {u : Imτ (u) = 0} соответствует непре-

рывному спектру задачи рассеяния. На контуре Γ решения Йоста
связаны между собой прежним соотношением (3.7.14). Однако новые
функции Йоста удовлетворяют ограничениям, которые несколько отли-
чаются от прежних:

χ1,2(−u+K + 2iK ′) = −σ3χ1,2(u)σ3,

χ∗
1,2 [(−u+ 2iK ′)∗] = −iσ2χ1,2(u),

χ∗
1,2(u

∗) = (1 + k′)
√
k′

2β(u)β(−u)σ2χ1,2(u)σ2 (u ∈ Γ).
(3.8.2)

Поэтому, хотя матрица перехода имеет прежнюю структуру (3.7.15),
ее элементы удовлетворяют другим ограничениям:

a(−u+K + 2iK ′) = a(u), b(−u+K + 2iK ′) = −b(u),
a∗ [(−u+ 2iK ′)∗] = a(u), b∗ [(−u+ 2iK ′)∗] = b(u).

Введем функции χ+ = (χ(1)
1 ,χ(2)

2 ) и χ− = (χ(1)
2 ,χ(2)

1 ), которые до-
пускают аналитическое продолжение с контура Γ в области Γ+ и Γ−
соответственно.

Из соотношения (3.7.14) получаем представления для элементов
матрицы перехода:

a(u) = detχ+(u)

detχ(0)
2 (u)

, a∗(u∗) = detχ−(u)

detχ(0)
2 (u)

.

Отсюда следует, что функции a(u) и a∗(u∗) аналитически продолжа-
ются с контура Γ в области Γ+ и Γ− соответственно (за исключением,
может быть, точек, где detχ(0)

1,2(u) = β2(−u) + β2(u) = 0).
Нули коэффициентов a(u) и a∗(u∗) в областях Γ− и Γ+ отвеча-

ют дискретному спектру задачи рассеяния. В силу редукций (3.8.2),
у функции a∗(u∗) имеются два особых нуля (3.7.23), приводящих к по-
явлению доменной стенки, и группы нулей (3.7.24), каждая из которых
учитывает наличие одного бризера на фоне волны (3.8.1).
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В нашей задаче, в силу краевых условий (3.8.1), доменные стен-
ки либо отсутствуют, либо появляются парами с противоположны-
ми топологическими зарядами. Другими словами, в данной задаче
особые нули (3.7.23) или отсутствуют, или являются кратными. На-
помним, что кратные нули приводят к появлению слабосвязанных
экспоненциально-полиномиальных солитонов. Далее для определенно-
сти будем предполагать, что нули функций a(u) и a∗(u∗) являются
простыми, тогда особые нули (3.7.23) можно не учитывать.

Для дальнейшего анализа удобно выделить из функций χ± затра-
вочное решение χ(0)

2 и ввести матричные функции Ψ±:

χ−(u) = Ψ−(u)χ(0)
2 (u), χ+(u)

a(u)
= Ψ+(u)χ(0)

2 (u).

Тогда соотношение (3.7.14) сведется к условию сопряжения аналитиче-
ских функций Ψ± на контуре Γ:

Ψ−(x, t,u) = Ψ+(x, t,u)G(x, t,u) (u ∈ Γ), (3.8.3)

где

G(x, t,u) = χ
(0)
2 (x, t,u)

(
1 −b∗(u∗)

−b(u) 1

)(
χ

(0)
2

)−1
(x, t,u).

Таким образом, мы вновь приходим к задаче Римана. Ее отличи-
тельная особенность соcтоит в том, что структура матричных функций
Ψ± достаточно «жестко» задается редукциями (3.8.2). В областях сво-
ей аналитичности функции Ψ± удовлетворяют ограничениям

Ψ±(−u+K + 2iK ′) = σ3Ψ±(u)σ3,

Ψ∗
± [(−u+ 2iK ′)∗] = σ2Ψ±(u)σ2,

(3.8.4)

а на контуре Γ одну из них можно выразить через другую:

Ψ−1
+ (u) = Ψ†

−(u∗), u ∈ Γ.

В итоге условие на контуре Γ можно записать в терминах одной лишь
функции Ψ−:

Ψ†
−(u∗)Ψ−(u) = G(u). (3.8.5)

Пусть 0 < u0 < K — вещественный корень уравнения

i dn(u0 + iK ′) = tg θ0 + θ4
2

.

В точке u = u0 функция τ (u) имеет простой полюс (см. (3.7.10)),
а правая часть формулы (3.8.5) — существенную особенность. С другой
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стороны, левая часть равенства (3.8.5) в малой окрестности точ-
ки u = u0 является функцией, дифферeнцируемой по параметру u.
Противоречия можно избежать лишь при ограничении: b(u0) = 0 или,
что эквивалентно, при условии, что матричная функция Ψ−(u) унитар-
на в точке u = u0:

Ψ†
−(u0)Ψ−(u0) = I. (3.8.6)

Получим формулу для расчета намагниченности. Функция Ψ− удо-
влетворяет дифференциальным уравнениям:

∂xΨ− = UΨ− −Ψ−U0, ∂tΨ− = VΨ− −Ψ−V0, (3.8.7)

где матричные функции U , V определены формулами (3.7.6), U0 и V0 —
значения U и V при S = S(+)

0 . Отсюда, в частности, получаем ра-
венство: U = ∂xΨ−Ψ−1

− + Ψ−U0Ψ−1
− , левая и правая части которого

имеют простые полюсы при u = u0. Приравнивая вычеты в этой точке
и учитывая (3.8.6), получаем формулу для расчета намагниченности:

Skσk = Ψ−(u0)(S
(+)
0 )kσkΨ†

−(u0). (3.8.8)

Для того чтобы ей воспользоваться, нужно знать решения задачи
Римана на торе (3.8.3).

Солитонным состояниям соответствуют решения задачи Римана
с нулями коэффициентов a(u) и a∗(u∗) в областях Γ+ и Γ−, когда
b = b∗ ≡ 0. В этом случае функции Ψ−(u), Ψ†

−(u∗) являются меро-
морфными в области Γ− ∪ Γ+. Условие их сопряжения на контуре Γ
приобретает простой вид:

Ψ†
−(u∗)Ψ−(u) = Ψ−(u)Ψ†

−(u∗) = I (u ∈ Γ).

Построим простейшую солитонную функцию Ψ†
−(u∗), описыва-

ющую один бризер на фоне волны (3.8.1). В силу (3.7.24), та-
кая функция имеет четыре простых полюса. Потому ее разложение
по дзета-функциям Вейерштрасса должно иметь вид (см. приложение)

Ψ†
−(u∗) = A0 +Aζ1 +Bζ2 + Cζ3 +Dζ4, (3.8.9)

где ζi = ζ(u − μi), μ1 = μ, μ2 = −μ − K − 2iK ′, μ3 = −μ∗ + 2iK ′,
μ4 = μ∗ +K, периоды функций Вейерштрасса: 2K, 4iK ′, μ ∈ Γ−. Учи-
тывая трансформационные свойства функций Вейерштрасса [22, 23],
из условий симметрии (3.8.4) выражаем матрицы B, C, D через A:

B = −σ3Aσ3, C = −σ2A
∗σ2, D = σ1A

∗σ1.

При этом матрица A0 имеет вид

A0 ≡
(

r 2η2A12
2η2A21 r∗

)
,

где η2 = ζ(−K − 2iK ′|K, 2iK ′).
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Матричная функция (3.8.9) будет иметь периоды 2K, 4iK ′, только
когда сумма вычетов функции Ψ†

−(u∗) в ее полюсах μi равна нулю
(см. [23] и приложение). Это условие будет выполнено, если недиаго-
нальные элементы матрицы A удовлетворяют ограничению

A12 = −A∗
21. (3.8.10)

Дальнейшие вычисления проведем, предполагая справедливость равен-
ства (3.8.10). Окончательный результат подтвердит его правильность.

Редукции конкретизировали алгебраическую структуру матричной
функции (3.8.9). Положим A = ÃR, где R = diag(r, r∗), r �= 0, и пред-
ставим полученный результат в форме, удобной для дальнейшего ана-
лиза:

Ψ†
−(u∗) = Ψ†(u∗)R,

Ψ†(u∗) = I +
(
Ã11ζ12(u)− Ã∗

22ζ34(u) Ã12ϕ(u)
Ã21ϕ(u) Ã22ζ12(u)− Ã∗

11ζ34(u)

)
,

ζ12(u) = ζ1 − ζ2, ζ34(u) = ζ3 − ζ4, ϕ(u) = ζ1 + ζ2 − ζ3 − ζ4 + 2η2.

Условия отсутствия полюсов в произведении матричных функций

Ψ−(u)Ψ†
−(u∗) = R†Ψ−(u)Ψ†

−(u∗)R = I (3.8.11)

эквивалентны одному независимому матричному уравнению

Ã†Ψ†(u∗)
∣∣∣
u=μ∗

= 0,

которое имеет нетривиальное решение только при условии (см. [30]
и разд. 2.9.2)

Ãαβ = mαXβ, α,β = 1, 2.

Учитывая это условие и тождество

ϕ(μ∗) + ζ34(μ∗) = −ζ∗12(μ∗),

находим:
X1 = − m∗

1

|m1|2ζ12(μ∗) − |m2|2ζ∗12(μ∗)
,

X2 = m∗
2

|m1|2ζ∗12(μ∗) − |m2|2ζ12(μ∗)
.

(3.8.12)

Построенная матрица Aαβ удовлетворяет ограничению (3.8.10).
Знаменатели, возникшие в формулах (3.8.12), можно исключить

переопределением параметров r и r∗, тогда матричная функция Ψ†(u∗)
примет вид

Ψ†(u∗) =

=
(−|m1|2ϕ1(u)− |m2|2ϕ2(u) m1m∗

2ϕ(u)
−m2m

∗
1ϕ(u) |m1|2ϕ2(u) + |m2|2ϕ1(u)

)
, (3.8.13)
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где
ϕ1(u) = ζ12(u)− ζ12(μ∗), ϕ2(u) = ζ34(u) + ζ∗12(μ

∗).
Отметим, что функции ϕ(u), ϕ1,2(u) образуют представление груп-

пы редукций:

ϕ1,2(−u+K + 2iK ′) = ϕ1,2(u), ϕ(−u+K + 2iK ′) = −ϕ(u);
ϕ∗

2,1 [(−u+ 2iK ′)∗] = −ϕ1,2(u), ϕ∗ [(−u+ 2iK ′)∗] = ϕ(u).

Комбинации дзета-фунций Вейерштрасса ϕ1,2(u), ϕ(u) выразим
в терминах функций Якоби. Для сокращения записи введем обозначе-
ния: μ̃ = μ + iK ′ +K/2; s̃ = sn(μ̃, k) и т. д.; s = sn(u + iK ′ + K/2, k)
и т. д. Тогда

ϕ(u) = − k2(k′ + |d̃|2)s c
(d− d̃)(k′ + d̃∗d)

,

ϕ1(u) = − k2s̃ c̃

d̃+ d̃∗

(
d+ d̃∗

d− d̃

)
,

ϕ2(u) = −k
2s̃∗c̃∗

d̃+ d̃∗

(
d d̃− k′

d d̃∗ + k′

)
.

(3.8.14)

Эти и другие тождества, как всегда, проще всего проверить посред-
ством разложения их левых и правых частей либо на «простые дроби»,
либо на «множители» по функциям Вейерштрасса (см. приложение).

При конкретных расчетах используются тождества:

ϕ∗
1(u

∗)ϕ(u) + ϕ∗(u∗)ϕ2(u) = 0,

ϕ1(u)ϕ∗
2(u

∗) + ϕ2(u)ϕ∗
1(u

∗) + ϕ(u)ϕ∗(u) = c2,

ϕ∗
1(u

∗)ϕ1(u) = ϕ∗
2(u

∗)ϕ2(u) = c1,

ϕ2(u)− ϕ2
1(u)− ϕ2

2(u) = −c2
c1
ϕ1(u)ϕ2(u),

β(u)

β(−u) = 1√
k′

dn
(
u+ K

2

)
,

(3.8.15)

где постоянные c1 и c2 имеют вид

c1 = k4|s̃c̃|2
(d̃+ d̃∗)2

, c2 = 2

(d̃+ d̃∗)2

[
(1 + k′)|d̃|2 + |k′ + d̃|2

]
.

Модуль числа r найдем из соотношения (3.8.11)(
RR†)−1 ≡ |r|−2I = Ψ(u)Ψ†(u∗).

По построению правая часть равенства не зависит от u и является по-
ложительно определенной диагональной матрицей. Непосредственные
вычисления с учетом тождеств (3.8.15) дают

|r|−2 = (|m1|4 + |m2|4)c1 + |m1m2|2c2. (3.8.16)
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При записи решения уравнений (3.7.1) предпочтительнее другое пред-
ставление |r|−2, которое следует из (3.8.16) при замене постоянных c1,2
комбинациями из чисел ϕ1,2(u0) и ϕ(u0) (см. (3.8.15)).

Зависимость вектора m = (m1,m2) и фазы ϕ0 = arg(r) от координат
x, t следует из уравнений, обеспечивающих отсутствие лишних полю-
сов в выражениях (3.8.7) для U и V . Решениями этих уравнений будут

m = χ
(0)
2 (μ)e, ϕ0 = const, (3.8.17)

где e = (e1, e2) — произвольный постоянный комплексный вектор.
Непосредственным вычислением коэффициента a∗(u∗):

a∗(u∗) = detΨ†
−(u∗) = −ϕ1(u)ϕ2(u)

c1
= ϕ∗(u∗)

ϕ(u)
(3.8.18)

убеждаемся, что, в соответствии с предписанными аналитически-
ми свойствами, функция a∗(u∗) имеет нули в точках (3.7.24), по-
люсы в комплексно сопряженных точках и удовлетворяет условию
a∗(u∗)a(u) = 1.

Для нахождения постоянной ϕ0 воспользуемся формулой связи
фундаментальных решений на контуре Γ, которая следует из соотно-
шения (3.7.14)

Ψ−(u)χ(0)
2 (u) = χ2(u)

(
1 0
0 a∗(u∗)

)
.

Из требования совпадения при x → +∞ асимптотик левой и правой
частей этого равенства получаем:

ϕ0 = i ln
(
− s̃|c̃|
c̃|s̃|

)
= π − arg s̃

c̃
. (3.8.19)

С помощью формул (3.8.8), (3.8.13), (3.8.16), (3.8.17), (3.8.19) на-
ходим решение уравнений Ландау–Лифшица, описывающее бризер на
фоне нелинейной спиновой волны (3.8.1) произвольной амплитуды.
Окончательный результат можно записать в виде

S3 =

(
|α|2 − |β|2

)
cos θ0 − (α∗β + αβ∗) sin θ0

|α|2 + |β|2 ,

S1 − iS2 =
exp(−iϕ+ − 2iϕ0)

[
2αβ cos θ0 + (α2 − β2) sin θ0

]
|α|2 + |β|2 . (3.8.20)
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Здесь

ϕ0 = π − arg (s̃/c̃) , ϕ+ = px− ωt+ δ+,

α = |n2|2ϕ1(u0)

ϕ(u0)
− |n1|2ϕ

∗
1 (u0)

ϕ∗(u0)
, β = n1n

∗
2,

n1 = −
(
i
√
k′ s̃
c̃

exp γ + exp(−γ)
)
, n2 = exp γ − i

√
k′ s̃
c̃

exp(−γ),

γ = −iτ (μ) [x− (2w3(μ) + p cos θ0)t] + 1
2
lne1
e2
.

Согласно (3.8.14) коэффициенты ϕ(u0) и ϕ1(u0) выражаются в тер-
минах эллиптических функций Якоби от аргументов ũ0 = u0 + iK ′ +
+K/2 и μ̃ = μ+ iK ′ +K/2. В тех же терминах запишем коэффициен-
ты τ (μ) и w1,3(μ):

τ (μ) = iβk2(1− k′)(k′ − d̃2)s20c
2
0

2(k′ − d20)(d̃− d0)(k
′ − d̃ d0)

, w1 = iβk2(1− k′)s̃ c̃s0c0
2(d̃− d0)(k

′ − d̃ d0)
,

w3(μ) = iβ[d̃ d0(1 + k′)2 − (k′ + d̃2)(k′ + d20)]

2(1 + k′)(d̃− d0)(k
′ − d̃ d0)

.

(3.8.21)

Здесь для сокращения записи введены обозначения s0 = sn(ũ0), s̃ =
= sn(μ̃) и т. д.; μ ∈ Γ− — комплексный параметр.

Согласно найденному решению (3.8.20), пройдя через бризер, волна
намагниченности приобретает дополнительный фазовый сдвиг. Поэто-
му постоянные δ± в формулах (3.8.1) оказываются связанными между
собой:

δ+ − δ− = 4 arg (s̃/c̃) (mod 2π).

Заметим, что в силу тождеств

κ = p

β
= i(1− k′)d0

k′ − d20
, sin θ0 = 2i(1− k′)

√
k′ s0c0

k′ − d20
,

cos θ0 =
(
d20 + k′

k′ − d20

)(
1− k′

1 + k′

)
,

вместо параметров p и θ0 волны можно использовать k′ и u0. Отметим
также нетривиальную алгебраическую связь между величинами k′, p
и sin θ0:

4k′

(1 + k′)2
= sin2 θ0

κ2 + 1
.

Кратко охарактеризуем полученное решение. Ширина бризера
(3.8.20) имеет порядок −[Imτ (μ)]−1, а его скорость равна

V = 2Im[τ(μ)w3(μ)]

Im τ(μ)
+ p cos θ0.
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Бризер представляет локализованную модуляцию волны (3.8.1), кото-
рая движется на фоне волны подобно частице. В области локализации
солитона происходят обусловленные волной (3.8.1) дополнительные
пульсации намагниченности с частотой

Ω = 2Re [τ (μ)(2w3(μ) + p cos θ0)]

в лабораторной системе координат или с частотой

ω = Ω− 2V Re τ (μ)

в системе отсчета, связанной с бризером. Пульсации распространяются
по области локализации бризера, зарождаясь у одного его края и ис-
чезая у другого. Их фазовая скорость Vph есть

Vph = Ω

2Re τ(μ)
.

Величина [2Re τ (μ)]−1 дает характерный масштаб дополнительных
пространственных модуляций бризера, связанных с распространением
пульсаций.

3.8.2. Сценарии «разрушения» бризера волной

. . .что следует деятельно разрушить,
то надо сперва крепко схватить.

Ф. Кафка. «Афоризмы»

Бризер существует только в области значений физических па-
раметров задачи, удовлетворяющих неравенству Im τ (μ) < 0. Когда
Im τ (μ)→−0, область локализации бризера неограниченно увеличива-
ется. При этом поведение колебаний намагниченности в бризере может
быть разным.

При значениях μ ∈ Γ− вблизи горизонтальных участков контура
Γ = {u : Imτ (u) = 0} магнитный солитон (3.8.20) представляет со-
бой суперпозицию линейных мод с вещественным законом дисперсии
(3.7.5) (где p̃ = 2τ (μ)).

Вблизи наклонных границ области Γ− (см. рис. 3.13) всюду, за ис-
ключением окрестностей точек μ = iK ′ (mod(K, 2iK ′)), скорость со-
литонов достаточно велика. Система как бы стремится понизить свою
энергию излучением бризеров.

По-видимому, экспериментальному наблюдению легче всего под-
дается сценарий колебаний намагниченности, возникающий, когда μ
лежит вблизи точки ветвления функции τ (μ): μ = iK ′ + ε, где ε — ма-
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Рис. 3.13. Нормаль n к контуру Γ в точке ветвления; в области с горизонталь-
ной штриховкой Veff > Vg; в области с вертикальной штриховкой Veff < Vg

лое комплексное число. В этом случае распределение намагниченности
описывается приближенной формулой:

S3 ≈ (|α̃|2 − |β̃|2) cos θ0 − (α̃∗β̃ + α̃β̃∗) sin θ0

|α̃|2 + |β̃|2 ,

S1 − iS2 ≈ exp(−iϕ+)[2α̃β̃ cos θ0 + (α̃2 − β̃2) sin θ0]

|α̃|2 + |β̃|2 ,
(3.8.22)

где

α̃ = 2κRe γ̃√
1 + κ2

+ i(|γ̃|2 + 1)cos θ0
sin θ0

, β̃ = −2Imγ̃ − i(|γ̃|2 − 1),

γ̃ = 1
ε̃
sh
[
ε̃
(
cos θ0

√
1 + κ2 (x− (Vg + V )t)+

+iκ sin θ0 (x− (Vg + Vph)t)
)
β sin θ0

]
,

ε̃ = ε

2
(1 + k′),

Vph — фазовая скорость волны накачки,

Vph = p2 + β2

p
cos θ0,
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Vg — групповая скорость волны,

Vg = 2p cos θ0,

и
V = −p tg θ0 sin θ0

формально совпадает со скоростью вынужденного движения отдельной
доменной границы. При переходе от (3.8.20), (3.8.21) к (3.8.22) входя-
щая в γ константа интегрирования выбрана так, чтобы в формулах для
α и β отсутствовали слагаемые нулевого порядка по ε.

Решение (3.8.22) описывает формирование локализованных колеба-
ний с частотой

Ω = 2Reε̃
[
tgϕε

√
1 + κ2 (Vg + V ) cos θ0 + κ(Vg + Vph) sin θ0

]
β sin θ0

в протяженной области с характерным размером

d �
(
Reε̃(1− η)β sin θ0 cos θ0

√
1 + κ2

)−1
,

где

η =
√
− V

Vph
tgϕε, ϕε = arg(ε).

Эта область движется как целое на фоне волны (3.8.1) со скоростью

Veff = Vg + V − ηVph

1− η
,

которая существенно зависит от величины arg(ε). Ввиду того что
μ ∈ Γ−, область значений arg(ε) ограничена условием η < 1. При η =
= V/Vph < 0 точка μ = iK ′ + ε лежит на нормали к контуру Γ.
В этом случае Veff = Vg. Нормаль служит границей между областями,
где Veff > Vg и Veff < Vg (см. рис. 3.13).

Область локализации колебаний неподвижна, когда выполняется
условие

η = Vg + V

Vg + Vph
.

В частности, если ε вещественно, скорость солитона Veff = Vg + V
обращается в нуль при накачке однородной прецессией намагничен-
ности (p = 0) или при условии: p �= 0, θ0 = arccos(

√
3 /3) ≈ 54, 7◦.

При arccos(
√
3 /3) < θ0 < π/2 область с колебаниями движется на-

встречу волне (3.8.1), а при углах прецессии 0 < θ0 < arccos(
√
3 /3) —

в направлении распространения волны.
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Частота Ω внутренних колебаний бризера в рассматриваемой об-
ласти (перед «разрушением» солитона волной) во много раз меньше
частоты ω волны накачки. Так, в случае однородной прецессии (при
p = 0) имеем

Ω = β2Re ε̃ sin2 θ0 cos θ0 � ω = β2 cos θ0.

После перехода к размерным переменным приведенные выражения
для ширины солитона d, его скорости Veff и частот ω, Ω приобрета-
ют дополнительные множители

√
α , γM0

√
α и γM0 соответственно,

где γ — гиромагнитное отношение, M0 — номинальная намагничен-
ность, α — константа обменного взаимодействия.

Характер осцилляций компоненты S3 (3.8.22) и форма их огибаю-
щей существенно зависят от величины |ε|. Приближение (3.8.22) спра-
ведливо только для малых значений |ε|. При |ε| � 1 форма огибающей
слабо зависит от времени (рис. 3.14). В этом случае формула (3.8.22)
имеет низкую точность. Однако она позволяет получить представление
о структуре бризера в общем случае, т. е. вдали от точки μ = iK ′.

Рис. 3.14. Осцилляции S3-компоненты намагниченности при t = 0, |ε| � 1

При |ε| � 1 пульсации намагниченности сглаживаются. Функция
S3(x, t) имеет только два максимума и один минимум в каждый мо-
мент времени t. В некоторые моменты времени максимумы S3 стано-
вятся равными +1. Глобальный минимум равен S3(0, 0) = cos θ0(1 −
− 4 sin2 θ0) � −1. При |ε| � 1 решение (3.8.22) описывает колебания
S3-компоненты намагниченности с большой амплитудой в протяженной
области. Частный случай таких колебаний, а именно когда ε веще-
ственно, представлен на рис. 3.15. В общем случае точки экстремума
функции S3(x, t) достигают своих предельных значений в разные мо-
менты времени.
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Рис. 3.15. Колебания S3-компоненты намагниченности в моменты времени t = 0
(a), t = T/4 (б), t = T/2 (в), t = 3T/4 (г); T — период колебаний; ε выбрано

малым и вещественным

В пределе ε → 0 период колебаний неограниченно растет и выра-
жение (3.8.22) описывает апериодический процесс зарождения и по-
следующего исчезновения локализованных модуляций компоненты S3
поля намагниченности. При этом экспоненциально-тригинометрическая
зависимость γ̃ от x, t заменяется на линейную. Такие кратковремен-
ные, но сильные «всплески» модуляций волны накачки могут привести
к сбою в работе приборов и устройств. По своему характеру их воз-
никновение напоминает формирование «волн-убийц» в океанологии.

3.8.3. Уединенный домен на фоне волны

Обсудим наиболее интересный частный случай решения (3.8.20),
который соответствует взаимодействию уединенного домена («зароды-
ша перемагничивания») с нелинейной спиновой волной. С математиче-
ской точки зрения, в этом случае нули (3.7.24) коэффициента a∗(u∗)
приближаются к особым значениям (3.7.23), так что μ̃ = 2iK ′ + ε.
Комплексный параметр ε определяет внутреннюю структуру и про-
тяженность уединенного домена. В частности, размер домена будет
тем больше, чем меньше |ε|. При достаточно малых |ε| распределение

3.8. Взаимодействие нелинейной волны с бризерами 247

намагниченности (3.8.20) хорошо аппроксимируется выражением

S3 ≈ τ
(

cos θ0

[
|ε0|2
2

ch 2y − 1
]

+

+ κ sin θ0√
1 + κ2

[ε0 sh(y + iΦ) + ε∗0 sh(y − iΦ)]
)
,

S1 + iS2 ≈ τ exp(iΦ0)
(
1
4

sin θ0 exp(−iΦ)×
×
[
ε20 exp(−2y) + ε∗0

2 exp(2y)
]
− i√

1 + κ2
[ε0 exp(−y)×

×(1 + iκ cos θ0) + ε∗0 exp(y)(1− iκ cos θ0)]−
− sin θ0 exp(iΦ)

)
,

(3.8.23)

где

ε0 = (1 + k′)ε, κ = p

β
,

y = −βx cos θ0 − pβt sin2 θ0 + ln
∣∣∣e1
e2

∣∣∣,
τ−1 = |ε0|2

2
ch 2y + 1− i sin θ0√

1 + κ2
[ε0 sh(y + iΦ)− ε∗0 sh(y − iΦ)] ;

ω = (p2 + β2) cos θ0,

Φ ≈ ωt− px+ arg
(
e1
e2

)
; Φ0 = arg

(
e1
e2

)
+ δ+.

Приближенная формула (3.8.23) получена в результате «сшивания»
асимптотик точного решения (3.8.20) при |ε| � 1 в областях |y| < 1
и |y| > 1. Вблизи стенок, ограничивающих домен, справедлива оцен-
ка |ε| exp |y| = O(1) (|y| > 1, |ε| < 1). Поэтому в разложении (3.8.23)
удержаны слагаемые, содержащие малые коэффициенты O(ε2) перед
exp(2|y|).

Условия применимости приближенного решения |∂xΦ + p|/|p| � 1,
|∂xy + β cos θ0|/β cos θ0 � 1 нарушаются при малых волновых числах
(p ≈ 0) и при больших углах прецесии (θ0 ≈ π/2) волны (3.8.1). Обос-
нованность приближения (3.8.23) можно подтвердить, перейдя в систе-
му отсчета, связанную с одной из границ уединенного домена. Тогда
в пределе ε → 0, при условии |ε| exp |y| = const, выражение (3.8.23)
сводится к точному решению (3.7.38), описывающему отдельную до-
менную стенку на фоне волны накачки.

Согласно (3.8.23) в центре уединенного домена (при y ≈ 0) распре-
деление намагниченности имеет вид

S1 + iS2 ≈ − sin θ0 exp
[
−i
(
px− ωt− 2 arg

(
e1
e2

)
− δ+

)]
,

S3 ≈ − cos θ0.
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При x → ±∞ намагниченность совершает неоднородную круговую
прецессию вокруг оси Ox3, связанную с распространением волны
(3.8.1):

S3 ≈ cos θ0, S1 + iS2 ≈ sin θ0 exp(iϕ±), x→ ±∞;
δ+ − δ− = 4 arg ε0, ϕ± = px− ωt+ δ±.

Положения доменных стенок, ограничивающих домен, определяют-
ся условием S3 ≈ 0. Отсюда находим размер домена:

l � 2
β cos θ0

ln 2
|ε0| .

Вследствие распространения спиновой волны, в пределах доменных
стенок намагниченность совершает неоднородную эллиптическую пре-
цессию с нутационными колебаниями оси прецесии. Ширина доменных
стенок d � 1/β cos θ0 � l. Внутри каждой стенки проекция S3 резко
изменяется от одного из своих квазиравновесных значений S3 ≈ cos θ0
до другого S3 ≈ − cos θ0. «Центры тяжести» стенок колеблются около
средних положений (см. рис. 3.16). Штриховые и сплошные стрелки
на рисунке указывают на то, что левая и правая стенки уединенного
домена колеблются поочередно.

Напомним, что в отсутствии волны уединенный домен так же, как
доменная стенка, всегда неподвижен. Интересно и важно, что в резуль-
тате взаимодействия с нелинейной волной домен начинает двигаться

Рис. 3.16. Вынужденное движение уединенного домена в поле спиновой волны
произвольной амплитуды
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как целое навстречу волне, причем с той же скоростью, что и отдельная
доменная стенка:

V = −p tg θ0 sin θ0.

Последнее свидетельствует о том, что скорость вынужденного дви-
жения доменных стенок не зависит от их хиральности. Важно, что
скорость вынужденного движения доменных стенок и уединенных до-
менов можно контролировать, изменяя волновое число и амплитуду
волны накачки.

3.9. Интегралы движения для солитонов
на фоне волны

Если по данному поводу нет закона,
то он появится.

У. Гейтс

Структурная устойчивость солитонов на фоне волны гарантируется
нетривиальной серией законов сохранения, в число которых входят
аналоги традиционных законов сохранения энергии и импульса. Приве-
дем алгоритм построения интегралов движения для солитонов на фоне
волны прецессии.

Рассмотрим вначале задачу о взаимодействии волны намагничен-
ности с бризером. В этом случае аналитический в области Γ− эле-
мент a∗(u∗) матрицы перехода T (u) не зависит от времени. Поэтому
он может использоваться в качестве производящей функции инте-
гралов движения. Удобное для дальнейшего анализа представление
функции a∗(u∗) имеет вид

a∗(u∗) = lim
x→−∞

[(
χ

(0)
1 (x, t,u)

)−1
χ2(x, t,u)

]
11

. (3.9.1)

Покажем, что физически содержательные интегралы движения по-
лучаются из разложения функции ln a∗(u∗) в асимптотический ряд
по степеням (u − u0). Для этого необходимо найти разложения по
степеням (u− u0) решения χ2. Представим функцию χ2 в виде

χ2 = exp
[
− iσ3

2
ϕ+

]
N [I + Φ] exp

(
τ

i
σ3η + Z

)
, (3.9.2)

где I — единичная матрица, Φ — антидиагональная, Z — диагональная
матричные функции от переменных x, t, u такие, что Φ,Z → 0 при
x→ +∞. Из условия χ2 → χ

(0)
2 при x→ +∞, находим вид матрицы N :

N =
(
β(−u) −β(u)
β(u) β(−u)

)
.
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Матрица N обладает свойствами:

N−1(u) = N†(u∗) [β(u)β∗(u∗) + β(−u)β∗(−u∗)]−1 ,

N−1σ1N = w1 sin θ0τ−1σ3 + (w3 cos θ0 − p/2)τ−1σ1,

N−1σ2N = σ2,

N−1σ3N = (w3 cos θ0 − p/2)τ−1σ3 − w1 sin θ0τ−1σ1.

(3.9.3)

Используя формулы (3.9.3), после подстановки представления
(3.9.2) во второе уравнение (3.7.6) получаем систему:

−iτσ3 + ∂xZ = −iA3σ3 − i(A1σ1 +A2σ2)Φ,
−iτΦσ3 + Φ∂xZ + ∂xΦ = −i(A1σ1 +A2σ2)− iA3σ3Φ.

(3.9.4)

Функции Ai(x, t,u) в параметризации S = (sin θ cosϕ, sin θ sinϕ, cos θ)
имеют вид:

A1 = −τ−1(w3 cos θ − p/2)w1 sin θ0+
+ w1τ

−1 sin θ cos(ϕ− ϕ+)(w3 cos θ0 − p/2),
A2 = w1 sin θ sin(ϕ− ϕ+),
A3 = τ−1(w3 cos θ − p/2)(w3 cos θ0 − p/2)+

+ w1
2τ−1 sin θ cos(ϕ− ϕ+) sin θ0.

Представим решение уравнений (3.9.4) и коэффициенты Ai(x, t,u),
τ (u) в виде рядов по степеням (u− u0):

Φ =
∞∑

n=0

Φn(u− u0)n, Z =
∞∑

n=0

Zn(u− u0)n,

Ai =
∞∑

n=−1

A
(n)
i (u− u0)n, τ =

∞∑
n=−1

τ (n)(u− u0)n.

Коэффициенты Φn, Zn определяются цепочкой рекуррентных соот-
ношений:

∂xΦn − i
n+1∑
m=0

A
(n−m)
3 [Φm,σ3]−

− i
n∑

m=0

n+1∑
k=0

Φn−m

(
A

(m−k)
1 σ1 +A

(m−k)
2 σ2

)
Φk+

+ i
(
A

(n)
1 σ1 +A

(n)
2 σ2

)
= 0,

Zn = iσ3

+∞∫
x

[
A

(n)
3 − τ (n)

]
dx′+

+ i
+∞∫
x

n+1∑
m=0

[
A

(n−m)
1 σ1 +A

(n−m)
2 σ2

]
Φmdx′,
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где n = 0, 1, 2, . . ., Φ0 = (1 + f3)−1(f1σ1 + f2σ2)σ3,(
f1
f2
f3

)
=

(cos θ0 0 − sin θ0
0 1 0

sin θ0 0 cos θ0

)⎛⎝S̃1

S̃2

S̃3

⎞⎠ ,

S̃ = (sin θ cos(ϕ− ϕ+), sin θ sin(ϕ− ϕ+), cos θ) .

С помощью рядов для функции χ2, используя представление (3.9.1),
находим разложение функции ln a∗(u∗) в ряд по степеням (u− u0):

ln a∗(u∗) = i

2
P − i

√
k′

β sin θ0
H(u− u0) + . . . (3.9.5)

Первые слагаемые представляют полевой импульс P и энергию H
бризера. Под импульсом бризера понимаем разность между полным
импульсом системы и импульсом волны намагниченности (3.8.1):

P =
+∞∫
−∞

[p cos θ0 − ∂xϕ cos θ] dx. (3.9.6)

Аналогично определяем энергию бризера:

H = 1
2

+∞∫
−∞

[
(∂xθ)

2 + (∂xϕ)2 sin2 θ+

+ β2 sin2 θ − (p2 + β2) sin2 θ0
]
dx. (3.9.7)

Используя соотношения (3.8.14), (3.8.21) и явное выраже-
ние (3.8.18) для коэффициента a∗(u∗), находим:

P = −2i ln a∗(u0) = −2i ln ϕ∗(u0)

ϕ(u0)
= −4argϕ(u0) (mod 2π),

H = iβ(k′)−1/2 sin θ0
d ln a∗(u∗)

du

∣∣∣∣
u=u0

= −8 Im τ (μ).
(3.9.8)

Из формул (3.9.8) видно, что импульс и энергия бризера суще-
ственно зависят от параметров u0, k′ волны намагниченности (3.8.1).
Это обстоятельство следует учитывать при теоретическом описании
физических свойств системы, образованной волной и солитонами.

Кроме того, непосредственно из уравнений движения (3.7.1) следует
еще один интеграл движения:

N0 =
+∞∫
−∞

(
S

(0)
3 − S3

)
dx =

+∞∫
−∞

(cos θ0 − cos θ) dx.
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При квазиклассическом квантовании энергии солитонов интеграл дви-
жения N0 определяет так называемое число спиновых отклонений [5].
Однако N0 не содержится в семействе сохраняющихся величин (3.9.5).

Для того чтобы найти явное выражение для N0, заметим, что
в точке u = −iK ′ +K/2 справедливы равенства

ϕ (−iK ′ +K/2) = w1 (−iK ′ +K/2) = 0,

w3 (−iK ′ +K/2) = −iβ
2
, τ (−iK ′ +K/2) = − iβ cos θ0 − p

2
.

При этом матричные функции χ
(0)
1,2 , Ψ± в точке u = −iK ′ +K/2 ста-

новятся диагональными. С учетом этих замечаний из второго уравне-
ния (3.7.6) находим:

N0 = 2
β

ln
[
Ψ−
(
x, t,u = −iK ′ + K

2

)]
11

∣∣∣x=+∞

x=−∞
= 4
β

ln
∣∣∣∣ k2s̃c̃

(1 + d̃)(d̃− k′)

∣∣∣∣ .
Следуя аналогичной схеме, можно найти импульс и энергию домен-

ной границы на фоне волны намагниченности. В этом случае в качестве
производящей функции интегралов движения следует использовать
функцию b(u), которая допускает представление

b(u) = lim
x→−∞

[(
χ

(0)
1 (x, t,u)

)−1
χ2(x, t,u)

]
21

.

Используя уже найденные разложения для χ2, получаем:

ln b(u) = i

2
P − i

√
k′

β sin θ0
H(u− u0) + . . .

Полевой импульс P и энергия H доменной стенки определяются теми
же формулами (3.9.6), (3.9.7), что и для бризера.

С другой стороны, функция b(u) найдена нами явно (см. (3.7.26),
(П.17)). Потому имеем:

P = −2i ln
(

(i + 1)
(i − 1)

(dnu0 − i
√
k′ )

(dnu0 + i
√
k′ )

)
(mod 2π), H = 2β cos θ0. (3.9.9)

Как уже упоминалось, частный случай взаимодействия уединенно-
го домена с волной намагниченности получается из общего решения
(3.8.20), описывающего бризер, в пределе μ̃ = 2iK ′ + ε, |ε| � 1, где па-
раметр |ε|−1 определяет протяженность домена (см. (3.8.23)). Нетрудно
проверить, что в пределе ε→ 0 энергия уединенного домена (3.9.8) сво-
дится к сумме энергий (3.9.9) ограничивающих его доменных стенок.

Г л а в а 4

ДИНАМИКА КВАЗИОДНОМЕРНОГО

ФЕРРОМАГНЕТИКА С АНИЗОТРОПИЕЙ

ТИПА «ЛЕГКАЯ ПЛОСКОСТЬ»

4.1. Солитоны на фоне волны намагниченности
и метод «одевания»

Аналогия и опыт суть две клюки, на
которых мы тащимся по дороге умство-
ваний.

В. Фридрих

Построение солитонных решений интегрируемых моделей с разны-
ми асимптотическими условиями на пространственной бесконечности
требует детального анализа свойств аналитичности матричных функ-
ций задачи Римана. В то же время солитонные решения с одинаковым
асимптотическим поведением на бесконечности найти проще. Дело
в том, что в этом случае выбор контура и мероморфных функций
задачи Римана допускает некоторую степень произвола. В конечном
счете при осуществлении процедуры «одевания» наиболее важны два
момента: устранение дополнительных полюсов в «одевающих» урав-
нениях и учет редукций, гарантирующих верные трансформационные
свойства новых решений. Это замечание оказывается конструктивным,
так как позволяет сравнительно легко строить широкие классы точных
решений интегрируемых моделей. Проиллюстрируем открывающуюся
возможность на примере построения солитоноподобных решений ква-
зиодномерной модели ферромагнетика (3.1.19) с анизотропией типа
«легкая плоскость».

Нетрудно проверить, что уравнения легкоплоскостного ферромагне-
тика (3.1.19) имеют частное решение типа волны прецессии немалой
амплитуды (рис. 4.1):

S(0) = (cos θ0 cosϕ0, cos θ0 sinϕ0, sin θ0). (4.1.1)

Здесь угол θ0 = const определяет амплитуду волны, фаза ϕ0 = pz − ωt,
p — волновое число, частота прецессии ω =

(
p2 − ρ2) sin θ0. Исполь-

зуем решение (4.1.1) в качестве «затравочного» и методом «одева-
ния» построим новые солитоноподобные решения модели (3.1.19).
Оказывается, что в результате мы получим аналитические решения,
которые описывают взаимодействие нелокализованной волны (4.1.1)
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Рис. 4.1. Пространственно нелокализованная волна прецессии

с уединенными волнами [1, 2]. Причем это именно те уединенные
волны, которые в отсутствии волны накачки (4.1.1) соответствуют
типичным магнитным солитонам лекгоплоскостного ферромагнетика.
Взаимодействие волны накачки с солитонами изменяет их физические
характеристики: ширину, скорость, энергию, импульс. При определен-
ных значениях параметров волна разрушает магнитные солитоны.

Линейный анализ устойчивости нелинейной волны (4.1.1) приводит
к выводу, что она устойчива лишь при волновых числах, удовлетворя-
ющих ограничению

0 < p2 < ρ2. (4.1.2)
Поэтому решения модели (3.1.19) с асимптотиками типа (4.1.1)
при z → ±∞ будем рассматривать только при условии (4.1.2).

Кроме того, в этом разделе мы дадим полную классификацию
солитоноподобных возбуждений, которые образуются в легкоплоскост-
ном ферромагнетике в отсутствии спиновой волны, но при наличии
направленного вдоль оси анизотропии внешнего магнитного поля. В ра-
боте [3] для изучения таких состояний привлекался метод Хироты.

Отметим, что существует возможность непосредственного сопо-
ставления результатов теории с экспериментальными данными для
квазиодномерных магнитных кристаллов с анизотропией типа «легкая
плоскость» [4–9]. Типичным представителем таких кристаллов служит
соединение CsNi F3. Эксперименты по неупругому рассеянию ней-
тронов указывают на существование солитоноподобных возбуждений
в CsNi F3.

В дальнейшем анализе используется задача Римана с канонической
нормировкой на единичную матрицу в точке λ =∞. Для согласования
канонической нормировки с U–V -парой (3.1.15), (3.1.20) перейдем от
вспомогательной линейной системы

∂zϕ = Uϕ, ∂tϕ = V ϕ (4.1.3)

к калибровочно-эквивалентной системе

∂zχ = Ũ(λ)χ, ∂tχ = Ṽ (λ)χ, (4.1.4)

где χ = g†ϕ,

Ũ(λ) = g†(U(λ)− U(λ =∞)) g,
Ṽ (λ) = g†(V (λ)− V (λ =∞)) g,

g = exp

[
− iσ3ρ

2

( z∫
z0

S3(z′, t) dz′ +
t∫

t0

[S× ∂zS]3 dt′
⏐⏐⏐

z=z0

)]
.
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При наличии волны прецессии асимптотика решений модели (3.1.19)
при z → −∞ должна иметь вид

S3 → S̃3 = const, [S× ∂zS]3 → [S̃× ∂zS̃]3 = const.
Поэтому формулу, определяющую g, можно записать проще:

g = exp

[
− iσ3ρ

2

( z∫
−∞

(
S3(z′, t)− S̃3

)
dz′ + S̃3 z + [S̃× ∂zS̃]3 t

)]
.

Здесь мы учли, что при z→±∞ асимптотики новых решений, которые
будут построены предлагаемой процедурой, хотя и принадлежат классу
нелинейных волн вида (4.1.1), но не совпадают с «затравочным» реше-
нием (4.1.1).

При заданном решении (4.1.1) модели (3.1.19) вспомогательная
линейная система (4.1.3) имеет решение:

f0(λ) = exp
(
− iσ3

2
ϕ0

)
A(λ) exp(σ3η(λ)),

A(λ) =
(
a(λ) + κ(λ) −b(λ)

b(λ) a(λ) + κ(λ)

)
,

a(λ) = w3(λ) sin θ0 − p/2, b(λ) = w1(λ) cos θ0,
η(λ) = iκ(λ) [(2w3(λ) + p sin θ0) t− z] , κ2(λ) = a2(λ) + b2(λ).

Отсюда решение калибровочно-эквивалентной системы (4.1.4) есть

χ0(λ) = g†0f0(λ), g0 = exp
[
− i ρ σ3

2

(
z sin θ0 + t p cos2 θ0

)]
. (4.1.5)

Будем искать новое решение вспомогательной линейной системы
(4.1.4) в виде

χ(λ) = Ψ(λ)χ0(λ).
Непосредственно из представления (4.1.4) следует, что матричная
функция Ψ(λ) может быть выбрана нормированной на единичную мат-
рицу в точке λ =∞ (Ψ(λ =∞) = I) и удовлетворяющей ограничениям

Ψ(λ) = σ1Ψ∗ (−λ∗)σ1, Ψ† (λ∗)Ψ(λ) = I. (4.1.6)

Новые матричные функции Ũ(z, t,λ), Ṽ (z, t,λ) порождаются фор-
мулами

Ũ = ∂zΨ(λ) Ψ−1(λ) + Ψ(λ) Ũ0(λ) Ψ−1(λ),

Ṽ = ∂tΨ(λ) Ψ−1(λ) + Ψ(λ) Ṽ0(λ) Ψ−1(λ).
(4.1.7)

Здесь Ũ0, Ṽ0 — значения матричных функций Ũ и Ṽ при S = S(0).
Взяв вычет в точке λ = 1 первого равенства (4.1.7), получаем важное
соотношение:

Skσk = gΨ(λ = 1) g†0 S
(0)
k σk g0Ψ†(λ = 1) g†, (4.1.8)
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определяющее вектор намагниченности S (z, t) через элементы матри-
цы Ψ(z, t,λ) и «затравочное» решение S(0).

Для солитоноподобных состояний явный вид матричных функций
Ψ(z, t,λ) можно найти в результате алгебраических вычислений по за-
данным редукциям (4.1.6) из требования отсутствия дополнительных
полюсов в выражениях (4.1.7). Прямой проверкой нетрудно убедиться,
что сформулированным условиям удовлетворяют мероморфные в ком-
плексной λ-плоскости матричные функции следующего вида:

Ψαβ(λ) = δαβ +
n∑

i,j=1

(
mi)

α

(
mj)∗

β

λ− λj

∂ ln detD

∂dji
, (4.1.9)

где D — матрица n× n с элементами

dij =
(
mi∗ · mj)
λi − λ∗

j

.

Двумерные комплексные векторы mi и комплексные числа λj связаны
между собой одним из двух возможных способов:

n = 2N , λk+N = −λ∗k (λk �= −λ∗k) , mk+N = σ1
(
mk
)∗

,
k = 1, 2, . . . ,N , N = 1, 2, . . . ;

n = 1, 2, . . . ,N , λ∗i = −λi,
(
mk
)∗
1

=
(
mk
)
2
exp (iϕk) . (4.1.10)

В формуле (4.1.10) величины ϕk — произвольные вещественные пара-
метры.

При λk �= −λ∗k векторы mk имеют вид

mk = χ0 (z, t,λ∗k) ck, (4.1.11)

где ck — произвольные постоянные комплексные векторы. Используя
решение (4.1.5), находим явный вид векторов mk:(
mk
)
1

= exp(−iy) [(a (λ∗k) + κ (λ∗k)) exp γk − b (λ∗k) exp (−γk)] ,(
mk
)
2 = exp(iy) [b (λ∗k) exp (γk) + (a (λ∗k) + κ (λ∗k)) exp (−γk)] ,

y = 1
2

(ρ sin θ0 − p) [(p sin θ0 + ρ) t− z] ,

γk = η (λ∗k) + 1
2

ln
(
ck
)
1(

ck
)
2

.

(4.1.12)

При чисто мнимых полюсах λk = −λ∗k векторы mk по-прежнему
определяются формулами (4.1.11), однако постоянные векторы ck уже
не являются произвольными. Их необходимо подобрать так, чтобы
выполнялись ограничения(

mk
)∗
1

=
(
mk
)
2
exp (iϕk) ,
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где фаза ϕk вещественна. Нетрудно проверить, что такое условие будет
выполнено, если в формулах (4.1.12) положить

1
2

ln
(
ck
)
1(

ck
)
2

= iκ (λ∗k) δk + π i

4
, δk = δ∗k = const.

При этом параметры κ (λ∗k) будут либо вещественными, либо чисто
мнимыми числами.

Соотношение (4.1.8) порождает новый класс N -солитонных ре-
шений модели (3.1.19). Из «одевающего» уравнения (4.1.8) вначале
находим компоненту S3(z, t) поля намагниченности. Для этого доста-
точно знать матричную функцию Ψ(z, t,λ) (4.1.9). Расчет оставшихся
компонент намагниченности сводится к простому интегрированию вы-
ражения для S3(z, t) и алгебраическим операциям.

При наличии зависящего от времени внешнего магнитного поля, на-
правленного вдоль оси анизотропии, решения модели легкоплоскостно-
го ферромагнетика (3.1.9) (ξ = z, β̃ = −ρ2), легко получить из решений
модели (3.1.19) в отсутствии поля. Для этого достаточно воспользо-
ваться преобразованием (3.1.10), которое приводит к дополнительной
прецессии вектора намагниченности вокруг направления поля.

Отметим, что магнитные солитоны, полученные «одеванием» волны
прецессии (4.1.1) не являются локализованными в пространстве. Более
того, оказывается, что даже односолитонное решение уравнений лег-
коплоскостного ферромагнетика описывает несколько типов магнитных
возбуждений. Изучению этих неоднородных состояний посвящены сле-
дующие разделы.

4.2. Рассеяние волны прецессии произвольной
амплитуды на алгебраических солитонах и волнах
поворота намагниченности. Разрушение солитонов

Сложные системы приводят к неожи-
данным следствиям.

Одна из формулировок обобщенного
принципа неопределенности Мерфи

В этом разделе будут проанализированы магнитные возбуждения
в ферромагнетике с анизотропией типа «легкая плоскость», которые
получены с помощью матричной функции (4.1.9) с одним чисто мни-
мым полюсом λ1 = −λ∗1.
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Обсудим сначала односолитонное решение, когда внешнее магнит-
ное поле отсутствует:

S3 = −p
ρ
− 2 iκ2

ρ (i a− b ch 2γ)
, γ = iκ [(2w3 + p sin θ0) t− z + δ1] ,

S1 − iS2 = − exp
[
i
(
ρ z sin θ0 + ρ p t cos2 θ0

)]×
×
[
2w1

ρ
sin θ0 + κρ sh 2γ + 2w3 (a ch 2γ + i b)

ρ (i a− b ch 2γ)
cos θ0

]
.

(4.2.1)

Здесь и далее мы для краткости опускаем аргумент λ∗1 у функций
a (λ∗1), b (λ∗1), κ (λ∗1), w1,3 (λ∗1).

Заметим, что, если в формулах (4.2.1) величина iκ (λ∗1) вещественна
(и для определенности отрицательна), тогда при z → ±∞ вне области,
линейный размер которой характеризуется величиной d = |2κ|−1, ре-
шение асимптотически приближается к волне прецессии:

S3 → sin θ̃,

S1 − iS2 → exp [i (ω̃t− p̃z ±Δϕ/2)] cos θ̃,

ω̃ = sin θ̃
(
p̃2 − ρ2), (4.2.2)

которая по своей форме совпадает с «затравочным» решением (4.1.1).
Амплитуда sin θ̃, волновое число p̃ и сдвиг фазы Δϕ волны прецес-
сии (4.2.2) выражаются через параметры «затравочного» решения:

sin θ̃ = −p
ρ
, p̃ = −ρ sin θ0,

Δϕ

2
= −arctg

[
2 b

iκ ρ cos θ0
(w1 sin θ0 − w3a b

−1 cos θ0)
]
.

(4.2.3)

Следовательно, решение (4.2.1) можно интерпретировать как рассеяние
волны намагниченности (4.2.2) на некотором локализованном магнит-
ном возбуждении. Особенностью рассеяния является его безотража-
тельный характер (при z → −∞ имеем только падающую волну, при
z → +∞ — прошедшую). После прохождения через локализованное
возбуждение волна (4.2.2) приобретает фазовый множитель, который
определяет поворот вектора S в плоскости (x1, x2) на угол Δϕ = const.

Выразим ширину локализованного возбуждения d и сдвиг фазы Δϕ
через физические параметры задачи:

d =
[
ρ2
(
1− p̃2

ρ2

)
cos2 θ̃ − (V − V0)

2
]−1/2

,

Δϕ = −2 arctg
(
d [V sin θ̃ − p̃

(
1 + sin2 θ̃

)
]
)
.

(4.2.4)

Здесь V и V0 — групповые скорости локализованного возбуждения
и волны намагниченности (4.2.2) соответственно:

V = 2w3 + p̃ sin θ̃, V0 = ∂ω̃

∂p̃
= 2 p̃ sin θ̃. (4.2.5)
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Величина 2w3 в формуле (4.2.5) равна скорости самолокализованного
возбуждения в отсутствии волны (4.2.2) (при p̃ = ω̃ = 0), добавка
численно равна плотности импульса волны:

p0 = p̃ sin θ̃. (4.2.6)

Из (4.2.4) заключаем, что локализованное магнитное возбуждение
существует только при 0 � p̃2 < ρ2. Плотность энергии волны (4.2.2)
имеет вид

w = 1
2

[
cos2 θ̃

(
p20

sin2 θ̃
− ρ2

)
+ ρ2

]
.

Следовательно, условие p̃2 < ρ2 означает, что вклад обменной энергии
мал по сравнению с энергией анизотропии:

p20

sin2 θ̃
< ρ2. (4.2.7)

Если условие (4.2.7) выполнено, то локализованное возбуждение су-
ществует, когда его скорость V принадлежит интервалу

min {V1, V2} < V < max {V1, V2} , V1,2 = V0 ± ρ
√

1 + p̃2/ρ2 cos θ̃.

Согласно (4.2.4), информацию о величине скорости локализованно-
го возбуждения и его ширине содержит, фазовый сдвиг Δϕ.

Обсудим вначале структуру локализованного возбуждения в отсут-
ствии волны намагниченности (4.2.2) (положим p̃ = ω̃ = 0). В этом
случае

S3 = − 2 iw1

ρ ch 2γ
, S2 = 2w3

ρ ch 2γ
, S1 = th 2γ,

γ = iw1(2w3 t− z + δ1).
(4.2.8)

Решение (4.2.8) было найдено в [10] непосредственным интегрирова-
нием уравнений (3.1.19). Оно описывает волну поворота намагниченно-
сти, движущуюся со скоростью 2w3, асимптотика которой при z→±∞
однородна: S2,3 → 0, S1 → ±1 (рис. 4.2).

Как показано в работе [11], в рассматриваемой нами одномерной
модели решение (4.2.8) устойчиво относительно любых малых возму-
щений его формы. Оно становится неустойчивым при изменении самих
уравнений движения, например при учете трехмерности ферромагне-
тика. Вследствие этого считаем, что волны поворота можно наблюдать
в квазиодномерных магнитных кристаллах.

При p̃ �= 0, ω̃ �= 0 фаза величины S1 − iS2 изменяется и приобретает
дополнительное слагаемое ω̃t − p̃z, приводящее к фазовой модуляции
волны поворота. В пределе z → ±∞ ни одна из компонент вектора S
не достигает максимального значения, равного единице.
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Рис. 4.2. Распределение намагниченности в волне поворота (4.2.8). Проекция
вектора S на плоскость образует угол r с осью Ox3: cos r = −2iw1/ρ, sin r =

= 2w3/ρ

Плотность энергии (импульса), соответствующая решению (4.2.1),
разбивается на сумму двух слагаемых [1, 2], причем первое совпадает
с плотностью энергии (импульса) волны (4.2.2), а второе мы интерпре-
тируем как плотность энергии (импульса) локализованного магнитно-
го возбуждения. Отметим, что несмотря на указанную аддитивность
выполняется лишь «ослабленный принцип асимптотической суперпо-
зиции», так как остается зависимость энергии (импульса) от парамет-
ров волны прецессии (4.2.2). Это обстоятельство нужно учитывать,
например, при описании термодинамических свойств рассматриваемых
коллективных возбуждений.

Полная энергия локализованного возбуждения имеет вид

E = 2
d
. (4.2.9)

Согласно (4.2.4), (4.2.9) с увеличением волнового числа |p̃| (p̃2 < ρ2)
ширина d локализованного возбуждения неограниченно увеличивается,
а его энергия уменьшается. Происходит расплывание локализованного
возбуждения по мере увеличения полевого импульса (4.2.6) волны
прецессии. При заданных параметрах p̃ и sin θ̃ волны накачки (4.2.2)
в локализованном возбуждении сконцентрирована максимальная энер-
гия, если его скорость совпадает с групповой скоростью волны.

Отметим, что экспоненциальная зависимость от пространственной
координаты и времени, характерная при κ2 = a2 + b2 < 0 для локали-
зованного магнитного возбуждения, в пределе i a − b→ 0 или, что то
же самое, при

iλ1 →
cos θ0 ±

√
1− (p/ρ)2

sin θ0 − p/ρ
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вырождается в рациональную. В этом пределе решение (4.2.1) име-
ет вид

S3 = −p
ρ

+ 4 i b

ρ (1− 4b2σ2)
, σ = (2w3 + p sin θ0) t− z + δ1,

S1 − iS2 = exp[ρ i (z sin θ0 + p t cos2 θ0)]
[
− 2w1

ρ
sin θ0+

+4 i b σρ+ 2 iw3(1 + 4 b2σ2)

(1− 4 b2σ2) ρ
cos θ0

] (4.2.10)

и описывает рассеяние без отражения волны намагниченности (4.2.2)
на алгебраическом солитоне.

При p20/ sin2 θ̃ > ρ2 локализованного возбуждения не существует
(κ2 = a2 + b2 > 0), так как кинетическая энергия волны прецессии
(4.2.2) больше энергии анизотропии, ответственной за его образование.
В этом случае решение (4.2.1) можно представить как «наложение»
двух нелокализованных волн намагниченности с характеристиками

(2w3 + p sin θ0) t− z = const, ρz sin θ0 + ρ p t cos2 θ0 = const.

При распространении первой из них изменяются все компоненты век-
тора S, а при распространении второй — только S1 и S2. Этот результат
согласуется с условием (4.1.2), согласно которому волна прецессии
неустойчива относительно длинноволновых модуляций при p̃2 > ρ2.

Обсудим нелинейные возбуждения ферромагнетика в присут-
ствии магнитного поля, перпендикулярного «легкой плоскости»:
H = (0, 0,H). Решения уравнений Ландау–Лифшица (3.1.9) ξ = z,
β̃ = −ρ2 при наличии магнитного поля с помощью преобразования
(3.1.10) нетрудно получить из рассмотренных выше решений (4.2.1)
и (4.2.10). В частности, можно воспроизвести результаты работ
[12–15], где найдены решения с однородной асимптотикой при
z → ±∞, описывающие волны поворота и алгебраические солитоны
в постоянном магнитном поле (H = const) без бегущей волны накачки.
Для этого в соотношениях (4.2.1), (4.2.10) следует положить p̃ = 0
и учесть, что в магнитном поле равновесные значения намагниченности
при z → ±∞ определяются соотношениями

sin θ̃ = H

ρ2
(|H| < ρ2

)
, sin θ̃ = signH

(|H| > ρ2
)
. (4.2.11)

Во избежание недоразумений напомним, что в данном случае волновое
число p̃ и амплитуда sin θ̃ волны накачки (4.2.2) отличаются от анало-
гичных характеристик у «затравочного» решения (см. формулы (4.1.1),
(4.2.2), (4.2.3)).

Окончательный результат удобно выразить через физические пара-
метры задачи: скорость солитона V и величину магнитного поля H.
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Условие Re (iκ) �= 0, определяющее область существования самолока-
лизованных возбуждений, сводится к ограничению

|H| < Hc = ρ
√
ρ2 − V 2 � ρ2. (4.2.12)

Учитывая (4.2.11), (4.2.12), из (3.1.10), (4.2.1) находим

S3 = H

ρ2
+ A2 − (H/ρ2)2

H/ρ2 + A ch 2γ
,

S1 − iS2 = 1

H/ρ2 +A ch 2γ

[
sh 2γ
ρ d
− iV

ρ

(
H

ρ2
ch 2γ +A

)]
,

d−1 =
√
ρ2 − V 2 −H2/ρ2 , 2γ = d−1 (x− V t+ δ1) ,

V = 2w3, A = −sign(iw1)
√

1− V 2/ρ2 .

(4.2.13)

В формулах (4.2.13) величина A равняется значению S3 в центре соли-
тона, при H = 0 (4.2.13) совпадает с волной поворота (4.2.8). При этом
знак величины A не играет большой роли. В присутствии магнитного
поля характер решения существенно зависит от направления проек-
ции A: по полю AH > 0 или против поля AH < 0 (см. рис. 4.3).
В первом случае по мере увеличения H (H → Hc, H < Hc) ширина
волны поворота неограниченно увеличивается, а ее амплитуда стре-
мится к нулю. Если AH < 0, то с ростом H увеличивается амплитуда
и ширина солитона, и в пределе H →Hc решение (4.2.13) вырождается
в алгебраический солитон [12]:

S3 = H

ρ2

(
1− 2ρ2

ρ2 +H2σ2

)
, σ = z − V t+ δ1,

S1 − iS2 = − ρ2

ρ2 +H2σ2

[
2Hσ
ρ

+ iV

ρ

(
1− H2σ2

ρ2

)]
,

V = signw3

√
ρ2 −H2/ρ2 .

(4.2.14)

Исходя из результатов работы [11], мы предполагаем, что в рамках
одномерной модели решение (4.2.13) устойчиво, по крайней мере в об-
ласти малых магнитных полей.

Приведем аргументы работ [13, 14, 16], которые позволяют понять
причину существования волн поворота (4.2.13) только в определенном
интервале магнитных полей при |H| < ρ2. В этой области значений H
спектр линейных спин-волновых мод (магнонов) имеет вид [17, 18]

ε = |p|
√
p2 + ρ2 −H2/ρ2 , (4.2.15)
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Рис. 4.3. Проекции намагниченности как функции координат для волны пово-
рота (4.2.13) в магнитном поле: а) при AH > 0, б) при AH < 0; α =

√
1−A2 ,

β =
√

1− h2/A2 , h = H/ρ2 (H > 0)

где p — импульс. Когда |H| � ρ2, закон дисперсии (4.2.15) являет-
ся линейным по импульсу. Сравнение (4.2.15) с законом дисперсии
нелинейных возбуждений (4.2.13) показывает, что энергия E солито-
на (4.2.8) меньше энергии магнона с тем же импульсом. В частности,
при H = 0 имеем

E = 2ρ
∣∣∣sin p

2

∣∣∣ < ε ∼= ρ|p|. (4.2.16)

Однако по мере увеличения поля (|H| → ρ2, |H| < ρ2) магноны с ли-
нейным законом дисперсии непрерывно переходят в магноны с квадра-
тичным законом дисперсии так, что выше некоторого поля |H| соли-
тон (4.2.13) становится нестабильным.

Как известно [19, 20], если постоянное магнитное поле |H| � ρ2,
направленное вдоль оси анизотропии n = (0, 0, 1), имеет заданную
область неоднородности, то в этом поле при наложении однородного пе-
ременного магнитного поля, перпендикулярного вектору n, происходит
весьма эффективное возбуждение бегущих спиновых волн. Мы пола-
гаем, что этим способом можно возбудить не только малоамплитудную
спиновую волну, но и (при |H| < ρ2) волну прецессии (4.2.2) большой
амплитуды. При условии малости поля накачки величина угла θ̃ опре-
деляется соотношением sin θ̃ ∼= H/ρ2.

Решения уравнений легкоплоскостного ферромагнетика, описыва-
ющие в постоянном магнитном поле взаимодействие бегущей волны
прецессии

S = (cos θ̃ cos ϕ̃, cos θ̃ sin ϕ̃, sin θ),

sin θ̃ = H

ρ2
, ϕ̃ = p̃ z − p̃2t sin θ̃, (4.2.17)
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с волнами поворота (4.2.13), (4.2.14), получаются из формул (3.1.10),
(4.2.1), (4.2.10), где следует учесть, что p̃ �= 0, sin θ̃ = H/ρ2.

Отметим, что существование солитонов (4.2.8), (4.2.13) в поле вол-
ны намагниченности (4.2.2) или (4.2.17) говорит в пользу устойчивости
этих возбуждений.

Мы полагаем, что измерение сдвига фазы, приобретаемого волной
прецессии после взаимодействия с солитонами, можно использовать
для обнаружения и изучения солитонов в ферромагнетике с анизотро-
пией типа «легкая плоскость».

4.3. Бризеры на фоне волны прецессии

Новые системы плодят новые проблемы.

Основная теорема Мерфи

Рассмотрим магнитные возбуждения легкоплоскостного ферромаг-
нетика, которые могут быть получены при использовании матричной
функции (4.1.9) с двумя комплексными полюсами λ1 и −λ∗1 (λ1 �= −λ∗1).

В отсутствии внешнего магнитного поля мы получаем односолитон-
ное решение модели (3.1.19) следующего вида:

S3 = sin θ0
(
1− 2|β|2)− cos θ0 (αβ + α∗β∗),

S1 − iS2 = exp[i (−ϕ0 + Φ(z, t))]×
×[2α∗β sin θ0 − cos θ0

(
β2 − α∗2)],

Φ(z, t) = 2arctg
[

(λ1 − λ∗
1 ) (|m1|2 − |m2|2)

i (λ1 + λ∗
1 ) (|m1|2 + |m2|2)

]
,

α = |m1|2 λ∗
1 (1− λ2

1) + |m2|2 λ1(1− λ∗2
1 )

|1− λ2
1| (|m1|2 λ∗

1 + |m2|2 λ1)
,

β = − (λ2
1 − λ∗2

1 )m1m2 exp(2iy)

|1− λ2
1| (|m1|2 λ1 + |m2|2 λ∗

1 )
.

(4.3.1)

Здесь вектор m = (m1,m2) определяется соотношениями (4.1.12).
Пусть Re (iκ) �= 0 (для определенности Re (iκ) < 0), тогда при

z →±∞ решение (4.3.1) вне области с характерным размером порядка
|2Re (iκ)|−1 приближается к асимптотическим значениям:

S3 → sin θ0, S1 − iS2 → exp
[
i
(
−ϕ0 ± Δϕ

2

)]
cos θ0,

Δϕ

2
= 2 arctg

[
(λ1 − λ∗

1 ) (|a+ κ|2 − |b|2)
i (λ1 + λ∗

1 ) (|a+ κ|2 + |b|2)

]
+

+1
i
ln (κ+ a) b∗(|κ+ a|2λ∗

1 + |b|2λ1)

(κ∗ + a∗) b (|κ+ a|2λ1 + |b|2λ∗
1 )
.

(4.3.2)
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В отличие от ранее рассмотренной задачи, здесь волновое число p и ам-
плитуда sin θ0 волны накачки (4.3.2) совпадают с таковыми для «затра-
вочного» решения (4.1.1). Решение (4.3.1) описывает взаимодействие
волны накачки с пульсирующим пространственно локализованным воз-
буждением — бризером. Как и в рассматриваемом ранее примере,
существует определенная аналогия между прохождением волны (4.3.2)
через бризер и прохождением луча света через прозрачную пластинку
с некоторым показателем преломления. Волна намагниченности (4.3.2)
после прохождения через бризер приобретает фазовый множитель,
который определяет поворот компонент S1, S2 в плоскости (x1,x2)
на угол Δϕ.

Для выявления структуры бризера (4.3.1) проанализируем его в от-
сутствии волны прецессии (при sin θ0 = p = 0). Тогда

S3 = 2 sin 2δ(ch2ε− cos 2δ)−1τ [sin s chy cos δ shε+
+shy cos s sin δ chε],

S2 = τ (ch2ε− cos 2δ)−1 [sin2 2δ sin s shy+
+chy cos s sin 2δ sh2ε],

S1 = τ

(
sin2 δ cos2 s− cos2 δ ch2y + 2 cos2 δ sin2 δ

sh2ε+ sin2 δ

)
,

y = 2ρ chε sin δ

ch 2ε− cos 2δ
(z − V t) + y0, V = 2ρ thε (ch2ε+ cos2 δ)

ch 2ε− cos 2δ
,

s = 2ρ cos δ shε

ch 2ε− cos 2δ

(
z − 2ρ cthε (sh2ε− sin2 δ) t

ch 2ε− cos 2δ

)
+ s0,

τ−1 = ch2y cos2 δ + cos2 s sin2 δ.

(4.3.3)

Здесь λ1 = exp(ε+ iδ) (λ1 �= −λ∗1), y0, s0, ε, δ — вещественные парамет-
ры. Величина V имеет смысл скорости движения бризера как целого.

В центре солитона (при y = 0) проекция S1 изменяется в пределах

sin2 δ − sh2ε

sin2 δ + sh2ε
� S1

∣∣
y=0

� ch2ε sin2 δ − sh2ε cos2 δ

sin2 δ + sh2ε
.

В случае ε = 0 намагниченность в центре солитона не зависит от време-
ни и равна своему равновесному значению: S = (1, 0, 0) (см. рис. 4.4).
При этом скорость бризера равна нулю и решение (4.3.3) приобретает
простой вид:

S3 = 2τ cos δ sh y cos s, S2 = 2τ cos2 δ sh y sin s,

S1 = τ [− cos2 δ (sh2y − 1) + sin2 δ cos2 s],

τ−1 = cos2 δ ch2y + sin2 δ cos2 s,

y = ρz

sin δ
+ y0, s = ρ2t cos δ

sin2 δ
+ s0.

(4.3.4)
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Проекция S1 обращается в нуль в точках с координатами

z = ±z0 (t)− y0ρ−1 sin δ, (4.3.5)

где

z0(t) = ρ−1 sin δArsh
[
1 + tg2δ cos2 s

]1/2
. (4.3.6)

Расстояние d = 2 |z0(t)| между точками (4.3.5) примем за характерный
размер бризера. Согласно (4.3.6) размер бризера является периодиче-
ской функцией времени и изменяется в пределах

2ρ−1| sin δ|Arsh1 � d � 2ρ−1| sin δ| Arsh
(| cos δ|−1).

Проекции S3, S2 описываются нечетными функциями параметра y,
которые достигают своих экстремальных значений в точках с коорди-
натами (4.3.5). Отсюда следует, что если в данный момент времени t
функция Sα(z, t) (α = 2,3) принимает максимальное значение в точке
с координатой z = z0(t)− y0ρ−1 sin δ, то одновременно в точке с коор-
динатой z = −z0(t)− y0ρ−1 sin δ ее значение минимально.

Рис. 4.4. Характер колебаний намагниченности в бризере (4.3.4)

С течением времени периодически изменяется размер бризера, и од-
новременно вектор намагниченности в солитоне совершает эллиптиче-
скую прецессию вокруг оси Ox1. Фазы прецессии в областях y > 0
и y < 0 отличаются на π (рис. 4.4).

Пульсирующий солитон (4.3.4) является простейшим представите-
лем целого класса мультисолитонных решений уравнений ферромагне-
тика с анизотропией типа «легкая плоскость». Его энергия

E = 4ρ
sin δ

(4.3.7)

больше суммы энергии двух волн поворота (ср. формулы (4.2.16)
и (4.3.7)). Поэтому при определенных условиях возможен распад бри-
зера на две волны поворота. Проанализируем такую возможность.

4.3. Бризеры на фоне волны прецессии 267

При cos δ � 1 частота ω = ρ2 cos δ/ sin2 δ, с которой колеблется
намагниченность в бризере, близка к нулю. В момент времени t, когда
cos s = 1, выражение (4.3.4) представляет суперпозицию двух волн
поворота, отличающихся знаком проекции S3. Расстояние между вол-
нами порядка 2ρ−1 sin δ ln(2 tgδ)� 1. В пределе δ → π/2 при s0 = π/2
решение (4.3.4) принимает вид

S3 ≈ − 2ρ2t sh y

ch2y + (ρ2t)2
, S2 ≈ 2 shy

ch2y + (ρ2t)2
,

S1 = 1 + (ρ2t)2 − sh2y

ch2y + (ρ2t)2
,

(4.3.8)

где y = ρz + y0. При t = 0 (4.3.8) представляет локализованное воз-
буждение, которое в рамках рассматриваемых приближений совпадает
с бризером (4.3.4). При больших t (t → +∞) решение (4.3.8) опи-
сывает суперпозицию двух волн поворота, разнесенных на расстояние
порядка 2ρ−1 ln

(
2ρ2t

)
. Таким образом, при малой величине частоты ω

(при δ ≈ π/2) пульсирующий солитон нестабилен. Выражение (4.3.8)
(при t > 0) описывает процесс его распада на две волны поворота.

При ε �= 0 поведение намагниченности в бризере существенно от-
личается от описанного выше. В интервале 0 < sh4ε � sin2 δ проек-
ция S1 имеет вид, приведенный на рис. 4.5 а. «Верхушка» солитона
кругообразно движется со временем по кривой 1–2–3–4. Значение
|ε| = Arcsh

(√| sin δ| ) является критичным. При sh4ε > sin2 δ проек-
ция S1 приобретает второй максимум (см. рис. 4.5 б). Во всех слу-
чаях при z → ±∞ намагниченность стремится к равновесному значе-
нию S = (−1, 0, 0).

Рис. 4.5. Проекция S1 намагниченности бризера (4.3.3) при 0 < |ε| �
� Arcsh

(√| sin δ| ) (а) и при |ε| > Arcsh
(√| sin δ| ) (б). Экстремум дви-

жется по кривой 1–2–3–4 по часовой стрелке при th ε/ tg δ < 0 и против
часовой стрелки при th ε/ tg δ > 0. В случае (a) абциссы точек 2 и 4:

(z − V t)2,4 ≈ ±(th2ε (sin2 δ + sh2 ε))(ρ| cos δ|(ch2 ε+ cos2 δ))−1
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При наличии магнитного поля бризерные решения уравнений лег-
коплоскостного ферромагнетика легко получить из (4.3.1) с помощью
преобразования (3.1.10). В постоянном магнитном поле в отсутствии
бегущей волны намагниченности (p = 0) следует учесть, что равновес-
ное значение намагниченности при z →±∞ определяется соотношени-
ями (4.2.11) (в данном случае θ̃ = θ0).

С ростом поля происходит поворот оси прецессии вектора S
и уменьшение амплитуды нутаций намагниченности в бризере. В об-
ласти малых H

(|H| < ρ2
)

аналитическое выражение для бризера,
центр которого совершает периодические колебания, но в среднем
не смещается, получено в работе [15], непосредственным интегрирова-
нием уравнений Ландау–Лифшица. Это решение описывается форму-
лами (3.1.10), (4.2.11), (4.3.1) при p = 0 и частном выборе параметра
λ = λ1 = exp iδ.

В достаточно сильном магнитном поле |H| > ρ2 при p = 0 решениe
(3.1.10), (4.2.11), (4.3.1) переходит в прецессионный солитон, найден-
ный в работах [12, 13]:

arctgS2

S1
= sin 2ε

sin 2δ
y − t

(
H − 2ρ2ch 2ε

ch 2ε− cos 2δ

)
+

+arctg (thy tgδ ctgε) + arg
(
c1
c2

)
,

S3 = 1− sin2 2δ

(ch 2ε− cos 2δ)(sh2y + cos2 δ)
,

y = ρ sin 2δ
ch 2ε− cos 2δ

(z − V t) + ln
∣∣∣ c1
c2

∣∣∣ , V = 2ρ sh 2ε
ch 2ε− cos 2δ

.

(4.3.9)

В формулах (4.3.9) вещественные параметры ε, δ связаны с полюсом
матричной функции (4.1.9): λ1 = exp(ε + iδ). Согласно [13, 15] пре-
цессионный солитон (4.3.9) можно интерпретировать как связанное
состояние магнонов с квадратичным законом дисперсии [17]:

ε = p2 − ρ2 +H, H � ρ2.

В пределе δ → π/2, ε = 0, H = ρ2 прецессионный солитон (4.3.9)
вырождается в алгебраический (4.2.14), скорость движения которого
равна нулю.

При H > ρ2, p �= 0, решение (3.1.10), (4.2.11), (4.3.1) описывает
рассеяние спиновой волны малой амплитуды,

S = (cos θ0 cosϕ0, cos θ0 sinϕ0, sin θ0) ,
ϕ0 ≈ pz − t

(
p2 − ρ2 +H

)
, sin θ0 ∼= 1,

на прецессионном солитоне (4.3.9).

4.4. Приложение модели легкоплоскостного ферромагнетика 269

Отметим, что существование нескольких типов магнитных солито-
нов в области слабых магнитных полей

(|H| < ρ2
)

связано с вырож-
дением основного состояния легкоплоскостного ферромагнетика при
|H| < ρ2. Сильное магнитное поле

(|H| > ρ2
)

снимает вырождение
основного состояния и приводит к более простым солитоноподобным
возбуждениям.

4.4. Приложение модели легкоплоскостного
ферромагнетика для анализа солитонов

в спиральных структурах

Насколько я знаю, все физические ре-
зультаты a priori имеют свой источ-
ник в симметрии.

Г. Вейль

Особую категорию составляют магнитные кристаллы, основное со-
стояние которых представляет геликоидальную магнитную структу-
ру. Возможны различные механизмы возникновения таких структур.
В магнитных кристаллах без центра инверсии образование геликои-
дальных структур может быть связано с неоднородными релятивист-
скими взаимодействиями, которые теоретически описываются инвари-
антами Лифшица в разложении свободной энергии магнетика [21–23].
Следуя [24, 25], покажем, что интегрируемая модель ферромагнетика
с анизотропией типа «легкая плоскость» изоморфна одной из моделей
магнетиков с геликоидальной структурой.

Рассмотрим квазиодномерный ферромагнитный кристалл без центра
инверсии, плотность энергии которого имеет вид

w = α

2
(∂z′M)2 + β̃

2
M2

3 − κ (M1∂z′M2 −M2∂z′M1) . (4.4.1)

Здесь M(z′, t′) — намагниченность на единицу длины вдоль оси Ox3;
z′, t′ — пространственно-временные координаты, M2 = M2

0 = const,
α > 0 — обменная постоянная, β̃ = ρ2 > 0 — постоянная анизотропии
типа «легкая плоскость», κ — постоянная при инварианте Лифшица,
|κ| � α/a, где a — постоянная решетки.

Условия α > 0, β̃ > 0 теперь не обеспечивают устойчивости од-
нородного основного состояния. Устойчивому основному состоянию
магнитного кристалла соответствует распределение намагниченности
типа геликоидальной магнитной структуры:

M = M0(cos pz′, sin pz′, 0), (4.4.2)

где p = κ/α. Период геликоидальной структуры много больше кристал-
лографических периодов: 2π/|p| = 2πα/|κ| � a и обычно несоизмерим
с ними.
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Как и ранее, перейдем к безразмерным переменным:

M = −M0S, z = α−1/2z′, t = γM0t
′, g = κα−1/2.

В них уравнения Ландау–Лифшица геликоидального ферромагнетика
приобретают вид

∂tS =
[
S× ∂2

zS
]− ρ2 (n · S) [S× n] + 2g ∂zS (n · S) , S2 = 1. (4.4.3)

Для дальнейшего анализа полезно переписать уравнения (4.4.3)
в параметризации S углами θ, ϕ:

S = (cos θ cosϕ, cos θ sinϕ, sin θ), (4.4.4)

тогда они примут вид

cos θ ∂tϕ = −∂2
zθ − sin θ cos θ (∂zϕ− g)2 +

+
(
ρ2 + g2

)
sin θ cos θ,

∂t sin θ = ∂z

[
cos2 θ (∂zϕ− g)

]
.

(4.4.5)

Замечательно, что после преобразования

ϕ̃ = ϕ− gz, ρ̃2 = ρ2 + g2

уравнения (4.4.5) переходят в уравнения Ландау–Лифшица для фер-
ромагнетика с анизотропией типа «легкая плоскость». При этом по-
стоянной анизотропии легкоплоскостного ферромагнетика будет ве-
личина ρ̃2 = ρ2 + g2, а распределение намагниченности определится
углами θ, ϕ̃:

S̃ = (cos θ cos ϕ̃, cos θ sin ϕ̃, sin θ) . (4.4.6)

Таким образом, солитонные решения модели ферромагнетика
(4.4.1) с геликоидальной структурой (4.4.2) можно найти, выбирая
подходящие решения модели ферромагнетика с анизотропией типа
«легкая плоскость». А именно: нужно использовать решения (4.4.6)
легкоплоскостного ферромагнетика с постоянной анизотропии
ρ̃2 = ρ2 + g2 и асимптотиками

S̃→ (cos ϕ̃±, sin ϕ̃±, 0), ϕ̃± = const

при z → ±∞. Тогда после замены ϕ̃ → ϕ = ϕ̃ + gz решения (4.4.6)
перейдут в точные решения (4.4.4) модели (4.4.3), описывающие нели-
нейные возбуждения ферромагнетика с геликоидальной структурой.

Так, решение типа волны поворота (4.2.8) преобразуется в решение,
которое описывает движущийся со скоростью V = ρ̃ cos r (|V | < ρ̃)
солитон в спиральной структуре:

S3 = sin r

ch η
, S1 + iS2 =

(
th η + i cos r

ch η

)
exp(igz),

η = ρ̃ sin r(z − t ρ̃ cos r).
(4.4.7)
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Здесь r — вещественный параметр. Солитон (4.4.7) связан с простран-
ственно локализованным изменением фазы магнитной спирали и выхо-
дом магнитных моментов из базисной плоскости (x1,x2) (см. рис. 4.6).
При одном и том же импульсе энергия солитона (4.4.7) лежит ниже
энергии линейной спиновой волны [22], распространяющейся в гели-
коидальной структуре вдоль оси анизотропии.

Рис. 4.6. Солитон в спиральной структуре: а) основное состояние; б) уединен-
ная волна поворота на фоне геликоидальной структуры

В присутствии внешнего магнитного поля, направленного вдоль оси
анизотропии, простая спиральная структура переходит в коническую.
Соответствующие решения легко найти, воспользовавшись формула-
ми (3.1.10), (4.2.11). Согласно полученным ранее результатам, на фоне
конической спиральной структуры возможно формирование двух типов
волн поворота, энергия которых снова будет меньше энергии линейной
спин-волновой моды с тем же импульсом.
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ИНТЕГРИРОВАНИЕ УРАВНЕНИЙ

ФЕРРОМАГНЕТИКА С ДВУХОСНОЙ

МАГНИТНОЙ АНИЗОТРОПИЕЙ

5.1. Прямая и обратная задачи для уравнений
Ландау–Лифшица анизотропного ферромагнетика

Метод необходим для отыскания ис-
тины.

Р. Декарт

В данном разделе изложена схема интегрирования уравнения
(3.1.14) методом обратной задачи рассеяния для двух типов граничных
условий:

S→ (0, 0, 1) при x→ +∞, S→ (0, 0, ε) при x→ −∞. (5.1.1)

Поскольку случай ε = 1 не содержит решений типа доменных гра-
ниц, ниже он называется нетопологическим (НТ), топологическому (Т)
случаю соответствует ε = −1. Численные расчеты, частные решения,
существование U–V -пары, доказательство полной интегрируемости
(см. ссылки в разд. 2.1) поставили вопрос о решении задачи Коши для
этого уравнения. Основная трудность, несмотря на наличие U–V -пары,
связана с тем, что представление (3.1.15), (3.1.21) дает новый тип спек-
тральных задач (эллиптическая U–V -пара), неизвестных ранее. Проце-
дура получения точных решений для такого рода задач была впервые
предложена в наших работах [1, 2] для SU(2) асимметричной кираль-
ной модели. Для модели двухосного ферромагнетика (3.1.14) проце-
дура «одевания« была независимо найдена в работах [4–6] для НТ-
случая: S→ (0, 0, 1) при |x| → ∞ и в [3] для произвольного «затравоч-
ного» решения.

Отметим, что в работах [4–7] предложена конкретная процедура
решения регулярной задачи Римана, основанная на системе сингуляр-
ных уравнений с ядром Коши на торе и, следовательно, дано решение
обратной задачи рассеяния для НТ-случая.

Несколько позже была предложена другая процедура «одевания»
[8], «стартующая» с работ [9, 10]. Не вдаваясь в сравнение двух про-
цедур «одевания», заметим, что дальнейшее развитие и модификация
второго метода (см. обзор [11, 12]) привела к конечнозонному интегри-
рованию уравнения (3.1.14) при J1 = J2 �= J3 [13] и при J1 �= J2 �= J3
[14, 15] с привлечением результатов работ [16, 17]. Однако задача
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Коши с граничными условиями (5.1.1) не только не была решена для Т
случая, но и отсутствовало решение прямой задачи рассеяния для НТ
случая.

В настоящем разделе изложены результаты работ [18, 19] и полу-
чено решение прямой задачи рассеяния при ε = ±1. Используя аналог
преобразования Фурье на торе, удается построить замкнутую схе-
му интегрирования, основанную на уравнениях Гельфанда–Левитана–
Марченко. Это позволяет решить задачу Коши для уравнения (3.1.14)
методом обратной задачи рассеяния.

5.1.1. Преобразования прямой задачи рассеяния

Рассмотрим вначале прямую задачу рассеяния. Удобно объединить
случаи НТ и Т и определить две фундаментальные матрицы решений
системы (2.1.2), (3.1.15), (3.1.21) (матрицы Йоста), которые имеют
следующее асимптотическое поведение:

Φ→ exp [−iw3(λ)x ε σ3] при x→ −∞;
Ψ→ exp [−iw3(λ)xσ3] при x→ +∞.

Тогда из редукций для Ψ(λ), Φ(λ):

Φ∗(λ) = σ2Φ (λ∗)σ2, Φ(λ+ 2K) = σ3Φ(λ)σ3,

Φ(λ+ 2iK ′) = σ3Φ∗ (λ∗)σ3;
Ψ∗(λ) = σ2Ψ (λ∗)σ2, Ψ(λ+ 2K) = σ3Ψ(λ)σ3,

Ψ(λ+ 2iK ′) = σ3Ψ∗ (λ∗)σ3

(5.1.2)

следует, что матрица перехода T (λ), введенная обычным образом,

Φ(λ,x) = Ψ(λ,x)T (λ) (Imλ = 0, 2K ′), (5.1.3)

имеет следующий вид:

T (λ) =
(
a(λ) −b∗ (λ∗)
b(λ) a∗ (λ∗)

)
, detT (λ) = 1;

a(λ+ 2K) = a(λ), b(λ+ 2K) = −b(λ),
a(λ+ 2iK ′) = a∗ (λ∗) , b(λ+ 2iK ′) = −b∗ (λ∗) . (5.1.4)

Для решения прямой задачи рассеяния необходимо найти зависи-
мость от спектрального параметра λ в ядрах треугольного представ-
ления матриц Йоста. Она угадывается решением первого из уравне-
ний (2.1.2) по теории возмущений (вблизи решения S = (0, 0, 1) до
третьего порядка включительно). Соответствующие рассуждения и вы-
кладки аналогичны использовавшимся в третьей главе и не приводятся
здесь.
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Перейдем сразу к строгим доказательствам. Покажем, что матрич-
ные решения Φ, Ψ спектральной задачи (2.1.2), (3.1.15), (3.1.21) имеют
следующие треугольные представления:

Φ(x,λ) =k3(x) exp [−i εw3(λ)xσ3] +

+
x∫

−∞
d y

(
k5(x, y) +

2∑
α=1

kα(x, y)wασα+

+ k4(x, y)w1w2 σ3

)
exp(−i εw3 y σ3); (5.1.5)

Ψ(x,λ) =l3(x) exp [−iw3(λ)xσ3] +

+
+∞∫
x

d y

(
l5(x, y) +

2∑
α=1

lα(x, y)wασα+

+ l4(x, y)w1w2 σ3

)
exp(−iw3 y σ3), (5.1.6)

где

k3(x) =

√
1 + εS3(x)

2
×

× cos

⎛⎝1
2

x∫
−∞

d y [1− εS3(y)] ∂yarctg
[
S1(y)

S2(y)

]⎞⎠,

k1(x,x) + i k2(x,x)
k3(x) + k4,y(x,x)

= −i S1(x) + iS2(x)

1 + ε S3(x)
; (5.1.7)

l3(x) =

√
1 + S3(x)

2
×

× cos

⎛⎝1
2

+∞∫
x

d y [1− S3(y)] ∂yarctg
[
S1(y)

S2(y)

]⎞⎠,

l1(x,x) + i l2(x,x)
l3(x) − l4,y(x,x)

= i S1(x) + iS2(x)

1 + S3(x)
. (5.1.8)

Здесь через k4,x(x, y), k4,y(x, y) и т. д. обозначены соответственно
∂xk4(x, y), ∂yk4(x, y) и т. д.

Вследствие редукций (5.1.2), ядра k5(x, y), l5(x, y) — веществен-
ные; kα(x, y), lα(x, y) (α = 1, 2, 4) — чисто мнимые. Несингулярность
функций (5.1.5), (5.1.6) в полюсах коэффициентов wj(λ) (j = 1, 2, 3)
требует следующих нулевых условий на диагонали x = y:

k4(x,x) = l4(x,x) = 0.

Отметим важное обстоятельство. В ядра треугольных представле-
ний (5.1.5), (5.1.6) зависимость от спектрального параметра входит
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через функции 1, w1, w2, w1w2. Наличие таких функций не является
случайным: они образуют базис в пространстве всех полиномов от w1,
w2, w3, где учтены связи (3.1.16) и два элемента эквивалентны, если
отличаются множителем w3. Подобная конструкция ядер из коэффици-
ентов U–V -пары уже использовалась в третьей главе и неявно содер-
жится в решениях более простых прямых задач рассеяния, известных
ранее. Ясно, что такой выбор зависимости ядер от спектрального пара-
метра всегда приводит к определенным дифференциальным уравнени-
ям для матричных коэффициентов. Действительно, подставляя (5.1.5)
в первое уравнение (2.1.2), мы получаем систему линейных уравнений:

k1,x(x, y) + S2(x)k4,yy(x, y)− ε S3(x)k1,y(x, y) =
= −iS1(x)k5(x, y) + ρ2(k′)2S2(x)k4(x, y),

k2,x(x, y)− S1(x)k4,yy(x, y)− ε S3(x)k2,y(x, y) =
= −iS2(x)k5(x, y)− ρ2S1(x)k4(x, y),

k4,x(x, y) + ε S3(x)k4,y(x, y) = S1(x)k2(x, y)− S2(x)k1(x, y),

k5,x(x, y) + ε S3(x)k5,y(x, y)− i
2∑

α=1

Sα(x)kα,yy(x, y) =

= −iS1(x)ρ2k1(x, y)− i ρ2(k′)2S2(x)k2(x, y)

(5.1.9)

и условия на диагонали:

k3,x(x) + k5(x,x) (1− ε S3(x)) + i
2∑

α=1

Sα(x)kα,y(x, y)|y=x = 0,

i
2∑

α=1

kα(x,x)Sα(x) = (1− ε S3(x)) k3(x), k4(x,x) = 0,

k1(x,x)S2(x)− S1(x)k2(x,x) = (1− ε S3(x)) k4,y(x, y)|y=x.

(5.1.10)

Для исследования однозначной разрешимости этой системы удобно
ввести вспомогательные переменные q1, q2:

q1 = S1k2 − S2k1, q2 = S1k1 + S2k2.

Тогда переменные q1 и k5, вследствие трех первых уравнений (5.1.9),
выражаются через q2 и k4 и их производные:

k5(x, y) = i

S2
⊥

(
q2,x(x, y)− ε S3(x)q2,y(x, y)+

+ ρ2k2S1(x)S2(x)k4(x, y) + q1(x, y) ∂xarctg
[
S1(x)

S2(x)

]
−

− q2(x, y) 1
2
∂x lnS2

⊥(x)
)
, S2

⊥ = S2
1 + S2

2 ; (5.1.11)

q1(x, y) = k4,x(x, y) + ε S3(x)k4,y(x, y). (5.1.12)
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Подстановка (5.1.11), (5.1.12) в систему (5.1.9), (5.1.10) приводит
последнюю к системе двух линейных дифференциальных уравнений
второго порядка:

q2,xx − q2,yy − ε S3,xq2,y + (∂x + ε S3∂y)
[
ρ2k2S1S2k4+

+ q1 ∂xarctg
(
S1

S2

)
− 1

2
q2 ∂x lnS2

⊥
]
− iS4

⊥k5∂xS
2
⊥ =

= ρ2
[
q1k

2S1S2 − q2
(
S2
1 + (k′)2S2

2

)]
,

k4,xx − k4,yy = −ε S3,xk4,y + 1
2
q1 ∂x lnS2

⊥+

+ q2 ∂xarctg
(
S1

S2

)
− (S2

1 + (k′)2S2
2

)
k4ρ

2

(5.1.13)

и обыкновенному дифференциальному уравнению

2 i k3,x + i k3
ε S3,x

1 + εS3
+
(
∂xarctgS1

S2

)
(∂x + ε S3∂y) k4(x, y)|y=x = 0

(5.1.14)
с граничными условиями

k4(x,x) = 0, k4(x,−∞) = q2(x,−∞) = 0,
q2(x,x) = i (S3 − 1) k3(x).

Из условия detΦ(λ) = 1 с учетом представления (5.1.5) можно
вывести важное соотношение:

det Φ(λ = 0) = k23(x)− k24,y(x,x)− k21(x,x)− k22(x,x) = 1,

которое, с учетом уравнений (5.1.10), сводится к простому алгебраи-
ческому соотношению между k3(x) и k4,y(x,x), позволяющему решить
уравнение (5.1.14) в явном виде. Мы получаем

k3(x) =
√

1 + ε S3

2
cosϕ, i k4,y(x,x) =

√
1 + ε S3

2
sinϕ,

∂xϕ(x) = −1
2

(1− ε S3) ∂xarctgS1

S2
.

Для доказательства существования решений уравнений (5.1.13),
(5.1.14) введем новые координаты

ξ = x+ y

2
, η = x− y

2

и переменные

vk = k4,ξ, vq = q2,ξ, uk = k4,η, uq = q2,η.

Тогда решение системы (5.1.13), (5.1.14) эквивалентно задаче Коши–
Гурса для гиперболической системы из шести уравнений с переменными
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k4, vk, uk, q2, uq, vq. Граничные условия заданы на характеристике
η = 0 и прямой ξ + η = −∞. Из теории характеристик [20, 21] следует,
что решение существует и единственно.

Аналогичное исследование можно провести и для матрицы Ψ.
В этом случае система уравнений для ядер lμ(x, y) (μ = 1,2,4,5) и l3(x),
а также условия на диагонали получаются из соотношений (5.1.9),
(5.1.10) с ε = 1 формальной заменой:

kμ(x, y)→ −lμ(x, y), k3(x)→ l3(x).

Представление (5.1.5)–(5.1.8) и уравнения (5.1.11)–(5.1.14) дают пол-
ное решение прямой задачи рассеяния.

Представления (5.1.5), (5.1.6) оказываются полезными для доказа-
тельства аналитических свойств решений Йоста. Пусть при |x| → ∞
распределение намагниченности достаточно быстро стремится к своим
предельным значениям. Тогда аналитическим продолжением по пара-
метру λ и условием, что операторы в представлениях (5.1.5), (5.1.6) яв-
ляются сжимающими, устанавливаются области аналитичности столб-
цов матриц Йоста и элементов матрицы перехода.

При ε = 1 мы получаем, что функции

Ψα 1 exp (iw3 x) , Φα 2 exp (−iw3 x) (α = 1, 2)

допускают аналитическое продолжение в область

D− = {λ | 0 < Imλ < 2K ′} ,
тогда как функции

Ψα2 exp (−iw3 x) , Φα1 exp (iw3 x) , a(λ)

аналитически продолжаются в область

D+ = {λ | − 2K ′ < Imλ < 0} .
В силу редукций (5.1.4), нули λ

(1)
n функции a(λ) разбиваются

на две группы:

λ = uj − iK ′, uj − iK ′ + 2K, j = 1, 2, . . . ,n;

λ = us − iK ′ ± iθs, us − iK ′ ± iθs + 2K, s = 1, 2, . . . ,m;

где 0 < uj < 2K, 0 < θs < K ′.
Из (5.1.3) следует, что при λ = λ

(1)
n функции Φα1, Ψα2 пропорцио-

нальны:
Φα1

(
λ(1)

n

)
= b(1)n Ψα2

(
λ(1)

n

)
.

При ε = 1 данными рассеяния будет набор:

r(1) = b(λ)

a(λ)
(Imλ = 0, 2K ′),

{
λ(1)

n

}
,
{
b(1)n

}
,
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эволюционная зависимость которого определяется уравнениями

∂ta = 0, ∂tb = −4iw1(λ)w2(λ) b, ∂tb
(1)
n = −4iw1

(
λ(1)

n

)
w2
(
λ(1)

n

)
b(1)n .

В случае ε = −1 функции Φα1 exp (−iw3 x), Ψα1 exp (−iw3 x), b(λ)
допускают аналитическое продолжение в область D−. В области D−
нули λ = λ

(−1)
n функции b(λ), вследствие редукций (5.1.4), разбиваются

на две группы:

uj + iK ′, uj + iK ′ + 2K, j = 1, 2, . . . ,n; (5.1.15)

us + iK ′ ± iθs, us + iK ′ ± iθs + 2K, s = 1, 2, . . . ,m,

где 0 < uj < 2K, 0 < θs < K ′. Функции Φα2 exp (iw3 x), Ψα2 (−iw3 x)
могут быть аналитически продолжены в область D+.

Зависимость данных рассеяния

r(−1) = a(λ)

b(λ)
(Imλ = 0, 2K ′) ,

{
λ(−1)

n

}
,
{
b(−1)
n

}
от времени определяется уравнениями:

∂tb = 0, ∂ta = −4iw1(λ)w2(λ) a,

∂tb
(−1)
n = −4w1

(
λ(−1)

n

)
w2
(
λ(−1)

n

)
b(−1)
n ,

где b(−1)
n — коэффициент пропорциональности в соотношении

Φα1
(
λ(−1)

n

)
= b(−1)

n Ψα1
(
λ(−1)

n

)
.

5.1.2. Обратное спектральное преобразование

Перейдем к решению обратной задачи. Для U–V -пар, рациональ-
ным образом зависящих от спектрального параметра λ, обратная за-
дача всегда использует преобразование Фурье, если функции Йо-
ста в асимптотике являются неприводимыми представлениями группы
сдвигов по переменной x. В нашем случае ключом решения задачи
является преобразование Фурье, описанное далее.

Пусть Γε — замкнутый контур следующего вида (см. рис. 5.1):

Γε =
{
λ
∣∣ 0 < Reλ < 4K, Imλ = 0; 0 < −ε Imλ < 2K ′, Reλ = 4K;

4K > Reλ > 0, Imλ = −2 εK ′; 2K ′ > −ε Imλ > 0, Reλ = 0} .
Тогда интеграл по контуру Γε от двоякопериодических функций q(λ)
с периодами 4K, 4iK ′ редуцируется к интегралу по интервалу 0 < λ <
< 2K следующим образом:

∫

Γε

dλ q(λ) exp(iw3 x) =
2K∫

0

dλ q(λ) exp(iw3 x),

5.1. Прямая и обратная задачи для уравнений Ландау–Лифшица 279

Рис. 5.1. Контуры интегрирования Γ1 (ε = 1) (а) и Γ−1 (ε = −1) (б) (сплошная
линия) и система контуров C(ε)

i (i = 1, 2, 3, 4) (штриховая линия), используе-
мые при выводе уравнений обратной задачи рассеяния. Расположение «домен-
ных» (◦) и «бризерных» (×) нулей функций a(λ) (ε = 1) (а) и b(λ) (ε = −1)

(б)

где

q(λ) = q(λ) + q(λ+ 2K)− q(−λ+ 2iK ′)− q(−λ+ 2K + 2iK ′).

Заметим, что функции w1, w2, w3 обладают свойствами:

ws(λ+ 2K) = −ws(λ) (s = 1, 2), w3(λ+ 2K) = w3(λ),
w1(λ+ 2iK ′) = w1(λ), wj(λ+ 2iK ′) = −wj(λ) (j = 2, 3)

и потому

ws = wsw3 = w2
swj = 0 (s, j = 1, 2, 3);

w1w2 = 4w1w2 = −4 ρ dw3

dλ
; (5.1.16)∫

Γε

dλw1w2 exp [iw3(λ)x] = 8πρ δ(x).

Для вывода уравнений обратной задачи рассеяния рассмотрим одно
из соотношений (5.1.3) в виде

Φα1(x,λ) exp (iw3 ε y) = [Ψα1(x,λ)a(λ)+
+b(λ)Ψα2(x,λ)] exp (iw3 ε y) , y � x. (5.1.17)

Умножим (5.1.17) на τ (λ)/a(λ) при ε = 1 или на τ (λ)/b(λ) при ε = −1,
где τ (λ) = w3, w1, w2, w1w2 и проинтегрируем по контуру Γε. Под-
ставим в правую часть вместо Ψ ее представление (5.1.6). Контурное
интегрирование в левой части заменим на интеграл по замкнутому
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контуру Γ̃ε +
∑4

i=1C
(ε)
i минус интеграл по

∑4
i=1C

(ε)
i . Система конту-

ров C(ε)
i определяется следующими уравнениями:

C
(ε)
1 =

{
λ
∣∣ λ = r exp(i εϕ), π � ϕ � 2π

}
,

C
(ε)
2 =

{
λ
∣∣ λ = 2K + r exp(i εϕ), π � ϕ � 2π

}
,

C
(ε)
3 =

{
λ
∣∣ λ = r exp(i εϕ) + 2K − 2 i εK ′, 0 � ϕ � π

}
,

C
(ε)
4 =

{
λ
∣∣ λ = −2 iK ′ε+ r exp(i εϕ), 0 � ϕ � π

}
.

Из-за аналитичности в области Dε интегралы по контуру

Γ̃ε +
4∑

i=1

C
(ε)
i

от функций

τ (λ)a−1(λ) Φα1 exp(iw3 y) (при ε = 1),
τ (λ)b−1(λ) Φα1 exp(−iw3 y) (при ε = −1)

равны вычетам этих функций в нулях функций a(λ) и b(λ) соответ-
ственно.

Интегралы по системе контуров
∑4

i=1C
(ε)
i сокращаются с сингу-

лярными вкладами от правой части. Проследим, как это происходит.
Заметим вначале, что из представлений (5.1.5) и (5.1.6) и леммы

Римана–Лебега следует:

Φ exp (i εw3 xσ3) |λ=0 =k3(x) + k4,y(x,x)σ3−
− ε k2(x,x)σ1 + k1(x,x)σ2 ε,

Ψ exp (iw3 xσ3) |λ=0 =l3(x)− l4,y(x,x)σ3−
− l1(x,x)σ2 − l2(x,x)σ1.

(5.1.18)

Тогда из (5.1.7), (5.1.8), (5.1.18) можно получить важное соотноше-
ние для функций a(λ) = Φ11Ψ22 − Φ21Ψ12, b(λ) = Ψ11Φ21 − Φ11Ψ21
при λ = 0:

b(0) = 0 (ε = 1); a(0) = 0 (ε = −1). (5.1.19)

Рассмотрим случай ε = 1. Умножим уравнение (5.1.17) на
w1w2 a

−1(λ) и проинтегрируем по контуру Γ1. Сингулярный член
в правой части равен

8πρ δα1 [l3(x)− l4,y(x,x)] δ (x− y) . (5.1.20)
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Сингулярный член в левой части с учетом формул (5.1.2), (5.1.4),
(5.1.17)–(5.1.19) преобразуется к виду

−
∫

∑
C

(1)
i

dλ w1w2

a(λ)
Φα1(x,λ) exp (iw3 y) =

=
∑

λ=0, 2K, −2iK′, 2K−2iK′

Φα1(x,λ)

a(λ)
×

× exp (iw3 x) lim
r→0

r∫
−r

dλ
(
− ρ

2

λ2

)
exp
[
i ρ

λ
(y − x)

]
=

= 8πρ δ(y − x)δα1Re [Ψ11(x,λ) exp (iw3 x)] |λ=0,

который совпадает с (5.1.20). Сокращение других сингулярных членов
происходит подобным образом.

Несингулярные члены дают уравнения типа Гельфанда–Левитана–
Марченко. С учетом свойств симметрии коэффициентов wi (5.1.16)
и редукций (5.1.4) окончательный результат сводится к четырем урав-
нениям (последняя «ловушка» избегается интегрированием по частям
слагаемых l4w1w2 в (5.1.6)):

+∞∫
x

ds
[
l1(x, s)F ε

1,y(s+ y)− i ε l2(x, s)F ε
2,y(s+ y)

]
= ε l4,y(x, y),

+∞∫
x

ds
[
l1(x, s)Πε

1,y(s+ y)− iεl2(x, s)Πε
2,y(s+ y)

]
= iεl5(x, y),

l3(x)F ε
1 (s+ y) +

+∞∫
x

d s [l5(x, s)F ε
1 (x+ y)−

−i l4,s(x, s)Πε
1(s+ y)] = i ε l2(x, y),

l3(x)F ε
2 (x+ y) +

+∞∫
x

d s [l5(x, s)F ε
2 (s+ y)−

−i l4,s(x, s)Πε
2(s+ y)] = l1(x, y).

(5.1.21)

Система (5.1.21) связывает ядра l1/l3, l2/l3, l4,s/l3, l5/l3 с ядрами F ε
i (x),

Πε
i (i = 1, 2), которые определяются через данные рассеяния:

F ε
i (x) =− i ε

4ρ

∑
n

r(ε)n wi

(
λ(ε)

n

)
exp
(
i εw3

(
λ(ε)

n

)
x
)−

− 1
8πρ

∫

Γε

dλwi(λ)r(ε)(λ) exp (iw3(λ) ε x) ,
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Πε
i (x) =− i ε

4ρ

∑
n

r(ε)n wi

(
λ(ε)

n

)
w1
(
λ(ε)

n

)
w2
(
λ(ε)

n

)×
× w−1

3

(
λ(ε)

n

)
exp
(
iw3
(
λ(ε)

n

)
x
)− 1

8πρ

∫

Γε

dλ r(ε)(λ)w−1
3 (λ)×

× wi(λ)w1(λ)w2(λ) exp (i εw3 x) .

Здесь

r(1)(λ) = b(λ)

a(λ)
, r(1)n = b(1)n

an
; r(−1)(λ) = a(λ)

b(λ)
, r(−1)

n = b(−1)
n

bn
,

где a−1
n (b−1

n ) — вычеты функции a−1(λ) (b−1(λ)) в нулях λ(ε)
n .

Решение уравнений (5.1.21) при заданных ядрах определяет, со-
гласно (5.1.8), комплексную функцию S+/ (1 + S3) и, следовательно,
функцию S, а также функции Йоста по формулам (5.1.5)–(5.1.8).
Заметим, что представление решений уравнений Ландау–Лифшица
в виде S+/ (1 + S3) наиболее удобно и ранее использовалось в методе
Хироты [22–24]. Здесь и далее S+ = S1 + iS2.

Солитонные решения системы (5.1.21) соответствуют безотража-
тельным потенциалам:

r(ε)(λ) ≡ 0.

Рассмотрим простейший случай, когда ε = −1 и коэффициент b(λ)
имеет нули (5.1.15) (n = 1, m = 0). Тогда из (5.1.21) мы получаем

l1(x, y) = i

2ρ
w2 (λ1) r

(−1)
1 l3(x) exp (−iw3 (λ1) (x+ y)) ,

l2(x, y) = − 1
2ρ
w1 (λ1) r

(−1)
1 l3(x) exp (−iw3 (λ1) (x+ y)) ,

l5(x, y) = l4(x, y) = 0 (λ1 = u1 + iK ′),

где, вследствие редукций (5.1.2), параметр r
(−1)
1 — чисто мнимый.

Решение следует из (5.1.8) и описывает доменную границу:

S+

1 + S3
= 1

2ρ
r
(−1)
1 (w2 (λ1)− w2 (λ1))×

× exp [−2iw3(λ1)x+ 4iw1(λ1)w2 (λ1) t].

Более детально солитонные решения будут проанализированы в следую-
щем разделе при обсуждении процедуры «одевания».

Доказательство существования и единственности решений систе-
мы (5.1.21) проведем только для случая ε = 1 и в отсутствие соли-
тонного сектора. Положим неоднородную часть в уравнениях (5.1.21)
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равной нулю. Умножим каждое из уравнений последовательно на ε l4,y,
iε l5, −iεl2, l1. Результаты сложим и проинтегрируем по y. Получим

+∞∫
x

d y
[
l21(x, y) + l22(x, y) + l24,y(x, y)− l25(x, y)

]
=

=
+∞∫
x

ds
+∞∫
x

dy
[
l5(x, s) l1(x, y)

(
F ε

2 (s+ y) + i εΠε
1,y(s+ y)

)
+

+l5(x, s) l2(x, y)
(−i εF ε

1 (s+ y) + Πε
2,y(s+ y)

)
+

+l2(x, y) l4,s(x, s)
(−εΠε

1(s+ y)− iF ε
2,y(s+ y)

)
+

+l1(x, s) l4,y(x, y)
(
εF ε

1,y(s+ y)− i Πε
2(s+ y)

)]
.

(5.1.22)

В силу равенства Парсеваля для разложения в интеграл Фурье:

+∞∫
x

d y l2a(x, y) = ρ

2π

2K∫

0

dλw1(λ)w2(λ) |la(x,λ)|2 ,

la(x,λ) =
+∞∫
x

d y la(x, y) exp (iw3 y), a = 1, 2, (4, y), 5 (0 < λ < 2K),

действительную часть соотношения (5.1.22) можно записать в виде

2K∫

0

dλ
[
w1w2

(
|l1(x,λ)|2 + |l2(x,λ)|2 + |l4,y(x,λ)|2 + |l5(x,λ)|2

)
−

− ((1− w2
1

)
w−1

1 |l5(x,λ)| |l1(x,λ)| cos (ϕl5 + ϕl1 + ϕr − 3π/2) +

+ |l5(x,λ)| |l2(x,λ)| cos (ϕl5 + ϕl2 + ϕr)
(
1− w2

2

)
w−1

2 +

+ |l2(x,λ)| |l4,y(x,λ)| cos (ϕl2 + ϕ4,y + ϕr)
(
w2

3 − w2
1

)
w−1

3 w−1
1 +

+ |l1(x,λ)| |l4,y(x,λ)| cos
(
ϕl1 + ϕl4,y + ϕr + π/2

)×
× (w2

3 − w2
2

)
w−1

2 w−1
3

) ∣∣r(1)∣∣2] = 0,

где ϕr = arg r(1), ϕla = arg la (a = 1, 2, (4, y), 5). Отсюда следует,
что при∣∣r(1)(λ)

∣∣ < min
{∣∣∣∣ wα

1− w2
α

∣∣∣∣, ∣∣∣∣ wβ w3

w2
β − w2

3

∣∣∣∣}, α,β = 1, 2, (5.1.23)

однородная система, соответствующая (5.1.21), не имеет ненулевых ре-
шений в L2(x,∞). Согласно теореме Фредгольма об альтернативах [25],
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это означает, что при условии (5.1.23) решение линейной системы
(5.1.21) существует и единственно.

Уравнения (5.1.7), (5.1.8), (5.1.21) являются основными в методе
обратной задачи рассеяния и позволяют проследить за эволюцией
начального распределения намагниченности.

5.2. Метод «одевания» на торе. Солитонные решения
с асимптотиками S → (0, 0, 1) при x → ±∞

Усложнять просто, упрощать сложно.

Закон Мерфи

В этом разделе изложим метод интегрирования уравнений Ландау–
Лифшица:

∂tS =
[
S× ∂2

xS
]
+ [S× JS] , S2 = 1;

J = diag (J1,J2,J3) , J3 > J2 > J1, (5.2.1)

основанный на задаче Римана для двоякопериодических функций от
спектрального параметра.

Как уже отмечалось, процедура «одевания» для двухосного фер-
ромагнетика была предложена в работах [3–8]. Однако в этих ра-
ботах не построено решение для изолированной доменной границы,
а приведенные солитонные решения, которые описывают бризер и рас-
сеяние двух доменных границ с противоположными хиральностями,
не проанализированы. Непосредственным интегрированием уравнений
(5.2.1) найдено много точных решений [26]. Однако их связь с методом
обратной задачи рассеяния указана в [8] только для наиболее простых
случаев. Далее в этой главе мы модифицируем технику работ [4–7]
и обсудим перечисленные вопросы. В целях замкнутости изложения
некоторые формулы данного раздела повторяют формулы предыдущего.

Для определенности будем предполагать, что распределение намаг-
ниченности при |x| → ∞ достаточно быстро стремится к равновесным
значениям:

S→ (0, 0, 1) при x→ +∞; S→ (0, 0, ε) при x→ −∞, (5.2.2)

где ε = ±1.
Уравнения ферромагнетика (5.2.1) эквивалентны условию совмест-

ности (3.1.15) системы линейных дифференциальных уравнений для
матричной функции ϕ:

∂xϕ = Uϕ, ∂tϕ = V ϕ. (5.2.3)

Согласно формулам (3.1.15), (3.1.21) матрицы U(λ,x, t) и V (λ,x, t)
выражаются в терминах компонент вектора S (x, t) с коэффициентами
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wα(λ) (α = 1,2,3), которые параметризуются эллиптическими функци-
ями Якоби с модулем

k =
√
J2 − J1

J3 − J1
.

При этом матрицы ϕ(λ), U(λ), V (λ) оказываются двоякопериодиче-
скими функциями с периодами 4K(k), 4 iK ′(k), где K, K ′ — полные
эллиптические интегралы первого рода.

Фундаментальные решения вспомогательной линейной системы
(5.2.3) ϕ±(λ) зададим асимптотическими условиями

ϕ+ → χ
(0)
2 ≡ exp(−iσ3 [w3(λ)x− 2w1(λ)w2(λ) t]), x→ +∞;

ϕ− → χ
(0)
1 ≡ exp(−i εσ3 [w3(λ)x− 2w1(λ)w2(λ) t]), x→ −∞.

Здесь параметр λ принадлежит контуру

Γ = {λ| |Reλ| � 2K, Imλ = 0, 2K ′}.

Рис. 5.2. Фундаментальный пря-
моугольник в λ-плоскости. Жир-
ные линии — контур Γ. Сто-
роны прямоугольника: |Reλ| �
� 2K, Imλ = ±2K ′ рассматрива-

ются как эквивалентные

Ввиду двоякопериодичности функ-
ций ϕ±(λ) свойства их аналитич-
ности достаточно проанализировать
в пределах фундаментального пря-
моугольника, который изображен на
рис. 5.2.

На контуре Γ решения Йоста
ϕ±(λ) имеют осциллирующее пове-
дение при |x| → ∞, поэтому множе-
ство Γ соответствует непрерывному
спектру задачи рассеяния.

При λ ∈ Γ базисные решения свя-
заны друг с другом:

ϕ−(λ) = ϕ+(λ)T (λ). (5.2.4)

Матрица перехода T (λ) зависит
только от спектрального параметра λ.

Решения Йоста удовлетворяют ограничениям:

ϕ±(λ+ 2K) = σ3 ϕ±(λ)σ3,

ϕ∗
± [(λ− 2iK ′)∗] = σ3 ϕ±(λ)σ3,

ϕ∗
± (λ∗) = σ2 ϕ±(λ)σ2.

(5.2.5)

Идею доказательства соотношений (5.2.5) поясним на примере первого
из них. Функции ϕ±(λ+ 2K) и σ3ϕ±(λ)σ3 удовлетворяют одним и тем
же дифференциальным уравнениям, так как

U(λ+ 2K) = σ3 U(λ)σ3, V (λ+ 2K) = σ3 V (λ)σ3.
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Кроме того, они имеют одинаковые асимптотики, поскольку

w3(λ+ 2K) = w3(λ), w1(λ+ 2K)w2(λ+ 2K) = w1(λ)w2(λ).

В силу единственности решений линейных дифференциальных уравне-
ний с одинаковыми асимптотическими условиями, равенство

ϕ±(λ+ 2K) = σ3 ϕ±(λ)σ3

должно быть справедливым при любых x, t.
Редукции (5.2.5) позволяют конкретизировать вид матрицы T (λ):

T (λ) =
(
a(λ) −b∗ (λ∗)
b(λ) a∗ (λ∗)

)
,

где

a(λ+ 2K) = a(λ), b(λ+ 2K) = −b(λ),
a∗ [(λ− 2iK ′)∗] = a(λ), b∗ [(λ− 2iK ′)∗] = −b(λ).

(5.2.6)

Поскольку SpU(λ) = 0, detϕ±(λ) не зависит от x. Отсюда полу-
чаем detϕ±(λ) = detχ(0)

2,1 = 1 и, как следствие,

detT = a(λ)a∗ (λ∗) + b(λ)b∗ (λ∗) = 1. (5.2.7)

Дальнейший анализ зависит от знака параметра ε.
Рассмотрим сначала случай ε = 1, при котором распределение на-

магниченности имеет одинаковое асимптотическое поведение на беско-
нечности:

S→ (0, 0, 1) при |x| → ∞.
Привлекая стандартные аргументы, нетрудно показать, что столб-

цы ϕ
(1)
+ (λ), ϕ(2)

− (λ) решений Йоста аналитически продолжаются с кон-
тура Γ в область

D− = {λ| Imw3 < 0} ≡ {λ| |Reλ| � 2K, 0 < Imλ < 2K ′},
а столбцы ϕ

(1)
− (λ), ϕ(2)

+ (λ) — в область

D+ = {λ| Imw3 > 0} ≡ {λ| |Reλ| � 2K, −2K ′ < Imλ < 0}.
Полезно ввести новые фундаментальные решения F+(λ) и F−(λ)

системы (5.2.3), которые будут аналитическими функциями в областях
D+ и D− соответственно:

F+ = (ϕ(1)
− ,ϕ(2)

+ ), F− = (ϕ(1)
+ ,ϕ(2)

− ).

На контуре Γ базисные решения F+, F−, ϕ+, ϕ− связаны меж-
ду собой теми же соотношениями (3.6.34), что и в ферромагнетике
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с анизотропией типа «легкая ось». Их следствиями, в частности, будут
представления для коэффициентов a(λ) и a∗ (λ∗):

a(λ) = detF+(λ), a∗ (λ∗) = detF−(λ).

Отсюда заключаем, что коэффициент a(λ) (a∗ (λ∗)) аналитически про-
должается с контура Γ в область D+ (D−).

В областях своей аналитичности функции a(λ) и a∗ (λ∗) могут
иметь конечное число нулей, которые соответствуют дискретному спек-
тру задачи рассеяния. Предположим для определенности, что все нули
функции a(λ) являются простыми. Тогда, в силу редукций (5.2.6), они
должны иметь вид

λ = uj − iK ′, uj − iK ′ + 2K, j = 1, 2, . . . ,n; (5.2.8)

λ = us − iK ′ ± iθs, us − iK ′ ± iθs + 2K, s = 1, 2, . . . ,m,

где 0 < uj < 2K, 0 < θs < K ′.
Далее мы увидим, что каждая пара нулей вида (5.2.8) описывает

доменную границу. Доменная граница связывает разные равновесные
состояния намагниченности. В нашей задаче распределения намагни-
ченности при |x| → ∞ одинаковы. Поэтому доменные границы либо
отсутствуют, либо появляются парами с противоположными хирально-
стями так, чтобы не изменить однородное распределение намагничен-
ности на бесконечности: n = 2r, где r = 1, 2, . . ..

Для дальнейшего анализа удобно выделить из функций F∓(λ) «за-
травочное» решение χ(0)

2 (λ) и ввести новые матричные функции Ψ∓(λ):

F−(λ) = Ψ−(λ)χ(0)
2 (λ), F+(λ)

a(λ)
= Ψ+(λ)χ(0)

2 (λ).

Из равенств (3.6.34) нетрудно получить условие связи функций
Ψ±(λ,x, t) на контуре Γ:

Ψ−(λ,x, t) = Ψ+(λ,x, t)G(λ,x, t), (5.2.9)

где

G(λ,x, t) = χ
(0)
2 (λ,x, t)G0(λ)

(
χ

(0)
2 (λ,x, t)

)−1
=

=
(

1 −b∗ (λ∗,x, t)
−b(λ,x, t) 1

)
,

b(λ,x, t) = b(λ) exp[2 i (w3(λ)x− 2w1(λ)w2(λ) t)].

Мы пришли к классической задаче Римана (5.2.9) на римановой по-
верхности. В данном случае эта поверхность — тор, так как все
функции в формуле (5.2.9) двоякопериодичны по спектральному пара-
метру λ.
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Ограничения (5.2.5) легко перенести на новые матричные функции:

Ψ±(λ+ 2K) = σ3Ψ±(λ)σ3,

Ψ∗
± [(λ− 2iK ′)∗] = σ3Ψ±(λ)σ3,

Ψ∗
− (λ∗) = σ2Ψ+(λ)σ2 a(λ).

(5.2.10)

Первые два соотношения (5.2.10) могут быть продолжены с контура Γ
в области аналитичности функций Ψ±(λ). Последнее равенство спра-
ведливо только на контуре Γ, где оно может быть переписано в форме,
более удобной для дальнейшего анализа:

Ψ−1
+ (λ) = Ψ†

− (λ∗) . (5.2.11)

Учитывая редукцию (5.2.11), соотношение (5.2.9) можно записать
в терминах одной лишь функции Ψ−:

Ψ†
− (λ∗)Ψ−(λ) = G(λ), λ ∈ Γ. (5.2.12)

Левая часть формулы (5.2.12) представляет дифференцируемую
в окрестности точки λ = 0 функцию. В правой части равенства
недиагональные элементы матрицы G(λ) при x,t �= 0 не дифференци-
руемы в точке λ = 0, так как коэффициенты wi(λ) (i = 1,2,3) имеют
в этой точке сингулярность. Противоречия можно избежать лишь при
ограничении b(λ = 0) = 0 или, что эквивалентно, при условии, что
матричная функция Ψ−(λ) унитарна в точке λ = 0:

Ψ†
−(λ = 0) Ψ−(λ = 0) = I. (5.2.13)

Ввиду связи (5.2.11) матричная функция Ψ+(λ) должна обладать
таким же свойством:

Ψ†
+(λ = 0) Ψ+(λ = 0) = I. (5.2.14)

Функция Ψ−(λ,x, t) удовлетворяет дифференциальному уравнению:

∂xΨ− = UΨ− − iw3Ψ−σ3.

Отсюда следует равенство:

U(λ) = ∂xΨ−(λ)Ψ−1
− (λ)− iw3(λ)Ψ−(λ)σ3Ψ−1

− (λ),

левая и правая части которого имеют простые полюсы в точке λ = 0
(см. формулы (3.1.15), (3.1.21)). Приравнивая вычеты в этих полюсах,
получаем рабочую формулу для расчета намагниченности в ферромаг-
нетике с двухосной анизотропией:

Skσk = Ψ−(λ = 0)σ3Ψ
†
−(λ = 0). (5.2.15)

Здесь мы учли соотношение (5.2.13). Формула (5.2.15) станет кон-
структивной, если найти решение Ψ−(λ,x, t) задачи Римана (5.2.9)
на торе.

Отличительная особенность задачи Римана на торе — в том, что
структура матричной функции Ψ−(λ) в значительной мере фиксируется
свойствами симметрии (5.2.10).
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5.2.1. Бризеры двухосного ферромагнетика

Обсудим солитонные решения модели, которые получаются при
условии

b(λ) = b∗(λ) ≡ 0.

В этом случае имеем

Ψ†
− (λ∗) Ψ−(λ) = Ψ−(λ)Ψ†

− (λ∗) = I.

В силу соотношения detΨ−(λ) = a∗ (λ∗) нули функции Ψ−(λ) сов-
падают с нулями коэффициента a∗ (λ∗) и расположены в точках

uj + iK ′, uj + iK ′ + 2K, j = 1, 2, . . . , 2r; (5.2.16)

us + iK ′ ± iθs, us + iK ′ ± iθs + 2K, s = 1, 2, . . . ,m, (5.2.17)

где 0 < uj < 2K, 0 < θs < K ′. Поскольку матрицы Ψ−(λ) и Ψ†
− (λ∗)

являются взаимно обратными, функция Ψ†
− (λ∗) должна иметь полюсы

в точках (5.2.16), (5.2.17).
Построим простейшую мероморфную функцию Ψ†

− (λ∗), которая
имеет четыре полюса (5.2.17). Ее разложение по дзета-функциям Вей-
ерштрасса имеет вид (см. приложение)

Ψ†
− (λ∗) = A0 +Aζ1 +Bζ2 + Cζ3 +Dζ4, (5.2.18)

где

ζi = ζ (λ− μi) , μ1 = u1 + iK ′ + iθ, μ2 = u1 + iK ′ − iθ,
μ3 = μ1 + 2K, μ4 = μ2 + 2K.

Периоды функций Вейерштрасса — 4K, 4iK ′.
При операции f(λ)→ f(λ+ 2K) дзета-функции Вейерштрасса пре-

образуются друг через друга с точностью до аддитивного члена:

ζ1 → ζ3 + 2η1, ζ2 → ζ4 + 2η1, ζ3 → ζ1, ζ4 → ζ2, (5.2.19)

а после преобразования

f(λ)→ f∗ [(λ− 2iK ′)∗]

переходят друг в друга:

ζ1 → ζ2, ζ2 → ζ1, ζ3 → ζ4, ζ4 → ζ3. (5.2.20)

Учитывая формулы (5.2.19), (5.2.20), из двух первых условий сим-
метрии (5.2.10) выражаем матрицы B, C, D через A:

B = σ3A
∗σ3, C = σ3Aσ3, D = A∗.
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При этом необходимо, чтобы матрица A0 имела следующую структуру:

A0 =
(

r1 −η1A12 + η1A∗
12−η1A21 + η1A∗

21 r2

)
,

где r1, r2 — вещественные параметры.
Матричная функция (5.2.18) должна иметь периоды 4K, 4iK ′.

Это возможно, только если сумма вычетов функции Ψ†
− (λ∗) в ее

полюсах μi равна нулю (см. приложение):

A+ σ3A
∗σ3 + σ3Aσ3 +A∗ = 0. (5.2.21)

Условие (5.2.21) будет выполнено, если диагональные элементы матри-
цы A — мнимые числа:

A11 = −A∗
11, A22 = −A∗

22. (5.2.22)

Дальнейшие вычисления проведем, предполагая справедливость ра-
венств (5.2.22). Окончательный результат подтвердит их правильность.

Редукции конкретизировали алгебраическую структуру матричной
функции (5.2.18). Положим A = ÃR, где R = diag (r1, r2), r1,r2 �= 0,
и представим полученный результат в форме, удобной для дальнейшего
анализа:

Ψ†
− (λ∗) = Ψ̃† (λ∗)R,

где

Ψ̃† = I +
(

Ã11ϕ(λ) Ã12α(λ) + Ã∗
12β(λ)

Ã21α(λ) + Ã∗
21β(λ) Ã22ϕ(λ)

)
,

ϕ(λ) = ζ1 − ζ2 + ζ3 − ζ4, α(λ) = ζ1 − ζ3 − η1, β(λ) = ζ4 − ζ2 + η1.

Условия отсутствия полюсов в произведении матричных функций:

Ψ−(λ)Ψ†
+ (λ∗) ≡ R Ψ̃(λ)Ψ̃† (λ∗)R = I (5.2.23)

эквивалентны одному независимому матричному уравнению:

Ã†Ψ̃† (λ∗) |λ=μ∗
1

= 0. (5.2.24)

Оно имеет нетривиальное решение только при условии вырожденности
матрицы Ã:

Ãαβ = mαXβ. (5.2.25)

Учитывая, что β (μ∗
1) = 0, из (5.2.24), (5.2.25) находим

X1 = − m∗
1

|m2|2 α (μ∗
1 ) + |m1|2 ϕ (μ∗

1 )
, X2 = − m∗

2

|m1|2 α (μ∗
1 ) + |m2|2 ϕ (μ∗

1 )
.
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Величины α (μ∗
1), ϕ (μ∗

1) оказались чисто мнимыми числами, поэтому
условие (5.2.22) удовлетворяется.

Матрица R2 = diag
(
r21, r

2
2

)
может быть выражена через Ψ̃ (α) из

соотношения (5.2.23):
R−2 = Ψ̃(λ)Ψ̃†(λ). (5.2.26)

По построению правая часть равенства (5.2.26) не зависит от λ
и является положительно определенной диагональной матрицей. Удоб-
ное представление для R получается из (5.2.26) при λ = 0. Урав-
нение (5.2.26) определяет матрицу R с точностью до множителя
N = diag(ε1, ε2), где ε21 = ε22 = 1. Отмеченная неоднозначность несуще-
ственна для построения решений модели ферромагнетика.

Используя тождества

α(λ) = ζ1 − ζ3 − η1 = 1
2

dnv

snv cnv

⏐⏐⏐
v=(λ−μ1)/2

= 1 + dnv

2 snv

⏐⏐⏐
v=λ−μ1

,

β(λ) = ζ4 − ζ2 + η1 = − k2

4α∗ (λ∗)
, ϕ(λ)− ϕ (μ∗

1) = −α (μ∗
1 )α(λ)

α∗ (λ∗)
,

представим матрицу Ψ†
−(λ)N в терминах функций Якоби от модуля

k =
√

(J2 − J3)/(J3 − J1) :

Ψ†
− (λ∗)N =

= r

⎛⎜⎜⎝iα (μ∗
1)
[
|m2|2 + |m1|2 α(λ)

α∗ (λ∗)

]
−i
[
m1m

∗
2α(λ) + k2m2m

∗
1

4α∗ (λ∗)

]
−i
[
m∗

1m2α(λ) + k2m∗
2m1

4α∗ (λ∗)

]
iα (μ∗

1)
[
|m1|2 + |m2|2 α(λ)

α∗ (λ∗)

]
⎞⎟⎟⎠,

(5.2.27)

где

r−2 = −α2(μ∗
1)(|m1|4 + |m2|4) + δ |m1m2|2 + k2

4
[m2

1 (m∗
2)

2 +m2
2 (m∗

1)
2].

При вычислении матрицы R−2 = r−2I появляется комбинация эллип-
тических функций:

δ = α(λ)α∗ (λ∗)− α2
1 (μ∗

1 ) [α2(λ) + (α∗(λ∗))2] − k2/16
α(λ)α∗ (λ∗)

.

Разложением по дзета-функциям (см. приложение) нетрудно прове-
рить, что это выражение не зависит от переменной λ. Полагая для
определенности λ = 0, получаем следующее представление для пара-
метра δ:

δ = |α(0)|2 − α2 (μ∗
1 ) [α2(0) + (α∗(0))2] − k2/16

|α(0)|2 .
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Отметим, что

a(λ) = detΨ†
− (λ∗) = ε1ε2

α(λ)

α∗ (λ∗)
≡

≡ −ε1ε2 cn(λ− v) − i sn(λ− v)

cn (λ− v∗) + i sn (λ− v∗)

⏐⏐⏐⏐
v=u1+iθ1

. (5.2.28)

Алгебраическая структура коэффициента a(λ) будет более наглядной,
если воспользоваться разложением функции a(λ) по сигма-функциям
Вейерштрасса с периодами 4K, 4iK ′:

a(λ) ∼ σ (λ− μ∗
2 )σ (λ− μ∗

4 )

σ (λ− μ1)σ (λ− μ3)
exp (−2η3λ) .

Как и ранее, эволюция векторов m = (m1,m2) определяется уравне-
ниями, обеспечивающими отсутствие лишних полюсов в выражениях

U =Ψ−(λ)
[
−∂xΨ†

− (λ∗)− iw3(λ)σ3Ψ
†
− (λ∗)

]
,

V =Ψ−(λ)
[
−∂tΨ

†
− (λ∗) + 2 iw1(λ)w2(λ)σ3Ψ

†
− (λ∗)

]
.

(5.2.29)

Решение этих уравнений имеет вид

m = χ
(0)
2 (μ1,x, t) c, (5.2.30)

где c = (c1, c2) — произвольный постоянный комплексный вектор.
С помощью формул (5.2.15), (5.2.27), (5.2.30) находим бризерное

решение уравнений двухосного ферромагнетика:

S3 = A2(ch2y − sin2 ε) −B2
− − k2 cos2 ϕ

A2(ch2y − sin2 ε) +B2
− + k2 cos2 ϕ

,

S1 + iS2 = ±2iA ch(y + iε) [B+ cosϕ+ iB− sinϕ]

A2(ch2y − sin2 ε) +B2
− + k2 cos2 ϕ

,
(5.2.31)

где

A = 2 iα (μ∗
1) , B± = |α(0)| ± k2

4|α(0)| , ε = 1
2i

ln α∗(0)
α(0)

,

y = ln
∣∣∣m2

m1

∣∣∣ = ln
∣∣∣c2
c1

∣∣∣+ i (w3 − w∗
3 )x− 2i (w1w2 − w∗

1w
∗
2 ) t,

ϕ = 1
i
ln m∗

1m2

|m1m2| = arg c2
c1

+ (w3 + w∗
3 )x− 2 (w1w2 + w∗

1w
∗
2 ) t.

Здесь и далее мы не указываем аргумент μ1 у функций wα (μ1) (α =
= 1, 2, 3).

Модель двухосного ферромагнетика в пределе k → 0 переходит
в модель ферромагнетика с анизотропией типа «легкая ось». Поэтому
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в пределе k → 0, μ1 = const, решение (5.2.31) переходит в решение
(3.4.20), (3.4.22), описывающее прецессирующий солитон в легкоосном
ферромагнетике. Напомним, что внутренняя структура солитона в лег-
коосном ферромагнетике существенно зависела от знака частоты пре-
цессии. Знак определял направление прецессии вектора S вокруг оси
анизотропии. В двухосном ферромагнетике решение (5.2.31) описывает
не только прецессию намагниченности в солитоне, но и его пульсации.
Во избежание путаницы, определим положительную частоту колеба-
ний намагниченности в бризере (5.2.31):

ω = 2 |w1w2 + w∗
1w

∗
2 | .

В общем случае решение (5.2.31) описывает пространственно лока-
лизованное возбуждение, которое движется как целое со скоростью

V = 2 (w1w2 − w∗
1w

∗
2 )

w3 − w∗
3

. (5.2.32)

Наиболее резкие изменения намагниченности в бризере происходят
в областях с характерным размером порядка κ−1:

κ = |w3 − w∗
3 | .

При малых κ имеем малоамплитудный солитон. Как и в легкоосном
ферромагнетике, малоамплитудный солитон в двухосном ферромагне-
тике можно представить как линейную спиновую волну, локализован-
ную в пространстве. Однако если в легкоосном ферромагнетике это
волна прецессии с S3 ≈ const, то в двухосном магнетике изменяется
не только фаза ϕ = arctg(S2/S1) спиновой волны, но и величина S3.
Проекция S3 параметра порядка дополнительно периодически модули-
рована с характерным расстоянием порядка p−1 (см. рис. 5.3):

p = |w3 + w∗
3 | .

Периодический рельеф движется по гребню солитона со скоростью

Vph = ω

p
.

Расстояние между огибающими на рис. 5.3 порядка κ.
В общем случае в системе отсчета, связанной с солитоном, проек-

ция S3 колеблется как целое с размахом 2 a [b (1 + b)]−1, где

a = 2A2

k2
(ch2 y − sin2 ε), b = 1

k2
[A2(ch2 y − sin2 ε) +B2

−].

Кроме того, с ростом κ градиенты огибающей солитона становятся
большими и периодический рельеф практически неразличим. Заметим,
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Рис. 5.3. Распределение намагниченности в малоамплитудном солитоне,
S3 = cos θ

что при этом скорость движения рельефа Vph совпадает со скоростью V
солитона при u1 = K/2, u1 = 3K/2.

Для того чтобы понять структуру решения (5.2.31), рассмотрим
неподвижные магнитные солитоны [26]. Скорость (5.2.32) солитона об-
ращается в нуль при u1 = K или при u1 = 0. Проанализируем вначале
первую возможность.

При
u1 = K, K ′ < θ̃ ≡ θ1 +K ′ < 2K ′

распределение намагниченности имеет вид

S3 = A2ch2y −B2 − k2 cos2 ϕ

A2ch2y +B2 + k2 cos2 ϕ
,

S1 + iS2 = 2 i εA chy [ik′cn(θ̃, k′) sinϕ+ dn(θ̃, k′) cosϕ]

A2ch2y +B2 + k2 cos2 ϕ
.

(5.2.33)

Здесь

A = dn(θ̃, k′) cn(θ̃, k′)

sn(θ̃, k′)
, B = k′cn(θ̃, k′),

y = y0 + 2ρk′sn(θ̃, k′)x, ϕ = ϕ0 − 4ρ2k′cn(θ̃, k′) dn(θ̃, k′)t

и y0, ϕ0 — вещественные параметры, ε2 = 1.
Вдали от граничных значений параметра θ̃ = K ′, 2K ′ распреде-

ление S3 пульсирует с большой амплитудой (рис. 5.4 а). Вектор S
совершает прецессию вокруг оси Ox3 с частотой

ω = −4ρ2k′cn(θ̃, k′) dn(θ̃, k′),

которая изменяется в пределах 0 � ω � 4ρ2k′. Когда ω → 4ρ2k′ =
=
√

(J3 − J1)(J3 − J2) (при θ̃ → 2K ′), параметр κ = 2ρk′sn(θ̃, k′) стре-
мится к нулю и решение (5.2.33) переходит в выражение для линейных
спиновых волн с волновым числом p = 0. При малых κ проекция S3
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Рис. 5.4. Пульсации неподвижного солитона при K′ < θ̃ < 2K ′ (а), колебания
намагниченности в малоамплитудном солитоне (б) и солитоне с предельно

большой амплитудой (в), S3 = cos θ

имеет стандартный солитонный вид, но ее значение в центре солитона
(при y = 0) периодически изменяется со временем (рис. 5.4 б).

Наиболее интересно поведение солитона (5.2.33) при малых часто-
тах (θ̃ ∼= K ′), где наиболее ярко проявляется двухосность ферромагне-
тика. Хотя, как и в одноосном магнетике, при малой частоте прецессии
бризер (5.2.33) можно рассматривать как связанное состояние двух
доменных границ (рис. 5.4 в), теперь эти границы начинают колебаться
друг относительно друга. Солитон как будто «дышит». Примем за ха-
рактерный размер бризера расстояние между точками, где проекция S3
обращается в нуль. Эти точки являются корнями уравнения

ch2y = 1

A2
(B2 + k2 cos2 ϕ) � 1. (5.2.34)
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Полезно выразить характерный размер бризера через физические
параметры задачи κ и ω [26]:

Δ = 2
κ
Arch

[
κ2

ω

(√
1 +
(
J2 − J1

2ω

)2
+ J2 − J1

2ω
cos 2ϕ

)] 1
2

. (5.2.35)

Через эти же параметры выразим угол θ, определяющий проекцию
S3 = cos θ:

tg2 θ

2
= κ2

ω ch2y

(√
1 +
(
J2 − J1

2ω

)2
+ J2 − J1

2ω
cos 2ϕ

)
. (5.2.36)

Формулы (5.2.35), (5.2.36) показывают, что распределение намагничен-
ности и характер колебаний доменных границ в бризере существенно
зависят от соотношения параметров κ, J2 − J1 и ω. Угол θ в центре
солитона (при y = 0) не достигает предельного значения θ = π. Чем
больше расхождение доменных границ при колебаниях, тем больше
изменение проекции S3 в центре бризера.

При J2 − J1 � ω � κ2 амплитуда пульсаций бризера мала по срав-
нению с шириной

(∼ κ−1
)
ограничивающих его доменных границ:

Δmax −Δmin
∼= J2 − J1

κω
� 1

κ
.

При этом средний размер перемагниченной области,

Δmax + Δmin

2
∼= 1
κ

ln 4κ2

ω
� 1

κ
≈ 1√

J3 − J2

,

много больше ширины доменных границ, и он совпадает с размером
солитона в легкоосном ферромагнетике.

При (J2 − J1) � 2ω размах относительных колебаний доменных
границ увеличивается. Минимальный размер солитона не зависит от
частоты:

Δmin ≈ 2
κ
Arch κ√

J2 − J1

,

но максимальный размер возрастает с ее понижением:

Δmax
∼= 2
κ
Arch

[
κ2

J2 − J1
+ κ2 (J2 − J1)

ω2

] 1
2

≈ 1
κ

ln 4κ2 (J2 − J1)

ω2
.

При таких параметрах бризер (5.2.33) существенно отличается от пре-
цессионного солитона в легкоосном ферромагнетике: амплитуда его
пульсаций становится очень большой.

Когда средний размер солитона велик, вблизи точек y1,2 (y1 > 0,
y2 = −y1), являющихся корнями уравнения (5.2.34), распределение
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намагниченности (5.2.33) имеет вид, типичный для изолированных
доменных границ:

S3
∼= ±th ξ, S1 + iS2 = i ε ik′cn(θ̃, k′) sinϕ+ dn(θ̃, k′) cosϕ

chξ
√
B2 + k2 cos2 ϕ

, (5.2.37)

где ξ = y − y1,2, ε2 = 1. Формулы (5.2.37) показывают, что домен-
ные стенки, замыкающие солитон, в процессе колебаний относитель-
но общего «центра тяжести» периодически переходят из блоховских
в неелевские и обратно. При максимальном удалении (ϕ = πn, n —
целое число) стенки чисто блоховские, а при максимальном сближении
(ϕ = π/2 + πn) — чисто неелевские.

В пределе ϕ0 = −π/2, θ̃ → K ′ решение (5.2.33) приобретает вид

S3 = k2ch2y − k′2 − ϕ̃2

k2ch2y + k′2 + ϕ̃2
, S1 + iS2 =

2i ε chy
(
ik′ + ϕ̃

)
k2ch2y + k′2 + ϕ̃2

, (5.2.38)

где y = 2ρk′x + y0, ϕ̃ = 4ρ2k2k′t. Выражение (5.2.38) описывает рас-
пад бризера на две доменные границы (см. рис. 5.5). При t → +∞
ограничивающие бризер доменные границы удаляются друг от друга
по логарифмическому закону:

Δ ∼ 2
κ

ln t.

При этом их относительная скорость 2V = 2 ln t/(κt) стремится к нулю
и возбуждение (5.2.38) вырождается в две неподвижные блоховские
границы. Можно сказать, что решение (5.2.38) описывает рассеяние
двух блоховских доменных границ, при котором их скорость на беско-
нечности обращается в нуль. При таком процессе направления намаг-
ниченности в доменных границах изменяется на π.

Рис. 5.5. Распад бризера на две доменные границы, удаляющиеся друг от друга
(t� 1)
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Непосредственным интегрированием уравнений Ландау–Лифшица
было найдено [26] еще одно явное решение, также соответствующее
неподвижному бризеру:

S3 = A2sh2y −B2 − k2sn2(θ̃, k′) cos2 ϕ

A2sh2y +B2 + k2sn2(θ̃, k′) cos2 ϕ
,

S1 + iS2 = ± 2A shy [iB sinϕ+ dn(θ̃, k′) cosϕ]

A2sh2y +B2 + k2sn2(θ̃, k′) cos2 ϕ
,

(5.2.39)

где

y = y0 + 2ρx

sn(θ̃, k′)
, ϕ = ϕ0 + 4ρAt

sn2(θ̃, k′)
,

A = dn(θ̃, k′) cn(θ̃, k′), B = cn(θ̃, k′),

y0, ϕ0 — вещественные параметры. Это решение следует из общей
формулы (5.2.31) при значениях параметров

u1 = 0, K ′ < θ̃ ≡ K ′ + θ1 < 2K ′.

Решение (5.2.39) описывает прецессию вектора S вокруг оси Ox3
с частотой

ω = 4ρ2dn(θ̃, k′)|cn(θ̃, k′)|
sn2(θ̃, k′)

> 4ρ2 = J3 − J1.

В отличие от предыдущего случая прецессия осуществляется по часо-
вой стрелке (напомним, что cn(θ̃, k′) < 0).

Решение (5.2.39) является обобщением решения (3.4.33) для фер-
ромагнетика с анизотропией типа «легкая ось». Бризер (5.2.39) имеет
примерно такой же вид, как и солитон, изображенный на рис. 5.4 в.
Однако в центре бризера (5.2.39) (при y = 0) его проекция S3 теперь
достигает значения S3 = −1 (θ = π). Как и в одноосном ферромаг-
нетике, фазы прецессии в бризере (5.2.39) при y > 0 и y < 0 разли-
чаются на π. Характер относительных колебаний связанных границ
в бризере (5.2.39) отличается от такового в бризере (5.2.33). При мак-
симальном удалении доменные границы являются чисто неелевскими,
а при максимальном сближении — блоховскими.

В пределе ϕ0 = −π/2, ω→ 0 (θ̃→K ′) решение (5.2.39) приобретает
вид

S3 = k2sh2y − 1− ϕ̃2

k2sh2y + 1 + ϕ̃2
, S1 + iS2 = ∓ 2k shy (i + ϕ̃)

k2sh2y + 1 + ϕ̃2
, (5.2.40)

где y = y0 + 2ρx, ϕ̃ = 4ρ2k2t. Выражение (5.2.40) описывает распад
бризера на две чисто неелевские доменные границы, имеющие на
бесконечности нулевую скорость.
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5.2.2. Взаимодействие двух доменных стенок

Проанализируем солитонное решение, описывающее столкновение
двух доменных границ. Для получения такого решения построим ме-
роморфную двоякопериодическую матричную функцию Ψ†

− (λ∗) с по-
люсами типа (5.2.16) в четырех точках фундаментального прямоуголь-
ника:

μ1 = u1 + iK ′, μ2 = μ1 + 2K, ν1 = u2 + iK ′,
ν2 = ν1 + 2K (mod(4K, 4iK ′)) .

Разложим функцию Ψ†
− (λ∗) по дзета-функциям Вейерштрасса:

Ψ†
− (λ∗) = A0 +Aζ1 +A1ζ2 +Bζ3 +B1ζ4, (5.2.41)

где

ζ1 = ζ (λ− μ1) , ζ2 = ζ (λ− μ2) , ζ3 = ζ (λ− ν1) , ζ4 = ζ (λ− ν2) .
Периоды дзета-функций — 4K, 4iK ′.

Редукции (5.2.10) конкретизируют вид матриц в представлении
(5.2.41):

A1 = σ3Aσ3, A∗ = σ3Aσ3, B1 = σ3Bσ3, B∗ = σ3Bσ3,

A0 =
(

r1 −η1 (A12 +B12)
−η1 (A21 +B21) r2

)
,

(5.2.42)

где r1, r2 — вещественные параметры.
Условие двоякопериодичности функции (5.2.41) эквивалентно ра-

венству
diag (A+B) = 0. (5.2.43)

Дальнейшие вычисления, как и ранее, проведем в предположении
справедливости соотношения (5.2.43). Окончательный результат под-
твердит его правильность.

С учетом формул (5.2.42), (5.2.43), матричную функцию (5.2.41)
можно записать в виде

Ψ†
− (λ∗) = Ψ̃† (λ∗)R, R = diag (r1, r2) , (r1, r2 �= 0) ,

Ψ̃† (λ∗) =
[
I +
(

Ã11χ(λ) Ã12α1(λ) + B̃21α2(λ)
Ã21α1(λ) + B̃21α2(λ) Ã22χ(λ)

)]
R,

где

χ(λ) = ζ1 + ζ2 − ζ3 − ζ4, α1(λ) = ζ1 − ζ2 − η1, α2(λ) = ζ3 − ζ4 − η1.
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Рассматриваемая задача имеет нетривиальное решение только то-
гда, когда матрицы Ã, B̃ вырождены. Положим

Ãαβ = mαXβ, B̃αβ = nαYβ .

Далее мы увидим, что условия (5.2.42), (5.2.43) будут выполнены, если

m = (m̃1, i m̃2) , n = (ñ1, i ñ2) ,
m̃1X1 = −ñ1Y1, m̃2X2 = −ñ2Y2,

(5.2.44)

где m̃i, ñi (i = 1,2) — вещественные параметры.
Векторы X, Y находим из условия отсутствия полюсов в произве-

дении матричных функций (5.2.23), которое сводится к двум незави-
симым матричным уравнениям:

Ã†Ψ̃† (λ∗) |λ=μ∗
1

= 0, B̃†Ψ̃† (λ∗) |λ=ν∗
1

= 0.

Их решения имеют вид

X1 = −ñ1γ
−1, Y1 = m̃1γ

−1,
γ = ñ1m̃1χ (ν∗1 ) + ñ2m̃2 α1 (ν∗1 ) ;
X2 = i ñ2δ

−1, Y2 = −i m̃2δ
−1,

δ = ñ1m̃1α1 (ν∗1 ) + ñ2m̃2χ (ν∗1 ) .

(5.2.45)

При записи формулы (5.2.45) учли, что

χ (ν∗1 ) = χ (μ∗
1) , α1 (ν∗1 ) = −α2 (μ∗

1) .

Поскольку величины χ (ν∗1 ) и α1 (ν∗1 ) — вещественны, условие (5.2.42)
удовлетворяется. Ограничения (5.2.43) также оказываются выполнен-
ными.

Зависимость от переменных x, t векторов m и n определяется
из требования отсутствия лишних полюсов в соотношениях (5.2.29).
Это дает

m = χ
(0)
2 (μ1,x, t) c, n = χ

(0)
2 (ν1,x, t)d,

где c, d — постоянные комплексные векторы. Поскольку χ
(0)
2 (μ1)

и χ(0)
2 (ν1) — вещественные диагональные матрицы, равенства (5.2.44)

будут справедливы при выборе

c = (c1, i c2) , d = (d1, i d2) ,

где ci, di (i = 1,2) — вещественные числа. Тогда

m̃1 = exp[−ϕ(u1)] c1, m̃2 = expϕ(u1) c2,
ñ1 = exp[−ϕ(u2)] d1, ñ2 = expϕ(u2) c2,

ϕ (u) = ρ x dnu− 2(ρk)2t snu cnu.
(5.2.46)
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Элементы диагональной матрицы R (с точностью до знака) опре-
деляются равенством (5.2.26), правая часть которого содержит незави-
сящую от λ комбинацию эллиптических функций. Удобная для даль-
нейшего анализа параметризация матрицы R получится, если в правой
части равенства (5.2.26) положить λ = 0.

Справедливы тождества:

χ(λ)− χ (ν∗1 ) = −α1(λ)α2(λ)

α1 (ν1)
,

α1(λ) = f (λ− μ1) , α2(λ) = f (λ− ν1) ,
f(λ− μ) = dnν

2 snν cnν

⏐⏐⏐
ν=(λ−μ)/2

= 1 + dnv

2 snv

⏐⏐⏐
v=λ−μ

.

В данной задаче параметр μ1 (ν1) специфичен: μ1 = u1 + iK ′, поэтому
функции α1,2 имеют дополнительные трансформационные свойства:

f (λ− μ1) = k

2
[sn (λ− u1) + i cn (λ− u1)] , α∗

1,2 (λ∗)α1,2(λ) = k2

4
.

Используя эти тождества, представим матричную функцию

Ψ†
− (λ∗)N , N = diag (ε1, ε2)

(
ε21 = ε22 = 1

)
,

в терминах функций Якоби от модуля k =
√

(J2 − J1)/(J3 − J1) :

Ψ†
1 (λ∗)N =

= r

(
α1(λ)α2(λ)ñ1m̃1 + k2ñ2m̃2/4 iα1 (ν1) [m̃1ñ2α1(λ) − ñ1m̃2α2(λ)]

iα1 (ν1) [−m̃2ñ1α1(λ) + ñ2m̃1α2(λ)] α1(λ)α2(λ)ñ2m̃2 + k2ñ1m̃1/4

)
,

(5.2.47)

где

r−2 = k2

4

(
k2

4

(
ñ2
1m̃

2
1 + ñ2

2m̃
2
2

)
+ α2

1 (ν1)
(
m̃2

2ñ
2
1 + ñ2

2m̃
2
1

)
+ δ

2
ñ1ñ2m̃1m̃2

)
.

При вычислении r появляется не зависящая от переменной λ комбина-
ция эллиптических функций:

δ

2
= α1(λ)α2(λ) + α∗

1 (λ∗)α∗
2 (λ∗)− α2

1 (ν1)
(
α1(λ)

α2(λ)
+ α2(λ)

α1(λ)

)
.

Отсюда, полагая λ = 0, находим:

δ = k2 (snu1snu2 − cnu1cnu2)− 4α2
1 (ν1) (snu1snu2 + cnu1cnu2) .

При этом

a(λ) = detΨ†
− (λ∗) = 4 ε1ε2k

−2α1(λ)α2(λ) ≡ −ε1ε2×
× [cn (λ− u1)− i sn (λ− u1)] [cn (λ− u2)− i sn (λ− u2)] . (5.2.48)
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Солитонное решение, построенное с помощью формул (5.2.15),
(5.2.46), (5.2.47), имеет вид

S3 = D−1 [k2ch (y1 + y2)− 4α2
1 (ν1) ch (y2 − y1) + Δ

]
,

S1 − iS2 = 4 i εD−1α1 (ν1) k [snu2 shy1 − snu1shy2+
+i (cnu1chy2 − cnu2 chy1)] .

(5.2.49)

Здесь ε = ±1,
D = k2ch (y1 + y2) + 4α2

1 (ν1) ch (y2 − y1) + δ,

Δ = δ + 4α2
1 (ν1) (snu1snu2 + cnu1cnu2) ,

y1,2 = 2ρ x dnu1,2 − (2ρk)2 t snu1,2cnu1,2 + y
(0)
1,2 ,

y
(0)
1 = ln c2

c1
, y

(0)
2 = ln d2

d1
.

Выражение (5.2.49) описывает рассеяние двух доменных границ
(рис. 5.6). Ширина s-й доменной границы — порядка κ−1

s , где
κs = 2ρ dnus (s = 1,2), а ее скорость vs определяется соотношением

vs = 2ρk2
snuscnus

dnus
(0 < us < 2K) .

Для выяснения природы взаимодействия доменных стенок удобно
«сесть» на одну из них и наблюдать, как изменяется вторая. Матема-
тически это соответствует переходу в систему отсчета, движущуюся

Рис. 5.6. Рассеяние двух доменных границ (5.2.49). Стрелками показаны на-
правления движения границ
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со скоростью v1 первой доменной границы. Вводя новую переменную
ξ = x− v1t, получаем

y1 = κ1ξ + y
(0)
1 , y2 = κ2[ξ − (v2 − v1)t] + y

(0)
2 .

Пусть для определенности 0 < v1 < v2.
В пределе ξ = const, t → −∞ решение (5.2.49) переходит в выра-

жение, описывающее одну доменную границу (первую):

S3 ≈ th ỹ1, S1 − iS2 ≈ −ε (cnu1 + i snu1)

ch ỹ1
,

ỹ1 = κ1

(
x− v1t+ 1

κ1
ln k

2α1 (ν1)

)
+ y

(0)
1 .

С другой стороны, при ξ = (v2 − v1) t в пределе t→ −∞, имеем

y2 = const, y1 → −∞.

Отсюда находим:

S3
∼= −th ỹ2, S1 − iS2 = ε (cnu2 − i snu2)

ch ỹ2
,

ỹ2 = κ2

(
x− v2t− 1

κ2
ln k

2α1 (ν1)

)
+ y

(0)
2 .

Таким образом, в пределе t → −∞ решение (5.2.49) содержит две
хорошо разделенные доменные границы. Поскольку v2 > v1, вторая
доменная граница находится слева от первой.

Рассмотрим теперь предел конечного ξ и t → +∞. При этом y1 =
= const, y2 → −∞ и

S3
∼= −th y1, S1 − iS2 = −ε (cnu1 − i snu1)

ch y1
,

y1 = κ1

(
x− v1t− 1

κ1
ln k

2α1 (ν1)

)
+ y

(0)
2 .

Если положить ξ = (v2 − v1) t и перейти к пределу t → +∞, то
y2 = const, y1 → +∞. Отсюда

S3
∼= th y2, S1 − iS2

∼= ε (cnu2 + i snu2)

ch y2
,

y2 = κ2

(
x− v2t+ 1

κ2
ln k

2α1 (ν1)

)
+ y

(0)
2 .

Иными словами, при t → +∞ вторая доменная граница оказывается
справа от первой.
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Мы убедились, что решение (5.2.49) демонстрирует структурную
устойчивость доменных стенок при их взаимодействии друг с другом.
Если следить только за асимптотиками решения, а не интересоваться
самим моментом столкновения, то можно считать, что доменные стенки
проходят друг через друга. При этом у каждой доменной границы ско-
рость и ширина сохраняются, а изменяются лишь хиральности границ,
знаки азимутальных углов вектора намагниченности и фаза движения
каждой доменной границы. Такой процесс можно интерпретировать как
упругое взаимодействие.

При u1 = s, u2 = 2K − s скорости доменных стенок равны по
величине и противоположно направлены. При определенном выборе
параметров y

(0)
1,2 в предельных переходах s → K и s → 0 решение

(5.2.49) сводится к выражениям (5.2.38) и (5.2.40), которые описывают
рассеяние (или распад) двух слабо связанных доменных границ.

Как и ранее, построение N -солитонных решений модели ферромаг-
нетика с двухосной анизотропией можно осуществить двумя способа-
ми.

Первый способ представляет обобщение изложенной процедуры
и основан на разложении матричной функции задачи Римана по 4N
линейно независимым дзета-функциям Вейерштрасса. Подробно этот
способ будет изложен в гл. 7.

Второй способ состоит в рекуррентном построении мультисолито-
нов: N -солитонное решение строится путем «одевания» уже имеюще-
гося N–1-солитонного решения с использованием приведенных в этом
разделе функций задачи Римана с нулями.

5.3. Солитонные решения модели двухосного
ферромагнетика с асимптотиками S → (0, 0,±1)

при x → ±∞

Когда мы хорошо понимаем вопрос,
нужно освободить его от излишних
представлений, свести его к простей-
шим элементам.

Р. Декарт

Перейдем к процедуре интегрирования уравнений двухосного фер-
ромагнетика с асимптотическими условиями (5.2.2), где ε = −1.

В этом случае фундаментальные решения Φ±(λ) системы (5.2.3),
аналитические в областях D±, имеют другой вид:

Φ−(λ) = (ϕ(1)
+ (λ), ϕ(1)

− (λ)), Φ+(λ) = (ϕ(2)
− (λ), ϕ(2)

+ (λ)).
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В областях своей аналитичности матричные функции Φ±(λ) удо-
влетворяют ограничениям:

Φ∓(λ+ 2K) = ±σ3Φ∓(λ), Φ∗
∓ [(λ− 2iK ′)∗] = ±σ3Φ∓(λ),

а на контуре Γ имеем

Φ∗
∓ (λ∗) = ±σ2Φ±(λ)σ1. (5.3.1)

Отметим, что с точностью до обозначений многие алгебраические
соотношения данной задачи формально совпадают с теми, что были
для ферромагнетика с анизотропией типа «легкая ось». Так, на кон-
туре Γ все фундаментальные решения связаны между собой формула-
ми (3.6.7). Отсюда следуют равенства

b(λ) = detΦ−(λ), b∗ (λ∗) = − detΦ+(λ),

которые показывают, что с контура Γ коэффициенты b(λ) и b∗ (λ∗)
могут быть аналитически продолжены в области D− и D+ соответ-
ственно.

В областях своей аналитичности функции b(λ) и b∗ (λ∗) могут
иметь конечное число нулей. Нули коэффициента b∗ (λ∗) комплексно
сопряжены по отношению к нулям функции b(λ). В силу редукций
(5.2.6) нули функции b(λ) образуют два множества:

uj + iK ′, uj + iK ′ + 2K, j = 1, 2, . . . ,n; (5.3.2)

us + iK ′ ± iθs, us + iK ′ ± iθs + 2K, s = 1, 2, . . . ,m, (5.3.3)

где 0 < uj < 2K, 0 < θs < K ′.
Как уже отмечалось ранее, каждая группа из двух нулей ви-

да (5.3.2) задает одну доменную границу. В рассматриваемой зада-
че доменные границы присутствуют всегда, причем их общее число
должно быть нечетным: n = 2r − 1, r = 1, 2, . . .. В противном случае
невозможно удовлетворить асимптотическим условиям: S → (0, 0,±1)
при x→ ±∞.

Каждая группа из четырех нулей вида (5.3.3) описывает отдель-
ный бризер. Как мы видели, бризеры локализованы и не изменяют
распределения намагниченности на бесконечности. Поэтому в данной
задаче нули (5.3.3), а с ними и бризеры, могут отсутствовать. Далее
с помощью дисперсионных соотношений эти качественные соображе-
ния будут обоснованы.

Связь функций Йоста (5.2.4) эквивалентна условию сопряжения
аналитических функций Φ±(λ) на контуре Γ:

Φ−(λ) = − 1
b∗ (λ∗)

Φ+(λ)σ3

(
1 a(λ)

a∗ (λ∗) 1

)
. (5.3.4)
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Солитонные решения модели теперь определяются другим усло-
вием:

a(λ) = a∗ (λ∗) ≡ 0.

В солитонном секторе, используя редукцию (5.3.1), перепишем ра-
венство (5.3.4) в терминах одной лишь матричной функции Φ−(λ):

Φ†
− (λ∗) Φ−(λ) = I.

Выделим из матричной функции Φ−(λ) «затравочное» решение
χ

(0)
2 (λ) (эта операция не противоречит соотношениям (3.6.7):

Φ−(λ) = Ψ−(λ)χ(0)
2 (λ).

Здесь функция Ψ−(λ) — двоякопериодическая функция, мероморфная
в фундаментальном прямоугольнике D− ∪D+. Она имеет нули в точ-
ках (5.3.2), (5.3.3) и полюсы в комплексно сопряженных точках.

Перепишем задачу Римана с нулями в терминах новой функ-
ции Ψ−(λ):

Ψ†
− (λ∗) Ψ−(λ) = Ψ−(λ)Ψ†

− (λ∗) = I, λ ∈ Γ; (5.3.5)

Ψ−(λ+ 2K) = σ3Ψ−(λ), Ψ∗
− [(λ− 2iK ′)∗] = σ3Ψ−(λ). (5.3.6)

Особый интерес представляет решение задачи (5.3.5), отвечающее
доменной границе при отсутствии бризеров. Будем искать матричную
функцию Ψ†

− (λ∗) такого решения в виде разложения по дзета-функци-
ям Вейерштрасса:

Ψ†
− (λ∗) = A0 +Aζ (λ− μ1) +Bζ (λ− μ2) ,

где
μ1 = u1 + iK ′, μ2 = μ1 + 2K

и периоды функций Вейерштрасса — 4K, 4iK ′.
Как и ранее, редукции (5.3.6) достаточно «жестко» фиксируют

алгебраическую структуру матричной функции Ψ†
− (λ∗):

Ψ†
− (λ∗) =

(
s1 i c1α(λ)
s2 i c2α(λ)

)
,

где

α(λ) = ζ (λ− μ1)− ζ (λ− μ2)− η1 = k

2
[sn (λ− u1) + i cn (λ− u1)],

s1,2, c1,2 — вещественные параметры.
При учете тождества

α(λ)α∗ (λ∗) = k2

4
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условие (5.3.5) сводится к уравнениям

s21 + s22 = 1, c21 + c22 = 4/k2, s1c1 + s2c2 = 0,

которые допускают параметризацию:

s1 = cosϕ, s2 = sinϕ, c1 = 2
k

sinψ, c2 = 2
k

cosψ, ψ = −ϕ+ πn,

где n — целое число.
Таким образом, интересующее нас решение задачи Римана (5.3.5),

(5.3.6) имеет вид

Ψ†
− (λ∗) =

(
cosϕ −2ik−1α(λ) sinϕ
sinϕ 2ik−1α(λ) sinϕ

)(
1 0
0 ε

)
, (5.3.7)

где ε = ±1. Отсюда получаем выражение для коэффициента b(λ):

b(λ) = det Ψ−(λ) =
[
detΨ†

− (λ∗)
]−1

= k

2iα(λ)
≡

≡ −ε [cn (u− u1) + i sn (u− u1)].

Требование отсутствия лишних полюсов в «одевающих» формулах
(5.2.29) в точках λ = μ1,2, μ∗

1,2 приводит к дифференциальным уравне-
ниям, определяющим ϕ:

∂xϕ = −iw3 (μ1) sin 2ϕ, ∂tϕ = 2iw1 (μ1)w2 (μ1) sin 2ϕ,

которые имеют тривиальное решение:

tgϕ = exp (−y) , y = 2ρ x dnu1 − (2ρk)2 t snu1cnu1 + y0. (5.3.8)

Здесь y0 — вещественная постоянная.
Солитонное решение, полученное с помощью формул (5.2.15),

(5.3.7), (5.3.8), как и ожидалось, описывает доменную границу:

S3 = thy, S1 − iS2 = ε
cnu1 + i snu1

chy
. (5.3.9)

Ширина доменной границы порядка κ−1, где κ = 2ρ dnu1, а ее ско-
рость v есть

v = 2ρk2
snu1cnu1

dnu1
(0 < u1 < 2K) .

Рассмотренная задача еще раз показывает, что для построения со-
литонных решений интегрируемых моделей с разными асимптотиками
на пространственной бесконечности требуются матричные функции за-
дачи Римана, которые не всегда выражаются через проекционные мат-
рицы. В конкретизации алгебраической структуры матричных функций
задачи Римана решающая роль принадлежит их аналитическим свой-
ствам и редукциям. Редукции специфичны для каждой модели.
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5.4. Регулярная задача Римана на торе

Господа, для гауссовой строгости
у нас нет времени.

К. Якоби

В двухосном ферромагнетике слабонелинейные диспергирующие
волны с асимптотическим поведением на бесконечности:

S→ (0, 0, 1) при x→ ±∞,

можно теоретически описать с помощью регулярной задачи Римана на
торе. Такая задача определяется формулами (5.2.9), (5.2.10), в которых
коэффициенты a(λ) и a∗ (λ∗) не имеют нулей в областях своей анали-
тичности.

Свяжем решение регулярной задачи Римана с системой сингуляр-
ных интегральных уравнений. Для этого используем интеграл Коши
на торе, ядро которого имеет вид [4–6]

M(μ,λ) = ζ(μ− λ)− ζ(μ− a) + ζ(λ− b)− ζ(a− b),
где a, b — произвольные точки на торе, не лежащие на контуре Γ,
дзета-функции Вейерштрасса имеют периоды 4K, 4iK ′. Дифферен-
циальная форма M(μ,λ) dμ имеет полюсы первого порядка в точках
μ = λ и μ = a с вычетами ±1. Ядро M(μ,λ) представляет двоякопе-
риодическую функцию по обеим переменным μ и λ с периодами 4K,
4iK ′, которая имеет полюсы первого порядка в точках λ = μ, λ = b
с вычетами ∓1 и равна нулю при любых μ в точке λ = a.

Интеграл типа Коши:

F (λ) = 1
2πi

∮

C

ϕ(μ)M(μ,λ)dμ,

где C — замкнутый контур на торе, является двоякопериодической
кусочно-аналитической функцией, которая обращается в нуль в точке
λ = a. Функция F (λ) имеет полюс первого порядка в точке λ = b
с вычетом

1
2πi

∮

C

ϕ(μ)dμ. (5.4.1)

Если ϕ(μ) — граничное значение функции, аналитической в области,
ограниченной контуром C, то полюс в точке λ = b отсутствует, так как
главная часть (5.4.1) обращается в нуль.

В нашем случае функция

Φ(λ) =
{

Ψ−(λ) при λ ∈ D−
Ψ+(λ) при λ ∈ D+
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будет кусочно-аналитической на торе. Пусть в точке a она принимает
значение Φ0. Выберем контур γ = γ1 ∪ γ2, где γ1 и γ2 — контуры, огра-
ничивающие области D− и D+ соответственно (рис. 5.2). Используем
положительные направления обхода так, что при обходе контура γ1 (γ2)
область D− (D+) остается слева от контура. Тогда, применяя теорему
Коши, получаем

Φ(λ) = Φ0 + 1
2πi

∫
γ

Φ(μ)M(μ,λ)dμ. (5.4.2)

Участки контура γ, на которых Reμ = ±2K, при интегрировании про-
ходятся в противоположных направлениях, а подынтегральная функ-
ция принимает на них одинаковые значения. Поэтому в форму-
ле (5.4.2) остается интегрирование лишь вдоль контура Γ. Выразим
интеграл (5.4.2) в терминах скачков функции Φ(λ) на контуре Γ:

Φ(λ) = Φ0 + 1
2πi

∫

Γ

[Ψ−(μ)−Ψ+(μ)]M(μ,λ)dμ.

С помощью (5.2.9) преобразуем результат:

Φ(λ) = Φ0 + 1
2πi

∫

Γ

Ψ+(μ)[G(μ)− I]M(μ,λ)dμ. (5.4.3)

Пусть λ стремится к точке ν ∈ Γ из области D+, тогда, в силу
формул Сохоцкого–Племеля соотношение (5.4.3) дает сингулярное ин-
тегральное уравнение для расчета Ψ+(ν):

1
2
Ψ+(ν) [G(ν) + I] = Φ0 + 1

2πi
V. p.

∫

Γ

Ψ+(μ)[G(μ)− I]M(μ,λ)dμ.

(5.4.4)
Буквы V. p. перед интегралом означают, что он вычисляется в смысле
главного значения Коши. Используя редукции (5.2.6), (5.2.10), инте-
грирование по контуру Γ в уравнении (5.4.4) можно свести к интегри-
рованию по отрезку [0, 2K]:

1
2
Ψ+(ν)[G(ν) + I] = Φ0 + 1

2πi
V. p.

2K∫

0

[ρ(μ)M(μ, ν)+

+ σ3ρ(μ)σ3M(μ− 2K, ν)− σ3ρ
∗(μ)σ3M(μ+ 2iK ′, ν)−

−ρ∗(μ)M(μ− 2K + 2iK ′, ν)] dμ, (5.4.5)

где ρ(μ) = Ψ+(μ)[G(μ) − I]. Достаточно найти решение уравне-
ний (5.4.5) на интервале 0 < ν < 2K. На остальных участках контура Γ
оно восстанавливается с помощью редукций (5.2.10). По известным
значениям функции Ψ+(ν) на контуре Γ формула Коши (5.4.3) дает
значения функций Ψ±(ν) в областях D±.
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Покажем, что в данной задаче можно обойти трудность выбо-
ра точки нормировки λ = a и вычисления величины Φ(a) = Φ0.
С этой целью заметим, что Φ(λ) является аналитической функцией
в области D+ ∪D− и непрерывной там вплоть до границы γ. Поэтому
по теореме Коши

∮
γ

Φ(μ)dμ =
2K∫

0

[ρ(μ) + σ3ρ(μ)σ3 − σ3ρ
∗(μ)σ3 − ρ∗(μ)] dμ = 0.

Здесь контурный интеграл преобразован с учетом свойств перио-
дичности Φ(λ), редукций (5.2.10) и выражен через скачки ρ(μ) =
= Ψ+(μ)[G(μ)− I] функции Φ(λ) на Γ. Отсюда следуют два простых
тождества:

2K∫

0

[ρss(μ)− ρ∗ss(μ)]dμ = 0 (s = 1, 2), (5.4.6)

где

ρ11(μ) = − [Ψ+(μ,x, t)]12 b(μ,x, t),
ρ22(μ) = − [Ψ+(μ,x, t)]21 b

∗ (μ∗,x, t).

В правой части представления (5.4.3) иначе сгруппируем слагаемые
и, воспользовавшись редукциями (5.2.10), перепишем его в виде

Φ(λ) = F0 + 1
2πi

2K∫

0

(
ρ11(μ)ϕ(μ− λ)− ρ∗11(μ)ϕ(μ− λ+ 2iK ′)
ρ12(μ)α(μ− λ) + ρ∗12(μ)α(μ− λ+ 2iK ′)

ρ12(μ)α(μ− λ) + ρ∗12(μ)α(μ− λ+ 2iK ′)
ρ22(μ)ϕ(μ− λ)− ρ∗22(μ)ϕ(μ− λ+ 2iK ′)

)
dμ, (5.4.7)

где матрица F0 не зависит от спектрального параметра λ,

ρ21(μ) = − [Ψ+(μ,x, t)]22 b(μ,x, t),
ρ12(μ) = − [Ψ+(μ,x, t)]11 b

∗ (μ∗,x, t) .

Функции

α(λ) = ζ(λ)− ζ(λ− 2K)− η1 = 1 + dnλ

2 snλ
; ϕ(λ) = ζ(λ) + ζ(λ− 2K)

обладают трансформационными свойствами

α(λ± 2K) = −α(λ), α∗ [(λ± 2iK ′)∗] = α(λ+ 2iK ′),
α∗ [(λ± 2iK ′)∗ + 2iK ′] = α(λ);
ϕ [(λ± 2K)] = ϕ(λ)± 2η1,

ϕ∗ [(λ± 2iK ′)∗] = ϕ(λ+ 2iK ′)− 2η3 ± 2η3,

ϕ∗ [(λ± 2iK ′)∗ + 2iK ′] = ϕ(λ)− 2η3 ± 2η3.

(5.4.8)
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Первые две из редукций (5.2.10) и формулы (5.4.6), (5.4.8) приво-
дят к заключению, что в представлении (5.4.7) матрица F0 является
вещественной и диагональной:

F0 = diag (f1, f2) .

Это упрощает вычисления.
Удобно ввести новые матричные функции Ψ̃±:

Ψ±(μ,x, t) = F0(x, t)Ψ̃±(μ,x, t).

Тогда из (5.4.7) получим замкнутое уравнение для расчета Ψ̃+:

1
2
Ψ̃+(ν)[G(ν) + I] = I+

+ 1
2πi

V. p.
2K∫

0

(
ρ̃11(μ)ϕ(μ− ν)− ρ̃∗11(μ)ϕ(μ− ν + 2iK ′)
ρ̃12(μ)α(μ− ν) + ρ̃∗12(μ)α(μ− ν + 2iK ′)

ρ̃12(μ)α(μ− ν) + ρ̃∗12(μ)α(μ− ν + 2iK ′)
ρ̃22(μ)ϕ(μ− ν)− ρ̃∗22(μ)ϕ(μ− ν + 2iK ′)

)
dμ,

где
ρ̃(μ) = Ψ̃+(μ)[G(μ)− I].

Величина F 2
0 = diag

(
f2
1 , f

2
2

)
выражается через Ψ̃+ из соотношения

(5.2.14):
F−2

0 = Ψ̃+(λ = 0)Ψ̃†
+(λ = 0). (5.4.9)

После чего из (5.2.15) восстанавливаем решение модели Ландау–Лиф-
шица

Skσk = F0Ψ̃+(λ = 0)σ3Ψ̃
†
+(λ = 0)F0,

которое описывает спиновые волны с преобладанием эффектов дис-
персии над эффектами нелинейности. Здесь мы учли, что согласно
(5.2.11), (5.2.13), Ψ−(λ = 0) = Ψ+(λ = 0).

Уравнение (5.4.9) определяет матрицу F0 с точностью до множителя
N = diag (ε1, ε2), где ε21 = ε22 = 1. Однако это несущественно, так как
после преобразований

S3 → S3, S1 → −S1, S2 → −S2

решения модели Ландау–Лифшица (3.1.14) переходят в решения с те-
ми же граничными условиями (5.2.2) на бесконечности.

Важно, что любое решение модели двухосного ферромагнетика
с асимптотиками (5.2.2) можно построить методом рекуррентного «оде-
вания» элементарных решений с помощью рассмотренных нами задач
Римана с нулями и регулярной задачи Римана на торе.
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5.5. Интегралы движения и спектр
нелинейных возбуждений

Без полезного нет и приятного.

Немецкая пословица

Напомним, что в модели двухосного ферромагнетика с асимптоти-
ческими условиями (5.2.2) при ε = 1 коэффициент матрицы перехода

a(λ) = det(ϕ(1)
− (λ), ϕ(2)

+ (λ)) (5.5.1)

не зависит от времени, а при условиях (5.2.2) с ε = −1 от времени не
зависит коэффициент

b(λ) = det(ϕ(1)
+ (λ), ϕ(1)

− (λ)).

Отсюда следует, что a(λ) и b(λ) могут быть использованы в качестве
производящих функций интегралов движения.

Покажем, что физически содержательные законы сохранения полу-
чаются при разложении функций ln a(λ) или ln b(λ) в асимптотические
ряды по степеням λ. Для этого необходимо найти разложения решений
Йоста ϕ±(λ) по степеням λ.

Представим функцию Йоста ϕ−(λ) в виде

ϕ−(λ) = (I + Φ) exp[−iσ3 ε (w3 x− 2w1w2 t) + Z], ε = ±1, (5.5.2)

где Φ — антидиагональная, а Z — диагональная матричные функции
от переменных λ, x, t, такие что

Φ,Z → 0 при x→ −∞.
После подстановки представления (5.5.2) в первое уравнение (5.2.3)

получаем

∂xΦ + Φ (−iεw3σ3 + ∂xZ) = −i (w1S1σ1 + w2S2σ2)− iw3σ3S3Φ,
−i εσ3w3 + ∂xZ = −iw3S3σ3 − i (w1S1σ1 + w2S2σ2)Φ.

(5.5.3)
Разложим функции wα(λ) (α = 1,2,3) в ряды по степеням λ:

wα(λ) =
∞∑

k=−1

w(k)
α λk.

Первые слагаемые разложений одинаковы: w(−1)
α = ρ, w(0)

α = 0. Будем
искать решение уравнений (5.5.3) в виде рядов по степеням λ:

Φ =
∞∑

n=0

Φnλ
n, Z =

∞∑
n=0

Znλ
n.
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Получим цепочку рекуррентных соотношений для расчета матричных
функций Φn, Zn:

∂xΦn − i
n+1∑
m=0

w
(n−m)
3 (εΦmσ3 − S3σ3Φm)− i (S3 − ε)

n∑
m=0

w
(m)
3 Φn−mσ3−

− i
n∑

m=0

n+1∑
k=0

Φn−m

(
w

(m−k)
1 S1σ1 + w

(m−k)
2 S2σ2

)
Φk+

+ i
(
w

(n)
1 S1σ1 + w

(n)
2 S2σ2

)
= 0,

Zn = −iw(n)
3

x∫
−∞

σ3 [S3(x′)− ε] dx′−

− i
x∫

−∞

n+1∑
m=0

[
w

(n−m)
1 S1(x′)σ1 + w

(n−m)
2 S2(x′)σ2

]
Φm(x′)dx′,

где n = 0,1,2,. . .,
Φ0 = i (S2σ1 − S1σ2)

ε+ S3
.

Асимптотическое разложение по степеням λ функции Йоста ϕ+(λ)
получается из разложения функции ϕ−(λ) после формальной замены

ε→ 1,

x∫
−∞
→

x∫
+∞

.

С помощью рядов для решений Йоста и соотношения (5.5.1) нахо-
дим разложение функции ln a(λ) в ряд по степеням λ:

ln a(λ) = − i

2
P1 − i

4ρ
Hλ+ . . . (5.5.4)

Первые два слагаемых (5.5.4) представляют полевой импульс P1
и энергию H ферромагнетика при граничных условиях (5.2.2) с ε = 1:

P1 =
+∞∫
−∞

S1∂xS2 − S2∂xS1

1 + S3
dx, (5.5.5)

H =
+∞∫
−∞

[
1
2

(∂xS)2 + 2ρ2
(
1− S2

3 − k2S2
2

)]
dx.

Аналогичный расчет при граничных условиях (5.2.2) с ε = −1 дает

ln b(λ) = i

2
P2 + i

4ρ
Hλ+ . . . (5.5.6)
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Отличие формул (5.5.4) и (5.5.6) не только в знаках перед слагаемыми,
но и в другой форме записи импульса системы:

P2 =
+∞∫
−∞

∂xS3arctgS2

S1
dx. (5.5.7)

В научной литературе [26–28] полный импульс ферромагнетика
обычно вычисляют, используя формулу (5.5.5). Легко видеть, что
подынтегральные выражения в соотношениях (5.5.5) и (5.5.7) отлича-
ются на полную производную. Поэтому для состояний ферромагнетика
с граничными условиями (5.2.2) при ε = 1 формулы (5.5.5) и (5.5.7)
эквивалентны. Однако для граничных условий типа доменной стенки
при ε = −1 выражения (5.5.5) и (5.5.7) различаются ненулевым сла-
гаемым. С целью выбрать верное из них, вычислим импульс движу-
щейся доменной стенки (5.3.9). Формула (5.5.5) дает значение P1 = 0,
а формула (5.5.7) приводит к P2 = −2 arctg (snu1/cnu1). Это позволяет
отдать предпочтение формуле (5.5.7) при расчете полного импульса
ферромагнетика с разными равновесными значениями намагниченно-
сти на пространственной бесконечности [29].

Обратимся теперь к исследованию спектра нелинейных возбуж-
дений двухосного ферромагнетика. Для нахождения спектра возбуж-
дений необходимо получить дисперсионные соотношения на торе.
Для состояний ферромагнетика с однородной асимптотикой намаг-
ниченности на бесконечности (ε = 1) эта задача решена в [29] без
детального анализа задачи рассеяния. С помощью свойств симметрии
построена функция a(λ) и найдена связь коэффициентов разложения
функции ln a(λ) с интегралами движения. Покажем, что для случа-
ев ε = 1 или ε = −1 возможен прямой вывод дисперсионных соот-
ношений для коэффициентов a(λ) или b(λ) без использования яд-
ра Коши на торе. Эти соотношения находятся применением обычной
теоремы Коши к областям D+ или D− с привлечением функции
w3(λ)ρ−1 = cs(λ, k), которая определяет существенные особенности «за-
травочных» решений χ(0)

1,2 . Для дальнейшего анализа будет полезно раз-
ложение функции cs(λ) ≡ cnλ/snλ по дзета-функциям Вейерштрасса:

cnλ

snλ
= ζ(λ) + ζ(λ− 2K)− ζ(λ− 2iK ′)−

− ζ(λ− 2K − 2iK ′)− 2η3, (5.5.8)

где периоды функций Вейерштрасса — 4K, 4iK.
Обсудим сначала состояния с одинаковыми равновесными значени-

ями намагниченности на бесконечности (ε = 1). В этом случае функция
a(λ) является аналитической в области D+, в то время как b(λ), во-
обще говоря, не имеет каких-либо свойств аналитичности. Используем
полученные ранее результаты для типичных солитонов (см. формулы
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(5.2.28) и (5.2.48)) и выделим из функции a(λ) ее солитонную часть,
которая связана с нулями коэффициента a(λ):

a(λ) = σ
m∏

j=1

cn(λ− v) − i sn(λ− v)

cn (λ− v∗) + i sn (λ− v∗)

∣∣∣∣
v=uj+iθj

×

×
n∏

s=1

[cn (λ− us)− i sn (λ− us)] ã(λ). (5.5.9)

Здесь σ = ±1, m = 0, 1, 2, . . .. Множитель ã(λ) не имеет нулей в обла-
сти D+. Поэтому функция ln ã(λ) будет аналитической в области D+.
Если в формуле (5.5.9) число n четно, то коэффициент ã(λ) удовлетво-
ряет тем же редукциям, что и a(λ):

ã(λ+ 2K) = ã(λ), ã(λ− 2iK ′) = ã∗ (λ∗) . (5.5.10)

Подчеркнем, что только при значениях n = 2r, r = 0, 1, 2, . . . факториза-
ция (5.5.9) приводит к верным дисперсионным соотношениям, которые
согласуются со свойствами аналитичности и симметрии функции a(λ).

Рассмотрим интеграл

1
4πi

∫
γ2

ln ã(λ′) cn(λ′ − λ)

sn(λ′ − λ)
dλ′, (5.5.11)

где контур γ2 ограничивает область D+. Как и ранее, мы исполь-
зуем положительное направление обхода контура γ2 (см. рис. 5.2).
При λ ∈ D+ подынтегральное выражение (5.5.11) представляет гра-
ничное значение функции, аналитической внутри контура γ2 всюду,
за исключением простых полюсов в точках λ и λ + 2K (см. разложе-
ние (5.5.8)). Согласно редукциям (5.5.10), вычеты ln ã(λ) и ln ã(λ+ 2K)
в этих полюсах совпадают. Отсюда на основании теоремы Коши за-
ключаем, что

1
4πi

∫
γ2

ln ã(λ′) cn(λ′ − λ)

sn(λ′ − λ)
dλ′ = ln ã(λ).

Свойства симметрии (5.5.10) позволяют свести интегрирование по кон-
туру γ2 к интегрированию по отрезку [0, 2K]:

ln ã(λ) = − 1
2πi

2K∫

0

ln |ã(λ′)|2 cn(λ′ − λ)

sn(λ′ − λ)
dλ′. (5.5.12)
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Положим в формуле (5.5.12) λ = ν − iε, где 0 < ν < 2K, ε > 0, и пе-
рейдем к пределу ε→ +0. Учитывая соотношение Сохоцкого–Племеля

2K∫

0

ln |ã(λ′)|2 cn(λ′ − ν + i0)
sn(λ′ − ν + i0)

dλ′ = −πi ln |ã(λ)|2+

+ V. p.
2K∫

0

ln |ã(λ′)|2 cn(λ′ − ν)

sn(λ′ − ν)
dλ′,

находим:

i arg [ln ã(λ)] = − 1
2πi

V. p.
2K∫

0

ln |ã(λ′)|2 cn(λ′ − ν)

sn(λ′ − ν)
dλ′.

Повторное использование формулы Племеля позволяет восстановить
значения функции ln ã(λ) по ее модулю:

ln ã(λ− i0) ≡ ln |ã(λ)|+ i arg ln ã(λ) =

= − 1
2πi

2K∫

0

ln |ã(λ′)|2 cn(λ′ − λ+ i0)
sn(λ′ − λ+ i0)

dλ′,

где λ ∈ [0, 2K].
При 0 < ν < 2K свойство унимодулярности матрицы перехода

(5.2.7) позволяет выразить модуль функции a(λ) через коэффици-
ент b(λ): |a(λ)|2 = 1− |b(λ)|2.
С другой стороны, из представления (5.5.9) имеем

|a(λ)|2 = |ã(λ)|2.
В результате получаем следующее окончательное выражение для несо-
литонного множителя ã(λ):

ã(λ) = exp

⎛⎝ i

2π

2K∫

0

ln(1− |b(λ′)|2) cn(λ′ − λ+ i0)
sn(λ′ − λ+ i0)

dλ′

⎞⎠.
Логарифмируя равенство (5.5.9) и раскладывая обе части по степе-

ням λ, получаем спектральные представления для интегралов движе-
ния. Например, для импульса P находим:

P = mod(2π) +
2K∫

0

2ρ
cn(λ, k)
sn(λ, k)

n(λ)dλ+

+ 2i
m∑

j=1

ln
(

cnv + i snv

cnv∗ − i snv∗
)⏐⏐⏐

v=uj+iθj

− 2
n∑

s=1

arctg snus

cnus
, (5.5.13)
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где

n(λ) = − 1
2πρ

ln(1− |b(λ)|2) > 0.

Символ mod(2π) обозначает постоянное слагаемое 2i lnσ = 0, ±2π,
которым можно пренебречь. Интеграл в (5.5.13) сходится, несмот-
ря на полюсную особенность множителя cs(λ, k) в точке λ = 0, так
как для распределений намагниченности S(x), стремящихся к своим
асимптотическим значениям при x → ±∞ быстрее любой степени x,
функция n(λ) стремится к нулю быстрее любой степени λ.

Спектральное разложение энергии системы имеет вид

H =
2K∫

0

4ρ2
dn(λ, k)

sn2(λ, k)
n(λ)dλ+

+ 8ρ
m∑

j=1

Re dn (uj + iθj) + 4ρ
n∑

s=1

dnus. (5.5.14)

Еще раз напомним, что в формулах (5.5.13) и (5.5.14) n — четное
число.

Перейдем к интерпретации полученных результатов. Первое слага-
емое в (5.5.13), (5.5.14) носит непрерывный характер и соответствует
малоамплитудным спин-волновым колебаниям вблизи основного состо-
яния с частотой

ω = 4ρ2
dnλ

sn2λ
= 4w1w2

и волновым числом

p = 2ρ
cnλ

snλ
= 2w3,

которые удовлетворяют закону дисперсии линейных спиновых волн:

ω2 =
(
p2 + J3 − J1

) (
p2 + J3 − J2

)
.

Величина n(λ) dλ дает число спин-волновых мод со значениями спек-
трального параметра в интервале от λ до λ + dλ. Второе слагаемое
можно интерпретировать как вклад бризеров. Третье слагаемое дает
вклад доменных стенок. Замечательно, что в спектральных представле-
ниях интегралов движения удалось полностью разделить вклады всех
степеней свободы ферромагнетика.

Кратко обсудим состояния ферромагнетика с разными равно-
весными значениями намагниченности на бесконечности (ε = −1).
При ε = −1 функция b(λ) оказывается аналитической в области D−,
а коэффициент a(λ) не имеет каких-либо определенных свойств
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аналитичности. Точно так же, как ранее, выделим из функции b(λ)
ее солитонную часть:

b(λ) = σ
m∏

j=1

cn (λ− v∗) + i sn (λ− v∗)
cn(λ− v) − i sn(λ− v)

∣∣∣∣
v=uj+iθj

×

×
n∏

s=1

[cn (λ− us) + i sn (λ− us)] b̃(λ), (5.5.15)

где σ = ±1, m = 0,1,2,. . .. Требуемые свойства симметрии функции
b(λ) (5.2.6) получаются, только когда число n в формуле (5.5.15)
выбрано нечетным. Это приводит к тому, что функция b̃(λ) должна
иметь свойства симметрии:

b̃(λ+ 2K) = b̃(λ), b̃(λ+ 2iK ′) = b̃ (λ∗) , (5.5.16)

которые отличаются от свойств симметрии функции b(λ). В то же
время редукции (5.5.16) с точностью до обозначений совпадают с теми,
что были при ε = 1. Только значения n = 2r − 1, r = 1,2,. . . приводят
к верному дисперсионному соотношению для множителя b̃(λ):

b̃(λ) = exp

(
1

2πi

2K∫

0

ln(1− |a(λ′)|2) cn(λ′ − λ− i0)
sn(λ′ − λ− i0)

dλ′
)
.

Для состояний ферромагнетика с разными равновесными значения-
ми намагниченности на бесконечности спектральные разложения пол-
ного импульса и энергии системы определяются формулами (5.5.13),
(5.5.14), где следует положить n = 2r − 1, r = 1, 2, . . .,

n(λ) = − 1
2πρ

ln(1− |a(λ)|2).

В заключение заметим, что, несмотря на существование решений
типа уединенных волн в магнетиках со сложным видом энергии ани-
зотропии [30–32], модель (5.2.1) является наиболее общим интегри-
руемым уравнением для ферромагнетиков. Это утверждение доказы-
вается следующим образом. Полагая произвольную (но локальную)
зависимость матриц U(λ) и V (λ) от S, ∂xS, потребуем, чтобы условие
совместности (2.1.1) было эквивалентно уравнению Ландау–Лифшица
с энергией анизотропии w(a). Оказывается, что требование выполня-
ется только в случае, когда w(a) является квадратичной функцией
от намагниченности.

Г л а в а 6

НЕЛИНЕЙНЫЕ ВОЛНЫ И СОЛИТОНЫ

В СИСТЕМЕ ДВУХ КРИСТАЛЛОГРАФИЧЕСКИ

НЕЭКВИВАЛЕНТНЫХ МАГНИТНЫХ

ПОДРЕШЕТОК

В данной главе изложены результаты исследований нелинейных
волн и солитонов в ферримагнетиках. Основная цель наших работ
[1, 2] состояла в установлении возможности существования и описания
свойств связанных состояний большого числа магнонов — солито-
нов в широко распространенных и удобных для экспериментальных
исследований средах с двумя магнитными подрешетками. В разде-
ле 6.1 получены эффективные уравнения ферримагнетика и пред-
ставлена их U–V -пара. Во разделе 6.2 на основе метода обратной
задачи рассеяния найдено конструктивное описание нелинейной ди-
намики ферримагнетика. Раздел 6.3 посвящен формулировке мето-
да интегрирования уравнений ферримагнетика с помощью матрич-
ной задачи Римана. Найдены и проанализированы солитонные реше-
ния. В разделе 6.4 показано, что любое состояние ферримагнетика
может быть адекватно описано невзаимодействующими нелинейны-
ми волнами и солитонами. Найдены их законы дисперсии. В раз-
деле 6.5 исследованы двумерные солитоны в изотропном ферромаг-
нетике [3], тесно связанные с интегрируемой моделью ферримаг-
нетика.

6.1. Эффективные уравнения ферримагнетика
и их U–V -пара

Ставьте задачи, по которым реше-
ние есть только у вас.

Следствие правила Берке

Для выяснения основных особенностей нелинейных волн и со-
литонов в магнитных средах с неэквивалентными магнитными под-
решетками мы ограничимся исследованием простого ферримагнетика
в обменном приближении [4]. Магнитные свойства такой системы опи-
сываются плотностями магнитного момента Mν (r, t) (ν = 1,2) каждой
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из его двух подрешеток. Зависимость энергии ферримагнетика от рас-
пределения намагниченности имеет вид

W =
∫

d3r

(
1
2

3∑
i=1

[α1 (∂iM 1 · ∂ iM1) + α2 (∂iM 2 · ∂ iM2)+

+2α3 (∂iM 1 · ∂ iM2)] + η (M1 ·M2)

)
,

где η > 0 — постоянная однородного обмена между подрешетками, α1,
α2, α3 — константы неоднородного обмена,

|Mν (r, t)| = M0ν = const; M01 �= M02.

По порядку величины αs ∼ η a2, где a — постоянная решетки. Удобно
перейти от намагниченностей M1, M2 к нормированным векторам
ферро- и антиферромагнетизма m и l:

m = M1 + M2√
2 (M 2

01 +M 2
02)

, l = M1 − M2√
2 (M 2

01 +M 2
02)

;

m2 + l2 = 1, (m · l) = M 2
0 1 −M 2

0 2

2(M 2
0 1 +M 2

0 2)
. (6.1.1)

Вещества с магнитной структурой ферримагнетика хорошо изучены
[5, 6]. Важным примером являются редкоземельные ферриты-гранаты,
названные так потому, что их решетка имеет такую же структуру,
как у минерала граната. Их общая формула R3Fe5O12; R — ион ред-
коземельного элемента. В ферритах можно выделить две магнитные
подрешетки, которые образованы атомами железа, и одну подрешет-
ку из ионов редкоземельного элемента. Самым сильным оказывается
обменное взаимодействие между атомами железа. Поэтому при ком-
натных температурах упорядочены только атомы железа, и феррит-
гранат имеет малую магнитную анизотропию. В сочетании с высо-
ким электрическим сопротивлением феррита это делает его идеальным
магнитомягким материалом. В основном состоянии векторы M1 и M2
антипараллельны, причем справедливо соотношение m2 � l2. Для же-
лезо-иттриевого граната и магнетита отношения m2/l2 равны 0,04 и 0,1
соответственно.

Современные методы выращивания тонких пленок феррит-гранатов
на немагнитных подложках позволяют получать монокристаллы фер-
ритов с практически любыми наперед заданными свойствами. В силу
этого, ферриты находят широкое применение в современной технике.

Уравнение движения для векторов m и l следует из уравнений
Ландау–Лифшица для намагниченностей подрешеток:

∂tMν = γν

[
Mν × δW

δMν

]
, ν = 1, 2, (6.1.2)

где γν = const — магнитомеханическое отношение для ν-й подрешетки.
Полное решение этих уравнений в настоящее время затруднено.
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Уравнения (6.1.2) можно существенно упростить, используя физи-
чески оправданные приближения, которые впервые предложены в ра-
ботах [7, 8] при анализе нелинейной динамики двухподрешеточного
антиферромагнетика. Будем считать, что характерный размер магнит-
ных неоднородностей d много больше постоянной решетки a, тогда
слагаемыми, содержащими α, можно пренебречь по сравнению с чле-
нами, включающими η:

|αs [m × Δl] |
|η [m × l] | ∼

|αs [Δm × l] |
|η [m × l] | ∼

∣∣∣∣ αs

ηd2

∣∣∣∣ ∼ a2

d2
� 1.

Кроме того, полагая m2 � l2, будем считать, что длина вектора l
не изменяется, то есть l2 = 1. Тогда система (6.1.2) примет вид:

∂tl =

√
M 2

01 +M 2
02

2

(
η (γ1 + γ2) [l×m]−

−1
2

[γ1 (α1 − α3)− γ2 (α2 − α3)] [l×Δl]
)
,

∂tm =

√
M 2

01 +M 2
02

2

(
η (γ1 − γ2) [l×m]−

−1
2

[γ1 (α1 − α3) + γ2 (α2 − α3)] [l×Δl]
)
.

(6.1.3)

Используя (6.1.1) и первое уравнение (6.1.3), выразим m через вектор l
и его производные:

m = −
√

2

M 2
0 1 +M 2

0 2

[l × ∂tl]

η (γ1 + γ2)
+ (M 2

0 1 −M 2
0 2)

2(M 2
0 1 +M 2

0 2)
l+

+ γ1 (α3 − α1) + γ2 (α2 − α3)

2η (γ1 + γ2)
[l× [l×Δl]]. (6.1.4)

Заметим, что последнее слагаемое в (6.1.4) приводит при подстановке
выражения для m во второе уравнение (6.1.3) к членам, содержащим
третьи производные от вектора l, которые в длинноволновом пределе
малы по сравнению со слагаемыми, содержащими вторые производные
от l. Следовательно, последним слагаемым в выражении для m можно
пренебречь. После подстановки (6.1.4) во второе уравнение (6.1.3)
получаем замкнутое уравнение для вектора l:[

l× (c−2 ∂2
t l−Δl

)]
+ β c−1 ∂tl = 0, (6.1.5)

где

c2 = 1
2

(
M2

01 +M2
02

)
η γ1γ2 (α1 + α2 − 2α3),

β =
√

η

γ1γ2 (α1 + α 2 − 2α3)

(
M 2

02 −M 2
01

M 2
01 +M 2

02

· γ1 + γ2
2

+ γ1 − γ2
)
.

(6.1.6)
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В формальном пределе c → ∞, βc−1 = const, что соответствует
жесткой связи между подрешетками (η → +∞), эффективное урав-
нение (6.1.5) совпадает с уравнением Ландау–Лифшица для гейзен-
берговского ферромагнетика, которое является интегрируемым [9, 10].
При M01 = M02, γ1 = γ2 система (6.1.4), (6.1.5) описывает волны
в изотропном двухподрешеточном антиферромагнетике [7, 8] и экви-
валентна интегрируемой модели n-поля на сфере S2 [11, 12].

Используя масштабные преобразования

x→ x

β
t→ t

c β
,

запишем эффективное уравнение (6.1.5) в форме, удобной для даль-
нейшего анализа: [

l× (∂2
t l−Δl

)]
+ ∂tl = 0. (6.1.7)

В настоящей главе рассмотрены волны намагниченности, распро-
страняющиеся вдоль оси Ox. В этом случае l = l(x, t), потому уравне-
ние (6.1.7) принимает вид[

l× (∂2
t l− ∂2

xl
)]

+ ∂tl = 0. (6.1.8)

Для исследования нелинейной динамики ферримагнетика в квази-
одномерном случае обратимся к методу обратной задачи рассеяния.
Ключевым моментом в применении метода является возможность пред-
ставления уравнения (6.1.8) в форме условия совместности

∂xU(λ)− ∂tV (λ) + [U(λ),V (λ)] = 0 (6.1.9)

системы линейных дифференциальных уравнений:

∂xT = V (λ)T , ∂tT = U(λ)T (6.1.10)

для вспомогательных полей T (x, t,λ). Здесь матрицы U(λ), V (λ) за-
висят от вектора l и его производных, а также от спектрального
параметра λ.

В общем случае не существует регулярного способа построения
U–V -пары. Широко известный метод Эстабрука–Уолквиста [13] сводит
решение этой задачи к изучению алгебры дифференциальных операто-
ров. Мы воспользуемся более простым приемом, изложенным в гл. 2.

Отметим, что из инвариантности уравнений (6.1.7) относительно
группы спиновых вращений, линейной реализации ее на полях li
(i = 1, 2, 3) и вида уравнений (6.1.8), (6.1.9) следует, что целесообразно
искать U(λ), V (λ) в матричном представлении алгебры группы SU(2).
Предполагая локальную зависимость, будем искать U(λ), V (λ) в виде
разложений по линейно независимым векторам l, ∂tl, ∂xl, [l× ∂xl],
[l× ∂tl]. Коэффициенты разложений однозначно определяются из экви-
валентности уравнений (6.1.8) и (6.1.9). В результате мы нашли:

V (λ) = −
(
γA+ δB + iΛ l̂

2

)
, U(λ) = −

(
δA+ γB − iγ2 l̂

2

)
, (6.1.11)
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где выбрано двумерное представление алгебры группы SU(2) через
матрицы Паули σi:

σ1 =
(
0 1
1 0

)
, σ2 =

(
0 −i
i 0

)
, σ3 =

(
1 0
0 −1

)
, I =

(
1 0
0 1

)
,

σiσj = Iδij + i εijkσk

и

A = i

2
[l× ∂tl]a σa, B = i

2
[l× ∂xl]a σa, l̂ = laσa (n = 1, 2, 3). (6.1.12)

Коэффициенты γ, δ, Λ связаны алгебраическими уравнениями

δ2 − 2δ − γ2 = 0, Λ = γ (1− δ) , (6.1.13)

допускающими униформизацию рациональными функциями парамет-
ра λ:

δ(λ) = 2

1− λ2
, γ(λ) = 2λ

1− λ2
, Λ(λ) = −2λ (1 + λ2)

(1− λ2)2
. (6.1.14)

Непосредственной проверкой можно убедиться, что условие сов-
местности (6.1.9) в точности совпадает с уравнением (6.1.8). Найден-
ная U–V -пара имеет, как и модель Тирринга [14], два простых и два
двойных полюса, однако существенно отличается от последней модели
матричной структурой.

Итак, в настоящем разделе получены эффективные уравнения ди-
намики ферримагнетика (6.1.8) и показана их интегрируемость. Соот-
ветствующая U–V -пара дана формулами (6.1.11)–(6.1.14).

6.2. Интегрирование динамических уравнений
методом обратной задачи рассеяния

Если при построении или в доказа-
тельстве мы допускаем что-либо такое,
что не было ранее доказано, но требу-
ет аргументации, то мы считаем это
допущение само по себе сомнительным
и заслуживающим исследования и назы-
ваем его леммой.

Прокл. «Комментарии к Евклиду»

В этом разделе мы решаем задачу Коши для уравнений (6.1.8), т. е.
даем конструктивный способ нахождения намагниченностей подреше-
ток M1, M2 в любой момент времени при заданных значениях этих
величин в начальный момент t = 0.
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Начнем с прямой задачи рассеяния для системы
∂xT = V (λ)T (6.2.1)

и определим коэффициенты рассеяния при заданных значениях
l (x, t = 0), ∂tl (x, t = 0) и граничных условиях

l(x, t)→ (0, 0, 1) , ∂tl→ 0 при |x| → ∞.
С этой целью введем функции Йоста ϕ (x,λ), ϕ(x,λ), Ψ (x,λ), Ψ (x,λ)
как решения уравнения (6.2.1) с асимптотиками:

ϕ→
(
1
0

)
exp
(
− iΛx

2

)
, ϕ→

(
0
1

)
exp
(

iΛx

2

)
при x→ −∞;

Ψ→
(
1
0

)
exp
(
− iΛx

2

)
; Ψ→

(
0
1

)
exp
(

iΛx

2

)
при x→ +∞.

(6.2.2)

Вследствие антиэрмитовости матрицы V
(
V † = −V ) и граничных

условий, функции Йоста связаны соотношениями
ϕ(λ) = −iσ2 ϕ

∗ (λ∗) , Ψ(λ) = −iσ2Ψ∗ (λ∗). (6.2.3)

При вещественных значениях параметра λ каждый из двух наборов
фундаментальных решений ϕ (x, λ), ϕ (x, λ) и Ψ (x, λ), Ψ (x, λ) можно
рассматривать как базисный, поэтому справедливо представление

ϕ (x,λ) = a(λ)Ψ (x,λ) + b(λ)Ψ (x,λ) ,
ϕ (x,λ) = a(λ)Ψ (x,λ) + b(λ)Ψ (x,λ) ,

(6.2.4)

где a(λ), b(λ), a(λ), b(λ) — элементы матрицы перехода.
Для любой пары α, β̃ решений системы (6.2.1) вронскиан

W (α, β̃) = det(α, β̃)

не зависит от координаты x. Отсюда находим:

W (ϕ,ϕ) = W
(
Ψ,Ψ

)
= 1.

Из свойств симметрии системы (6.2.1) следует, что решения Йоста
удовлетворяют редукции:

ϕ
(
x,λ−1) = −l̂ ϕ(x,λ), Ψ

(
x,λ−1) = −l̂Ψ(x,λ),

ϕ
(
x,λ−1) = l̂ ϕ(x,λ), Ψ

(
x,λ−1) = l̂Ψ(x,λ).

(6.2.5)

Перечисленные свойства функций Йоста приводят к соотношениям
унитарности и симметрии для элементов матрицы перехода:

a(λ) = a∗ (λ∗), b(λ) = −b∗ (λ∗),
a(λ) a∗ (λ∗) + b(λ) b∗ (λ∗) = 1, (6.2.6)

a
(
λ−1) = a(λ), b

(
λ−1) = −b(λ). (6.2.7)
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Для определения аналитических свойств функций Йоста найдем
для них представления в терминах операторов преобразования, отоб-
ражающих решения уравнения (6.2.1) с «потенциалом» l0 = (0, 0, 1)
в решения с «потенциалом» l �= l0. Покажем, что для функций ϕ, Ψ
такие представления имеют вид

ϕ(x,λ) =
(
1
0

)
exp
(
− iΛx

2

)
+

+
x∫

−∞
dy [γ(λ)K1 (x, y) + δ(λ)K2 (x, y) +

+γ2(λ)K3 (x, y) + Λ(λ)K4 (x, y)
]
exp
(
− i

2
Λ(λ)y

)
; (6.2.8)

Ψ(x,λ) =
(
1
0

)
exp
(
− iΛx

2

)
+

+
+∞∫
x

dy [γ(λ)L1 (x, y) + δ(λ)L2 (x, y)+

+γ2(λ)L3 (x, y) + Λ(λ)L4 (x, y)
]
exp
(
− i

2
Λ(λ)y

)
. (6.2.9)

Для выявления зависимости от λ ядер операторов преобразования,
как и в гл. 3, поучительно вначале использовать теорию возмущений
и рассмотреть физически оправданный случай, когда поля l(x, t) близки
к основному состоянию:

l = l(0) + εl(1) + ε2l(2) + . . . , l(0) = (0, 0, 1) .

Здесь формальный параметр ε введен для наглядной группировки сла-
гаемых одного порядка малости.

Методом вариации произвольных постоянных получаем фундамен-
тальную матрицу решений Φ (Φα1 = ϕα, Φα2 = ϕα, α = 1,2) в виде
ряда Φ =

∑∞
m=0 ε

mΦ(m). Для расчета матричных функций Φ(m) имеем
цепочку рекуррентных соотношений:

Φ(0) = exp
(
−iΛσ3

2
x
)
,

Φ(m)(x,λ) =
x∫

−∞

m∑
k=1

Φ(0)(x− y,λ)V (k)(y,λ) Φ(m−k)(y,λ) dy;

V =
∞∑

m=0

V (m)εm, V (0) = −iΛσ3

2
, V (m) =

3∑
i=1

V
(m)
i σi.
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Рассмотрим первые два члена разложения и преобразуем их к тре-
угольному виду заменой переменных интегрирования:

Φ(1) =
x∫

−∞
K(1)(x, y)Φ(0)(y)dy, K(1)(x, y) = 1

2
V (1)

(
x+ y

2

)
,

Φ(2) =
x∫

−∞
K(2)(x, y)Φ(0)(y)dy +

x∫
−∞

V
(2)
3 (y)σ3Φ(0)(x)dy,

где

K(2)(x, y) = 1
2

2∑
α=1

V (2)
α

(
y + x

2

)
σα+

+ 1
4

y∫
−∞

V (1)
(
s− y + 2x

2

)
V (1)

(
s+ x

2

)
dx.

Следовательно, ядро K(1)(x, y) зависит от параметра λ только через
функции γ(λ), δ(λ), Λ(λ), а ядро K(2)(x, y) содержит две группы слага-
емых. В первую группу входят слагаемые с коэффициентами γ, δ, Λ, γ2,
δγ, δ2. Во вторую — слагаемые с множителями Λ γ, Λδ, Λ2, которые по-
сле интегрирования по частям приводятся к первой группе. Кроме того,
непосредственными вычислениями можно показать, что в результате
указанных преобразований у матричной функции Φ(2)(x,λ) исчезает
«опасное» слагаемое

∫x

−∞ V
(2)
3 (y)σ3Φ(0)(x)dy и зависимость от λ ядра

ее треугольного представления принимает вид

K(2)(x, y) =
4∑

i=1

K
(2)
i (x, y)fi(λ), fi(λ) =

(
γ2(λ), γ(λ), δ(λ), Λ(λ)

)
.

Обсудим следующие члены борновского приближения. Из соотно-
шений

γ3 = −γ + Λ− δΛ, δγ2 = γ2 − γΛ (6.2.10)

и формул (6.1.13) следует, что зависимость от параметра λ в ядра
поправки Φ(3) входит только через слагаемые с множителями fi(λ),
fj(λ)Λ(λ). Последнюю группу слагаемых интегрированием по частям
можно привести к слагаемым с множителями fi(λ). Ясно, что подоб-
ную процедуру можно провести в любом порядке теории возмущений.
Мы не будем доказывать здесь сходимость ряда теории возмущений
и отсутствие «опасных» членов. Приведенный анализ указывает на це-
лесообразность изучения представления ϕ в виде (6.2.8).
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Из соотношений (6.2.5), (6.2.8) получаем ограничения:

ρ(x) = l̂ ρ(x), Ka(x, y) = −l̂ Ka(x, y), a = 1, 2;

Kb(x, y) = l̂ Kb(x, y), b = 3, 4;

l̂

(
1
0

)
=
(
1
0

)
+ 2

x∫
−∞

dy exp
(
− iΛy

2

)
K2(x, y). (6.2.11)

Для строгого доказательства представления (6.2.8) подставим его
в уравнение (6.2.1). Интегрированием по частям с учетом связей
(6.1.13), (6.2.10) все подынтегральные выражения можно свести к сла-
гаемым с независящими от λ множителями и к членам с коэффициен-
тами γ, δ, γ2. Умножим полученное уравнение последовательно на γ δ,
γ2, δ, γ2δ и используем преобразование Фурье, определенное далее
(см. (6.2.21), (6.2.22)). В результате получаем следующую систему
линейных дифференциальных уравнений для ядер преобразования:

∂xK1 − ∂yK1 + 2iB ∂yK3 = A (2 i ∂yK4 −K2 +K3)−BK1, (6.2.12)
∂xK3 + ∂yK3 = −AK1 −B (K2 +K3) , (6.2.13)
∂xK2 − ∂yK2 = 2B (i ∂yK4 −K2)− 2iA∂yK3, (6.2.14)

∂x∂yK4 + ∂2
yK4 = A(∂yK2 − ∂yK3) +B∂yK1 (6.2.15)

и дополнительные условия

K2(x,x) = iAK3(x,x)− B

2
ρ(x),

K1(x,x) = iBK3(x,x)− A

2
ρ(x), (6.2.16)

∂xρ(x) = −i (AB +BA) ρ(x)− 2(A2 +B2 + iA)K3(x,x). (6.2.17)

Здесь

ρ(x) =
(
1
0

)
+ 2iK4(x,x), (6.2.18)

величины A, B зависят только от переменной x (t — параметр пред-
ставления).

Покажем, что решение уравнений (6.2.12)–(6.2.18) является зада-
чей Гурса (характеристической задачей Коши [15, 16]).

Заметим сначала, что уравнение (6.2.13) при y = x и уравнение
(6.2.17) редуцируются к системе обыкновенных дифференциальных
уравнений для расчета функций ρ(x), K3(x,x). Ее решение с началь-
ными условиями

ρ(−∞) =
(
1
0

)
, K3(−∞, −∞) = 0
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существует и, согласно (6.2.16), однозначно определяет K1(x,x),
K2(x,x).

Нетрудно установить, что (6.2.12)–(6.2.18) — это система уравне-
ний гиперболического типа, и прямые линии

ζ ≡ x+ y = const, η ≡ y − x = const

являются ее двойными характеристиками. На характеристике η = 0
заданы значения K1 (ζ, 0), K2 (ζ, 0), а при y = −∞ — значения K2, K4.
Поэтому доказательство существования и единственности представле-
ния (6.2.8) может быть основано на итерациях интегральных уравне-
ний типа Вольтерра, которые эквивалентны системе (6.2.12)–(6.2.18).
Это позволяет найти ограничения на функции A, B, l, при которых
ядра единственны и непрерывны.

В конечном счете число уравнений прямой задачи рассеяния умень-
шается до пяти уравнений для пяти скалярных функций ni, которые
удобно определить следующими формулами:

Ka =
( −1

(l3 − 1) l−1
−

)
na, a = 1, 2;

Kb =
(

1
(1− l3) l−1

−

)
nb, b = 3, 4;

ρ =
(

1
(1− l3) l−1

−

)
n5,

где l− = l1 − i l2. Интегральное представление для решения Ψ(x,λ)
находится аналогичным образом.

Обсудим аналитические свойства функций Йоста. Из структуры
представлений (6.2.8), (6.2.9) следует, что функции ϕ(x,λ) exp (iΛx/2),
Ψ(x,λ) exp (iΛx/2) могут быть аналитически продолжены по спек-
тральному параметру λ в области, где интегральные операторы явля-
ются сжимающими. Фактически области аналитичности определяются
поведением функции exp [iΛ(x− y)/2] при |x− y| → ∞. Поскольку

ImΛ(λ) = ch2 ρ+ cos2 ϕ

(ch2 ρ− cos2 ϕ)2
sh ρ sinϕ (λ = exp (ρ+ iϕ) ; ρ, ϕ ∈ R),

функции Ψ(x,λ) exp (iΛx/2), ϕ(x,λ) exp (−iΛx/2) допускают аналити-
ческое продолжение с контура Γ:

Γ =
{
λ
∣∣ϕ = 0,π (−∞ < ρ <∞); ρ = 0 (0 < ϕ < 2π)

}
в область

D2 =
{
λ
∣∣ ρ < 0, 0 < ϕ < π; ρ > 0, π < ϕ < 2π

}
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Рис. 6.1. Области аналитичности: D1 — функций ϕ(λ), Ψ(λ), a(λ) и D2 —
функций ϕ(λ), Ψ(λ), a(λ) в комплексной λ-плоскости

(см. рис. 6.1), а функции Ψ(x,λ) exp (−iΛx/2), ϕ(x,λ) exp (iΛx/2) —
в область

D1 =
{
λ
∣∣ ρ > 0, 0 < ϕ < π; ρ < 0, π < ϕ < 2π

}
.

Из связи элементов матрицы перехода с решениями Йоста:

a(λ) = W
(
ϕ,Ψ

)
, b(λ) = −W (ϕ,Ψ) (6.2.19)

следует, что функция a(λ) является аналитической в области D1.
Множество ее возможных нулей: {λn} (n = 1, 2, . . . , 2N) инвариантно
к инверсии: λk = λ−1

k+N , k = 1, 2, . . . ,N . Нули {λn} совпадают с дис-
кретным спектром системы (6.2.1), причем

Ψ (λn) = bnϕ (λn)
(
bk+N = −bk

)
!. (6.2.20)

На этом мы завершаем обсуждение прямой задачи рассеяния. Фор-
мулы (6.2.8), (6.2.9), (6.2.12)–(6.2.18), (6.2.19), (6.2.20) дают конструк-
тивный способ определения данных рассеяния

r(λ) = b(λ)

a(λ)
(λ ∈ Γ), λn, bn

по заданным начальным полям li(x, t = 0), ∂tli(x, t = 0).
Далее обсудим обратную задачу рассеяния, т. е. восстановление

матрицы V (x, t,λ) по данным рассеяния. Решение обратной задачи
основывается на системе линейных интегральных уравнений и су-
щественно упрощается, если удается найти обратное преобразование
к представлению (6.2.8), (6.2.9), т. е. выразить ядра операторов преоб-
разования через функции Йоста. Решим вначале эту задачу.
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Функция Λ(λ) осуществляет четырехлистное накрытие: Γ→ R. Она
инвариантна относительно инверсии q1: λ → 1/λ и дробно-линейного
преобразования q2: λ → i(λ + i)/(λ − i), отображающего окружность
|λ| = 1 на вещественную ось R. Используя это фундаментальное свой-
ство, мы приводим интеграл с произвольной функцией f(λ) по кон-
туру Γ, ∫

Γ

f(λ) exp (±iΛx/2) dλ,

к интегралу по интервалу I = (−1 < λ < 1), где функция Λ(λ) задает
гомеоморфное отображение I → R (−∞ < Λ <∞, dΛ/dλ < 0, λ ∈ I):

∫

Γ

f(λ) exp
(
± iΛx

2

)
dλ = −

1∫

−1

f(λ) exp
(
± iΛx

2

)
dλ.

Здесь

f(λ) = f(λ) + 2

(λ+ i)2
f
(

i − λ

i + λ
i
)
− 1

λ2
f
(
1
λ

)
+ 2

(λ− i)2
f
(
λ+ i

λ− i
i
)
.

Аналог обратного преобразования Фурье может быть построен,
если мы найдем аналог дельта-функции. Решая соответствующее функ-
циональное уравнение и используя выражения γ, δ, Λ через параметр
λ, получаем полезные соотношения:

∫

Γ

q(λ) exp
(
± iΛx

2

)
dλ = 0,

q(λ) =
(
γδ2, γ3δ, γδ, γ3, γ2, δ2, δ

)
; (6.2.21)∫

Γ

q(λ) exp
(
± iΛx

2

)
dλ = 8πδ(x),

q(λ) =
(−γ2δ, γ4, −γ2δ2, γ4δ, −δ3, −δ3γ2, γ4δ2

)
. (6.2.22)

Для вывода уравнений обратной задачи рассеяния выразим из урав-
нений (6.2.4) поле Ψ(x,λ) через ϕ(x,λ), ϕ(x,λ) и разделим полученное
уравнение на коэффициент a(λ):

Ψ(x,λ)

a(λ)
= − b(λ)

a(λ)
ϕ(x,λ) + ϕ(x,λ).

Вычтем из левой и правой части этого уравнения выражение(
1
0

)
exp
(
− iΛ

2
x
)
,
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умножим результат на

exp
(
− iΛ

2
z
)

(z < x),

а затем последовательно на γδ, γ2, δ, γ2δ. Проинтегрируем полученные
равенства по контуру Γ1, который охватывает область D1 и состоит из
контура Γ (за исключением четверть окружностей бесконечно малого
радиуса вокруг сингулярных точек λ = ±1) и бесконечно удаленного
контура (см. рис. 6.1). С учетом свойства аналитичности функций
Ψ(x,λ) exp (−iΛx/2), a(λ) в области D1 и соотношения

Ψ(x,λ)

a(λ)
→
(
1
0

)
exp
(
− iΛx

2

)
при |λ| → ∞

интеграл в левой части каждого из равенств может быть вычислен с по-
мощью леммы Жордана: он равен произведению 2πi на сумму вычетов
подынтегрального выражения в нулях функции a(λ). При интегриро-
вании правых частей равенств используем формулы (6.2.21), (6.2.22)
и редукции (6.2.7), (6.2.20). В итоге, находим систему интегральных
уравнений обратной задачи рассеяния:

x∫
−∞

ds
[
K2(x, s)F

(
γδ2, s+ y

)
+K3(x, s)F

(
γ3δ, s+ y

)
+

+K4(x, s)F (Λγδ, s+ y)] +
(
1
0

)
F (γδ,x+ y) +K1(x, y) = 0; (6.2.23)

x∫
−∞

ds
[
K1(x, s)F

(
γ3, s+ y

)
+K3(x, s)F

(
γ4, s+ y

)
+

+K4(x, s)F
(
Λγ2, s+ y

)]
+

+
(
1
0

)
F
(
γ2,x+ y

)
+K2(x, y)−K3(x, y) = 0; (6.2.24)

x∫
−∞

ds
[
K1(x, s)F (γδ, s+ y) +K2(x, s)F

(
δ2, s+ y

)]
+

+K3(x, y) = 0; (6.2.25)
x∫

−∞
ds
[
K1(x, s)F

(
γ3δ, s+ y

)
+K2(x, s)F

(
γ2δ2, s+ y

)]
+

+K2(x, y)−K3(x, y) + 2i ∂yK4(x, y) = 0, (6.2.26)

которая связывает ядра

Ki(x, y), Ki(x, y) = −iσ2K
∗
i (x, y), i = 1, 2, 3, 4



332 Гл. 6. Нелинейные волны и солитоны в системе двух подрешеток

с ядрами F (ξ(λ),x):

F (ξ(λ),x) = i

4

∑
n

bnξn

an
exp
(
− iΛ (λn)

2
x
)

+

+ 1
8π

∫

Γ

b(λ)

a(λ)
ξ(λ) exp

(
− iΛ(λ)

2
x
)

dλ, (6.2.27)

где an = ∂λa(λ)
∣∣
λ→λn

. Анализ показывает, что из-за усло-
вия b (λ = 1) = b (λ = −1) = 0 (см. (6.2.6), (6.2.7)) уравнения
(6.2.23)–(6.2.27) не содержат сингулярных членов.

Отметим, что простота получения уравнений связана с тем, что
область I есть фактор-пространство: I = Γ/G — главное расслоение
многообразия Γ по дискретной группе преобразований G с генератора-
ми q1, q2. Это обстоятельство позволяет использовать преобразование
Фурье на R и приводит к интегральным уравнениям обратной задачи
рассеяния.

Эволюционная зависимость данных рассеяния дается простыми
уравнениями:

∂ta = ∂tλn = 0, ∂tb(λ) = iγ2(λ)b(λ), ∂tbn = iγ2 (λn) bn. (6.2.28)

Начальное условие

M1(x, t = 0), M2(x, t = 0), ∂tM1(x, t)
∣∣∣
t=0

, ∂tM2(x, t)
∣∣∣
t=0

определяет данные рассеяния в начальный момент времени (при t = 0)
в результате решения прямой задачи рассеяния. Из уравнений
(6.2.28) получим зависимость этих данных от времени, а по форму-
лам (6.2.27) найдем ядра F (ξ(λ),x, t). Решение уравнений типа
Гельфанда–Левитана–Марченко (6.2.23)–(6.2.26) определяет Ki(x, y, t)
и явный вид l(x, t) по формуле (6.2.11).

Многосолитонные решения уравнений ферримагнетика отвечают
случаю b(λ) = b(λ) ≡ 0 и будут обсуждаться в следующем разделе.

6.3. Солитоны в ферримагнетике

То, что ищешь, найдешь, только
обыскав все.

Закон Буба

Метод обратной задачи рассеяния позволяет полностью проинте-
грировать модель ферримагнетика при равновесных распределениях
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намагниченности на бесконечности, но он не является единственным
способом получения точных решений. Для физических приложений
часто интересны решения с другой асимптотикой. Хотя и в этом случае
изложенный метод формально применим, решение прямой и обратной
задач затруднено из-за отсутствия аналога преобразования Фурье,
треугольного представления, сложностей с определением зависимостей
ядер преобразования от спектрального параметра λ. Модифицирован-
ная схема — метод «одевания» с помощью задачи Римана — обладает
необходимой универсальностью и эффективностью. Чтобы применить
эту схему к нашему случаю, введем новые фундаментальные матрицы
решений Ψ1,Ψ2:(

Ψ−1
1

)
α1 = a−1(λ)ϕα(λ) exp

(
iΛ

2
x
)
,
(
Ψ−1

1

)
α2 = a−1(λ)Ψa exp

(
− iΛ

2
x
)
;

(Ψ2)α1 = Ψα(λ) exp
(

iΛ

2
x
)
, (Ψ2)α2 = ϕα(λ) exp

(
− iΛ

2
x
)
.

Из (6.2.3), (6.2.4) следует, что на контуре Γ они удовлетворяют
условиям:

Ψ1Ψ2 = T0(λ)G0(λ)T−1
0 (λ) ≡ G(λ); G0(λ) =

(
1 b0(λ)

−b0(λ) 1

)
;

Ψ†
2 (λ∗) = Ψ1(λ) (λ ∈ Γ),

(6.3.1)
где b0(λ) = b(λ, t = 0), b0(λ) = b(λ, t = 0),

T0(λ) = exp
[

i

2
(−Λx+ γ2t)σ3

]
есть частное решение уравнений (6.1.10) при l0 = (0, 0, 1). Тогда ре-
шение обратной задачи рассеяния сводится к решению задачи Римана,
т. е. к нахождению матриц Ψ1 и Ψ2, аналитических в областях D1 и D2,
и удовлетворяющих на контуре Γ условию сопряжения (6.3.1). В таком
виде метод допускает обобщения и приводит к способу построения
новых решений уравнений (6.1.9), (6.1.10) по произвольному частному
решению T0, U0, V0 этих уравнений.

Матрицы нового решения T1, T2, U , V определяются с помощью
калибровочного преобразования (преобразования Дарбу), осуществля-
емого матрицами Ψ1, Ψ2:

T1 = Ψ−1
1 (λ)T0(λ), T2 = Ψ2(λ)T0(λ);

U = (∂tΨ2 + Ψ2U0)Ψ−1
2 =

(
∂tΨ−1

1 + Ψ−1
1 U0

)
Ψ1; (6.3.2)

V = (∂xΨ2 + Ψ2V0)Ψ−1
2 =

(
∂xΨ−1

1 + Ψ−1
1 V0

)
Ψ1. (6.3.3)

Матричные функции Ψ1, Ψ2 являются решениями задачи Римана
(6.3.1) на контуре Γ с заданной матрицей G0(λ) и матрицей T0, соот-
ветствующей частному решению l0(x, t).
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Из алгебраической структуры U–V -пары следует возможность ка-
нонической нормировки функций задачи Римана:

Ψa (λ =∞) = I (a = 1, 2).

Редукция (6.2.5) запишется в виде:

Ψ2
(
λ−1) = l̂Ψ2(λ)l̂0 ≡ Ψ2 (λ = 0) l̂0Ψ2(λ)l̂0.

Солитонным решениям отвечает выбор G0(λ) = I. Тогда |a(λ)| = 1
на Γ и функция a(λ) ≡ as(λ) определяется своими нулями и полюсами:

as(λ) =
N∐

i=1

(
λ− λi

λ− λ∗
i

)(
λ− λ−1

i

λ− (λ∗
i )

−1

)
. (6.3.4)

Построим мероморфные в комплексной λ-плоскости матричные
функции Ψ1(λ) и Ψ2(λ), вырожденные в нулях и полюсах коэффици-
ента a(λ) соответственно:

detΨ1(λ) = a(λ), det Ψ2(λ) = a∗ (λ∗).

Для «затравочного» решения l0 = (0, 0, 1) (l̂0 = σ3), используя проце-
дуру, аналогичную изложенной в главе 3, мы нашли

(Ψ1)α β = δα β −
2 N∑

i, j=1

(mi)α (m∗
j )β

λ− λ∗
i

∂ ln det a

∂aji
,

Ψ2 (λ) = Ψ†
1(λ

∗),

(6.3.5)

где a — матрица с элементами aij = (m∗
i ·mj)

(
λi − λ∗j

)−1
,

mk = T0 (λ∗k) ck; (6.3.6)

λk+N = λ−1
k , mk+N = l̂0 mk (k = 1, 2, . . . ,N), (6.3.7)

ck — произвольные постоянные двумерные векторы. Зависимость
(6.3.6) с «затравочным» решением системы (6.2.1):

T0(λ) = exp
[

iλσ3

(1− λ2)2
(
2λt+

(
1 + λ2)x)]

обеспечивает отсутствие «лишних» полюсов в формулах (6.3.2), (6.3.3)
в точках λ = λi, λ∗i .

В общем случае, когда G0(λ) �= I, матричные функции Ψ1(λ), Ψ2(λ)
факторизуются в виде:

Ψ1(λ) = Ψ(0)
1 (λ)ϕ1(λ), Ψ2(λ) = ϕ2(λ)Ψ(0)

2 (λ).
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Здесь Ψ(0)
1,2(λ) определяются формулами (6.3.5)–(6.3.7), а ϕ 1(λ) и ϕ2(λ)

являются аналитическими матричными функциями в областях D1
и D2. Упрощение решения задачи Римана вносится редукцией

Ψ†
2 (λ∗) = Ψ1(λ) (λ ∈ Γ)

и соотношением

Ψ−1
1 (λ) = σ2ΨT

1 (λ)σ2 [det Ψ1(λ)]−1 .

Так же, как в разд. 2.9.1, применяя теорему Коши, находим для
ϕ2(λ) замкнутое интегральное уравнение типа Фредгольма (λ ∈ D2):

ϕ2(λ) = I + 1
2πi

∫

Γ

σ2 ϕ
∗
2 (λ

′)σ2[I −G(λ′)]
(λ′ − λ) detϕ1(λ

′)
dλ′, (6.3.8)

где

G(λ) = Ψ(0)
2 (λ)T0(λ)G0(λ)T−1

0 (λ)
[
Ψ(0)

2 (λ)
]−1

.

При этом функция det ϕ1(λ) выражается через det G0(λ). Действи-
тельно, из (6.3.1) следует, что |det ϕ1(λ)| = √det G0(λ) . Фаза функ-
ции det ϕ1(λ) определяется через ее модуль с помощью дисперсион-
ного соотношения для ln detϕ1(λ). Формулы (6.3.5), (6.3.8) позволяют
по частному решению l0(x, t) построить Ψa(x, t) и, следовательно,
найти l(x, t):

l̂ = Ψ2(λ = 0) l̂0. (6.3.9)

Наиболее трудная часть этой процедуры — построение матричной
функции T0(x, t,λ) — просто решается, когда l0(x, t) зависит только
от одной переменной t (или x). Тогда уравнения (6.1.10) элементар-
но интегрируются с помощью калибровочного преобразования, кото-
рое диагонализует матрицу V (или U). Отметим, что представленная
процедура «одевания» приводит к широкому классу точных решений,
но не исчерпывает многообразия всех решений. Причина состоит в том,
что для некоторых «затравочных» решений аналитические свойства
матричных функций Ψ1(λ), Ψ2(λ) формулируются на римановых по-
верхностях рода g � 1. В этом случае матричная задача Римана требует
отдельного обсуждения. Одна из таких задач рассмотрена в гл. 3,
другая — в гл. 9.

Приведем односолитонное решение модели (6.1.8), полученное «оде-
ванием» частного решения l0 = (0, 0, 1):

l1 + i l2 = − e−iS

τ sin ε sh ρ

[
sin(ε+ iρ) ey − sin(ε− iρ) e−y

]
,

l3 = 1− 2
τ
, τ = ch2 y

sin2 ε
+ sh2 y

sh2 ρ
,

S + i y = β

sh2(ρ− iε)
[x ch (ρ− iε) + c t] ,

(6.3.10)
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где ρ �= 0, ε �= 0, π — произвольные вещественные постоянные
(λ1 = exp(ρ+ iε) ∈ D1). Здесь мы вернулись к исходным размерным
переменным и опустили постоянные, связанные с инвариантностью
уравнения (6.1.8) относительно пространственно-временных транс-
ляций.

Решение (6.3.10) описывает прецессионный солитон. В системе
координат, движущейся со скоростью солитона

V = − 2 c cos ε ch ρ

cos2 ε+ ch2 ρ

векторы l, m совершают неоднородную прецессию вокруг оси n =
= (0, 0, 1) с частотой ω = ∂tS + V ∂xS. Проекция l3 принимает значение
cos 2ε в центре солитона и стремится к равновесному значению l3 = 1

на бесконечности. Поведение комбинации l⊥ =
√
l21 + l22 меняется в за-

Рис. 6.2. Компоненты вектора антиферромагнетизма при sin2 ε > 1/2 (а),
при (2−√

2 )/4 < sin2 ε � 1/2 (б), при sin2 ε � (2−√
2 )/4 (в)
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висимости от величины ε (см. рис. 6.2). На рис. 6.2а, б:

y± = ±Arcsh

√
− sh2 ρ cos 2ε

sh2 ρ+ sin2 ε
, ỹ± = ±Arcsh

√
sh2 ρ [(4 + 2

√
2 ) sin2 ε− 1]

sh2 ρ+ sin2 ε
,

где значения ε таковы, что подкоренные выражения неотрицательны.
Выразим ширину солитона: d = (2 ∂xy)

−1 через его физические
параметры — скорость и частоту прецессии:

d = 1− V 2c−2

β

√
1− V 2c−2 − (1 + 2ωβ−1c−1)2

. (6.3.11)

Из (6.3.11) следует, что локализованное возбуждение (6.3.9) существу-
ет только при условии

V 2 < c2
[
1−
(
1 + 2ω

βc

)2]
.

Нетрудно показать, что граница области существования солитона со-
ответствует закону дисперсии линейных квазиакустических магнонов,
записанному в системе отсчета, движущейся с групповой скоростью
магнонов.

В случае неподвижного солитона (при ε = π/2):

τ = ch2 y + sh2 y

sh2 ρ
, y = 2βx sh ρ

ch2 ρ
, S = − βc t

ch2 ρ
.

Проекции намагниченностей подрешеток M1, M2 на ось Ox3 приве-
дены на рис. 6.3. Поведение намагниченности каждой из подрешеток
качественно совпадает с решением в изотропном ферромагнетике. Ин-
тересно, что в центре солитона из-за неэквивалентности подрешеток
ферримагнетика образуется область перемагничивания.

В пределе ρ→ 0 решение (6.3.10) вырождается в прецессирующий
алгебраический солитон, которому отвечает не экспоненциальная за-
висимость от координаты x, а степенная:

l3 = 1− 2
τ
, l1 + i l2 = −2

τ
ctg ε e−iS [y sin ε+ i cos ε],

τ = y2 + 1

sin2 ε
, S = − β

sin2 ε
[x cos ε+ c t],

y = β

sin4 ε

[
x sin ε

(
1 + cos2 ε

)
+ c t sin 2ε

]
.

При этом вид графиков для l3 и l⊥ на рис. 6.2 качественно не меняется.
Общее N -солитонное решение модели (6.1.8) определяется задани-

ем 2N нулей функции a(λ) и постоянных векторов ck. Оно описывает
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Рис. 6.3. Проекции на ось Ox3 намагниченностей подрешеток; sh ρ > 1,
ε = π/2, χ =

(
M 2

01 −M 2
02

) [
2
(
M 2

0 1 +M 2
0 2

)]−1
> 0

последовательность парных столкновений N локализованных волн ти-
па (6.3.10).

Обсудим справедливость приближений, использованных при пере-
ходе от (6.1.2) к (6.1.4), (6.1.5). Длинноволновое приближение ограни-
чивает ширину солитона d:

a

d
= a |β sin ε sh ρ|

(
ch2 ρ+ cos2 ε

ch2 ρ− cos2 ε

)
� 1.

Из непосредственных вычислений следует, что условие m2 � l2
эквивалентно неравенству

|M 2
01 −M 2

02|
2 (M 2

01 +M 2
02)

[
1 +
(

ch2 ρ sin2 ε− sh2 ρ cos2 ε

ch2 ρ− cos2 ε

)2
]
� 1.

Оба неравенства справедливы, например, при sh ρ > 1.

6.4. Элементарные возбуждения в ферримагнетике

Радости естествоиспытателя: зади-
рать юбки природе.

Ж. Ростан

Возможность полного описания динамики ферримагнетика связана
с тем обстоятельством, что система (6.1.8) имеет бесконечный набор
законов сохранения. В данном разделе мы устанавливаем связь важ-
нейших из них — энергии, импульса и полного магнитного момен-
та — с данными рассеяния. Это позволяет полностью проанализировать
спектр и дисперсионные законы всех нелинейных возбуждений в фер-
римагнетике.
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Для получения законов сохранения используются асимптотические
формулы следов. Представим первую компоненту функции Йоста ϕ
в виде

ϕ1 = exp

(
− iΛ

2
x+

x∫
−∞

χ(y,λ) dy

)
.

Функция χ(x,λ) вследствие (6.2.1) удовлетворяет уравнению типа Рик-
кати:

− Λ2

4
− iχΛ + χ2 + detV +

(
iΛ

2
− χ
)
∂xV12

V12
−

− ∂x

(
V11

V12

)
V12 + ∂xχ = 0. (6.4.1)

Поскольку при x → +∞ ϕ1 exp(iΛx/2) стремится к a(λ) (см. (6.2.2),
(6.2.4)) и функция a(λ) не зависит от времени, величина χ (λ,x)
является плотностью интегралов движения:

ln a(λ) =
+∞∫
−∞

χ(x,λ) dx. (6.4.2)

Из разложения χ(x,λ) в асимптотические ряды по степеням λ−1,
λ ± 1 и уравнения (6.4.1) получаем три дискретных серии интегралов
движения. Используя параметризацию l = (sin θ cosΨ, sin θ sin Ψ, cos θ),
приведем некоторые из них:

λχ(λ)
∣∣∣
λ→∞

= i
(
∂tΨ sin2 θ + cos θ − 1

)
; (6.4.3)

χ (λ = 1) = i

4

[
(∂tθ + ∂xθ)

2 + sin2 θ (∂tΨ + ∂xΨ)2 +

+ 2 (cos θ − 1) ∂xΨ
]
; (6.4.4)

χ (λ = −1) = − i

4

[
(∂tθ − ∂xθ)

2 + sin2 θ (∂tΨ− ∂xΨ)2−
− 2 (cos θ − 1) ∂xΨ

]
. (6.4.5)

Уравнениям движения (6.1.8) соответствует плотность функции
Лагранжа:

L = (cos θ − 1) ∂tΨ+

+ 1
2

[
(∂tθ)

2 − (∂xθ)
2 + (∂tΨ)2 sin2 θ − (∂xΨ)2 sin2 θ

]
. (6.4.6)

Циклической координате Ψ отвечает плотность канонического им-
пульса

pΨ = ∂L

∂ (∂tΨ)
= ∂tΨ sin2 θ + cos θ − 1
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и интеграл движения

N =
+∞∫
−∞

pΨ(x) dx. (6.4.7)

С помощью функции Лагранжа стандартной процедурой [17, 18]
находим выражения для энергии E и полевого импульса P ферримаг-
нетика:

E =
∫

dx
(

∂L

∂(∂tθ)
∂tθ + ∂L

∂(∂tΨ)
∂tΨ− L

)
=

=
∫

dx
[
(∂tθ)2 + (∂xθ)2 +

(
(∂tΨ)2 + (∂xΨ)2

)
sin2 θ

]
;

P =
∫

dx
(

∂L

∂(∂tθ)
∂xθ + ∂L

∂(∂tΨ)
∂xΨ

)
=

=
∫

dx [∂tθ ∂xθ + ∂tΨ ∂xΨ + (cos θ − 1)∂xΨ].

Выразим энергию E ферримагнетика, полевой импульс P и ве-
личину N через данные рассеяния. С этой целью введем аналити-
ческую в области D1 функцию ln a1(λ) ≡ ln[a(λ)/as(λ)], где меро-
морфная (солитонная) функция as(λ) определяется формулой (6.3.4).
Используя теорему Коши и дисперсионные соотношения (см. п. 2.5),
получаем (λ ∈ D1):

ln a1(λ) = 1
2πi

∫

Γ

ln a1(λ
′)

λ′ − λ
dλ′ = 1

πi

∫

Γ

ln |a1(λ
′)|

λ′ − λ
dλ′;

ln a(λ) = ln
N∏

i=1

(
λ− λi

λ− λ∗
i

)(
λ− λ−1

i

λ− λ∗−1
i

)
−

− 2
iπ

π∫

0

λ ln |a (exp(iϕ))| sinϕ
(exp(−iϕ) − λ) (exp(iϕ) − λ)

dϕ−

− 1
iπ

1∫

−1

ln |a(λ′)|
(

1
λ′ − λ

− 1
λ′ (1− λλ′)) dλ′.

(6.4.8)

Тогда из (6.4.2)–(6.4.8) находим:

N = −iλ ln a(λ)
∣∣∣
λ→∞

= −
1∫

−1

N(λ) dλ+

+
π∫

0

N(ϕ) dϕ− 4
N∑

i=1

sin εi sh ρi; (6.4.9)
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E = i ln a(λ = −1)
a(λ = 1)

=
1∫

−1

Ea(λ)N(λ) dλ+

+
π∫

0

N(ϕ)Eop(ϕ) dϕ+ 4
N∑

i=1

arctg
(

sin εi

sh ρi

)
; (6.4.10)

P = −i ln [a(λ = 1)a(λ = −1)] = −
1∫

−1

Pa(λ)N(λ) dλ+

+
π∫

0

N(ϕ)Pop(ϕ) dϕ+ 4
N∑

i=1

arctg (cth ρi tg εi) . (6.4.11)

Здесь использована параметризация λk = exp (ρk + iεk) ∈D1 и введены
обозначения:

N(λ) = 1

πλ2

(
λ2 − 1

)
ln |a(λ)|, N(ϕ) = 2

π
sinϕ ln |a(λ = exp(iϕ))|,

Ea(λ) = γ2(λ), Eop(ϕ) = −γ2(λ = exp(iϕ)) = 1

sin2 ϕ
,

Pa(λ) = Λ(λ), Pop(ϕ) = Λ(λ = exp(iϕ)) = cosϕ

sin2 ϕ
.

Отметим, что из (6.2.6), (6.2.7) следуют соотношения

|a(λ)|2 + |b(λ)|2 = 1 (−1 � λ � 1) ; |a(λ)|2 − |b(λ)|2 = 1 (λ = exp(iϕ)),

которые гарантируют положительность величин N(λ), N(ϕ).
Для интерпретации законов сохранения (6.4.9)–(6.4.11) рассмотрим

слабовозбужденные состояния модели (6.1.8):

l1 + i l2 ≈
+∞∫
−∞

∑
p=1,2

ξp(k) exp (iωpt+ i kx) dk, |ξp(k)| � 1;

l3 ≈ 1,

(6.4.12)

с дисперсионным уравнением
(
ω2 − k2)2 − ω2 = 0, отвечающим квази-

акустической (голдстоуновской) и квазиоптической модам колебаний:

ω1(k) = 1
2

(√
1 + 4k2 − 1

)
; ω2(k) = 1

2

(
1 +
√

1 + 4k2
)
. (6.4.13)

Для линейных мод (6.4.12) из прямой задачи рассеяния по формуле

b(λ) = ϕ2 exp
(
− iΛ(λ)

2
x
) ∣∣∣

x→∞



342 Гл. 6. Нелинейные волны и солитоны в системе двух подрешеток

получаем:

b(λ) ≈ π i
∑

p=1,2

ξp(k) exp (it ωp(k)) [γ(λ)ωp(k) + (δ(λ)− 1) k] ,

где k = Λ(λ). Выражая λ через k, нетрудно убедиться, что в ин-
тегралы движения (6.4.9)–(6.4.11) при λ ∈ [−1, 1] дает вклад только
акустическая мода колебаний, при λ = exp(iϕ), ϕ ∈ [0,π] — оптиче-
ская. Следовательно, первые два члена в (6.4.9)–(6.4.11) отвечают
аддитивному вкладу линейных мод намагниченности: оптической ветви
(с плотностью магнонов N(ϕ)) и акустической ветви (с плотностью
магнонов N(λ)), которые удовлетворяют дисперсионным уравнениям:

E2
a + Ea − P 2

a = 0; E2
op − Eop − P 2

op = 0.

Остальные слагаемые в формулах (6.4.9)–(6.4.11) отвечают вкладам
солитонов.

Выразим энергию отдельного солитона Es через его импульс Ps

и интеграл движения
Ns = 4 sin ε sh ρ,

физический смысл которого выяснится в ходе дальнейшего обсужде-
ния. В результате имеем:

Es = 4 arctg
[

Ns

8 cos2(Ps/4)

(√
1 + 16

N 2
s

sin2(Ps/2) − 1
)]
. (6.4.14)

В пределе Ps → 0 выражение (6.4.14) переходит в закон дисперсии Ns

линейных голдстоуновских мод с квазиимпульсом Ps/Ns (см. (6.4.13)):

Es ≈ Ns

2

(√
1 + 4 (Ps/Ns)

2 − 1
)
.

Поэтому солитон ферримагнетика можно трактовать как связанное
состояние большого числа Ns квазиакустических магнонов. Простые
вычисления показывают, что при конечных значениях Ps и Ns энер-
гия Es/Ns на один связанный магнон меньше энергии свободного
магнона при том же фиксированном импульсе Ps/Ns на одну квазича-
стицу.

Отметим, что «бесщелевой» характер солитонов приводит к возмож-
ности их возбуждения тепловыми флуктуациями или высокочастотным
магнитным полем.

Из периодической зависимости энергии солитона от импульса сле-
дует, что физически различным состояниям солитона соответствуют
значения импульса в интервале 0 � P � 2π. В исходных размерных
переменных энергия и импульс солитона содержат множители:

E0 = β

2

(
M2

01 +M2
02

)
(α1 + α2 − 2α3) , P0 = E0

c
,
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и потому пропорциональны разности намагниченностей подрешеток
ферримагнетика (см. определение в (6.1.6)).

Дальнейшие исследования [19] показали, что при учете энергии
одноосной анизотропии появляются новые типы решений — доменные
границы. Кроме того, в такой системе найдены двух- и трехмерные
динамические солитоны с конечной энергией.

Итак, в настоящем разделе показано, что интегралы движения
сильновозбужденных состояний ферримагнетика могут быть представ-
лены в виде аддитивных вкладов от трех независимых типов возбуж-
дений: квазиоптических и квазиакустических магнонов и солитонов.
Солитоны могут интерпретироваться как связанные состояния большо-
го числа магнонов.

Отметим также определенную универсальность интегрируемой мо-
дели (6.1.8). Она описывает не только динамику ферримагнетика,
но и, например, нелинейные спиновые волны в жидком гелии [20].
В следующем разделе мы применим эту модель для анализа двумерных
волн намагниченности в гейзенберговском ферромагнетике.

6.5. Двумерные волны прецессии
в изотропном ферромагнетике

Я знаю от чего я бегу, но не знаю,
чего я ищу.

Монтень

Интересно и важно, что свойство интегрируемости нелинейного
уравнения не теряется после комплекснозначных масштабных преоб-
разований пространственно-временных координат, хотя тип уравнения
и характер его решений после таких преобразований, конечно, изме-
няются. В настоящем разделе, основанном на результатах наших ра-
бот [3, 21], показано, как посредством комплексных замен переменных
уравнения одномерной динамики ферримагнетика могут быть преоб-
разованы к модели, пригодной для анализа двумерных распределений
намагниченности в изотропном ферромагнетике.

Будем рассматривать распределения намагниченности, структура
и динамика которых описывается уравнением Ландау–Лифшица:

∂tS =
[
S × (∂2

xS + ∂2
yS
)]

, S2 = 1. (6.5.1)

Хотя к настоящему времени не установлена полная интегрируемость
уравнения (6.5.1), метод обратной задачи рассеяния был успешно при-
менен для описания динамики аксиально-симметричных распределений
S(r, t) [22] (см. гл. 2). Доказано отсутствие локализованных в про-
странстве волн намагниченности с радиальной симметрией. Любое
локализованное в начальный момент времени распределение намагни-
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ченности, зависящее только от расстояния от оси симметрии, расплы-
вается с течением времени.

В этом разделе показано, что уравнение (6.5.1) допускает широкий
класс точных решений вида

S = S (x, τ ) , τ = y − α t, (6.5.2)

где α — постоянный параметр. При значении α = 0 распределе-
ния (6.5.2) описывают двумерные инстантоны и нелинейные тополо-
гические дефекты — дисклинации в изотропных ферро- и антиферро-
магнетиках [3, 21, 23]. Далее ограничимся обсуждением двумерных
прецессионных волн, которые, в отличие от аксиально-симметричных
волн работы [22], сохраняют свою форму с течением времени. При вза-
имодействиях прецессионных волн друг с другом выполняется аналог
асимптотического принципа суперпозиции.

Нелинейная динамика двумерных волн намагниченности вида
(6.5.2) определяется уравнением

α∂τS +
[
S × (∂2

xS + ∂2
τS
)]

, S2 = 1. (6.5.3)

Двумерное динамическое уравнение (6.5.3) и U–V -пару для него:

∂xχ = V (λ)χ, ∂τχ = U(λ)χ, (6.5.4)
∂xU(λ)− ∂τV (λ) + [U(λ), V (λ)] = 0

получаем из уравнения (6.1.8) одномерной динамики ферримагнетика
и соответствующей ему U–V -пары (6.1.11)–(6.1.14) после формальной
замены:

τ = t

α
, x̃ = x

iα
, l = S, λ = −i λ̃.

Далее опускаем значок «тильда» над новыми переменными. Матри-
цы U(λ) и V (λ) имеют вид

V (λ) = −
(
γA+ δB − iα

2
ΛŜ
)
,

U(λ) = −
(
δA− γB + iαγ2

2
Ŝ

)
,

(6.5.5)

где

A = i

2
[S× ∂τS]a σa, B = i

2
[S× ∂xS]a σa, Ŝ = Saσa (a = 1, 2, 3).

(6.5.6)
Коэффициенты γ, δ, Λ — функции спектрального параметра λ:

δ(λ) = 2

1 + λ2
, γ(λ) = 2λ

1 + λ2
, Λ(λ) = 2λ (1− λ2)

(1 + λ2)2
, (6.5.7)
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удовлетворяющие связям

δ2 − 2δ + γ2 = 0, Λ = γ (δ − 1).

Воспользуемся методом «одевания» для интегрирования моде-
ли (6.5.3). Из представления (6.5.4), (6.5.5)–(6.5.7) следует, что
матрица Skσk выражается через матричную функцию χ (λ = 0):

Ŝ ≡ Skσk = χ(λ = 0). (6.5.8)

Выполнение условий S∗
k = Sk, S2 = 1 гарантируют дополнительные

ограничения на выбор решений χ(λ):

χ† (λ∗) = χ−1(λ), χ(λ =∞) = I;

χ
(−λ−1) = Ŝ χ(λ),

(6.5.9)

которые не противоречат системе (6.5.4), (6.5.5)–(6.5.7).
Изложим процедуру нахождения солитонных решений модели

(6.5.3). Путь S(0) есть некоторое частное решение модели (6.5.3),
а χ0(λ) — соответствующее ему решение вспомогательной системы
(6.5.4). Представим новое решение модели (6.5.3) в форме

χ(λ) = Ψ−1
1 (λ)χ0(λ), χ(λ) = Ψ2(λ)χ0(λ),

где матричные функции Ψ1,2(λ) мероморфны в комплексной λ-плоско-
сти. На вещественной λ-оси они связаны условием сопряжения:

Ψ1(λ)Ψ2(λ) = I, Ψ2(λ) = Ψ†
1(λ).

Кроме того, из (6.5.4), (6.5.9) следует, что эти функции удовлетворяют
канонической нормировке

Ψ1,2(λ =∞) = I

и нелинейной редукции:

Ψ2
(−λ−1) = Ψ2(λ = 0)Ŝ(0)Ψ2(λ)Ŝ(0),

Ψ1
(−λ−1) = Ŝ(0)Ψ2(λ)Ŝ(0)Ψ1(λ = 0).

С помощью такой же техники, что и в гл. 3, нетрудно найти общее
решение сформулированной задачи Римана:

(Ψ1(λ))αβ = δαβ −
2N∑

i,j=1

(mi)α (mj)
∗
β

λ− λ∗
i

∂ ln det d

∂dji
, α,β = 1, 2;

Ψ2(λ) = Ψ†
1 (λ∗).

(6.5.10)
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Здесь d — матрица с элементами

dij = (m∗
i ·mj)

(
λi − λ∗j

)−1
, mk+N = Ŝ(0)mk, mk = χ0 (λ∗k) ck,

λk+N = −λ−1
k , λk — комплексные числа, ck — произвольные постоян-

ные комплексные векторы, k = 1, 2, . . . ,N .
Согласно (6.5.8), новые точные решения модели (6.5.3) дает соот-

ношение
Skσk = Ψ†

1(λ = 0)Ŝ(0). (6.5.11)

Проанализируем односолитонное решение уравнений Ландау–
Лифшица (6.5.3), полученное «одеванием» тривиального решения этих
уравнений: S(0) = (0, 0, 1) (Ŝ(0) = σ3). В этом случае

χ0(λ) = exp
[
− iαλσ3

(1 + λ2)2
(
2λt− (1− λ2)x)] (λ+ iσ3

λ+ i

)
.

Здесь зависящий от параметра λ множитель введен для выполнения
редукций (6.5.9). Он несущественен для вычисления векторов mk,
так как приводит лишь к изменению произвольных постоянных ck.
По формулам (6.5.10), (6.5.11) находим:

S1 + iS2 = −2μ−1 exp [i (k1ξ + k2η − Ωt)]×
× (th ρ shn+ i ctg δ chn) ,

S3 = 1− 2
μ
; μ = ch2 n

sin2 δ
− sh2 n

ch2 ρ
, n = 1

2d
[ξ − V t] ,

d = cos2 δ + sh2 ρ

2α sin δ ch ρ
, (k1, k2) = α(− cos δ sh ρ, 1)

sh2 ρ+ cos2 δ
,

Ω = α2(ch2 ρ+ sin2 δ − 2 ch2 ρ sin2 δ)

(sh2 ρ+ cos2 δ)2
.

(6.5.12)

Здесь ρ, δ — вещественные параметры (λ1 = exp(ρ+ iδ) �= i), ξ = (q · r),
η = (p · r) — новые координаты в плоскости xOy, q и p — два взаимно
перпендикулярных единичных вектора:

q = (sh2 ρ+ cos2 δ)−1(sh2 ρ− cos2 δ,−2 cos δ sh ρ), p = (q2,−q1).

В плоскости xOy рассмотрим полоску шириной d, ограниченную
двумя прямыми, перпендикулярными вектору q, которая движется
с постоянной скоростью V = αq2. Вне этой полоски распределение
намагниченности, определяемое из (6.5.12), близко к равновесному
значению: S ≈ (0, 0, 1). Хотя протяженность солитона (6.5.12) в направ-
лении q не ограничена и, следовательно, его полная энергия должна
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быть бесконечной, рассмотрение подобных решений представляет ин-
терес, так как позволяет выяснить свойства физически реализуемых
солитонов достаточно большой длины.

При перемещении вдоль любой прямой в плоскости xOy, парал-
лельной вектору q (η = const), двумерный солитон (6.5.12) качественно
напоминает одномерный солитон, рассмотренный в гл. 2. В этом се-
чении в системе координат, движущейся вместе с волной, вектор S
совершает прецессию вокруг оси Oz с частотой ω = Ω − k1V , причем
компонента S3 и начальная фаза прецессии являются функциями от
переменной ξ − V t. Начальная фаза прецессии ϕ0 описывается суммой
линейной функции от ξ − V t и функции типа перегиба:

ϕ0 = k2η + k1(ξ − V t) + arctg(ctg δ cth ρ cthn).

График зависимости S3 от ξ − V t имеет вид «ямки», края которой
при |ξ − V t| → ∞ стремятся к значению S3 → 1. В центре солитона S3
достигает своего минимального значения, S3 = cos 2δ. При δ = π/2
(ρ �= 0) скорость солитона обращается в нуль, а распределение на-
магниченности в центре солитона близко к другому равновесному
значению, S ≈ (0, 0,−1).

В отличие от одномерного солитона волна (6.5.12) не однородна
в направлении, перпендикулярном q. В сечении, перпендикулярном q,
решение (6.5.12) описывает нелокализованную волну прецессии, кото-
рая бежит по указанной выше полоске в плоскости xOy, как по свое-
образному волноводу (рис. 6.4). В системе координат, движущейся со
скоростью V q, частота бегущей волны и ее волновой вектор соответ-
ственно равны ω и k.

С уменьшением параметра δ ширина солитона d неограниченно уве-
личивается, его скорость V и волновой вектор k стремятся к конечным

Рис. 6.4. Распределение намагниченности в двумерном прецессионном со-
литоне



348 Гл. 6. Нелинейные волны и солитоны в системе двух подрешеток

значениям, а проекция S3 приближается к величине S3 ≈ 1, так что
при любых конечных x и t решение (6.5.12) совпадает со спиновой
волной малой амплитуды с законом дисперсии Ω = k2.

Для двумерного солитона плотность энергии (импульса) и поток
энергии зависят только от переменной ξ − V t, причем плотность им-
пульса и поток энергии разбиваются на два слагаемых. Первое слагае-
мое описывает перенос энергии (импульса) при распространении нели-
нейной волны как целого в направлении q. Второе связано с переносом
энергии (импульса) в поперечном направлении p. Полные энергия E
и импульс P, приходящиеся на единицу длины вдоль направления p,
определяются формулами

E = 4|α sin δ| ch ρ
sh2 ρ+ cos2 δ

, P = 2p ln ch ρ− sin δ

ch ρ+ sin δ
+ 4q arctg(th ρ tg δ).

Мультисолитонные решения описывают рассеяние рассмотренных
выше прецессионных солитонов. Поскольку каждая волна не огра-
ничена в одном направлении, любые две волны всегда пересекаются
в некоторой области плоскости xOy (рис. 6.5). В области пересечения
взаимодействие волн интенсивно, а распределение намагниченности
имеет достаточно сложный вид. Однако на большом расстоянии от
области взаимодействия каждая из нелинейных волн восстанавливает
свою исходную форму и скорость, характерную для односолитонного
возбуждения. Если выделить участок на одной из нелинейных волн
и наблюдать за распределением намагниченности этой волны, то можно
показать, что после каждого прохождения через участок наблюдения
остальных волн системы выделенная волна восстанавливает свою фор-
му и скорость, а изменения ее начальной фазы прецессии и координаты
центра аддитивно суммируются.

Рис. 6.5. Взаимодействие двух прецессионных волн намагниченности

В этом разделе получены основные формулы для точных решений
уравнений Ландау–Лифшица изотропного ферромагнетика, когда на-
магниченность зависит только от переменных x, y − αt. Кроме того,
проанализированы основные черты динамики солитонов, локализован-
ных только в одном направлении.

Г л а в а 7

ПРИМЕНЕНИЕ МАТРИЧНОЙ ЗАДАЧИ РИМАНА

К МАКРОСКОПИЧЕСКОЙ ДИНАМИКЕ

ГОЛДСТОУНОВСКИХ ВОЗБУЖДЕНИЙ

В УПОРЯДОЧЕННЫХ МАГНЕТИКАХ

7.1. Основные интегрируемые модели метода
феноменологических лагранжианов для магнитных

систем

Платоновское выражение, что бог яв-
ляется геометром, сегодня кажется бо-
лее истинным, чем когда-либо. Мы все
яснее видим, что наиболее общая мате-
матическая формулировка одновремен-
но является и физически наиболее пло-
дотворной. . . Математические формулы
эффективно контролируют физические
явления и могут даже привести к их
открытию.

А. Зоммерфельд.
«Пути познания в физике»

В этой главе изложена предложенная нами [1–6] схема ин-
тегрирования уравнений Андреева–Волкова–Марченко–Желтухина
(см. (1.6.19)):

alj ∂tωj,0(x, t)− clj ∂xωj,1(x, t)− bn εlnm ωm,0(x, t)−
− εlnmank ωk,0(x, t)ωm,0(x, t) + εlnmcnk ωk,1(x, t)ωm,1(x, t) = 0. (7.1.1)

Для упрощения записи введены следующие обозначения для форм
Картана:

ωm (A, ∂tA) ≡ ωm,0(x, t), ωm (A, ∂xA) ≡ ωm,1(x, t).

B углах Эйлера (A1,A2,A3) ≡ (θ,ϕ,ψ) матрица g(x, t) ∈ SU(2), эле-
менты матрицы D(x, t) ∈ SO (3) и формы Картана имеют вид:

g =

⎛⎜⎝ exp
[

i

2
(ϕ+ ψ)

]
cos (θ/ 2) i exp

[
i

2
(ψ − ϕ)

]
sin (θ/2)

i exp
[
− i

2
(ψ − ϕ)

]
sin (θ/2) exp

[
− i

2
(ϕ+ ψ)

]
cos (θ/2)

⎞⎟⎠;

∂μg g
† = i

2
σk ωk,μ, μ = 0, 1; g†σpg = σkDkp

(7.1.2)
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или, в более явной записи:

ω1,μ = ∂μϕ sin θ sinψ + ∂μθ cosψ,
ω2,μ = ∂μϕ sin θ cosψ − ∂μθ sinψ,
ω3,μ = ∂μϕ cos θ + ∂μψ.

(7.1.3)

Как отмечалось в гл. 1, уравнения (7.1.1) описывают в обменном
приближении нелинейную динамику длинноволновых спиновых гол-
дстоуновских возбуждений. С обменной симметрией, реализованной
правыми сдвигами на группе SU(2) (g(x, t) → g(x, t)h0, h0 ∈ SU(2)),
связан сохраняющийся ток с плотностью заряда:

Sk0 = Dkn [bn + ani ωi,0],

причем вектор S0 через магнитомеханическое отношение γ определяет
намагниченность среды:

Mk = −h̄γSk0 = −h̄γDkn [bn + ani ωi,0]. (7.1.4)

При определенном выборе параметров aik, cik, bi спонтанного на-
рушения симметрии уравнения (7.1.1) определяют нелинейную ди-
намику ряда магнетиков. В вырожденном случае (det a = det c = 0)
проекционные матрицы оставляют в (7.1.1) только уравнения для двух
независимых голдстоуновских полей. Например, как показано в гл. 1,
при условиях aij = 0, cij = bibj − δijb2 и aij , cij ∝

(
bibj − δijb2

)
урав-

нения (7.1.1) описывают динамику гейзенберговского ферромагнетика
и двухподрешеточного ферримагнетика соответственно.

Далее установлено, что уравнения (7.1.1) при ограничениях

aij ∝ cij , bi = 0 (7.1.5)

или
aij ∝ cij = diag (c1, c1, c3) , b = (0, 0, b3) (7.1.6)

интегрируемы методом обратной задачи рассеяния. При b = 0 прибли-
жение (7.1.6) справедливо для неколлинеарного антиферромагнетика
YMnO3. Остановимся на этом подробнее.

Шестиподрешеточный антиферромагнетик YMnO3 принадлежит
классу веществ с химической формулой AMnO3 (A = Y, Sc, Mo–Lu) —
манганитов [7, 8]. Манганиты относятся к гексагональной сингонии
(пространственная группа C3

6v). Магнитные моменты имеют только
атомы марганца, которые расположены по три в двух чередующихся ба-
зисных плоскостях, смещенных друг относительно друга на полпериода
вдоль гексагональной оси. При упорядочении атомы каждой тройки об-
разуют равносторонний треугольник. Плоскости обоих треугольников
совпадают и образуют угол γ с гексагональной осью (для YMnO3 угол
γ = 90◦). На рис. 7.1 схематически изображено расположение атомов
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Mn и характер спиновой конфигурации в YMnO3. Направления маг-
нитных моментов указаны стрелками. Углы между магнитными момен-
тами — 120◦. Атомы, отмеченные крестиками, сдвинуты относительно
остальных атомов на половину периода вдоль оси, перпендикулярной
плоскости рисунка (гексагональная ось шестого порядка — Ox3). Бо-
лее детально модель магнитной структуры YMnO3 в проекции вдоль
оси Ox3 приведена на рис. 7.2. Атомы марганца отмечены черными
кружочками, атомы кислорода — светлыми.

Рис. 7.1. Направления магнитных моментов атомов марганца в соединении
YMnO3. Пояснения см. в тексте

Рис. 7.2. Модель магнитной структуры соединения YMnO3 в проекции вдоль
оси Ox3. Пояснения см. в тексте

Для соединения YMnO3 явный вид параметров в общем выражении
для феноменологического лагранжиана (1.6.13) приведен в работе [9]:

bi = 0, di,l = 0, aij = Aδij + Bδi3δ3j ,
cik,lm = Λ1δikδl3δm3 + Λ2δi3δk3δl3δm3+

+ (Λ3δik + Λ4δi3δk3) (δl1δm1 + δl2δm2) +
+ Λ5 (δi2δk2δl1δm1 + δi1δk1δl2δm2 − 2 δi2δk1δl1δm2)+

+ Λ6 (δi1δk1δl1δm1 + δi2δk2δl2δm2 + 2 δi1δk2δl1δm2) .

(7.1.7)

Здесь A, B, Λ — феноменологические постоянные.
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Сравнение коэффициентов в формулах (7.1.1), (7.1.6) и (1.6.19),
(7.1.7) показывает, что модельные уравнения, рассматриваемые в на-
стоящем разделе, при условии (7.1.6) и b = 0 описывают одномерные
магнитные возбуждения, распространяющиеся вдоль оси шестого по-
рядка в соединении YMnO3.

Отметим также, что уравнения вида (7.1.1), (7.1.6) находят прило-
жения при описании комбинационного рассеяния в оптике [10, 11].

В соответствии с общей теорией, изложенной в первой главе, урав-
нения (7.1.1), (7.1.5), (7.1.6) описывают квазиодномерную нелинейную
динамику определенного класса неколлинеарных ферри- и антиферро-
магнетиков. Симметричный частный случай уравнений (7.1.1), (7.1.6),
когда aij ∝ cij ∝ δij , при b = (0, 0, b3) описывает нелинейную динамику
неупорядоченных неколлинеарных ферримагнетиков, а при b = 0 —
динамику недиссипативного спинового стекла [9].

7.2. Построение U–V -пар. Основные соотношения

Если рассмотреть проблему доста-
точно внимательно, то увидите себя
как часть этой проблемы.

Аксиома Дучарма

При ограничениях aij ∝ cij уравнения спиновой динамики (7.1.1)
и структурные уравнения Мауэра–Картана (1.6.10) записываются
в компактной форме:

alj∂μω
μ

j, − bn εlnm ωm,0 − εlnmank ωk,μ ω
μ

m, = 0,

εμν
(
∂μωs,ν + 1

2
εsnp ωn,μ ωp,ν

)
= 0,

(7.2.1)

где xμ = (t,x) (μ = 0, 1) и принято, без потери общности, aij = cij =
= diag (a1, a2, a3). «Поднимание» и «опускание» индексов, обозначен-
ных буквами греческого алфавита, осуществляется с помощью метри-
ческого тензора gμν = diag (1,−1), εμν — антисимметричный тензор
(ε01 = 1, ε01 = −1), εμνενρ = δμ

ρ — символ Кронекера.
Представим уравнения (7.2.1) как условие совместности

εμν∂μ∂νΦ = 0 (7.2.2)

системы линейных дифференциальных уравнений для комплексных
матриц Φ (x, t,λ):

∂νΦ = VνΦ. (7.2.3)

Общий вид матричных функций Vν(x, t,λ) определяется инвариант-
ностью уравнений (7.2.2) относительно группы Лоренца (при bi = 0)
и правых сдвигов на группе SU(2). Для последних формы ωi,μ образу-
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ют полный набор инвариантов, и, следовательно, в линейном и локаль-
ном по ωi,μ приближении:

Vμ = i

2

(
clk ωk,μ + εμνdlk ω

ν
k, + flμ

)
σl. (7.2.4)

Здесь cik, dik, fiμ — пока еще неопределенные функции спектрального
параметра λ, σi — матрицы Паули.

Подставляя (7.2.3) в (7.2.2), получаем, что представление (7.2.2)–
(7.2.4) эквивалентно уравнениям (7.2.1), если справедливы нелинейные
алгебраические уравнения для коэффициентов cik, из которых, в част-
ности, следует соотношение(

cTc
)
lp

= 0 (l �= p).

Отсюда без потери общности можно считать, что отличны от нуля
только следующие компоненты:

c12 = c2, c21 = c1, c33 = c3, d12 = d2, d21 = d1, d33 = d3.

Тогда коэффициенты di простым образом выражаются через ci:

d1 = d−1 (c1c3 + c2) (c1c2 + c3) (7.2.5)

(и циклическая перестановка индексов 1, 2, 3). Здесь введены сокра-
щенные обозначения:

d = d1 d2 d3, c = c1 c2 c3.

Кроме того, из алгебраических уравнений следует связь коэффициен-
тов cik с параметрами aik = diag (a1, a2, a3):

a1 − a2

a3
= (c21 − c22) (c1c2 + c3)

(c21 + c22 + c) c3 + c1c2
(7.2.6)

(и циклическая перестановка индексов 1, 2, 3), а также ограничения

bi = 0 (i = 1, 2, 3) если a1 �= a2 �= a3 (7.2.7)

или
b1 = b2 = 0, b3 �= 0 если a1 = a2 �= a3. (7.2.8)

Коэффициенты flμ отличны от нуля только во втором случае. Как
будет ясно из дальнейшего, их вычисление не вызывает трудностей.
Указанные ограничения накладывают жесткие условия на структуру
интегрируемого уравнения.

Уравнения (7.2.6) не являются независимыми. Нетрудно проверить,
что одно из них — следствие двух других. Поскольку число незави-
симых уравнений (два) меньше числа неизвестных c1, c2, c3, система
(7.2.6) допускает решения, зависящие от комплексного параметра λ.
Возможна униформизация, в которой отличные от нуля компоненты cik
и dik представляют мероморфные функции параметра λ.
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Обсудим вначале осесиметричный случай (7.2.8). В параметризации
элементов группы SU(2) углами Эйлера (см. формулы (1.6.12), (7.1.3))
плотность лагранжиана для уравнений (7.2.1) при ограничениях (7.2.8)
имеет вид:

L = 1
2

(
aik ω

μ
i, ωk,μ + 2 b3 ω3,0

) ≡
≡ 1

2

(
a1
[
(∂tϕ)2 sin2 θ + (∂tθ)

2 − (∂xϕ)2 sin2 θ − (∂xθ)
2
]
+

+ a3
[
(∂tϕ cos θ + ∂tψ)2 − (∂xϕ cos θ + ∂xψ)2

]
+

+ 2 b3 (∂tϕ cos θ + ∂tψ)
)
. (7.2.9)

Отсюда следует, что формальной заменой

ψ̃ = ψ + b3
a3
t

плотность лагранжиана и, следовательно, первое уравнение (7.2.1) пре-
образуются к случаю b3 = 0:

alj ∂
μωj,μ(x, t)− εlnm an k ω

μ
k, (x, t)ωm,μ(x, t) = 0, (7.2.10)

который и будем рассматривать в дальнейшем. В то время как модель
(7.2.1), (7.2.8) с b3 �= 0 соответствует средам со спонтанной намагни-
ченностью M = −h̄γ(0, 0, b3) в основном состоянии, т. е. ферримагне-
тикам, модель (7.2.10) описывает динамику неколлинеарных антифер-
ромагнетиков.

Напомним, что длиннопериодические геликоидальные магнитные
структуры в кристаллах без центра инверсии теоретически описыва-
ются инвариантами Лифшица вида Λ (l1∂xl2 − l2∂xl1) в разложении
энергии магнетика (l — вектор ферро- или антиферромагнетизма,
Λ — феноменологическая постоянная). Некоторые антиферромагнетики
с группой магнитной симметрии кристаллического класса C2

2h допус-
кают инвариант Λ [(l · ∂xm)− (m · ∂xl)], где m и l — векторы ферро-
и антиферромагнетизма. Тогда их геликоидальная структура имеет об-
менное происхождение [12]. В подходе Андреева–Волкова–Марченко–
Желтухина такие инварианты соответствуют слагаемым di, l ωi (A, ∂lA)
в выражении (1.6.13) для лагранжиана голдстоуновских мод. В [13]
отмечалось, что метод феноменологических лагранжианов может ис-
пользоваться, например, при анализе нелинейной динамики голдсто-
уновских мод в геликоидальных структурах соединений типа MnOOH.
Интересно и важно, что добавка к плотности лагранжиана (7.2.9)
вида −d3ω3,1 формально устраняется преобразованием

ψ̃ = ψ + b3
a3
t+ d3

a3
x

и приводит к уравнениям (7.2.10). Похожая ситуация встречалась
в главе 4 при обсуждении нелинейных возбуждений на фоне геликои-
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дальной структуры ферромагнетика. Таким образом, точные решения,
описывающие квазиодномерную динамику широкого класса неколли-
неарных ферри- и антиферромагнетиков с геликоидальной структурой,
легко найти, выбирая подходящие решения интегрируемой осесиммет-
ричной модели (7.2.10).

Окончательные формулы упрощаются, если от переменных x, t
перейти к новым переменным

ξ = t+ x

2
, η = t− x

2
.

В новых переменных уравнения динамики осесимметричной киральной
модели (7.2.10) и уравнения Мауэра–Картана примут вид

∂ηωl,ξ + ∂ξωl,η + h εln3 (ωn,η ω3,ξ + ωn,ξ ω3,η) = 0, (7.2.11)
∂ηωl,ξ − ∂ξωl,η + εlnm ωn,η ωm,ξ = 0, (7.2.12)

где h = (a3 − a1) /a1. Формы Картана ωk,ξ, ωk,η определяются прежни-
ми формулами (7.1.2), (7.1.3), только дифференцирования производятся
не по координатам xμ = (t,x), а по переменным ξ, η.

При ограничении aij = diag (a1, a1, a3) симметрия уравнений
(7.2.11), (7.2.12) повышается до группы SU(2) × SO(2), которая
включает, кроме правых сдвигов на группе SU(2) (g → gh, h ∈ SU(2)),
обусловленных изотропным характером обменных сил, также левые
сдвиги:

g → h0g, h0 = exp
(

i

2
ασ3

)
∈ SO(2),

где α — вещественный параметр. Согласно (7.1.2), при левых сдвигах
формы Картана преобразуются по формулам

ω′
1,μ = ω1,μ cosα+ ω2,μ sinα, ω′

2,μ = ω2,μ cosα− ω1,μ sinα, ω′
3,μ = ω3,μ.

Лагранжиан осесимметричной модели инвариантен относительно таких
преобразований, и это ведет к дополнительному закону сохранения
(см. (7.2.11)):

∂ηω3,ξ + ∂ξω3,η = 0. (7.2.13)

Уравнения (7.2.11), (7.2.12) представим как условие совместности:

∂ηU − ∂ξV + [U ,V ] = 0 (7.2.14)

вспомогательной линейной системы

∂ξΦ = UΦ, ∂ηΦ = V Φ. (7.2.15)

Используя униформизацию уравнений (7.2.5), (7.2.6), (7.2.8) раци-
ональными функциями спектрального параметра λ, находим представ-
ление для комплексных матриц U(λ), V (λ) в следующем виде:

U ≡ V0 + V1 = i

2
[l2 (σ1 ω2,ξ − σ2 ω1,ξ) + l1σ3 ω3,ξ] ,

V ≡ V0 − V1 = i

2
[l4 (σ1 ω2,η − σ2 ω1,η) + l3σ3 ω3,η] .

(7.2.16)
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Явный вид коэффициентов lr (r = 1, 2, 3, 4) зависит от области из-
менения параметра h. В дальнейшем будем рассматривать уравнения
(7.2.11), (7.2.12) только при h > −1. Магнитные структуры, соответ-
ствующие значениям h < −1, не удовлетворяют критерию устойчиво-
сти: существуют локальные отклонения спинов от равновесия, которые
уменьшают полную энергию магнетика. Если h = −1, то, как показано
в гл. 1, уравнения (7.2.11), (7.2.12) сводятся к интегрируемым уравне-
ниям, обсуждавшимся в гл. 6.

При −1 < h < 0

l1 =
√−h (p2 + λ2)

p2 − λ2
, l2 = λ (p2 − 1)

p2 − λ2
,

l3 =
√−h (p2λ2 + 1)

p2λ2 − 1
, l4 = λ (p2 − 1)

p2λ2 − 1
, p2 = 1 +

√−h
1−√−h ,

(7.2.17)

а при h > 0:

l1 = λ2 − 2λ
√
h − 1

(λ− q)
(
λ+ q−1) , l2 = − λ2 + 1

(λ− q)
(
λ+ q−1) ,

l3 = λ2 + 2λ
√
h − 1

(λ+ q)
(
λ− q−1) , l4 = − λ2 + 1

(λ+ q)
(
λ− q−1) ,

q =
√
1 + h − 1√

h
=

√
h√

1 + h + 1
.

(7.2.18)

При h = 0 уравнения (7.2.11), (7.2.12) упрощаются и сводятся
к уравнениям главного кирального поля, процедура интегрирования ко-
торых предложена в работах [14–16]. Механическим аналогом модели
главного кирального поля служит совокупность взаимодействующих
шаровых волчков с тензором моментов инерции aik = a1δik. В этом
случае матрицы U и V имеют вид

U(λ) = iωk,ξσk

2 (1 + λ)
, V (λ) = iωk,ησk

2 (1− λ)
. (7.2.19)

Укажем ряд важных формул, связанных с представлением (7.2.14),
(7.2.15).

Из соотношений
SpU = SpV = 0

и уравнений (7.2.15), как обычно, вытекает, что detΦ не зависит
от переменных ξ, η, а из условий

U†(λ∗) = −U(λ), V †(λ∗) = −V (λ)

следует, что решения Φ−1(λ) и Φ† (λ∗) системы (7.2.15) можно выбрать
совпадающими.
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Кроме того, при h �= 0 из представлений (7.2.16)–(7.2.18) следуют
соотношения инволюции:

Φ (−λ) = σ1Φ∗ (λ∗)σ1, −1 < h < 0;

Φ
(−λ−1) = σ3Φ(λ)σ3, h > 0

(7.2.20)

для решений системы (7.2.15). Когда h = 0, подобных ограничений нет.
Наконец, сравнивая определение форм Картана (7.1.2) с уравнени-

ями (7.2.15)–(7.2.19) и учитывая тождества

σ1 = exp
(

i

4
πσ3

)
σ2 exp

(
− i

4
πσ3

)
, σ2 = − exp

(
i

4
πσ3

)
σ1 exp

(
− i

4
πσ3

)
,

находим явное выражение матриц g(ξ, η) через определенные значения
матричной функции Φ(ξ, η,λ):

g = exp
(
− i

4
πσ3

)
Φ (λ = 1) /

√
detΦ(λ = 1) , −1 < h < 0;

g = Φ(λ = 0)/
√

detΦ(λ = 0) , h = 0;

g = exp
(
− i

4
πσ3

)
Φ(λ = 0)/

√
detΦ (λ = 0) , h > 0.

(7.2.21)

Не зависящие от переменных ξ, η множители [detΦ]−1/2 введены
в соотношения (7.2.21) для того, чтобы удовлетворить условию унимо-
дулярности матрицы g(ξ, η).

Поскольку основные формулы, приведенные в этом разделе, зависят
от области изменения параметра h, схемы интегрирования уравнений
(7.2.11), (7.2.12) при разных значениях h оказываются различными.

7.3. Нелинейная динамика недиссипативного
спинового стекла. Модель главного кирального поля

В той мере, в какой математические
суждения относятся к реальности, они
не достоверны, а в той мере, в какой
они достоверны, они не относятся к ре-
альности.

А. Эйнштейн

В предположении, что спиновое стекло является недиссипативной
системой на частотах, превышающих характерное время рассасывания
упругих напряжений, в работе [9] описание динамики спинового стек-
ла сведено к задаче интегрирования уравнений главного кирального
поля:

∂ηωl,ξ + ∂ξωl,η = 0, ∂ηωl,ξ − ∂ξωl,η + εlnm ωn,η ωm,ξ = 0. (7.3.1)
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Приведем плотность лагранжиана модели в нескольких эквивалент-
ных формах записи:

L = 1
2
ωs,ξ (ξ, η)ωs,η(ξ, η) = 1

2

[
ω2

s,0(x, t)− ω2
s,1(x, t)

]
=

= 1
4

[
(∂tDkp)

2 − (∂xDkp)
2
]

= Sp
(
∂tg ∂tg

† − ∂xg ∂xg
†) . (7.3.2)

Здесь мы ввели безразмерные переменные и устранили коэффициенты
в уравнениях посредством масштабных преобразований. При записи
цепочки равенств (7.3.2) использованы определения форм Картана
в терминах матриц D ∈ SO(3) и g ∈ SU(2):

ωn,μ = −1
2
εnspDks ∂μDkp; ∂μg g

† = i

2
σk ωk,μ. (7.3.3)

Как показано в гл. 1, в силу тождества g†σpg = σkDkp, определе-
ния (7.3.3) эквивалентны.

Плотность лагранжиана (7.3.2) примечательна тем, что является
инвариантной формой относительно как левых, так и правых сдви-
гов на группе SO(3) (или SU(2)). Первое уравнение (7.3.1) можно
интерпретировать как закон сохранения токов, порожденных такой
симметрией. Кроме того, уравнения и лагранжиан модели инвариантны
относительно преобразований Лоренца.

Введем векторные поля:

A = 1
2

(ω1,ξ, ω2,ξ, ω3,ξ) , B = 1
2

(ω1,η, ω2,η, ω3,η)

и перепишем уравнения (7.3.1) в форме, удобной для дальнейшего
анализа:

∂ηA = [A×B] , ∂ξB = [B×A] . (7.3.4)

Из уравнений (7.3.4) следует, что длина вектора A не зависит от η,
а длина вектора B не зависит от ξ:

[A(ξ, η)]2 = A2
0(ξ), [B(ξ, η)]2 = B2

0(η). (7.3.5)

Это проявление дополнительной к симметрии обменного взаимодей-
ствия высокой пространственно-временной симметрии спинового стек-
ла. Отсюда, в свою очередь, следует, что прежнее определение энергии
системы (1.6.15) нуждается в модификации. Действительно, используя
формулу (1.6.15), для энергии системы получаем выражение:

E = 1
2

∫ [
ω2

s,0(x, t) + ω2
s,1(x, t)

]
dx =

=
∫ [

A2 (ξ, η) + B2(ξ, η)
]
dx =

∫ [
A2

0(ξ) +B2
0(η)

]
dx,

которое не зависит от вида полей A(ξ, η) и B(ξ, η).
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Трудностей с правильным определением энергии можно избежать,
если разрешить связи (7.3.5) и ввести новые независимые поля.
При этом возникает другая трудность — показать, что уравнения для
новых полей являются лагранжевыми, т. е. вытекают из некоторого
принципа наименьшего действия. Похожие проблемы возникают при
обсуждении всех интегрируемых моделей этой главы. На примере
модели главного кирального поля, следуя работам [14, 16], покажем,
как преодолеть эти трудности.

Примем для простоты, что векторы A и B имеют единичную длину:

A2 = 1, B2 = 1. (7.3.6)

В трехмерном пространстве линейно независимые векторы A, B,
[A×B] образуют локальный базис. Уравнения динамики (7.3.4) можно
интерпретировать как результат разложения векторов ∂ηA, ∂ξB по век-
торам локального базиса. Разложения векторов ∂ξA, ∂ηB по тем же
векторам должны иметь вид

∂ξA = [A× (a1B + a2 [A×B])] ,
∂ηB = [B× (b1A + b2 [A×B])] ,

(7.3.7)

где a1, a2, b1, b2 — числовые функции. При записи представления
(7.3.7) учтены тождества

(∂ξA ·A) = (∂ηB ·B) = 0,

которые являются следствиями нормировки (7.3.6).
Коэффициенты a2, b2 найдем, вычисляя с помощью формул (7.3.4),

(7.3.7) производные ∂ξ (A ·B), ∂η (A ·B). Полагая cosα = (A ·B), по-
лучаем:

a2 = ∂ξα

sinα
, b2 = − ∂ηα

sinα
.

Вычисляя (∂ξA · ∂ξB), (∂ηA · ∂ηB), находим представления для ко-
эффициентов a1, b1:

a1 = M

sinα
, b1 = N

sinα
, M = − (∂ξA · ∂ξB)

sinα
, N = − (∂ηA · ∂ηB)

sinα
.

Условия совместности

∂η∂ξA = ∂ξ∂ηA, ∂η∂ξB = ∂ξ∂ηB

приводят к системе из трех уравнений:

∂ηM = −∂ξαN

sinα
, ∂ξN = −∂ηαM

sinα
, (7.3.8)

∂ξ∂ηα+ sinα− MN

sinα
= 0. (7.3.9)
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Из (7.3.8) находим:

∂η

(
M tg α

2

)
+ ∂ξ

(
N tg α

2

)
= 0,

так что
∂ξβ = M tg α

2
, ∂ηβ = −N tg α

2
.

В результате уравнения (7.3.8), (7.3.9) сводятся к замкнутой систе-
ме для расчета полей α, β:

∂ξ∂ηα+ sinα+ cos(α/2)

2 sin3(α/2)
∂ξβ ∂ηβ = 0,

∂ξ∂ηβ − ∂ξα ∂ηβ + ∂ηα ∂ξβ

sinα
= 0.

(7.3.10)

Нетрудно проверить, что плотность функции Лагранжа для уравне-
ний (7.3.10) имеет вид

L = 1
2
∂ξα ∂ηα+ 1

2
∂ξβ ∂ηβ ctg2 α

2
+ cosα− 1 =

= 1
2

[
(∂tα)2 − (∂xα)2

]
+ 1

2

[
(∂tβ)2 − (∂xβ)2

]
ctg2 α

2
+ cosα− 1.

Отсюда стандартной процедурой находим обобщенные импульсы:

pα = ∂tα, pβ = ∂tβ ctg2 α

2
и плотность энергии:

pα∂tα+ pβ∂tβ − L = 1
2

[
(∂tα)2 + (∂xα)2

]
+

+ 1
2

[
(∂tβ)2 + (∂xβ)2

]
ctg2 α

2
+ 1− cosα.

Возвращаясь к полям A и B, получаем следующее выражение для
энергии системы:

E =
∫ [

1
4

(
[∂ξ (A ·B)]2 + [∂η (A ·B)]2 + (∂ξA · ∂ξB)2 +

+ (∂ηA · ∂ηB)2
) [

1− (A ·B)2
]−1

+ 1− (A ·B)
]

dx.

В общем случае нормировка полей (7.3.5) отличается от (7.3.6).
Однако, полагая

A(ξ, η) = A0(ξ) Ã(ξ̃, η̃), B(ξ, η) = B0(η) B̃(ξ̃, η̃),

где

ξ̃ =
∫
A0(ξ) dξ, η̃ =

∫
B0(η) dη,

перейдем в переменных Ã, B̃, ξ̃, η̃ к рассмотренному ранее случаю.
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Для построения солитонных решений модели (7.3.1) используем
процедуру «одевания» частных решений с помощью матричной задачи
Римана с нулями в комплексной λ-плоскости. В качестве «затравочно-
го» решения уравнений (7.3.1) выберем

g0(ξ, η) = exp
(

iσ3

2
[A(ξ) +B(η)]

)
,

ω
(0)
3,ξ = ∂ξA(ξ), ω

(0)
3,η = ∂ηB(η),

ω
(0)
a,ξ = ω(0)

a,η = 0, a = 1, 2,

(7.3.11)

где A(ξ) и B(η) — произвольные функции от переменных ξ и η
соответственно. В этом случае отличные от нуля элементы матрицы
D(0) ∈ SO (3),

D
(0)
11 = D

(0)
22 = cos(A+B), D

(0)
21 = −D(0)

12 = sin(A+B), D
(0)
33 = 1,

описывают локальные повороты спиновых моментов среды вокруг оси
Ox3, изменяющие значения антиферромагнитных векторов равновесной
обменной структуры (см. гл. 1). Решение вспомогательной линейной
системы (7.2.15), (7.2.19), отвечающее такому выбору, имеет вид

Φ0(ξ, η,λ) = exp
[
iσ3

2

(
A(ξ)

1 + λ
+ B(η)

1− λ

)]
.

Заметим, что в данной задаче на решения линейной системы
(7.2.15), (7.2.19) налагаются такие же ограничения, что и в гл. 2 при
обсуждении общей схемы «одевания». Поэтому сразу приведем явный
вид нового решения вспомогательной системы, которое соответству-
ет N солитонам:

Φ(ξ, η,λ) = Ψ(ξ, η,λ) Φ0(ξ, η,λ),

detΨ =
N∏

k=1

(λ− μk)

(λ− μ∗
k)

, Ψ−1(λ) = Ψ†(λ∗),

[Ψ(λ)]σσ′ = δσσ′ +
N∑

k,n=0

(mk)σ (mn)∗σ′

λ− μ∗
n

∂ ln detA

∂Ank
,

(7.3.12)

где σ, σ′ = 1,2 ; A — N ×N–матрица с элементами

Aij = (m∗
i · mj)

μ∗
i − μj

= −A∗
ji, mj = Φ0 (ξ, η,μj) cj ,

μk — независимые простые комплексные нули задачи Римана, cj =
= (c(1)j , c(2)j ) — произвольные комплексные векторы.
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По формулам (7.2.21), (7.3.12) находим мультисолитонные решения
уравнений (7.3.1) главного кирального поля:

g(ξ, η) = Ψ(ξ, η,λ = 0) g0(ξ, η)

[
N∏

k=1

μ∗
k

μk

]1/2
.

Покажем, что вычисление форм Картана сводится к алгебраическим
операциям. В терминах Ψ уравнения (7.2.15) можно записать в виде

U(λ) = [∂ξΨ(λ) + Ψ(λ)U0(λ)]Ψ†(λ),
V (λ) = [∂ηΨ(λ) + Ψ(λ)V0(λ)]Ψ†(λ),

(7.3.13)

где U0, V0 — значения матричных функций U , V (7.2.19) на «затра-
вочном» решении (7.3.11). Приравнивая вычеты в полюсах равенств
(7.3.13), получаем формы Картана для мультисолитонных состояний:

ωk,ξσk = Ψ(λ = −1)σ3Ψ†(λ = −1) ∂ξA(ξ),
ωk,ησk = Ψ(λ = 1)σ3Ψ†(λ = 1) ∂ηB(η).

Односолитонное решение модели в терминах матрицы g имеет вид

g(ξ, η) =
(
1 + μ− μ∗

μ∗ P
)
g0(ξ, η)

√
μ∗

μ
,

P = 1
2 ch y

(
exp(y) exp (iS)

exp (−iS) exp(−y)
)

,

y = μ′′
(

A(ξ)

|1 + μ|2 −
B(η)

|1− μ|2
)

+ ln
∣∣∣∣c(1)c(2)

∣∣∣∣ ,
S = 1 + μ′

|1 + μ|2A(ξ) + 1− μ′

|1− μ|2B(η) + arg c
(1)

c(2)
, μ ≡ μ′ + iμ′′.

(7.3.14)

Когда

A(ξ) = (t+ x) a, B(η) = (t− x) b (a, b = const) ,

решение (7.3.14) представляет уединенную волну, имеющую постоян-
ную скорость V и область локализации d:

V = b |1 + μ|2 − a |1− μ|2
b |1 + μ|2 + a |1− μ|2 , d ∼ |1− μ2|2

|μ′′ (b|1 + μ|2 + a|1− μ|2)| .

Распределение намагниченности, соответствующее такому решению,
имеет однородную асимптотику на пространственной бесконечности:
M = −h̄γ(0, 0, a + b). Отсюда следует, что линейные функции A(ξ),
B(η) приводят к описанию солитонов в неупорядоченных ферримаг-
нетиках. Взаимосвязь моделей спинового стекла и неупорядоченного
неколлинеарного ферримагнетика отмечалась в разд. 7.1, 7.2.
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7.4. Динамика неколлинеарного антиферромагнетика
со структурой типа YMnO3. Oсесимметричная

киральная модель

Я занимался до сих пор решением
задач, ибо при изучении наук примеры
полезнее правил.

И. Ньютон

7.4.1. Процедура интегрирования модели

Опишем процедуру интегрирования уравнений (7.2.11), (7.2.12) при
значениях −1 < h < 0. В дальнейшем анализе используется нормировка
матричных функций задачи Римана на единичную матрицу в точке λ =
=∞ (каноническая нормировка). Для согласования такой нормировки
с видом U–V -пары введем новую матричную функцию χ(λ):

Φ(λ) = Φ(λ =∞)χ(λ),

Φ(λ =∞) = exp

[
iσ3

2

√−h
(
−

ξ∫

ξ0

ω3,ξ′(ξ′, η) dξ′+

+

η∫
η0

ω3,η′(ξ0, η′) dη′
)]

.

(7.4.1)

Здесь Φ (λ =∞) — решение системы (7.2.15)–(7.2.17) при λ = ∞,
записанное с учетом закона сохранения (7.2.13). Система уравнений
для χ:

∂ξχ = Φ†(λ =∞) [U(λ)− U(λ =∞)] Φ(λ =∞)χ ≡ Ũ(λ)χ,

∂ηχ = Φ†(λ =∞) [V (λ)− V (λ =∞)] Φ(λ =∞)χ ≡ Ṽ (λ)χ
(7.4.2)

калибровочно эквивалентна системе (7.2.15)–(7.2.17). Ее решение пред-
ставим в форме

χ(λ) = Ψ(λ)χ0(λ), (7.4.3)

где χ0(λ) — решение линейных уравнений (7.4.2), соответствующее
некоторому частному решению исходной осесимметричной киральной
модели (7.2.11), (7.2.12). Замечательно, что не только модель глав-
ного кирального поля (7.3.1), но также осесимметричная и даже
асимметричная (7.2.7), (7.2.10) киральные модели имеют частное ре-
шение (7.3.11). Далее, для определенности, выберем его в качестве
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«затравочного» решения нелинейных уравнений (7.2.11), (7.2.12). Тогда
соответствующим решением линейной системы (7.4.2) будет

χ0(λ) = exp
[
iσ3

(
p2(p2 − 1)A(ξ)

(p2 + 1)(p2 − λ2)
+ p−2(p−2 − 1)B(η)

(p−2 + 1)(p−2 − λ2)

)]
. (7.4.4)

Матрица Ψ(λ) определяется из задачи Римана с канонической нор-
мировкой. Она унитарна при λ ∈ R и, вследствие инволюции (7.2.20),
удовлетворяет ограничению

Ψ(−λ) = σ1Ψ∗ (λ∗)σ1. (7.4.5)

Для солитонных решений модели (7.2.11), (7.2.12) такую матрич-
ную функцию находим стандартными методами, изложенными в гл. 2
и 3:

[Ψ(λ)]σσ′ = δσσ′ +
2N∑

i,j=0

(mi)σ (mj)
∗
σ′

λ− μ∗
j

∂ ln detA

∂Aji
,

det Ψ =
2N∏
j=1

(λ− μj)

(λ− μ∗
j )

, Ψ−1(λ) = Ψ†(λ∗),

(7.4.6)

где σ, σ′ = 1, 2; A — 2N × 2N -матрица с элементами

Aij = (m∗
i · mj)

μ∗
i − μj

= −A∗
ji.

Чтобы удовлетворить редукции (7.4.5) и условию отсутствия лишних
полюсов в «одевающих» соотношениях, комплексные числа μj и векто-
ры mj следует подчинить ограничениям:

μk+N = −μ∗
k, mk+N = σ1m∗

k, mk = χ0(ξ, η,μk)ck, k = 1, 2, . . . ,N ,

где ck — произвольные постоянные комплексные векторы.
Формы Картана для мультисолитонных состояний модели (7.2.11),

(7.2.12) найдем по «затравочному» решению Ũ0(λ), Ṽ0(λ) из «одеваю-
щих» соотношений:

Φ†(λ =∞) [U(λ)− U(λ =∞)] Φ(λ =∞) =

= [∂ξΨ(λ) + Ψ(λ)Ũ0(λ)] Ψ†(λ),
Φ†(λ =∞) [V (λ)− V (λ =∞)] Φ(λ =∞) =

= [∂ηΨ(λ) + Ψ(λ) Ṽ0(λ)] Ψ†(λ).

(7.4.7)

7.4. Динамика антиферромагнетика со структурой типа YMnO3 365

Для этого вычислим вычеты от первого и второго равенств (7.4.7)
в полюсах λ = p и λ = p−1 соответственно. Получим уравнения:

Φ†(λ =∞)
(
p2 + 1
2p

(ω2,ξσ1 − ω1,ξσ2) + ω3,ξσ3

)
Φ(λ =∞) =

= Ψ(λ = p) {∂ξA(ξ)σ3}Ψ†(λ = p),

Φ†(λ =∞)
(
p2 + 1
2p

(ω2,ησ1 − ω1,ησ2) + ω3,ησ3

)
Φ(λ =∞) =

= Ψ(λ = p) {∂ηB(η)σ3}Ψ†(λ = p).

(7.4.8)

Для определенности, формулы (7.4.8) записаны при выборе (7.3.11)
в качестве частного решения модели. В общем случае в правой части
каждой из формул в фигурной скобке стоит значение, соответствующее
«затравочному» решению такого же выражения, что и в левой части
равенства.

Дальнейшие расчеты производим в следующей последовательности.
Сначала из (7.4.8) находим ω3,ξ, ω3,η. После этого из (7.4.1) получаем
Φ(λ = ∞). Наконец, используя выражение для Φ(λ = ∞), разрешаем
уравнения (7.4.8) относительно ω1,ξ, ω1,η, ω2,ξ, ω2,η.

Явное решение уравнений движения (7.2.11), (7.2.12) в терминах
полей g(ξ, η) ∈ SU(2) следует из формул (7.2.21), (7.4.1), (7.4.3), (7.4.4),
(7.4.6):

g = exp
(
− i

4
πσ3

)
Φ(λ = ∞)Ψ(λ = 1)χ0(λ = 1)√

det[Ψ(λ = 1)χ0(λ = 1)]
.

На этом завершается обсуждение процедуры интегрирования уравне-
ний осесимметричной модели (7.2.11), (7.2.12) при −1 < h < 0.

В случае h > 0 согласование канонической нормировки задачи Ри-
мана с представлениями (7.2.14)–(7.2.16), (7.2.18) также достигается
калибровочным преобразованием

Φ(λ) = Φ(λ =∞)χ(λ). (7.4.9)

При этом явный вид матриц Φ(λ =∞) удается найти в терминах g:

Φ(λ =∞) = σ3 exp
(

i

4
πσ3

)
g σ3. (7.4.10)

Используя тождество

g†σpg = σkDkp (Dki ∈ SO (3) , DkiDkj = δij , detD = 1) ,

систему линейных дифференциальных уравнений для определения
χ(ξ, η,λ) можно записать в виде

∂ξχ = Ũ(λ)Φ, ∂ηχ = Ṽ (λ)Φ,

Ũ(λ) = i

2
σ3 ([l1(λ)− 1]σkDk3 ω3,ξ − [l2(λ) + 1]σkDka ωa,ξ)σ3,

Ṽ (λ) = i

2
σ3 ([l3(λ)− 1]σkDk3 ω3,η − [l4(λ) + 1]σkDka ωa,η)σ3.

(7.4.11)
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Здесь по повторяющимся индексам подразумевается суммирование,
причем a = 1, 2; k = 1,2,3. Условие совместности системы (7.4.11),
так же как исходное представление (7.2.14)–(7.2.16), (7.2.18), равно-
сильно уравнениям (7.2.11), (7.2.12) при всех значениях параметра λ.

Как и ранее, выберем (7.3.11) в качестве частного решения нели-
нейных уравнений (7.2.11), (7.2.12). Тогда «затравочным» решением
линейной системы (7.4.11) будет

χ0(λ) = exp
(

iσ3

2
([l1(λ)− 1]A(ξ) + [l3(λ)− 1]B(η))

)
. (7.4.12)

Солитонным состояниям соответствуют «одетые» решения линейной
системы (7.4.11) следующего вида:

χ(λ) = Ψ(λ)χ0(λ), (7.4.13)

где Ψ(λ) — решение задачи Римана с нулями. Сформулированные
в предыдущем разделе ограничения на функции Φ(λ) легко переносят-
ся на матрицы Ψ(λ):

Ψ−1(λ) = Ψ† (λ∗) , Ψ(λ =∞) = I,

Ψ
(−λ−1) = Ψ(λ = 0)ZΨ(λ)Z†, Z = χ0(λ = 0)σ3.

(7.4.14)

Для «затравочного» решения (7.4.12) χ0(λ = 0) = I.
Как и в гл. 3, при построении солитонных решений нелинейная

редукция (7.4.14) не приводит к трудностям. Матричная функция Ψ
имеет вид

[Ψ(λ)]σσ′ = δσσ′ +
2N∑

i,j=0

(mi)σ (mj)
∗
σ′

λ− μ∗
j

∂ ln detA

∂Aji
, detΨ =

2N∏
j=1

λ− μj

λ− μ∗
j

,

где σ, σ′ = 1,2; A — матрица 2N × 2N с элементами

Aij = (m∗
i · mj)

μ∗
i − μj

.

Ограничение (7.4.14) и условие отсутствия лишних полюсов в «одева-
ющих» соотношениях будут выполняться, если

μk+N = −μ−1
k , mk+N = σ3mk, mk = χ0(ξ, η,μk)ck, k = 1, 2, . . . ,N ,

где ck — произвольные постоянные комплексные векторы.
Из «одевающих» соотношений (7.4.7) можно выразить произведе-

ния Dka ωa,ξ, Dka ωa,η, Dk3 ω3,ξ, Dk3 ω3,η (a = 1,2; k = 1,2,3), которые,
согласно (7.1.4), определяют плотность магнитного момента среды.
Вычисления требуют более громоздких (по сравнению со случаем
−1 < h < 0) расчетов. Обсудим ключевые моменты.
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Сначала из (7.2.21), (7.4.9), (7.4.10), (7.4.13) находим матричные
элементы Dk3:

g†σ3g ≡ σkDk3 = σ3Ψ(λ = 0). (7.4.15)

В формуле (7.4.15) опущен множитель det−1/2[Ψ(λ = 0)], так как
вследствие редукций он равен единице. С помощью Dk3 можно разре-
шить относительно ω3,ξ, ω3,η уравнения

σ3
(
σkDka ωa,ξ −

√
h+ 1 σkDk3 ω3,ξ

)
σ3 =

= Ψ(λ = q)σ3

(
σkD

(0)
kaω

(0)
a,ξ−

−√h+ 1 σkD
(0)
k3 ω

(0)
3,ξ

)
σ3Ψ†(λ = q),

σ3
(
σkDka ωa,η −

√
h+ 1 σkDk3 ω3,η

)
σ3 =

= Ψ(λ = −q)σ3

(
σkD

(0)
kaω

(0)
a,η−

−√h+ 1 σkD
(0)
k3 ω

(0)
3,η

)
σ3Ψ†(λ = −q),

(7.4.16)

которые являются вычетами «одевающих» соотношений (7.4.7) в полю-
сах λ = q и λ = −q (индексом «нуль» помечены величины, отвечающие
«затравочному» решению). Для этого умножаем уравнения (7.4.16)
слева на σ3, справа на σ3Dp3σp, вычисляем шпур от каждого из полу-
ченных выражений и учитываем условие ортогональности матриц D.
Найденные в результате такой операции формулы, определяющие ω3,ξ,
ω3,η, можно несколько упростить, принимая во внимание редукцию
(7.4.14):

√
h+ 1 ω3,ξ = −1

2
Sp
[
Ψ(λ = q)σ3

(
σkD

(0)
ka ω

(0)
a,ξ−

−√h+ 1 σkD
(0)
k3 ω

(0)
3,ξ

)
Ψ† (λ = −q−1)] ,

√
h+ 1 ω3,η = −1

2
Sp
[
Ψ(λ = −q)σ3

(
σkD

(0)
kaω

(0)
a,η−

−√h+ 1 σkD
(0)
k3 ω

(0)
3,η

)
Ψ† (λ = q−1)] .

С учетом явного вида величин Dk3 и ω3,ξ, ω3,η, из уравнений (7.4.16)
находим произведения Dik ωk,ξ, Dik ωk,η.

Кроме того, предложенный метод дает явное решение уравнений
движения (7.2.11), (7.2.12) в терминах полей g(ξ, η) ∈ SU(2). Оконча-
тельный результат удобно записать, используя параметризацию матри-
цы g(ξ, η) углами Эйлера (7.1.2). Два угла Эйлера θ, ϕ определяют
соотношение (7.4.15)

σkDk3 ≡ g†σ3g =
(

cos θ i sin θ exp(−iϕ)
−i sin θ exp(iϕ) − cos θ

)
= σ3Ψ(λ = 0).
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Используя явные выражения форм Картана ω3,ξ, ω3,η через углы Эйлера
(7.1.3), для параметра ψ получаем дифференциальные уравнения

∂ξψ = ω3,ξ − ∂ξϕ cos θ, ∂ηψ = ω3,η − ∂ηϕ cos θ,

интегрированием которых находим:

ψ =

ξ∫

ξ0

[ω3,ξ′(ξ′, η)− ∂ξ′ϕ(ξ′, η) cos (θ(ξ′, η))] dξ′−

−
η∫

η0

[ω3,η′(ξ0, η′)− ∂η′ϕ(ξ0, η′) cos (θ(ξ0, η′))] dη′. (7.4.17)

При записи (7.4.17) учли закон сохранения (7.2.13). Ввиду независи-
мости лагранжиана (7.2.9) осесимметричной модели от поля ψ, адди-
тивная постоянная в определении угла ψ может быть выбрана произ-
вольной.

Итак, в этом разделе мы изложили схему точного интегрирования
уравнений (7.2.10) в осесимметричном случае (a1 = a2 �= a3). В асим-
метричном случае (a1 �= a2 �= a3) техника интегрирования методом мат-
ричной задачи Римана требует обобщения и будет изложена отдельно.

В заключение сделаем замечание общего характера относительно
решений рассмотренной модели. В терминах векторных полей,

A(ξ, η) =
√
1 + h

2

(
ω1,ξ,ω2,ξ,

√
1 + h ω3,ξ

)
,

B(ξ, η) =
√
1 + h

2

(
ω1,η,ω2,η,

√
1 + h ω3,η

)
,

уравнения осесимметричной модели (7.2.11), (7.2.12) принимают вид

∂ηA + [B×A] + 2h
1 + h

(n ·B)[A× n] = 0,

∂ξB + [A×B] + 2h
1 + h

(n ·A)[B× n] = 0,
(7.4.18)

где n = (0, 0, 1). Отсюда следует, что длина вектора A не зависит
от переменной η, а длина вектора B не зависит от ξ: A2 = A2

0(ξ),
B2 = B2

0(η). При использовании процедуры «одевания» функции A2
0(ξ),

B2
0(η) оказываются равными квадратам длин векторов A0, B0 «затра-

вочного» решения:

[A(ξ, η)]2 = A2
0 = A2

0(ξ), [B(ξ, η)]2 = B2
0 = B2

0(η). (7.4.19)

Для доказательства утверждения достаточно возвести в квадрат ра-
венства (7.4.8) при −1 < h < 0 или же (7.4.16) при h > 0 и вычислить
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шпур от полученных выражений. В обоих случаях вычисления дают
один и тот же результат — формулы (7.4.19).

Связи (7.4.19) следует учитывать при определении энергии систе-
мы. Кроме того, соотношения (7.4.19) полезны, когда по физическим
условиям задачи представляют интерес только такие решения урав-
нений (7.4.18), для которых величины A2, B2 являются заданными
функциями. Это имеет место, например, при рассмотрении приложений
модели (7.4.18) к задаче комбинационного рассеяния в оптике [10, 11].
Необходимый класс точных решений легко выделить подходящим вы-
бором частного решения при осуществлении процедуры «одевания».

7.4.2. Многоподрешеточные магнитные солитоны

Метод, изложенный в предыдущем разделе, позволяет провести
полный анализ нелинейной динамики многоподрешеточных магнети-
ков, описываемых феноменологическими уравнениями (7.2.10) (при
a1 = a2 �= a3). В этом разделе обсуждаются солитоноподобные возбуж-
дения, полученные «одеванием» частного решения (7.3.11). При линей-
ной зависимости функций A(ξ),B(η) от соответствующих аргументов
«затравочное» решение (7.3.11) описывает статическое распределение
намагниченности. В общем случае для решения (7.3.11) распределение
намагниченности M(0) складывается из двух спиновых волн произволь-
ной формы, распространяющихся в противоположных направлениях:

M(0) = −γh̄a3n ∂t

[
A
(
t+ x

2

)
+B

(
t− x

2

)]
, (7.4.20)

где n = (0, 0, 1).
При значениях −1 < h < 0 окончательные формулы для односоли-

тонного решения модели в терминах углов Эйлера имеют вид

cos θ = 1 + (μ∗ + μ)
2

2τ |μ|2|1− μ2|2 , τ = ch2 y

(μ∗ − μ)
2

+ 1

4|μ|2 ,

ϕ = −S + 2p2A

p2 + 1
+ 2p−2B

p−2 + 1
− C,

ψ = −π
2

+ S −√−h A+
√−h B − C,

(7.4.21)

где введены сокращенные обозначения:

C ≡ arctg
[

i (μ∗ − μ) (1 + |μ|2)
(μ∗ + μ) (1− |μ|2) th y

]
,

y = ln
∣∣∣∣m(1)

m(2)

∣∣∣∣ = ln
∣∣∣∣c(1)c(2)

∣∣∣∣+ i
(
μ2 − μ∗2)√−h [ p2A

|p2 − μ2|2 −
p−2B

|p−2 − μ2|2
]
,

S = arg m
(1)

m(2)
= arg c

(1)

c(2)
+ (2p2 − μ∗2 − μ2)

|p2 − μ2|2 p2
√−h A−

− (2p−2 − μ∗2 − μ2)

|p−2 − μ2|2 p−2
√−h B.
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Распределение намагниченности M для односолитонного решения
(7.4.21) выразим через матрицу g(ξ, η) и формы Картана, процедура
вычисления которых указана в предыдущем разделе. После простых
алгебраических преобразований находим:

M3

γh̄a1
= −1

2

∑
λ=p,p−1

[α∗δ c−(λ) + α δ∗c+(λ)+

+ (1 + h) c3(λ)(1− 2 |δ|2)];
M1 − iM2

γh̄a1
= −1

2
exp (−iχ)

∑
λ=p,p−1

[
α2c+(λ)−

−δ2c−(λ)− 2α δ (1 + h) c3(λ)
]
.

(7.4.22)

Здесь величины α, δ, γ, c определяются формулами

c+(λ) = c∗−(λ) =

= 4(μ2 − μ∗2)λ2c(λ)

[μ∗ exp(y) + μ exp(−y)]2 (1 + λ2)

(
μ∗ exp(y)

λ2 − μ∗2 + μ exp(−y)
λ2 − μ2

)
,

c3(λ) = c(λ)
(
1 + λ2 (μ∗ + μ)

2

2τ |μ|2|λ2 − μ2|2
)
, c(p) = ∂ξA, c

(
p−1) = ∂ηB,

α = μ(1− μ∗2) exp(y) + μ∗(1− μ2) exp(−y)
[μ exp(y) + μ∗ exp(−y)] |1− μ2| ,

δ = μ2 − μ∗2

[μ∗ exp(y) + μ exp(−y)] |1− μ2| , χ = −S + 2p2A

p2 + 1
+ 2p−2B

p−2 + 1
.

Важно, что в случае −1 < h < 0 вычисление обусловленной соли-
тонами намагниченности среды не требует интегрирований. Матрица
Φ(λ = ∞), для нахождения которой необходимо интегрирование, со-
кращается с матрицей Φ−1(λ =∞) в полном выражении для плотности
магнитного момента среды M. Таким образом, M является алгебраиче-
ской функцией элементов матрицы Ψ(λ). Это обстоятельство облегчает
анализ асимптотических значений поля намагниченности.

В случае h > 0 односолитонное решение, полученное по схеме
предыдущего раздела, имеет вид

cos θ = 1 + 1
2τ

, τ = |μ|2
[(

ch y

μ∗ − μ

)2
+
(

sh y

1 + |μ|2
)2
]
,

ϕ = −S + C, ψ = A+B + S + C,

(7.4.23)
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где обозначено

C = arctg
[

i (μ∗ − μ) (1− |μ|2)
(μ∗ + μ) (1 + |μ|2) th y

]
,

y = ln
∣∣∣∣m(1)

m(2)

∣∣∣∣ = ln
∣∣∣∣c(1)c(2)

∣∣∣∣+ q

2i
(1 + q2)

√
h+ 1 (μ∗ − μ) (1 + |μ|2) (Ã− B̃),

S = arg m
(1)

m(2)
= arg c

(1)

c(2)
− 1

2
(1 + q2)

√
h+ 1

(
[2(1− q2)|μ|2+

+ q(|μ|2 − 1) (μ∗ + μ)] Ã+ [2(1− q2)|μ|2 − q(|μ|2 − 1) (μ∗ + μ)] B̃
)
,

Ã ≡ A

|(μ− q)(μq + 1)|2 , B̃ ≡ B

|(μ+ q)(μq − 1)|2 .

При h > 0 намагниченность среды M, связанная с солитонами, вы-
ражается через комбинации Dik ωk,ξ, Dik ωk,η. Как и ранее, M является
алгебраической функцией элементов матрицы Ψ(λ).

Односолитонному решению (7.4.23) соответствует следующая на-
магниченность среды:

M3

γh̄a1
= −

√
1 + h

2

(
A0 + A1

τ
+ A2

τ 2

)
,

A0 =
√
h+ 1 (∂ξA+ ∂ηB), A2 = |μ|2

2
q2
√
h+ 1

(
∂ξÃ+ ∂ηB̃

)
,

A1 =
√
h

2q
(∂ξA+ ∂ηB) + q(μ+ μ∗)(1− |μ|2)

(
∂ξÃ− ∂ηB̃

)
+

+
(√

h+ 1 |μ|2 − 2 |μ|2 − q2

2
|1− μ2|2

)(
∂ξÃ+ ∂ηB̃

)
;

M1 − iM2

γh̄a1
=

√
1 + h

2
exp(iS)×

×
∑

λ=q,−q

c(λ)

( √
h

2 q τ

[
μ∗ + μ

μ∗ − μ
ch y + 1− |μ|2

1 + |μ|2 sh y
]
×

×
[
1 + |μ|2(1 + λ2)

2τ |(λ− μ)(λμ+ 1)|2
]
− μ

τ(1 + λμ)(λ− μ)
×

×
[
λ(1− |μ|2) − μ∗ − μ

μ∗ − μ
ch y − 1− |μ|2 + λ (μ∗ + μ)

1 + |μ|2 sh y
]
×

×
(
1 + exp y

2τ (1 + λμ∗) (λ− μ∗)

[
λ(1 + |μ|2) + μ− μ∗

μ∗ − μ
ch y+

+1 + |μ|2 + λ (μ∗ + μ)

1 + |μ|2 sh y
]))

;

c(q) ≡ ∂ξA, c(−q) ≡ ∂ηB.

(7.4.24)
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Перейдем к анализу полученных результатов. Наиболее простой
вид односолитонные решения имеют при линейной зависимости функ-
ций A(ξ) и B(η) от своих аргументов:

A(ξ) = 2u1ξ, B(η) = 2u2 η. (7.4.25)

Здесь u1, u2 — вещественные постоянные. В этом случае перемен-
ные y, S приобретают вид

y = y0 + κ1 (x− V t) , S = S0 + ω t+ κ2 (x− V t) , (7.4.26)

где y0, S0, κ, V , ω — вещественные параметры.
Приведенный выбор «затравочного» решения предполагает наличие

спонтанной намагниченности в основном состоянии среды. Согласно
(7.4.22), (7.4.24), односолитонным состояниям соответствуют простран-
ственно локализованные волны намагниченности с асимптотикой:

M→ −γh̄a1(1 + h) (u1 + u2)n при x→ ±∞,

где n = (0, 0, 1). Вспоминая замечание разд. 7.2 о связи между моде-
лями неколлинеарных антиферро- и ферримагнетиков, заключаем, что
полученные решения описывают нелинейные возбуждения в неколли-
неарных ферримагнетиках. Область локализации каждого магнитного
возбуждения движется с постоянной скоростью V . В системе коорди-
нат, связанной с солитоном, намагниченность прецессирует с постоян-
ной частотой,

Ω = |∂tχ+ V ∂xχ| (−1 < h < 0),
Ω = |∂tS + V ∂xS| (h > 0),

вокруг оси Ox3, причем M2
1 + M2

2 , M
2
3 и начальная фаза прецессии

зависят от x − V t (см. рис. 7.3). При этом длина вектора плотности
магнитного момента среды M2 не остается постоянной, а изменяется
в пространстве и со временем. Наличие дополнительных степеней
свободы у многоподрешеточных солитонов расширяет интервал допу-
стимых скоростей их движения.

График функции cos θ (7.4.21), (7.4.23) представляет уединенную
волну в форме ямки, которая движется со скоростью V = −∂ty/∂xy
и обладает асимптотикой: cos θ → 1 при |x| → ∞ (см. рис. 7.4). Харак-
терный размер ямки d ∼ 2 (∂xy)

−1. При |c(1)| = |c(2)| в пределе μ→ ±i
решение (7.4.21) вырождается в слаболокализованный алгебраический
солитон, в центре которого cos θ = −1. Скорость движения солитона
V = (u2 − u1)/(u1 + u2). Любопытно, что в данном случае формирова-
ние перемагниченной области обусловлено только обменными силами.
В гл. 6 это обстоятельство объяснялось неэквивалентностью магнит-
ных подрешеток ферримагнетика.
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Рис. 7.3. Прецессионный солитон в неколлинеарном ферримагнетике

Рис. 7.4. Квазиклассические поля магнонов для простейшего солитона в некол-
линеарном антиферромагнетике. Смещение графика для ϕ+ ψ вдоль оси орди-

нат пропорционально времени t

Поле ϕ− ψ является линейной функцией от x, t, а ϕ+ ψ — суммой
линейной функции от x, t и функции типа перегиба, которая зависит
от x− V t.

В общем случае формулы (7.4.22), (7.4.24) описывают локализо-
ванное возбуждение на фоне нелокализованных волн намагниченности
(7.4.20). Решение станет нагляднее в частном случае, когда функции
A(ξ) и B(η) имеют вид

A(ξ) = 2u1 ξ + u3 sin (2kξ) , B(η) = 2u2 η, (7.4.27)

где ui — вещественные постоянные (i = 1, 2, 3). При u3 = 0 полученное
решение совпадает с рассмотренным ранее. Когда u3 �= 0, решение
обладает асимптотикой:

M→ −γh̄a1(1 + h)n [u1 + u2 + k u3 cos(k(x+ t))] при x→ ±∞,

и, следовательно, его можно интерпретировать (во всяком случае, при
малых u3) как взаимодействие спиновой волны

M0 = −γh̄a1(1 + h)n k u3 cos(k(x+ t)) (7.4.28)

с рассмотренным выше локализованным магнитным возбуждением.
Такое взаимодействие приводит, в частности, к осцилляциям «центра
тяжести» возбуждения.
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Рис. 7.5. Прецессионный солитон на фоне бегущей спиновой волны при r � 1,
|dk| � 1 (a); при r � 1, |dk| ∼ 1 (б); при r � 1 (в)

По мере увеличения параметра r = (∂xy)
2 ∣∣

u3=0
(∂y/∂(sin 2kξ))−2

уменьшаются ширина локализованного возбуждения и уровень его
амплитудной модуляции. При условии r � 1 локализованное возбуж-
дение хорошо различимо на фоне спиновой волны. В этом случае
по области локализации магнитного возбуждения, движущегося как
целое со средней скоростью V , бежит спиновая волна малой амплитуды
(рис. 7.5 а, б). При распространении волны изменяются все три ком-
поненты вектора намагниченности среды. Если |dk| � 1, то на длине
локализованного возбуждения укладывается несколько периодов бе-
гущей волны (рис. 7.5 а). При достаточно большой амплитуде спи-
новой волны (r � 1) она разрушает локализованное возбуждение
(рис. 7.5 в).
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Для иллюстрации решений (7.4.22), (7.4.24) в области, где отсут-
ствуют локализованные магнитные возбуждения, выберем

A(ξ) = sin 2ξ, B(η) = sin 2η,

тогда распределение намагниченности представится следующей зави-
симостью:

Mk =
∑

α=1,2

m
(α)
k (sin 2ξ, cos 2η) cos [t− (−1)αx]. (7.4.29)

Векторные функции m(α) в (7.4.29) определяются формулами (7.4.22),
(7.4.24) и имеют достаточно сложный вид. Такое решение описывает
волну намагниченности, полученную в результате амплитудной и фа-
зовой модуляций спиновой волны (7.4.28). Оно обладает интересными
особенностями. Согласно (7.4.29), с течением времени не происходит
равнораспределения энергии по всем волновым числам. Не наблюда-
ется также распада волны (7.4.29) на устойчивый набор солитонов.
На самом деле имеет место периодическое во времени перераспределе-
ние энергии между определенным числом взаимодействующих мод.

Солитонные распределения намагниченности являются рациональ-
ными функциями от элементов матрицы задачи Римана. Поэтому по-
средством факторизации N -солитонной матрицы в произведение одно-
солитонных матриц так же, как в гл. 2, можно детально исследовать
процесс рассеяния в системе из N магнитных возбуждений, локализо-
ванных на фоне волны (7.4.20). В частности, если A(ξ), B(η) имеют
вид (7.4.27), двухсолитонное решение описывает упругое столкновение
изолированных солитонов. Единственным результатом столкновения
будут изменения координат их центров и сдвиг фазы поля M1 + iM2
у каждого из солитонов. При последовательных столкновениях N лока-
лизованных на фоне спиновой волны магнитных солитонов указанные
изменения их параметров аддитивно суммируются.

7.5. Многосолитонные решения общих уравнений
динамики голдстоуновских возбуждений
(асимметричная киральная SU(2)-модель)

Внутри каждой большой задачи си-
дит маленькая, пытающаяся пробиться
наружу.

Закон больших задач Хоара

В настоящем разделе изложен прямой метод построения солитон-
ных решений уравнений (7.2.1) в случае a1 �= a2 �= a3, b = 0 (асим-
метричная киральная SU(2)-модель). Метод основан на матричной
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задаче Римана с нулями на торе. Техника вычислений подобна той, что
использована в гл. 5. Обсудим ключевые моменты.

В разд. 7.2 мы показали, что уравнения (7.2.1) допускают пред-
ставление в форме условия совместности вспомогательной линейной
системы (7.2.3), (7.2.4). Коэффициенты cik, dik подчиняются алгебра-
ическим уравнениям (7.2.5)–(7.2.7). Их решение зависит от значений
параметров aik. Без потери общности примем aik = diag (a1, a2, a3),
0 < a1 < a2 < a3. Для дальнейшего анализа полезна униформизация
уравнений (7.2.5)–(7.2.7) в терминах комплексного параметра u:

c21 = − (a3 − a1)

a3
a(u) cnu dnu, c12 = a3 − a1

a3
a(u) cnu,

c33 = a3 − a1

a3
a(u) dnu, d21 =

√
a3 − a1

a2

a1

a3
a(u) snu ,

d12 = −
√
a2 (a3 − a1)

a3
a(u) snu dnu ,

d33 = −
√
a3 − a1

a2
a(u) snu cnu ,

(7.5.1)

где a(u) = 1/(cn2u− a1/a3) и модуль эллиптических функций Якоби:

k =
√
a3 (a2 − a1)

a2 (a3 − a1)
(0 < k < 1).

При этом дополнительный модуль:

k′ =
√

1− k2 =
√
a1 (a3 − a2)

a2 (a3 − a1)
.

В данном случае коэффициенты cik, dik — мероморфные двоякоперио-
дические функции параметра u с периодами 4K, 4iK ′, где K = K(k),
K ′ = K(k′) — эллиптические интегралы первого рода. В комплексной
u-плоскости в фундаментальном прямоугольнике со сторонами 4K,
4iK ′ единственные особенности функций cik(u), dik(u) — это простые
полюсы.

Как и в предыдущих разделах этой главы, все формулы бу-
дут проще, если перейти от переменных x, t к новым переменным
ξ = (t + x)/2, η = (t − x)/2. В переменных ξ, η уравнения движения
рассматриваемой модели и структурные уравнения Мауэра–Картана
примут вид

a1 (∂ηω1,ξ + ∂ξω1,η)− (a2 − a3) (ω2,ξ ω3,η + ω2,η ω3,ξ) = 0,
∂ηω1,ξ − ∂ξω1,η + ω2,η ω3,ξ − ω2,ξ ω3,η = 0.

(7.5.2)

Циклическая перестановка индексов 1,2,3 добавляет еще четыре урав-
нения.

Уравнения (7.5.2) эквивалентны условию совместности линейной
системы

∂ξΦ = UΦ, ∂ηΦ = V Φ, (7.5.3)
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где матрицы U , V определяются формулами

U ≡ V0 + V1 = i

2
[σ1 (c12 − d12)ω2,ξ+

+σ2 (c21 − d21)ω1,ξ + σ3 (c33 − d33)ω3,ξ] ,

V ≡ V0 − V1 = i

2
[σ1 (c12 + d12)ω2,η+

+σ2 (c21 + d21)ω1,η + σ3 (c33 + d33)ω3,η] .

(7.5.4)

Поскольку коэффициенты cik(u), dik(u) являются двоякопериодически-
ми функциями спектрального параметра u, свойства решений системы
(7.5.3) достаточно проанализировать в пределах элементарной ячейки
со сторонами 4K, 4iK ′ в комплексной u–плоскости.

Как и ранее, из соотношений SpU = SpV = 0 и уравнений (7.5.3)
следует, что detΦ не зависит от переменных ξ, η, а из условий

U†(u∗) = −U(u), V †(u∗) = −V (u)

заключаем, что решения Φ−1(u) и Φ†(u∗) системы (7.5.3) можно вы-
брать совпадающими.

Учитывая трансформационные свойства коэффициентов (7.5.1),
нетрудно проверить, что решения системы (7.5.3), (7.5.4) удовлетворя-
ют ограничениям

Φ(u) = σ3Φ(u+ 2K)σ3, Φ(u) = Φ∗(u∗ + 2iK ′).

Так же как и в разд. 7.2, из представления (7.5.1), (7.5.3), (7.5.4)
находим явное выражение матриц g(ξ, η) ∈ SU(2) через значение мат-
ричной функции Φ(ξ, η,u) в точке u = 0:

g = exp
(
− i

4
πσ3

)
Φ(u = 0) [det Φ (u = 0)]−1/2 . (7.5.5)

Выберем для определенности (7.3.11) в качестве частного решения
нелинейных уравнений (7.5.2) асимметричной SU(2)-модели. Решение
линейных уравнений (7.5.3), соответствующее такому выбору, имеет
вид

Φ0(ξ, η,u) = exp
(

iσ3

2
[(c33(u)− d33(u))A(ξ)+

+ (c33(u) + d33(u))B(η)]
)
. (7.5.6)

В контексте метода «одевания» новые решения линейной системы
(7.5.3) представим в форме

Φ(u) = Ψ(u)Φ0(u). (7.5.7)
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Для солитонных состояний новая матричная функция Ψ(u) — это ме-
роморфная двоякопериодическая функция от параметра u с периодами
4K, 4iK ′, которая должна удовлетворять редукциям

Ψ−1(u) = Ψ†(u∗), Ψ(u) = σ3Ψ(u+ 2K)σ3,

Ψ(u) = Ψ∗(u∗ + 2iK ′).
(7.5.8)

Согласно первому из равенств (7.5.8), нули функции Ψ(u) совпадают
с полюсами функции Ψ†(u∗). Из двух последних следует, что нули
функции Ψ(u) расположены симметрично относительно прямой Imu =
= K ′ и распадаются на две группы:

μ(1)
α = uα + iK ′, μ(2)

α = uα + iK ′ + 2K (7.5.9)

и
μ(1)

α = uα + iK ′ + i θα, μ(2)
α = μ(1)∗

α + 2iK ′,

μ(3)
α = μ(1)

α + 2K, μ(4)
α = μ(1)∗

α + 2K + 2iK ′,
(α = 1, 2, . . . ,N) ,

(7.5.10)

где −2K � uα � 0, 0 < θα < K ′.
Рассмотрим сначала второй случай, когда матричная функция Ψ(u)

обладает простыми нулями в точках (7.5.10). Как и в гл. 5, будем
искать матричную функцию Ψ† (u∗) в виде разложения по дзета-
функциям Вейерштрасса ζ(u) ≡ ζ(u|2K, 2iK ′) с периодами 4K, 4iK ′, а
точнее, по функциям:

f (i)
α (u) = ζ

(
u− μ(i)

α

)
+ c(i), c(1) = −η3 = −c(2), c(3)∗ = −η2 = c(4),

которые, как следует из соотношений

f (s)
α (u− 2K) = f (s+2)

α (u)− η1,
f (2s−1)

α (u+ 2iK ′) =
[
f (2s)

α (u∗)
]∗

(s = 1, 2),

образуют (с точностью до произвольного постоянного слагаемого)
представление группы редукций (7.5.8). Здесь и далее используем
стандартные сокращенные обозначения [17, 18]:

ζ(2K|2K, 2iK ′) = η1, ζ(−2K − 2iK ′|2K, 2iK ′) = η2 ≡ −η1 − η3,
ζ(2iK ′|2K, 2iK ′) = η3.

Тогда

Ψ† (u∗) =

(
I +

N∑
α=1

4∑
i=1

Rα
i f

(i)
α (u)

)
C, (7.5.11)
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где матрицы Rα
i , C не зависят от спектрального параметра u. Посколь-

ку функции ζ(u) квазипериодичны (см. [17, 18] и приложение), пред-
ставление (7.5.11) будет иметь периоды 4K, 4iK ′ только при условии

N∑
α=1

4∑
i=1

Rα
i = 0. (7.5.12)

Как и в гл. 5, дальнейшие вычисления проводим в предположении спра-
ведливости равенства (7.5.12). Окончательный результат подтвердит
правильность построений.

Нетрудно показать, что два последних ограничения (7.5.8) приводят
к соотношениям

Rα
1 = Rα∗

2 = σ3R
α
3 σ3 = σ3R

α∗
4 σ3, C = C∗ = σ3C

∗σ3. (7.5.13)

Отсюда следует, что C — диагональная матрица с вещественными
элементами.

Явный вид матриц Rα
i определим следующим образом. Требуя обра-

щения в нуль вычетов в полюсах произведения Ψ(u)Ψ† (u∗), получим,
вследствие (7.5.13), N независимых матричных уравнений:

[Rα
1 ]† Ψ†(u∗)

∣∣
u=λα

= 0 (α = 1, 2, . . . ,N), (7.5.14)

где для упрощения записи введено обозначение: λα = μ
(1)∗
α . Элементы

вырожденных матриц Rα
1 запишем в виде

(Rα
1 )ab = (mα)a (Xα)b (a, b = 1, 2; α = 1, 2, . . . ,N). (7.5.15)

Подстановка (7.5.15) в (7.5.14) определяет векторы Xα из системы
линейных уравнений:

mβ∗ +
N∑

α=1

[(
mβ∗ ·mα

)
Xαf (1)

α (λβ) +
(
mβ∗ ·mα∗)Xα∗f (2)

α (λβ)+

+
(
mβ∗ · σ3mα

)
Xασ3f

(3)
α (λβ) +

+
(
mβ∗ · σ3mα∗)Xα∗σ3f

(4)
α (λβ)

]
= 0. (7.5.16)

Здесь

mα = (mα
1 ,m

α
2 ), Xα = (Xα

1 ,Xα
2 ),(

mα ·mβ
)

= mα∗
1 mβ

1 +mα∗
2 mβ

2 .
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Результат решения уравнений (7.5.16) проще представить в терминах
N -мерных матриц Fa, Qa и векторов pa =

(
m1

a,m
2
a, . . . ,m

N
a

)
, Xa =

=
(
X1

a,X
2
a, . . . ,X

N
a

)
:

Xa = − [Fa −QaF
∗−1
a Q∗

a

]−1 (
p∗

a −QaF
∗−1
a pa

)
;

(Fa)βα =
(
mβ∗ ·mα

)
f (1)

α (λβ)−
− (−1)a

(
m∗β · σ3mα

)
f (3)

α (λβ) ,

(Qa)βα =
(
mβ∗ ·mα∗) f (2)

α (λβ)−
− (−1)a

(
mβ∗ · σ3m∗α

)
f (4)

α (λβ) .

(7.5.17)

Постоянные в определении функций f
(s)
α (u) выбраны так, что выпол-

няются тождества
F ∗

a = −FT
a , QT

a = −Qa. (7.5.18)

Свойства симметрии (7.5.18) существенно облегчают вычисления. На-
пример, для односолитонного (N = 1) решения числа Qa равны нулю,
а Fa — чисто мнимые величины. Для двухсолитонного решения обрат-
ная матрица (7.5.17) имеет простой вид:[

Fa −QaF
∗−1
a Q∗

a

]−1
= 1

detFa − |(Qa)12|2
(

(Fa)22 − (Fa)12− (Fa)21 (Fa)11

)
.

Кроме того, из формул (7.5.13), (7.5.15)–(7.5.18) следует справедли-
вость соотношения (7.5.12).

Используя первое равенство (7.5.8), выразим матрицу C через Rα
i :

(
C−1)2 =

(
I +

4∑
i=1

N∑
α=1

Rα†
i f (i)∗

α (u∗)

)
×

×
(
I +

4∑
j=1

N∑
β=1

Rβ
j f

(j)
β (u)

)
. (7.5.19)

Из предыдущего анализа вытекает, что правая часть равенства (7.5.19)
не содержит полюсов и является положительно определенной диаго-
нальной матрицей, не зависящей от параметра u. Удобное представле-
ние для матрицы C получим, если в (7.5.19) положим u = 0.

Отметим, что матрица C определена нами с точностью до умно-
жения на матрицу W = diag (ε1, ε2), ε21 = ε22 = 1. Далее показано, что
отмеченная неоднозначность несущественна для построения методом
«одевания» новых решений модели из-за инвариантности уравнений
модели (7.5.2) относительно замены ω1 → −ω1, ω2 → −ω2, ω3 → ω3.

Эволюция векторов mα определяется уравнениями, обеспечива-
ющими отсутствие дополнительных полюсов, связанных с задачей
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Римана, в «одевающих» соотношениях (7.3.13). Решение этих уравне-
ний выражается через выбранное частное решение

mα = Φ0 (λ∗α, ξ, η) c
α,

где cα — произвольные постоянные комплексные векторы (α = 1, 2, . . .
. . . ,N).

Окончательные формулы для матриц задачи Римана Ψ(u), Ψ† (u∗)
содержат комбинации дзета-функций Вейерштрасса, которые могут
быть выражены через более популярные эллиптические функции
Якоби:

αβ(u) ≡ f (1)
β (u)−f (3)

β (u)= dnv

2 snv cnv
= 1 + dn2v

2 sn2v
, v =

u− μ
(1)
β

2
;

ϕβ(u)− ϕβ (λβ) = αβ (λβ) αβ(u)

α∗
β (u∗)

,

ϕβ(u) = f
(2)
β (u) + f

(4)
β (u)− f (1)

β (u)− f (3)
β (u);

f
(2)
β (u)− f (4)

β (u) = k2

4α∗
β (u∗)

.

(7.5.20)

Тождества (7.5.20) уже использовались ранее. В гл. 5 и в приложении
приведена схема их доказательства.

В частности, с помощью формул (7.5.20) элементы односолитонной
матрицы Ψ† (u∗) можно записать в виде[

Ψ† (u∗)
]
11 = i r α (λ1)

(
|m1|2 α(u)

α∗ (u∗)
+ |m2|2

)
,[

Ψ† (u∗)
]
12

= i r
(
−m1m

∗
2 α(u) +m∗

1m2
k2

4α∗ (u∗)

)
,[

Ψ† (u∗)
]
21 = i r

(
−m∗

1m2 α(u) +m1m
∗
2

k2

4α∗ (u∗)

)
,[

Ψ† (u∗)
]
22 = i r α (λ1)

(
|m2|2 α(u)

α∗ (u∗)
+ |m1|2

)
.

(7.5.21)

В соотношениях (7.5.21) опущена матрица W = diag (ε1, ε2), ε21 = ε22 =
= 1. Величины r > 0, α(u), detΨ† (u∗) выражаются через эллиптиче-
ские функции Якоби с модулем k:

r−2 = −α2 (λ1)
(
|m1|4 + |m2|4

)
+ δ |m1m2|2 −

(
m2

1m
∗2
2 +m∗2

1 m
2
2

)
k2/4,

δ = k4

16 |α(0)|2 + |α(0)|2 − α2 (λ1)
(
α(0)
α∗(0)

+ α∗(0)
α(0)

)
;

det Ψ† (u∗) = α(u)

α∗ (u∗)
; α(u) = dnu

2 snu cnu
, u = u− λ∗

1

2
.

Перейдем к построению функций Ψ(u) с особыми нулями (7.5.9).
Примеры, приведенные в главах 3–5, показывают, что учет в процедуре
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«одевания» особых нулей может изменить основное состояние системы
на бесконечности и привести к решениям, описывающим нескомпенси-
рованные домены. Этого не происходит, если функция Ψ(u) содержит
четное число различных групп из простых нулей (7.5.9). С учетом
сформулированного критерия и редукций (7.5.8), будем искать Ψ† (u∗)
в виде следующего разложения по дзета-функциям Вейерштрасса:

Ψ† (u∗) =

(
I +

2N∑
α=1

[
Rαg(1)

α (u) + σ3R
ασ3 g

(2)
α (u)

])
C, Rα = Rα∗,

g(1)
α (u) = ζ

(
u− μ(1)

α

)
+ η3, g(2)

α (u) = ζ
(
u− μ(2)

α

)− η2.
Здесь C — диагональная вещественная матрица,

μ(1)
α = uα + iK ′, μ(2)

α = μ(1)
α + 2K, −2K � uα � 0.

Как и ранее, представим элементы вырожденных матриц Rα в фор-
ме

(Rα)ab = (mα)a (Xα)b (a, b = 1, 2; α = 1, 2, . . . , 2N) .

Матрица Rα будет вещественной, например, при вещественных век-
торах mα, Xα, тогда функция Ψ† (u∗) будет двоякопериодической при
ограничении:

2N∑
α=1

diag [mα
1X

α
1 ,mα

2X
α
2 ] = 0. (7.5.22)

Далее при расчетах предполагаем вещественность векторов mα. Веще-
ственность векторов Xα и соотношение (7.5.22) окажутся следствиями
вещественности mα.

Условие обращения в нуль вычетов в полюсах произведения
Ψ(u)Ψ†(u∗) дает алгебраические уравнения для расчета векторов
Xα = (Xα

1 ,Xα
2 ) (α,β = 1, 2, . . . , 2N). Как и прежде, их реше-

ние удобно записать в терминах 2N -мерных матриц Ga и векторов
pa =

(
m1

a,m
2
a, . . . ,m

2N
a

)
, Xa =

(
X1

a,X
2
a, . . . ,X

2N
a

)
:

Xa = −G−1
a pa,

[
G−1

a

]
αβ

= ∂ ln detGa

∂ [Ga]βα

,

(Ga)βα =
(
mβ ·mα

)
g(1)

α (λβ)− (−1)a
(
mβ · σ3mα

)
g(2)

α (λβ) ,

где a, b = 1, 2; λβ = μ
(1)∗
β . Матрицы Ga обладают свойствами симмет-

рии:
GT

a = −Ga, G∗
a = Ga,

с помощью которых нетрудно проверить, что следствиями веществен-
ности векторов mα оказываются свойство вещественности векторов Xα

и тождество (7.5.22).
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Как и ранее, эволюция векторов mα определяется формулой

mα = Φ0 (λ∗α, ξ, η) c
α, λ∗α ≡ μ(1)

α = uα + iK ′.

Для «затравочного» решения (7.5.6) матрица Φ0 (λ∗α, ξ, η) вещественна.
Отсюда следует, что векторы mα будут вещественными только тогда,
когда cα = (cα1 , c

α
2 ) — произвольные постоянные вещественные векто-

ры. Без ограничения общности числа cα1,2 можно выбрать так, чтобы
выполнялось условие cα1 c

α
2 > 0 (по α нет суммирования).

Приведем выражение для элементов односолитонной матрицы
(с точностью до несущественной матрицы W = diag (ε1, ε2)):[

Ψ† (u∗)
]
11

= r
(
α1(u)α2(u)m1

1m
2
1 + k2m1

2m
2
2/4
)
,[

Ψ† (u∗)
]
12 = r α1 (λ∗2)

[−m1
1m

2
2 α1(u) +m1

2m
2
1 α2(u)

]
,[

Ψ† (u∗)
]
21 = r α1 (λ∗2)

[−m2
1m

1
2 α1(u) +m2

2m
1
1 α2(u)

]
,[

Ψ† (u∗)
]
22 = r

(
α1(u)α2(u)m1

2m
2
2 + k2m1

1m
2
1/4
)
,

(7.5.23)

где

αβ(u) = 1 + dnv

2 snv

∣∣∣
v=u−μ

(1)
β

= k

2
[sn (u− uβ) + i cn (u− uβ)] , β = 1, 2;

r−2 = (k/2)4
((
m1

1m
2
1

)2
+
(
m1

2m
2
2

)2
+

+
[
2k−1α1 (λ∗2)

]2 [(
m1

1m
2
2

)2
+
(
m1

2m
2
1

)2]
+ 2δ m1

1m
1
2m

2
1m

2
2

)
,

δ = snu1snu2 − cnu1cnu2 −
[
2k−1α1 (λ∗2)

]2
(snu1snu2 + cnu1cnu2).

Нетрудно проверить, что

detΨ† (u∗) = 4k−2α1(u)α2(u) =
= − [cn (u− u1)− i sn (u− u1)] [cn (u− u2)− i sn (u− u2)] .

На этом заканчивается построение мультисолитонных матриц за-
дачи Римана для асимметричной киральной модели. Отметим, что ре-
дукции в задачах Римана для уравнений Ландау–Лифшица двухосного
ферромагнетика и для модели асимметричной киральной модели хотя
и не совпадают, но являются близкими. Поэтому формулы для матриц
задач Римана (5.2.27) и (7.5.21), (5.2.47) и (7.5.23) мало отличаются
друг от друга. Отсюда следует, что решения уравнений асимметричной
киральной модели с качественной точки зрения должны быть близки
к решениям модели двухосного ферромагнетика.

Согласно формулам (7.5.5), (7.5.7) по выбранному «затравочному»
решению Φ0 с помощью мультисолитонных матриц Ψ находим новые
решения асимметричной киральной модели в терминах полей g(ξ, η) ∈
∈ SU(2):

g = exp
(
− i

4
πσ3

)
Ψ(u = 0)Φ0 (u = 0)√

det[Ψ (u = 0)Φ0 (u = 0)]
.



384 Гл. 7. Применение матричной задачи Римана к динамике

Приведем рабочие формулы для «одетых» форм Картана. Заметим,
что матричные функции U(λ), V (λ) (7.5.4) имеют простые полюсы
в точках, являющихся корнями уравнения cnu =

√
a1/a3 . Пусть u0 —

корень уравнения cnu =
√
a1/a3 , лежащий в интервале 0 � Reu0 � K,

Imu0 = 0. Тогда

snu0 =
√
a3 − a1

a3
, cnu0 =

√
a1

a3
, dnu0 =

√
a1

a2
.

Приравнивая вычеты в полюсах u = ±u0 «одевающих» соотношений
(7.3.13), получаем простые формулы, выражающие новые формы Кар-
тана через «затравочные»:

σ1
√
a2 ω2,ξ − σ2

√
a1 ω1,ξ + σ3

√
a3 ω3,ξ =

= Ψ (u = u0)
[
σ1
√
a2 ω

(0)
2,ξ − σ2

√
a1 ω

(0)
1,ξ + σ3

√
a3 ω

(0)
3,ξ

]
Ψ† (u = u0) ;

σ1
√
a2 ω2,η − σ2

√
a1 ω1,η + σ3

√
a3 ω3,η =

= Ψ (u = −u0)
[
σ1
√
a2 ω

(0)
2,η − σ2

√
a1 ω

(0)
1,η + σ3

√
a3 ω

(0)
3,η

]
Ψ† (u = −u0) .

(7.5.24)
Определим векторные поля:

A(ξ, η) = (a1 + a2 + a3)

2
√
a1 a2 a3

(
√
a1 ω1,ξ,

√
a2 ω2,ξ,

√
a3 ω3,ξ),

B(ξ, η) = (a1 + a2 + a3)

2
√
a1 a2 a3

(
√
a1 ω1,η,

√
a2 ω2,η,

√
a3 ω3,η).

Как и в предыдущих разделах, из соотношений (7.5.24) вытекает, что
длины векторов A, B, построенных процедурой «одевания», совпадают
с таковыми для «затравочных» решений: A2 = A2

0, B2 = B2
0. Для част-

ного решения (7.3.11) длина вектора A не зависит от η, а длина вектора
B не зависит от ξ. Это не случайно, так как уравнения асимметричной
модели (7.5.2) в терминах полей A, B имеют вид

∂ηA + [B×A] + 2 (a1 + a2 + a3)
−1 [A× aB] = 0,

∂ξB + [A×B] + 2 (a1 + a2 + a3)
−1 [B× aA] = 0,

(7.5.25)

где a = diag (a1, a2, a3).
Рассмотрим сначала односолитонное решение асимметричной мо-

дели, полученное «одеванием» частного решения (7.3.11) с помощью
задачи Римана с нулями (7.5.10). Окончательный результат удобно
записать через углы Эйлера θ, ϕ, ψ (определяющие, в частности, ориен-
тацию трех взаимно перпендикулярных антиферромагнитных векторов
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равновесной обменной структуры). После простых преобразований по-
лучаем:

cos θ = 1− 2 (ch 2σ − cos 2S)

ch 2σ − cos 2S +
[
2ik−1α (λ1)

]2
(ch 2y + cos 2γ)

, (7.5.26)

ϕ+ ψ = −π
2

+A(ξ) +B(η) + 1
i
ln ch(y − iγ)

ch(y + iγ)
,

ψ − ϕ = −π
2
−A(ξ)−B(η) + 1

i
ln sh(σ + iS)

sh(σ − iS)
, (7.5.27)

где вещественные параметры y, S, σ, γ определяются соотношениями:

y = ln
∣∣∣m1

m2

∣∣∣ , S = arg m1

m2
, α(0) = k

2
exp (σ + iγ).

Обсудим решение простейшего вида. Выберем функции A(ξ), B(η)
в виде (7.4.25). Тогда переменные y, S примут вид (7.4.26). Выражение
для cos θ (7.5.26) представляет пространственно локализованную
волну типа ямки, которая движется как единое целое со скоростью
V = −∂ty/∂xy. Но, в отличие от решения (7.4.23) осесимметричной
модели, в данном случае профиль ямки претерпевает дополнительные
пульсации с частотой Ω = 2 ∂tS (рис. 7.6). Интересно, что, с точностью
до обозначений, выражение для cos θ (7.5.26) совпадает с формулой
(5.2.31) для третьей компоненты вектора намагниченности в двухосном
ферромагнетике. Поэтому, согласно результатам гл. 5, ямка на рис. 7.6
становится наиболее протяженной и глубокой, когда комплексный
параметр бризера μ(1)

1 = λ∗1 приближается к особым значениям (7.5.9).
В этом случае она ограничена стенками шириной порядка (∂xy)

−1,
в пределах которых cos θ быстро изменяется от одного предельного
значения cos θ ≈ 1 до другого cos θ ≈ −1. Расстояние между стенками
(протяженность ямки) определяется условием cos θ ≈ 0 и оказывается
много больше ширины стенок. Стенки, ограничивающие ямку, соверша-
ют колебания относительно «центра тяжести» бризера. В пределе μ(1)

1 →→ u1 + iK ′ размах колебаний возрастает настолько, что происходит
распад бризера на два кинка, удаляющихся друг от друга (см. рис. 5.5).

Формула для поля (ϕ+ ψ) (7.5.27) напоминает решение (7.4.23)
в осесимметричной модели. В то же время, поле (ψ − ϕ) описывается
не просто линейной функцией от x, t, а суммой линейной и периоди-
ческой функций от переменных x, t.

Распределение намагниченности, соответствующее многоподреше-
точному солитону, имеет однородную асимптотику:

M→ −γh̄a3 (u1 + u2)n при x→ ±∞,

где n = (0, 0, 1), и представляет крайне сложное пространственно ло-
кализованное пульсирующее образование, движущееся с постоянной
скоростью. В области локализации солитона оси локальных поворотов
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Рис. 7.6. Распределение поля cos θ для пульсирующего солитона

вектора намагниченности и положения антиферромагнитных векторов
обменной структуры испытывают колебания во времени и изменяются
в пространстве при удалении от центра солитона.

Обсудим простейшее решение асимметричной модели, полученное
«одеванием» частного решения (7.3.11) с помощью матриц Ψ(u) (7.5.23)
с особыми нулями (7.5.9). В терминах углов Эйлера окончательный
результат имеет вид

cos θ = 1−
− 2D2 [ch (y2 − y1) − cos (γ2 − γ1)]

ch (y2 + y1) − cos (γ2 + γ1) +D2 [ch (y2 − y1) − cos (γ2 − γ1)]
; (7.5.28)

ϕ+ ψ = π

2
+A(ξ) +B(η) + 1

i
ln sh [(y2 + y1 + i (γ2 + γ1)) /2]

sh [(y2 + y1 − i (γ2 + γ1)) /2]
,

ψ − ϕ = π

2
−A(ξ)−B(η) + 1

i
ln sh [(y2 − y1 − i (γ2 − γ1)) /2]

sh [(y2 − y1 + i (γ2 − γ1)) /2]
.

Вещественные параметры D, yβ , γβ определяются формулами

D = 2k−1α1 (λ∗2) , yβ = ln
mβ

2

mβ
1

, γβ = am(uβ , k) , β = 1, 2,

где am (u, k) — амплитуда u:

exp [i am (u, k)] = cn (u, k) + i sn (u, k) .

При выборе линейных функций A(ξ), B(η) (7.4.25) переменные yβ

принимают вид
yβ = y

(0)
β + κβ (x− Vβ t),

где y(0)
β , κβ, Vβ — вещественные параметры. В этом случае выражение

(7.5.28) для поля cos θ лишь константой D2 cos(γ2 − γ1) в числителе
отличается от проекции S3 вектора намагниченности S двухосного
ферромагнетика в решении, которое описывает упругое столкновение
двух доменных стенок (5.2.49). Отсюда следует, что поле cos θ (7.5.28)
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описывает упругое столкновение двух кинков, подобное изображен-
ному на рис. 5.6. В системе отсчета, связанной с одним из них,
когда кинки расходятся на большие расстояния (в пределе y1,2 = const,
y2,1 → ±∞), решение (7.5.28) описывает отдельный кинк. При этом
асимптотики функций ϕ ± ψ отличаются от «затравочных» значений
лишь постоянными слагаемыми.

В общем случае, выбирая разные функции A(ξ), B(η), мы полу-
чаем пульсирующие солитоны или уединенные волны типа перегибов
на фоне нелокализованных волн намагниченности и можем детально
описать их взаимодействия.

Основанная на формализме Гельфанда–Левитана–Марченко схема
интегрирования уравнений (7.5.25) с однородной асимптотикой по-
лей A, B на бесконечности обсуждалась в работе [19]. Показано, что
в этом случае элементарные возбуждения системы образуют идеальный
газ из солитонов и квазичастиц с непрерывным спектром.
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СЛАБОНЕЛИНЕЙНЫЕ МАГНИТОСТАТИЧЕСКИЕ

И МАГНИТОУПРУГИЕ СОЛИТОНЫ

Когда внешнее воздействие на систему значительно, ее описа-
ние в терминах фурье-гармоник (или линейных квазичастиц) ста-
новится неадекватным, так как увеличивается взаимодействие меж-
ду гармониками. В то же время, если амплитуды волн не слиш-
ком велики, то взаимодействие гармоник является слабым. В этом
случае нелинейную динамику реальной физической системы удает-
ся корректно аппроксимировать в рамках нелинейной редуктивной
теории возмущений (РТВ) [1]. До настоящего времени РТВ — это
единственный мостик между линейной теорией и теорией солитонов.
При построении РТВ, исходя из физики задачи, в реальной системе вы-
деляются пространственно-временные области, где вводятся медленные
(пространственные и временные) переменные. Медленные переменные
вводятся посредством масштабных преобразований. Конечная цель —
описание системы в терминах теории солитонов. Поскольку солитон,
как известно, — результат баланса дисперсии и нелинейности, мас-
штабные преобразования выбираются так, чтобы согласовать простран-
ственно-временной отклик системы на возмущение с линейным зако-
ном дисперсии и сбалансировать эффекты дисперсии и нелинейности.
При верном выборе масштабных преобразований низшие порядки РТВ
дают замкнутое эффективное уравнение слабонелинейной динамики
реальной системы. Практически важно, что РТВ, выделяя скрытые ал-
гебраические симметрии, как правило, приводит к уравнениям, которые
обладают поразительной универсальностью и оказываются интегрируе-
мыми или близкими к ним. Тем самым достигается детальное описание
реальной системы в рамках метода обратной задачи рассеяния или
солитонной теории возмущений.

Построение и использование нелинейных моделей приводит к пред-
сказанию новых типов солитонов и нелинейных дефектов, меняет пред-
ставления о микроструктуре и свойствах среды. На этом пути теория
может претендовать на аналитическое описание термодинамических,
кинетических, механических, электрических и других свойств суще-
ственно нелинейных систем.

На основе различных вариантов нелинейной теории возмуще-
ний построены упрощенные модели слабонелинейной динамики це-
лого ряда магнитных, упругих и магнитоупругих систем с необыч-
ным основным состоянием или нетривиальным характером взаимодей-
ствий, связанным с наличием сверхструктур, спонтанных деформаций,
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проявлениями магнитостатики, теоретическое описание которых вызы-
вает затруднения. В ферро- и антиферромагнитных пластинах иссле-
дованы особенности слабонелинейной динамики обменно-дипольных
спиновых волн, связанные с конкуренцией обменной и нелокальной
магнитостатической дисперсий, влиянием поверхности образца [2–9].
Установлено [2–6], что модуляции огибающей активационных спино-
вых волн не всегда описываются традиционно используемой моделью
[10–19] — нелинейным уравнением Шредингера. Предложены альтер-
нативные, в том числе нелокальные, модели, предсказаны новые типы
нелинейных возбуждений. Исследована нелинейная динамика бесще-
левых обменно-дипольных волн в антиферромагнитных пленках [7–9].
В антиферромагнетиках с геликоидальной структурой и в магнито-
упругих средах описана перекачка энергии в области интенсивно-
го резонансного взаимодействия активационных и бесщелевых мод,
изучены различные солитонные режимы в окрестности нелинейного
резонанса [20–23]. Вдали от резонанса слабонелинейная динамика
магнитоупругих волн в ферро- и антиферромагнетиках рассматрива-
лась в [24–27]. Трехволновые взаимодействия в антиферромагнетиках,
удовлетворяющие условиям синхронизма, были исследованы в [28].
Вблизи ориентационных фазовых переходов при наличии управляющих
электрического, магнитного полей, внешнего механического напряже-
ния исследованы двухподрешеточные магнитоупругие солитоны, в том
числе ассоциированные с разными ветвями линейного спектра, кото-
рые резонансно связаны между собой (см. [29] и ссылки, приведен-
ные там).

В данной главе проиллюстрирована эффективность методов РТВ
на примере теоретического описания малоамплитудных обменно-ди-
польных солитонов в ферро- и антиферромагнитных пластинах и маг-
нитоупругих солитонов в ферромагнетиках. Перечисленные среды не
эквивалентны по интенсивности нелинейных взаимодействий. Наи-
более значительна нелинейность магнитных сред. В магнитоупругих
средах упругий ангармонизм в основном индуцирован магнитной под-
системой.

8.1. Нелинейная динамика обменно-дипольных
спиновых волн в ферромагнитной пластине

конечной толщины

Ничего не выбрасывай.

Первое правило умного ремонта.

Прогресс в области исследования особенностей возбуждения
и распространения нелинейных спиновых волн в магнитных пластинках
(пленках) стимулируется многообразием нелинейных явлений в пленках,
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фундаментальными физическими свойствами этих материалов, а также
их возможными приложениями в микроэлектронике и вычислительной
технике (различные модуляторы и мультипликаторы, элементы
логических устройств), в диагностике и контроле продукции.
Пленочные материалы имеют интересные особенности, отсутствующие
или слабо выраженные у массивных образцов. Тонкие ферромагнитные
пленки железо-иттриевых гранатов с толщиной от нескольких микрон
до десятков микрон и длиной от нескольких до десятков сантиметров
обладают свойствами ферромагнитной среды в интервале от 1 ГГц до
20 ГГц. Этот частотный интервал интенсивно исследуется благодаря
возможности возбуждения распространяющихся вдоль пленки
обменно-дипольных спиновых волн. Одним из главных результатов
такого изучения явилось обнаружение солитонов огибающей спиновых
волн в ферромагнитных пленках [12–15].

При теоретическом описании слабонелинейной динамики спино-
вых волн в магнитных пленках, как правило, используют локаль-
ное нелинейное уравнение Шредингера (НУШ) [10–19]. Его решения
при различных начальных и краевых условиях исследовались методом
обратной задачи рассеяния [30–36], численными методами [17–19].
Обычно в длинноволновой области приводят упрощенный вывод НУШ,
использующий нелинейное дисперсионное соотношение ω = ω(k, |ϕ|)
для спиновых волн. Упрощенный подход предполагает дифференци-
руемость ω(k, |ϕ|) по волновому числу k. Однако в области малых
волновых чисел (|kd| � 1, d — толщина пленки) ω(k, |ϕ|) является
недифференцируемой функцией [37] и, следовательно, вывод НУШ
некорректен. Вопросы о структуре солитоноподобных состояний, об ин-
терпретации данных по форме «огибающей», ее координатной и функ-
циональной зависимостях требуют более детального теоретического
анализа. Речь идет о последовательном учете эффектов, связанных
с обменным и диполь-дипольным взаимодействиями. Если в линейных
задачах об этих эффектах можно говорить, когда обменная и дипольная
энергии сравнимы по величине, то специфика нелинейной задачи во
многом определяется не их соотношением, а конкуренцией двух типов
пространственной дисперсии — обменной и магнитостатической. Кроме
того, учет магнитостатики делает задачу не только не одномерной,
но и нелокальной, требует корректного учета краевых условий на
поверхности образца.

При изучении процессов распространения активационных волн
с волновым вектором k в ферромагнитной пластине необходи-
мо учитывать следующую иерархию масштабов. Во-первых, считается
справедливым континуальное приближение, т. е. k−1 � a, где a —
постоянная решетки, k ≡ |k|. Во-вторых, полагается, что для
описания колебаний намагниченности достаточно магнитостатического
приближения, т. е. k � ω/c, где ω — частота колебаний, c —
скорость света [38]. Для реальных значений соответствующих
параметров ω/c ≈ 1÷ 10 см−1. В-третьих, получаемые уравнения
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должны описывать пространственные модуляции намагниченности
с характерным масштабом λ, большим k−1, но меньшим линейного
размера (длины) образца L. В настоящем разделе исследуется сла-
бонелинейная динамика обменно-дипольных спиновых возбуждений
в ферромагнитной пластине в следующем интервале масштабов:

L� λ� k−1 � a, λ� c/ω.

В указанном интервале возможно корректное описание взаимодействия
спиновых волн в рамках локальных уравнений динамики. В этом
разделе при построении эффективных локальных уравнений использу-
ется вариант редуктивной теории возмущений (РТВ), предложенный
в работе [6]. Используемый подход не пригоден в области слишком
малых k. Однако в области умеренных и больших значений волно-
вых чисел он обладает значительными преимуществами и позволяет
преодолеть трудности, связанные как с нелокальностью и неодномер-
ностью магнитостатических взаимодействий, так и с нелинейностью
задачи.

Известно [37–44], что из-за пространственного квантования волно-
вого вектора спиновой волны вдоль нормали к поверхности пластины
обменно-дипольный спектр описывается отдельными кривыми, каждая
из которых отвечает своей волне, бегущей вдоль пластины. Подход
работы [6] позволяет строить уравнения эволюции огибающих для
любой спин-волновой моды из этого спектра в пластинах произвольной
толщины.

Когда закон дисперсии спиновых волн не имеет особенностей,
эффективное уравнение сводится к НУШ. Специально подчеркнем,
что при последовательном выводе НУШ константа взаимодействия
волн учитывает неоднородности распределения намагниченности вдоль
нормали к пластине и нетривиально зависит от волнового векто-
ра основной гармоник и толщины пластины. Поэтому предложенный
в [11] и ставший традиционным вывод НУШ посредством разложения
нелинейного дисперсионного соотношения ω = ω(k, |ϕ|) по степеням
амплитуды спиновой волны |ϕ| в общем случае приводит к неверным
результатам. При традиционном подходе зависимость частоты от ам-
плитуды берется такой же, как в теории однородного ферромагнитного
резонанса: ω = ω(k = 0, |ϕ|). В результате не учитываются особенности
взаимодействия неоднородных по толщине пластины и распространя-
ющихся вдоль пластины спиновых волн с близкими значениями не
равных нулю волновых векторов.

Интересно, что из-за конкуренции двух типов дисперсии — обмен-
ной и магнитостатической — для нижней по энергии ветви спектра
спиновых волн зависимость ω = ω(k) имеет точку перегиба (точку
нулевой дисперсии) в области умеренных значений волновых чисел.
В окрестности точки перегиба происходит смена режима распростра-
нения волн. В этой области эффективное уравнение хотя и остается
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локальным, но не сводится к НУШ. Особенности нелинейной динами-
ки магнитостатических волн в окрестности точки нулевой дисперсии
обсудим отдельно.

8.1.1. Редуктивная теория возмущений

Рассмотрим изотропную ферромагнитную пластину толщиной d
в направлении Oz, неограниченную в плоскости xOy, намагниченную
до насыщения однородным внешним постоянным магнитным полем
H0, направленным вдоль нормали к поверхности (по оси Oz). Бу-
дем считать, что в основном состоянии пластина однородно намаг-
ничена. Пусть спиновые волны распространяются вдоль пластины по
оси Ox. Динамика вектора намагниченности описывается уравнени-
ем Ландау–Лифшица. Поскольку мы рассматриваем малоамплитудные
волны, то в исходных уравнениях ограничимся кубическими слагаемы-
ми по амплитуде отклонений намагниченности от основного состояния
M0n (n = (0, 0, 1)):

M = M0n + m; mz
∼= −m

2
x +m2

y

2M0
. (8.1.1)

В этом приближении уравнения Ландау–Лифшица принимают следу-
ющий вид:

∂tmx = −γ [my

(
H0 +H(m)

z + αΔmz

)− (M0 +mz)αΔmy

]
,

∂tmy = −γ [(M0 +mz)
(
H(m)

x + αΔmx

)−
−mx

(
H0 +H(m)

z + αΔmz

)]
.

(8.1.2)

Анализ проведем для случая свободных поверхностных спинов:

∂zmi

∣∣
z=±d/2 = 0, i = x, y. (8.1.3)

Хотя экспериментальная реализация этой ситуации (нормально намаг-
ниченная пластина при отсутствии закрепления спинов), по-видимому,
затруднительна, тем не менее, ее рассмотрение полезно, поскольку поз-
воляет выявить ряд особенностей, которые могут встретиться в более
сложных случаях.

Размагничивающее поле H(m) удовлетворяет уравнениям магнито-
статики:

Δϕ = 4π div m; H(m) = −∇ϕ; |z| < d/2;

Δϕ̃ = 0; H(m) = −∇ϕ̃; |z| > d/2.

Здесь ϕ и ϕ̃ — скалярные магнитостатические потенциалы внутри и вне
пластины соответственно. Условия их сшивания на границе пластины
имеют следующий вид:

ϕ
∣∣∣
z=±d/2

= ϕ̃
∣∣∣
z=±d/2

; −∂zϕ̃
∣∣∣
z=±d/2

= (−∂zϕ+ 4π (M0 +mz))
∣∣∣
z=±d/2

.
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Для дальнейшего важно, что краевую задачу можно переформулиро-
вать так, чтобы полностью исключить использование потенциала вне
пластины ϕ̃. Для этого в потенциалах ϕ и ϕ̃ выделим слагаемые,
отвечающие равновесному состоянию:

ϕ = 4πM0z + f ; ϕ̃ =
{

2πM0d+ f̃ , z � d/2,
−2πM0d+ f̃ , z � −d/2.

Тогда уравнения магнитостатики и краевые условия примут вид:

Δf = 4π div m, −∂z f̃
∣∣∣
z=±d/2

= (−∂zf + 4πmz)
∣∣∣
z=±d/2

; (8.1.4)

Δf̃ = 0, f̃ (z = ±d/2) = f (z = ±d/2) ; f̃ → 0 (|z| → ∞). (8.1.5)

Решение краевой задачи Дирихле (8.1.5) по определению потенциала f̃
вне пластины имеет вид

f̃(x, z) = 1
π

+∞∫
−∞

f(x′, z = d/2)(z − d/2)

(x′ − x)2 + (z − d/2)2
dx′, z � d

2
;

f̃(x, z) = − 1
π

+∞∫
−∞

f(x′, z = −d/2)(z + d/2)

(x′ − x)2 + (z + d/2)2
dx′, z � −d

2
.

(8.1.6)

С помощью (8.1.6) нетрудно выразить предельные значения производ-
ной ∂z f̃

∣∣
z=±d/2 через f :

∂z f̃
∣∣∣
z=±d/2

= ±∂xĤ f (x′, z = ±d/2) = ±Ĥ ∂x′f (x′, z = ±d/2). (8.1.7)

Здесь Ĥ — оператор преобразования Гильберта:

Ĥu = 1
π

V. p.
+∞∫
−∞

u(ξ′)
ξ′ − ξ

dξ′.

После подстановки (8.1.7) в (8.1.4) получим эффективную краевую
задачу для определения потенциала f :

Δf = 4π div m;

∓Ĥ ∂x′f
(
z = ±d

2

)
= [−∂zf + 4πmz]

∣∣∣
z=±d/2

.
(8.1.8)

Таким образом, можно ограничиться решением магнитостатических
уравнений внутри пластины, однако при этом условия на поверхности
пластины становятся интегро-дифференциальными. Физически появ-
ление подобных краевых условий является следствием дальнодейству-
ющего характера диполь-дипольных сил. Последнее обстоятельство
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упущено в [10, 11] при выводе НУШ для магнитостатических спино-
вых волн.

Линеаризованная задача (8.1.2), (8.1.3), (8.1.8) имеет решения
в форме плоских волн ∝ exp (ikx+ iω(k) t). Наша цель состоит в том,
чтобы описать модуляции этих линейных мод, обусловленные взаи-
модействием гармоник. Для малоамплитудных волн взаимодействия
являются слабыми, поэтому естественно предположить, что модуляции
быстро осциллирующих волн также будут слабыми. Решение уравне-
ний (8.1.2), (8.1.3), (8.1.8) будем искать в виде [1, 45, 46]

mj =
+∞∑
n=1

εn
+∞∑

l=−∞
m

(n,l)
j (z,X1, τ ) exp iθl, j = x, y,

f =
+∞∑
n=1

εn
+∞∑

l=−∞
f (n,l) (z,X1, τ ) exp iθl, θl = l(kx+ ωt),

(8.1.9)

где ε — малый параметр, характеризующий отклонение системы от ли-
нейного режима, X1 = ε(x + cg t), cg — групповая скорость, X1,
τ = ε2t — медленные переменные. Выбор масштабных преобразований
пространственных и временных переменных определяется требованием
баланса эффектов дисперсии и нелинейности в уравнениях РТВ и,
в конечном счете, оправдывается самосогласованностью полученных
результатов. Параметр cg и закон дисперсии ω = ω(k) определяются
в процессе решения задачи. Вещественность полей f и mi гарантируют
условия

m
(n,l)∗
i = m

(n,−l)
i ; f (n,l)∗ = f (n,−l).

Заметим, что здесь и далее ε выступает в качестве формально-
го параметра разложения, который позволяет наглядно сгруппировать
члены одного порядка величины. В конце вычислений полагаем ε = 1.
В то же время, после того как ряд (8.1.9) будет получен, сравнением
порядков величины его членов нетрудно выявить физический малый
параметр и тем самым установить область применимости асимптотиче-
ского разложения (8.1.9). В данной задаче физический малый параметр
разложения — это (kλ)−1 � 1.

Разложение потенциала по степеням параметра ε (8.1.9) приводит
к разложению поля H(m) следующего вида:

H(m) = −∇ϕ = −4πM0n+

+
+∞∑
n=1

εn
+∞∑

l=−∞

(
H(m)

)(n,l)
exp[i l (kx+ ωt)];

(
H(m)

x

)(1,l)
= −i k lf (1,l);(

H(m)
x

)(n,l)
= −i k lf (n,l) − ∂X1f

(n−1,l), n � 2;(
H(m)

z

)(n,l)
= −∂zf

(n,l), n � 1.

(8.1.10)
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После подстановки (8.1.9), (8.1.10) в уравнения (8.1.2), (8.1.8) и при-
равнивания коэффициентов при одинаковых степенях ε, приходим к си-
стеме зацепляющихся уравнений для коэффициентов m(n,l)

i и f (n,l).
Краевые условия для уравнений теории возмущений получаются

разложением по степеням параметра ε исходных граничных условий
(8.1.3), (8.1.8). В частности, (8.1.3) дает

∂zm
(n,l)
i

∣∣∣
z=±d/2

= 0.

Специфика рассматриваемой задачи состоит в том, что краевое условие
в (8.1.8) носит интегральный характер. В результате возникают связи
между коэффициентами f (n,l) с различными n. После подстановки
(8.1.9) в (8.1.8) левая часть второй формулы (8.1.8) содержит две
группы членов: слагаемые с l = 0 и l �= 0. Поскольку ядро оператора
Гильберта является однородной функцией, для первой группы слагае-
мых выполняются соотношения типа

Ĥ ∂x′f (n,0) (X ′
1) = ε Ĥ ∂X′

1
f (n,0) (X ′

1) ,

которые показывают, что слагаемые с индексом n формируют краевые
условия в следующем порядке O

(
εn+1

)
РТВ. Краевые условия для

коэффициентов f (n,0) имеют вид[−∂zf
(1,0) + 4πm(1,0)

z

] ∣∣∣
z=±d/2

= 0;[−∂zf
(n,0) + 4πm(n,0)

z

] ∣∣∣
z=±d/2

= ∓Ĥ ∂X′
1
f (n−1,0)

(
X ′

1, z = ±d
2

)
, n � 2.

Вторая группа слагаемых (с l �= 0) содержит интегралы вида

Ĥ ∂x′
[
f (n,l) (X ′

1) exp(i k l x′)
]

=

= Ĥ
[(
ε ∂X′

1
f (n,l) (X ′

1) + i k l f (n,l) (X ′
1)
)
exp(i k l x′)

]
. (8.1.11)

Анализ показывает, что в первых порядках теории возмущений (n =
= 1,2,3) при вычислении интеграла (8.1.11) можно пренебречь за-
висимостью подынтегральной функции от медленной переменной X1
и воспользоваться соотношением

Ĥ exp(i k l x′) = i sign(k l) exp(i k l x).

Подчеркнем, что следующие порядки РТВ требуют более аккуратного
разложения интеграла (8.1.11) по степеням ε, которые, однако, нам
не понадобятся при выводе эффективных динамических уравнений.
Как будет видно из дальнейшего анализа, уравнения слабонелинейной
динамики спиновых волн получаются в третьем порядке РТВ (n = 3).
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При этом краевые условия для коэффициентов f (n,l) c l �= 0 (n = 1, 2, 3)
принимают простой локальный вид:[−∂zf

(1,l) + 4πm(1,l)
z

] ∣∣∣
z=±d/2

= ±|kl|f (1,l)
(
X1, z = ±d

2

)
;[−∂zf

(n,l) + 4πm(n,l)
z

] ∣∣∣
z=±d/2

= ±|kl|f (n,l)
(
X1, z = ±d

2

)
∓

∓ i sign (kl) ∂X1f
(n−1,l)

(
X1, z = ±d

2

)
, n = 2, 3.

Замечательно, что все магнитостатические краевые задачи допускают
явное решение. Результаты вычисления потенциалов f (n,l) с l,k �= 0
(n = 1, 2, 3) можно объединить формулой

3∑
n=1

εn
l=+∞∑

l=−∞,l �=0

f (n,l) (z,X1, τ ) exp iθl =
3∑

n=1

εn
l=+∞∑

l=−∞,l �=0

exp iθl×

×
2∑

m=1

εm

m!
(−i ∂lk)m

(
Ĝl∂

m
X1
m(n,l)

x +
(
∂zĜl

i k l

)
∂m

X1
m(n,l)

z

)
. (8.1.12)

Здесь Ĝl — интегральный оператор:

Ĝl ϕ = −2π sign(kl)

d/2∫

−d/2

exp (−|lk(z − z′)|)ϕ(z′) dz′.

Для получения эффективного уравнения динамики потребуется
также f (2,0). Мы нашли:

f (2,0) = 4π

z∫

−d/2

m(2,0)
z (z′,X1, τ ) dz′. (8.1.13)

Здесь и далее, в соответствии с (8.1.1), учитываем, что m(n,l)
z выража-

ется через m(n,l)
j (j = x,y).

С помощью соотношений (8.1.12), (8.1.13) в уравнениях динамики
намагниченности (8.1.2) выразим размагничивающие поля H(m) через
m

(n,l)
j . В результате динамические уравнения становятся интегро-диф-

ференциальными. Существенно, что интегрирования проводятся лишь
по переменной z, характеризующей неоднородность намагниченности
вдоль нормали к пластине. Успех метода основан на возможности
разделения переменных z и X1, τ в каждом порядке РТВ. Последова-
тельно осуществляя эту процедуру, получим эффективное локальное
уравнение, описывающее распространение спиновых волн вдоль пла-
стины.
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8.1.2. Первый порядок теории возмущений. Спектр спиновых
возбуждений

Первый порядок теории возмущений по ε дает систему однородных
линейных уравнений, которая при l = ±1 (гармоники ∝ exp(±i(ωt +
+ kx)) определяет спектр спиновых волн и собственные функции, ха-
рактеризующие неоднородность распределения намагниченности вдоль
нормали к пластине. При l �= ±1 оператор однородной линейной си-
стемы не вырожден, и поэтому она имеет лишь тривиальные решения:
m

(1,l)
i = f (1,l) = 0 при l �= ±1. При l = 1 решение для m

(1,1)
i можно

представить в форме

m
(1,1)
i (X1, τ , z) = Si(z) Ψ (X1, τ ) , i = x, y,

где Ψ(X1, τ ) — произвольная функция медленных переменных, которая
будет определена в дальнейшем. Векторная функция S(z) = (Sx,Sy)
является решением системы интегро-дифференциальных уравнений

L̂1S = 0; ∂zS
∣∣∣
z=±d/2

= 0, (8.1.14)

соответствующим собственному значению ω = ω(k). Здесь мы ввели
оператор

L̂1 =
(

iω ωH − γM0α
(
∂2

z − k2
)

ωH − γM0α
(
∂2

z − k2
)

+ ikγM0Ĝ1 −iω

)
,

где ωH = γH0. Различные собственные значения ω(k) отвечают раз-
личным ветвям спектра спиновых волн.

Развиваемая теория возмущений в равной мере пригодна для изуче-
ния взаимодействия спиновых волн, принадлежащих любой из ветвей
спектра линейных мод. Далее описано взаимодействие волн, принад-
лежащих какой-либо одной ветви спектра, например самой низкой по
энергии. В окончательных формулах специфика конкретной ветви спек-
тра проявится лишь в форме закона дисперсии и величине постоянной
взаимодействия волн.

Покажем, что задача (8.1.14) на собственные значения и собствен-
ные функции допускает явное решение. Из первого уравнения системы
(8.1.14) выразим Sx через Sy:

Sx = − 1
iω

[
ωH − γM0α

(
∂2

z − k2
)]
Sy

и подставим во второе уравнение:(
[ωH − γM0α

(
∂2

z − k2
)

+ iγM0kĜ1]×
× [ωH − γM0α

(
∂2

z − k2
)]− ω2

)
Sy = 0. (8.1.15)
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Подействуем на уравнение (8.1.15) оператором ∂2
z − k2. Вследствие

тождества (
∂2

z − k2
)
Ĝ1ϕ = 4π i k ϕ,

справедливого для произвольной функции ϕ, получаем(
[ωH

(
∂2

z − k2
)− γM0α

(
∂2

z − k2
)2 − ωMk2]×

× [ωH − γM0α
(
∂2

z − k2
)]− ω2

)
Sy = 0, (8.1.16)

где обозначено ωM = 4πγM0. Решение уравнения (8.1.16) имеет вид

Sy =
6∑

j=1

Cj exp (ifjz), (8.1.17)

где Cj — постоянные интегрирования, а fi = fi(k,ω) — корни уравне-
ния

k2
[
Ω2 + ωMΩ− ω2]+ f2 [Ω2 − ω2] = 0;

Ω = ωH + γM0α
(
f2 + k2

)
.

(8.1.18)

Поскольку уравнение (8.1.18) является кубическим относительно f2,
корни имеют вид ±f1, ±f2, ±f3. Соотношение (8.1.18) для парамет-
ров fj эквивалентно приведенному в работе [37], где использовался
иной подход при вычислении спектра спиновых волн.

Поскольку уравнение (8.1.18) получено как результат действия
на (8.1.15) оператора (∂2

z − k2), решение (8.1.17), вообще говоря, не
удовлетворяет (8.1.15). А именно, после подстановки (8.1.17) в соот-
ношение (8.1.15), левая часть (8.1.15) не обращается в нуль, а дает
некоторое решение однородного уравнения(

∂2
z − k2

)
ϕ = 0.

Если в этом решении приравнять нулю коэффициенты при линейно
независимых функциях вида exp(±kz), мы получим условия на па-
раметры Cj , при выполнении которых функция (8.1.17) удовлетворит
исходному интегро-дифференциальному уравнению (8.1.15):

6∑
j=1

Cj

|k| ± ifj
exp
(
∓ifj

d

2

)
= 0. (8.1.19)

Краевые условия ∂zS
∣∣∣
z=±d/2

= 0 дают еще четыре соотношения:

6∑
j=1

fjCj exp
(
±ifj

d

2

)
= 0;

6∑
j=1

Cj

(
f2

j + k2
)
fj exp

(
±ifj

d

2

)
= 0.

(8.1.20)
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Система однородных линейных уравнений для постоянных Cj име-
ет нетривиальное решение лишь при условии, что ее детерминант
обращается в нуль. Это требование дает трансцендентное уравнение
для определения спектра спиновых волн ω = ω(k). Простой анализ
соотношений (8.1.18)–(8.1.20) приводит к важному заключению. Ко-
гда внешнее поле перпендикулярно поверхности пластины, спектр ли-
нейных мод зависит лишь от |k| [37]. Это обстоятельство приводит
к недифференцируемости закона дисперсии спиновых волн в точке
k = 0. Следовательно, в области малых волновых чисел не применима
традиционная схема вывода НУШ путем дифференцирований закона
дисперсии спиновых волн по компонентам вектора k. Слабонелинейная
динамика длинноволновых магнитостатических возбуждений оказыва-
ется нелокальной и описывается другой моделью [2–5].

8.1.3. Приближенное решение краевой задачи
на собственные значения

В пластине конечной толщины для получения приближенных
(но достаточно точных) решений задачи на собственные значения
(8.1.14) эффективен подход [44], основанный на разложении S(z) по
полной, ортогональной на отрезке |z| � d/2 системе функций Sp

n(z):

S(z) =
2∑

p=1

+∞∑
n=0

Cp
n Sp

n(z);

Sp
n(z) = [i(−1)p, 1]√

1 + δn0

cos
[
κn

(
z + d

2

)]
, κn = πn

d
.

(8.1.21)

Функции Sp
n(z) соответствуют спин-волновым резонансным колебани-

ям в режиме стоячих волн, коэффициенты Cp
n определяют амплитуды

различных мод, n — число узлов в распределении намагниченности
вдоль нормали к пластине. В результате краевая задача на собственные
значения (8.1.14) редуцируется к алгебраической бесконечной однород-
ной системе, определяющей постоянные Cp

n [44]:

[ω + Ωn(k)]C1
n + ωM

2

∑
n′
Pnn′

[
C1

n′ − C2
n′
]

= 0;

[ω − Ωn(k)]C2
n + ωM

2

∑
n′
Pnn′

[
C1

n′ − C2
n′
]

= 0,
(8.1.22)

где

Pnn′ = k2

k2
n′

(
δnn′ − k2

k2
n

Fn

[
1 + (−1)n+n′

2

]
[(1 + δn0) (1 + δn′0)]

− 1
2

)
;

Fn = 2
|kd| [1− (−1)n exp(−|kd|)] ,

Ωn(k) = ωH + γM0 αk
2
n, k2n = k2 + κ2

n.
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В (8.1.22) слагаемые с n �= n′ характеризуют взаимные влияния мод
различных типов. В области волновых чисел, где различные ветви
спектра достаточно удалены друг от друга, недиагональную часть
оператора линейной системы (8.1.22) можно учесть по теории возму-
щений [47]. В главном приближении (при n = n′) из (8.1.22) находим

ω2 = Ωn(k) [Ωn(k) + ωMPnn] ;

C2
n = −ωM

2
Pnn

[
ω − Ωn(k)− ωM

2
Pnn

]−1
C1

n.
(8.1.23)

Подчеркнем, что разложение (8.1.21) позволяет корректно аппрок-
симировать лишь динамику объемных спиновых волн, распространяю-
щихся вдоль пластины. Используемые базисные функции непригодны
для описания поверхностных волн.

8.1.4. Нелинейное уравнение эволюции для огибающей
спиновых волн при ∂2

kω �= 0

Во втором порядке O(ε2) РТВ функции m
(2,l)
i (i = x,y) отличны от

нуля только при l = 0, ±1, ±2. Мы нашли [6]:

m
(2,0)
i = Ai(z) |Ψ|2, m(2,1) = −i ∂kS ∂X1Ψ + SΨ1,

m
(2,2)
i = Bi(z) Ψ2; i = x, y.

Здесь Ψ1(X1, τ ) — вторая произвольная функция от медленных пе-
ременных. Функции Aj(z) и Bj(z), характеризующие неоднородность
распределения намагниченности вдоль нормали к пластине, могут быть
вычислены явно и представляют наборы из экспонент [6]. Заметим, что
векторная функция m(2,1) = (m(2,1)

x ,m(2,1)
y ) удовлетворяет неоднородной

линейной системе типа
L̂1m(2,1) = q.

Поскольку оператор L̂1 вырожден, система разрешима лишь при вы-
полнении условия ортогональности [48]:

+d/2∫

−d/2

(P · q) dz = 0,

где P = (Sy,−Sx) — решение сопряженного однородного уравнения:
PL̂1 = 0. Условие ортогональности будет выполнено, когда параметр cg
совпадает с групповой скоростью спиновых волн: cg = ∂kω.

Эффективное уравнение для огибающей спиновых волн получает-
ся в третьем порядке теории возмущений O(ε3) при рассмотрении
неоднородной линейной системы для функции m(3,1) = (m(3,1)

x ,m(3,1)
y ).
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Линейный оператор этой системы снова совпадает с L̂1. Условие раз-
решимости неоднородной системы приводит к замкнутому уравнению
на функцию от медленных переменных Ψ(X1, τ ), которая была произ-
вольной в низших порядках теории возмущений. Это уравнение и бу-
дет эффективным уравнением динамики спиновых волн. В результате
получаем, что квазиодномерная динамика спиновых волн в пластине
конечной толщины описывается НУШ:

i ∂τΨ− 1
2
∂2

kω(k) ∂2
X1

Ψ + g|Ψ|2Ψ = 0, (8.1.24)

где постоянная взаимодействия спиновых волн носит интегральный
характер, зависит от k и определяется выражением

g =

d/2∫

−d/2

(P · f) dz

[ d/2∫

−d/2

(P · σ3S) dz

]−1

, (8.1.25)

где f = (fx, fy);

fy(S) = cx(S)− iγ
(
(∂zĜ1)

[
SxAx + S∗

xBx + SyAy + S∗
yBy

]
+

+ 1
M0

[
|S|2(i k Ĝ1Sx) + 1

2
(i k Ĝ1Sx)∗S+S−

])
,

fx(S) = cy(S), S± = Sx ± iSy, |S|2 = |Sx|2 + |Sy|2, σ3 =
(
1 0
0 −1

)
;

cj = −iγ
(
α

M0

[
S∗

j

2

(
∂2

z − 4k2
)
S+S− − S+S−

2

(
∂2

z − k2
)
S∗

j +

+ Sj∂
2
z |S|2 − |S|2

(
∂2

z − k2
)
Sj

]
− 4π
M0

Sj |S|2 +Aj(∂zĜ1)Sx+

+Bj(∂zĜ1)∗S∗
x + S∗

j

[
(∂zĜ2)Bx − 1

4 i kM0
(∂2

zĜ2)S+S−
])

, j = x, y.

Функции S и Ψ описывают медленную эволюцию огибающей ос-
новной гармоники:

m(1,1)
x + im(1,1)

y = S+Ψ.

Для нижней по энергии ветви спиновых волн в тонкой пластине
распределение намагниченности вдоль нормали к пластине близко к од-
нородному [49]. Поэтому можно пренебречь зависимостью функций Si,
Ai, Bi (i = x,y) от координаты z. Существенного упрощения задачи
можно достичь, если определить указанные функции из усредненных
по толщине пластины уравнений РТВ. Это дает [6]:

ω2 = Ω(k) [Ω(k) + ωMσ(k)] , Ω(k) = ωH + γM0 αk
2,

σ(k) = 1− 1− exp(−|kd|)
|kd| , Sy = −i ω

Ω
Sx, Ai = Bi = 0.

(8.1.26)
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Без ограничения общности далее полагаем Sx = 1. Усредненное описа-
ние (8.1.26) в точности соответствует ветви спектра с n = 0 в (8.1.22),
для которой распределение намагниченности не имеет узлов вдоль
нормали к пластине. Согласно [44], только эта ветвь возбуждается
переменным магнитным полем в перпендикулярно намагниченной пленке
при свободных поверхностных спинах. В результате постоянная взаи-
модействия волн принимает вид

g = γ Ω

2ωM0

[(
4π − αk2)(1 + ω2

Ω2

)2

+

+
(
3
2
αk2 + 2πμ(k)

)(
1− ω2

Ω2

)2

− 2πσ(k)
(
3 + ω2

Ω2

)]
, (8.1.27)

где μ(k) = [1− exp(−|2kd|)] |2kd|−1.
Известно, что уравнение (8.1.24) допускает экспоненциальные со-

литоны, если его параметры удовлетворяют критерию Лайтхилла [50]:

g ∂2
kω < 0. (8.1.28)

Пусть параметры пластины таковы, что распределение намагничен-
ности вдоль нормали к поверхности близко к однородному. Используем
для проверки критерия (8.1.28) результаты усредненного описания
(8.1.26), (8.1.27). Как показывает численный анализ, в случае доста-
точно толстых пленок (рис. 8.1) для принятых значений материальных
параметров условие (8.1.28) удовлетворяется в достаточно широкой
области изменения |kd|, вплоть до |kd| ≈ 10.

Что касается более тонких пленок (рис. 8.2), для тех же значений
материальных параметров условие (8.1.28) нарушается уже при |kd|≈1;
вблизи этой точки величина ∂2

kω(k) обращается в нуль, а затем меняет

Рис. 8.1. Зависимость от волнового вектора k второй производной от за-
кона дисперсии, ω̃′′

k = ∂2ω/∂(kd)2 (кривая 1) и параметра взаимодействия
волн g (кривая 2) для перпендикулярно намагниченной пленки со свобод-
ными поверхностными спинами толщиной d = 1 мкм. При расчете принято

α = 5 · 10−11 см2; ωM/ωH = 1/2
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знак, становясь положительной. В этом интервале волновых чисел
дисперсионное слагаемое уравнения (8.1.24) близко к нулю.

При k = 0 выражение (8.1.27) для постоянной взаимодействия волн
совпадает с полученным в [11] из разложения по амплитуде частоты
однородного ферромагнитного резонанса. В то же время, приведенные
на рис. 8.1 и 8.2 зависимости свидетельствуют о чувствительности
указанной постоянной к параметрам пластины и значениям волнового
вектора основной гармоники. Поэтому вычисление постоянной взаи-
модействия из разложения по намагниченности частоты однородного
ферромагнитного резонанса не может привести к верной теории.

Рис. 8.2. Зависимость от волнового вектора k второй производной от за-
кона дисперсии, ω̃′′

k = ∂2ω/∂(kd)2 (кривая 1) и параметра взаимодействия
волн g (кривая 2) для перпендикулярно намагниченной пленки со свободны-
ми поверхностными спинами толщиной d = 0,1 мкм. При расчете принято

α = 5 · 10−11 см2; ωM/ωH = 1/2

Одной из важных проблем рассматриваемой задачи является во-
прос об условиях зарождения солитонов в области (8.1.28). Пусть
λ, T и A — характерные пространственный, временной масштабы
модуляции спиновых волн и их амплитуда соответственно. Поскольку
при образовании солитонов имеет место баланс эффектов дисперсии
и нелинейности, из (8.1.24) получаем оценки:

λ2 � |∂2
kω(k)|
gA2

, T � 1

gA2
.

Если формирование солитонов происходит из импульсов продолжи-
тельностью τ0, то λ � cgτ0. Тогда для пороговой амплитуды спиновых
волн, начиная с которой происходит формирование солитонов, получа-
ем оценку [11]:

gA2 � |∂2
kω|

(cgτ0)
2
.

При этом должно выполняться неравенство λ� k−1, т. е.

τ0 dωH k
∂ω̃(kd)

∂(kd)
� 1; ω̃(k) = ω(k)

ωH
.
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Полагая ωH ≈ 1010 Гц, τ0 ≈ 10–20 нс и принимая во внимание чис-
ленные значения производной от закона дисперсии на рис. 8.1 и 8.2,
можно видеть, что в области существования солитонных состояний
k � 103–104 см−1. При этом в условиях эксперимента всегда выпол-
няется неравенство L� k−1, поскольку линейные размеры образца L,
как правило, порядка 2–5 мм [18].

8.2. Квазисолитоны в окрестности точки
нулевой дисперсии

Если вам непонятно какое-то слово
в техническом тексте, не обращайте на
него внимания. Текст полностью сохра-
нит смысл и без него.

Закон Купера

Анализ спектра спиновых волн в ферромагнитных пленках привел
к любопытному заключению. По крайней мере, для ветви спектра
с n = 0 (см. (8.1.23)) имеется интервал волновых чисел, где вторая
производная закона дисперсии близка к нулю. Существование такой
области — результат конкуренции обменных и диполь-дипольных вза-
имодействий. Описание слабонелинейной динамики в рамках НУШ
(8.1.24) в этом интервале волновых чисел становится некорректным, так
как возрастает роль дисперсии, описываемой высшими производными по
медленной координате. Для получения соответствующего эволюционно-
го уравнения требуется модификация изложенной выше схемы РТВ.

Мы нашли, что при ∂2
kω = 0, ∂3

kω �= 0 баланс эффектов дисперсии
и нелинейности отражает следующая форма масштабных преобразо-
ваний:

mj =
∞∑

n=3

εn
+∞∑

l=−∞
m

(n,l)
j (z,X, τ ) exp iθl, θl = ωt+ kx, j = x, y;

f =
∞∑

n=3

εn
+∞∑

l=−∞
f (n,l)(z,X, τ ) exp iθl, X = ε2 (x+ cgt),

τ = ε6t, cg = ∂kω,

где ε — параметр разложения в РТВ.
Эффективное уравнение для огибающей спиновых волн получа-

ется в девятом порядке по параметру ε как условие разрешимости
неоднородной линейной системы, определяющей m(9,1)

j . Поскольку вы-
числения аналогичны уже рассмотренным, приведем окончательный
результат [51]:

i ∂τϕ+ i

2
∂3

kω ∂
3
Xϕ+ g|ϕ|2ϕ = 0;

m(3,1)
x + im(3,1)

y = S+(z)ϕ(X, τ ).
(8.2.1)
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Здесь значение ∂3
kω вычисляется в точке, где ∂2

kω(k) = 0. Несмотря на
отличия в промежуточных вычислениях, выражения для функций Sj(z)
(j = x,y) и постоянной взаимодействия волн g совпадают с прежними
(см. (8.1.14) и (8.1.25)). Далее для определенности считаем g > 0,
∂3

kω > 0.
Аналитически и численными методами в [51] проанализирова-

ны сценарии эволюции различных начальных распределений намаг-
ниченности. Установлено, что в аномальной области начальное про-

Рис. 8.3. «Отщепление» нелинейного волнового цуга от начального локализо-
ванного распределения намагниченности. Штриховой линией обозначена сте-

пенная зависимость |ϕ|2 � (−X)−3

странственно локализованное распределение намагниченности вначале
«сбрасывает» часть энергии, излучая нелинейный волновой цуг. Инте-
ресно, что при ∂2

kω = 0 полевой импульс распределения намагниченно-
сти зависит от градиента фазы поля ϕ:

P = 4
γM0

+∞∫
−∞

∂Xθ R
2dX.

Здесь мы ввели амплитуду R и фазу θ поля ϕ:

ϕ = R exp iθ.
Градиенты фазы излученного волнового цуга и оставшейся части рас-
пределения намагниченности отличаются знаком. В результате «сбро-
шенное» излучение и оставшаяся локализованная часть распределения
намагниченности движутся в одном направлении, и это не противоре-
чит закону сохранения импульса.

Уравнение (8.2.1) по типу дисперсии подобно модели Кортевега–
де Вриза (КдВ), а по характеру нелинейности — НУШ. По аналогии
с результатами, известными для этих моделей [52–54], мы предпо-
лагаем, что в пространственно-временном интервале |X| � (∂3

kω τ
)1/3

эволюция нелинейного волнового цуга определяется автомодельными
решениями типа

ϕ = τ−1/2χ(η), η = τ−1/3X. (8.2.2)
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Автомодельный волновой режим (8.2.2) развивается после того как
начальное распределение намагниченности приобретает слева степен-
ную асимптотику типа |ϕ|2 ∝ (−X)−3 при X → −∞. Интересно, что
в области X < 0 уравнение (8.2.1) имеет следующее точное решение:

ϕ =

√
8
3

∣∣∣∣∂3
kω

g

∣∣∣∣ 4√7√
2(a−X)3

exp
(
−i sign

(
g ∂3

kω
)√7

4
ln(a−X) + i δ

)
.

Осцилляции с левой стороны от начального распределения намагни-
ченности на рис. 8.3, вероятно, можно интерпретировать как результат
развития нестабильностей приведенного решения.

Аналитически функцию χ(η) в (8.2.2) вычислить не удается, однако
можно исследовать ее асимптотическое поведение:

χ(η) = R1 exp iθ +R2 exp (−iθ) +O
[
(−η)−3/2

]
,

θ = 2
3

√
2

∂3
kω

(−η)−3/2,

R1 = R
(0)
1 exp

[
3
2

i g ln(−η)
(
2|R(0)

2 |2 + |R(0)
1 |2
)]

,

R2 = R
(0)
2 exp

[
3
2

i g ln (−η)
(
2|R(0)

1 |2 + |R(0)
2 |2
)]

, η → −∞;

χ(η) = O

(
exp
(
−2

3

√
2

∂3
kω

η3/2
))

, η → +∞.

(8.2.3)

На границе области применимости автомодельного решения комплекс-
ные постоянные R

(0)
i (i = 1,2) в (8.2.3) приобретают зависимость от

медленной переменной ξ = X/τ . При τ → ∞, X/τ = const автомо-
дельное решение (8.2.3) сшивается со следующим асимптотическим
решением уравнения (8.2.1):

ϕ =
∞∑

m=1

τ−m+1/2
+∞∑

l=−∞
fm,l(ξ, τ ) exp[i(2l − 1)θ],

θ = τ

3

(
∂3

kω
)−1/2

(−2ξ)3/2,

fm,l(ξ, τ ) = exp [iτχm,l(ξ, τ )]

(
R

(0,0)
m,l (ξ) +

∞∑
n=1

n∑
k=0

(ln τ)k

τn R
(n,k)
m,l (ξ)

)
,

χm,l(ξ, τ ) =
∞∑

n=1

n∑
k=0

(ln τ)k

τn χ
(n,k)
m,l (ξ), ξ = X

τ
, ξ < 0.

«Сбросив» часть энергии, начальное распределение намагниченно-
сти трансформируется в долгоживущее солитоноподобное образование,
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Рис. 8.4. Движущийся «светлый» квазисолитон. У основания солитона (при
увеличении рисунка) заметны квазистатический «хвост» и малоамплитудное

излучение вперед

движущееся с почти постоянной скоростью справа налево. Изменения
формы такого «светлого» квазисолитона происходят по двум причинам:
во-первых, этот объект продолжает излучать вперед (влево) малоам-
плитудные волны; во-вторых, квазисолитон оставляет за собой квази-
статический малоамплитудный хвост, который при больших временах
представляет почти статическую периодическую волну с малыми коле-
баниями |ϕ| около некоторого постоянного значения (рис. 8.4).

Следуя [55, 56], определим координату «центра тяжести» 〈X〉 ква-
зисолитона и его скорость v:

〈X〉 = 1
N

+∞∫
−∞

XR2dX, N =
+∞∫
−∞

R2dX,

v = d〈X〉
dτ

= −∂
3
kω

N

+∞∫
−∞

[
(∂XR)2 + (∂Xθ)

2R2
]
dX.

Величина N является интегралом движения. Таким образом, скорость
квазисолитона зависит от градиентов амплитуды и фазы поля ϕ. На-
правление его движения определяется только знаком третьей про-
изводной от закона дисперсии (в нашем случае знак «+», поэтому
квазисолитон движется влево).

Из результатов численного моделирования следует, что в области
локализации светлого квазисолитона градиент фазы поля ϕ: ∂X argϕ =
= k0 ≈ const < 0, и он такой по величине, что размер квазисолитона Δ
больше длины волны, модулирующей его профиль

(
Δ > |k0|−1

)
.

Используем эту информацию для построения приближенного реше-
ния уравнения (8.2.1), которое будет описывать внутреннюю структуру
квазисолитона. Построению асимптотического решения по степеням
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параметра |k0|−1 Δ−1соответствует следующая версия нелинейной тео-
рии возмущений:

ϕ = R(ς) exp

(
i

[
k0X + ∂3

kω

6
k30τ + τ

∞∑
n=1

εnΩ(n) + χ(ς)

])
, (8.2.4)

где ε — малый параметр, характеризующий медленную эволюцию фор-
мы волны, ς = ε(X + vτ ),

v = v(0) +
∞∑

n=1

εnv(n), R(ς) =
∞∑

n=1

εnR(n)(ς), χ =
∞∑

n=1

εnχ(n)(ς).

Уравнения, появляющиеся в каждом порядке по параметру ε, последо-
вательно разрешаются. Функции χ(n)(ς) выражаются через коэффици-
енты R(n)(ς), а для поправки R(1)(ς) получается замкнутое уравнение:

Ω(2)R(1) + 1
2
∂3

kω k0 ∂
3
kR

(1) − g (R(1))3 = 0.

Среди его ограниченных решений имеются пространственно локали-
зованные и периодические. Постоянные интегрирования и парамет-
ры Ω(n), v(n) для обоих типов решений можно выбрать так, чтобы
не возникали секулярные члены, обусловленные сдвигами фазы волны
и ее трансляцией, которые пропорциональны R(1) и ∂ςR(1). Для лока-
лизованной волны после простых вычислений находим:

v(0) = k2
0

2
∂3

kω, v(2) = −κ
2

6
∂3

kω, Ω(2) = κ2

2

∣∣∂3
kω
∣∣ ,

v(1) = Ω(1) = R(2) = Ω(3) = Ω(4) = 0, R(1) = κ

√∣∣∣∣∂3
kω k0
g

∣∣∣∣ sech(κς),

χ(1) = − κ

2k0
th(κς), Ω(2)

g
> 0, g k0 ∂

3
kω < 0.

Здесь κ — параметр, определяющий размер квазисолитона (Δ ∼
∼ κ−1 > |k0|−1). Такой солитон не может быть стационарным, посколь-
ку резонансно взаимодействует с волной излучения, фазовая скорость
которой совпадает со скоростью v ≈ v(0) + v(2) солитона.

Интересно и важно, что малоамплитудное излучение не может быть
описано в рамках традиционной теории возмущений (8.2.4) по сте-
пеням физически малого параметра δ = O(|k0|−1Δ−1), так как его
амплитуда C не аналитически зависит от δ [51, 57–61]:

C ∼ δ−1 exp
(
− π

2δ

)
.

Здесь δ = |κ/r0| < 1, r0 = −3k0 > 0 — волновое число, соответствую-
щее условию «черенковского резонанса». Для описания излучения,
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связанного с солитоном, в работах [57–61] предложены специальные
варианты теории возмущений, близкие к методу Вентцеля–Крамерса–
Бриллюэна. В этих работах слагаемое с дисперсией третьего порядка
трактовалось как малое возмущение для НУШ с квадратичной диспер-
сией. В [51] нами проанализирован противоположный предельный слу-
чай, когда эффекты дисперсии высшего порядка доминируют. Найдены
явные выражения, описывающие изменения во времени параметров
«светлого» квазисолитона в результате излучения.

Обсудим возможность возбуждения вблизи точки нулевой диспер-
сии пространственно нелокализованных монохроматических нелиней-
ных волн:

ϕ0 =
√
w0 exp [i (Ω0τ + k0X)] , Ω0 = 1

6
∂3

kω k
3
0 + g w0. (8.2.5)

Здесь w0 = const > 0, k0 — изменение волнового числа при сдви-
ге от особой точки, где ∂2

kω = 0. В результате линейного анализа
устойчивости установлено, что волна (8.2.5) устойчива относительно
длинноволновых возмущений лишь при условии gk0∂

3
kω > 0. В нашем

случае g∂3
kω > 0, поэтому волна (8.2.5) устойчива при k0 > 0. Развитие

модуляционной неустойчивости волны (8.2.5) с k0 < 0 ведет к образо-
ванию «светлых» квазисолитонов, которые мы уже обсуждали.

С целью исследования длинноволновых малоамплитудных модуля-
ций волны (8.2.5) будем искать приближенные решения уравнения
(8.2.1) в следующем виде:

ϕ0 =
√
w (X, τ ) exp [i (Ω0τ + k0X + χ (X, τ ))] ,
w(X, τ ) = w0(1 + ν(X, τ )),

(8.2.6)

где |ν| � 1, |∂Xχ| � |k0|, |∂τχ| � |Ω0|. В длинноволновом пределе в ли-
нейных членах уравнений для функций ν и χ можно пренебречь про-
странственными производными выше четвертого порядка, а из нели-
нейных членов следует оставить лишь ведущие — квадратичные по
полям ν, χ, содержащие минимальное число производных. В указанном
приближении параметр ν выражается через поле χ:

w0 g ν = L̂χ, L̂ = ∂τ − k2
0

2
∂3

kω ∂X ,

а для расчета χ получается замкнутое уравнение [51]:[
−L̂2 − 1

3
∂3

kω L̂ ∂3
X + ∂3

kω k0 g ∂
2
X −

(
∂3

kω

2
k0

)2

∂4
X

]
χ+

+ ∂3
kω

2
∂X

[
gw0 (∂Xχ)2 + 2k0 ∂Xχ L̂χ

]
+ ∂3

kω

2
k0 L̂ (∂Xχ)2 = 0. (8.2.7)
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Уравнение (8.2.7) допускает ограниченные решения типа волн стацио-
нарного профиля. В частности, при определенных условиях существу-
ют самолокализованные волны следующего вида:

∂ξχ = −γ
δ

sech2
(√

γ ξ

2

)
, ξ = X + uτ , (8.2.8)

где постоянные параметры γ > 0, δ выражаются через коэффициенты
уравнения (8.2.7), u = const.

Результат численного моделирования решений уравнения (8.2.1),
которые получаются после импульсного возбуждения неоднородности
на фоне гармонической волны (8.2.5) (k0 > 0), представлен на рис. 8.5.
В процессе эволюции начальной неоднородности на фоне волны (8.2.5)
образуется долгоживущее локализованное состояние — «темный» ква-
зисолитон, профиль которого хорошо согласуется с решением (8.2.8).

Рис. 8.5. «Темный» квазисолитон на фоне нелинейной монохроматической вол-
ны: k0d ≈ 0,1, ∂3

kω ≈ 0,04, g ≈ 0,9, d ≈ 1 мкм. Длина пластины в направлении
распространения волны ≈ 0,5 см

Решение (8.2.8) напоминает солитон уравнения КдВ. Это не слу-
чайно. Квазисолитоны (8.2.8) можно интерпретировать как связанные
состояния малоамплитудных голдстоуновских мод, распространяющих-
ся на фоне волны (8.2.5) с приращением волнового числа k0 > 0.
Голдстоуновские моды имеют законы дисперсии λi(p) (i = 1,2):

λi(p) =
(
k2
0

2
∂3

kω + εi m

)
p+
(
1
6
∂3

kω + εi n
)
p3,

где

ε1 = 1, ε2 = −1, m2 = g k0w0 ∂
3
kω > 0, n = (k0∂3

kω)2/(8m).

При записи формулы (8.2.8) предполагаем

k0 d (pd)2 < 4g w0/∂
3
kω.
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Анализ показывает, что на фоне волны (8.2.5) наиболее интенсив-
но взаимодействуют между собой моды с ε1 = 1. Когда модуляции
волны (8.2.5) обусловлены возбуждением и взаимодействием только
таких мод, удобно перейти в систему отсчета, движущуюся с фазо-
вой скоростью v = m + k20 ∂

3
kω/2 этих мод и воспользоваться новыми

переменными: ξ = X + vτ , T = τ . Тогда зависимость поля χ (ξ,T ) от
переменной T будет слабой и в уравнении (8.2.7) можно пренебречь
слагаемыми с ∂2

Tχ, ∂T ∂3
Xχ, а также нелинейными членами, содержащи-

ми производные ∂Tχ. В результате (8.2.7) сведется к интегрируемому
методом обратной задачи рассеяния уравнению КдВ:

∂T f +
(
1
6
∂3

kω + n
)
∂3

ξf − ∂3
kω

4

(
3k0 + g w0

m

)
∂ξf

2 = 0, (8.2.9)

где f = ∂ξχ. Нетрудно проверить, что решение (8.2.8) обобщает одно-
солитонное решение модели КдВ (8.2.9).

Интересно, что данная задача связана с предыдущей, так как
позволяет теоретически описать модуляции «хвоста» «светлого» квази-
солитона. В главном приближении «хвост» соответствует статической
волне (8.2.5), где Ω0 = 0, k0 = −(6gw0/∂

3
kω)1/3 < 0. С точки зрения ли-

нейного анализа при k0 < 0 такая волна нестабильна. Однако компью-
терное моделирование дает неожиданный результат. Малоамплитудная
волна, которая формируется позади «светлого» квазисолитона, остается
неизменной в течение длительного времени, претерпевая лишь малые
пространственные периодические модуляции. Не зависящая от времени
«модулированная структура» (8.2.6) (Ω0 = 0) существует потому, что
ее энергия, приходящаяся на один пространственный период, меньше
чем энергия состояния с ϕ = 0. Нелинейные взаимодействия при опре-
деленных условиях могут стабилизировать статическую волну.

В [51] найдено приближенное решение уравнения (8.2.7), описыва-
ющее модуляции хвоста «светлого» квазисолитона:

ϕ ≈
√
w0(1 + ν(X)) exp

[
−i
(

6 g w0

∂3
kω

)1/3

X + iχ(X)

]
,

ν = b dn2η − a, η = mX, ∂Xχ = −c ν.
Положительные постоянные параметры b > a, c,m и модуль функции
Якоби выражаются через параметры уравнения (8.2.1) и w0.

Перечисленные тенденции к формированию квазисолитонов вполне
естественны, так как в результате излучения волнового цуга или же
возбуждения нелокализованных волн мы сдвигаемся от точки нулевой
дисперсии в область волновых чисел, где обычное НУШ с квадра-
тичной дисперсией допускает формирование «светлых» или «темных»
солитонов.

Как уже упоминалось ранее, в области слишком малых волновых
чисел нельзя пренебречь нелокальным характером связи между намаг-
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ниченностью и магнитным полем, обусловленным дальнодействующим
диполь-дипольным взаимодействием. В этой области эффективные
уравнения в тонких ферромагнитных пленках оказываются интегро-
дифференциальными [2–5]. Нелокальная часть магнитостатической
дисперсии сглаживает неоднородности распределения намагниченности
в пленках. В результате в длинноволновом пределе в тонких ферро-
магнитных пленках оказывается невозможным существование чисто
экспоненциальных магнитных солитонов, описываемых локальными
уравнениями типа НУШ. В то же время, в таких пленках предсказаны
и аналитически описаны новые слаболокализованные обменно-диполь-
ные состояния типа алгебраических солитонов [2–5]. В следующем
разделе при анализе магнитостатических волн в антиферромагнитной
пленке обсуждаются близкие вопросы.

8.3. Нелокальная динамика голдстоуновских
возбуждений в антиферромагнитной пленке

Если я и открыл некоторые новые ис-
тины в науках, то я могу утверждать,
что все они либо являются прямыми
следствиями пяти или шести главных
задач, которые мне удалось решить, ли-
бо зависят от них; я рассматриваю их
как такое же число сражений, в кото-
рых военное счастье было на моей сто-
роне.

Р. Декарт

Интерес к антиферромагнитным пленкам появился сравнительно
недавно и обусловлен не только специфическими свойствами этих
материалов, но и успехами в приготовлении высококачественных образ-
цов — пленок — благодаря достижениям молекулярно-лучевой эпитак-
сии [62, 63]. В рамках НУШ слабонелинейная динамика активацион-
ных обменно-дипольных спиновых волн в антиферромагнитных плен-
ках исследовалась в работе [16]. Однако существует широкий класс,
например, двухподрешеточных антиферромагнетиков с анизотропией
типа «легкая плоскость», где более важны бесщелевые (голдстоунов-
ские) моды, так как для их возбуждения требуется меньшая энергия.
В таких материалах внешнее магнитное поле, перпендикулярное плос-
кости пленки, изменяет не только закон дисперсии спиновых волн,
но и интенсивность их взаимодействия.

Условие отсутствия намагниченности в основном состоянии ан-
тиферромагнетиков не препятствует существованию в них магнито-
статических спиновых волн [63, 64]. Отмеченные ранее особенности
взаимодействия обменно-дипольных спиновых волн в ферромагнитных
пленках характерны и для антиферромагнитных пленок. В то же время,
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наличие нескольких магнитных подрешеток проявляется в формиро-
вании в антиферромагнитных пленках новых мультисолитонных со-
стояний с другим по сравнению с ферромагнетиками поведением во
внешнем магнитном поле.

В этом разделе изложены результаты работ [7–9]. Получены интег-
ро-дифференциальные уравнения, описывающие взаимодействие гол-
дстоуновских обменно-дипольных волн в тонкой антиферромагнитной
пленке. Предсказаны алгебраические солитоны и мультисолитонные
режимы. Аналитически описан процесс релаксации солитонов.

8.3.1. Постановка задачи

Рассмотрим антиферромагнитную пленку с анизотропией типа «лег-
кая плоскость». Постоянное магнитное поле H и ось анизотропии
направлены перпендикулярно поверхности пластины вдоль оси Oz:
H = Hn, n = (0, 0, 1) (рис. 8.6). В рамках двухподрешеточной модели

Рис. 8.6. Геометрия задачи при описании нелинейных возбуждений в антифер-
ромагнитной пленке с анизотропией типа «легкая плоскость»

антиферромагнетика, которая достаточно проста и соответствует ре-
альным магнитным материалам, плотность энергии имеет следующий
вид [38]:

w = w1 + w2; w2 = −1
2

(
(M1 + M2) ·H(m)

)
;

w1 = α1

2

[
(∂iM1)

2 + (∂iM2)
2
]
+

+ α2 (∂iM1 · ∂iM2) + δ (M1 ·M2)− 1
2
β
[
(M1 · n)2 + (M2 · n)2

]
−

− β′ (M1 · n) (M2 · n)−H ((M1 + M2) · n) ,

где Mi (i = 1,2) — векторы намагниченностей подрешеток, M2
1 = M2

2 =
= M2

0 = const; α1, α2 и δ — постоянные неоднородного и однородного
обмена соответственно, β, β′ — константы магнитной анизотропии.
Для антиферромагнетика с анизотропией типа «легкая плоскость»
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β′ > β. Размагничивающее поле H(m) определяется уравнениями маг-
нитостатики:

−Δϕ+ 4π div (M1 + M2) = 0; H(m) = −∇ϕ;
Δϕ̃ = 0; H(m) = −∇ϕ̃, (8.3.1)

где ϕ и ϕ̃ — магнитные скалярные потенциалы внутри и вне пластины
соответственно.

Для дальнейшего анализа удобно использовать следующую пара-
метризацию векторов намагниченностей подрешеток:

Mi = M0 (cos θi cosϕi, cos θi sinϕi, sin θi), i = 1, 2.

Основное однородное состояние системы определяется условием
минимума энергии: ∫

δw

δθi
d3r =

∫
δw

δϕi
d3r = 0,

откуда следуют равновесные значения углов:

ϕ
(0)
1 − ϕ(0)

2 = π, θ
(0)
1 = θ

(0)
2 = θ0,

sin θ0 = H

2M0(δ + 4π − β2)
, β2 = β + β′

2
.

В рассматриваемом случае уравнения, описывающие динамику
нелинейных возбуждений, могут быть записаны с помощью функции
Лагранжа с плотностью

L = M0

g
(sin θ1 ∂tϕ1 + sin θ2 ∂tϕ2)− w, (8.3.2)

где g — гиромагнитное отношение. Система этих уравнений имеет
следующий вид:

∂L

∂θi
− ∂j

[
∂L

∂ (∂jθi)

]
− ∂w2

∂θi
= 0,

∂L

∂ϕi
− ∂t

[
∂L

∂ (∂tϕi)

]
− ∂j

[
∂L

∂ (∂jϕi)

]
− ∂w2

∂ϕi
= 0, i = 1, 2.

(8.3.3)

Наличие дополнительных слагаемых ∂w2/∂θi и ∂w2/∂ϕi в (8.3.3) объ-
ясняется тем, что поле H(m) не является независимым, а определяется
результирующей намагниченностью M = M1 + M2. Поэтому при ва-
рьировании лагранжиана по полям θi и ϕi следует учитывать вариации
поля H(m) [38].

Граничные условия задачи при отсутствии закрепления спинов на
поверхности пластины определяются соотношениями

∂zϕi|±d/2 = ∂zθi|±d/2 = 0, ϕ|±d/2 = ϕ̃|±d/2,

−∂zϕ|±d/2 = [−∂zϕ+ 4πM0 (sin θ1 + sin θ2)] |±d/2.
(8.3.4)

Здесь d — толщина пластины.
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8.3.2. Эффективное уравнение слабонелинейной динамики
голдстоуновских мод

Обменно-дипольный спектр линейных спиновых волн в антифер-
ромагнитной пленке с анизотропией типа «легкая плоскость» кроме
активационных ветвей имеет и бесщелевую (голдстоуновскую) ветвь.
В настоящем разделе рассмотрим взаимодействие малоамплитудных
голдстоуновских мод в области, где энергия внешнего воздействия
недостаточна для возбуждения активационных волн. Задача имеет
два характерных пространственных масштаба: Δ — размер магнитной
неоднородности (длина волны или размер солитона) и d — толщина
пленки.

Мы будем рассматривать спин-волновые возбуждения, для которых
выполняются условия:

max
[(
α+ α′′ tg2 θ0

2πd

)
, d
]
� Δ,

d

δΔ
�
[

H

2M0 (δ + 4π − β2)

]2
� 1.

(8.3.5)

Здесь и далее

α = α1 + α2

2
, α′′ = α1 − α2

2
.

Закон дисперсии голдстоуновских мод в этом интервале полей
и пространственных масштабов является обменно-магнитостатическим
и имеет вид

ω2 = (2gM0)2α′′k2x cos2 θ0 (δ + 4π − β2 − 2πd |kx|) .

Заметим, что размагничивающие поля, которые определяют магнито-
статическую часть спин-волнового спектра, проще всего получить, ис-
пользуя метод, предложенный в [3, 4, 65]. Далее, для определенности,
считаем, что волны распространяются вдоль оси Ox (при выбранной
геометрии задачи закон дисперсии не зависит от направления движе-
ния волны в плоскости пластины).

Для вывода эффективных уравнений, описывающих взаимодей-
ствие малоамплитудных голдстоуновских волн, используем редуктив-
ную теорию возмущений, основанную на методе растяжения коорди-
нат [1]. Масштабные преобразования РТВ вне и внутри пластины
отличаются.
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Внутри пластины решение задачи (8.3.1), (8.3.3), (8.3.4) ищем
в виде

ϕi = ϕ
(0)
i (ξ, τ , z) +

∞∑
n=1

εnϕ
(n)
i (ξ, τ , z), θi = θ0 +

∞∑
n=1

εnθn
i (ξ, τ , z),

ϕ = ϕ(0)(ξ, τ , z) +
∞∑

n=1

ϕ(n)(ξ, τ , z) εn;

ξ = ε(x+ s t), s = 2M0g cos θ0
√
α′′ (δ + 4π − β2) , τ = ε2t.

Здесь ε — малый параметр, характеризующий отклонение системы от
основного состояния:

d

δΔ
ctg θ0 ∼ θi − θ0 = O(ε)� 1.

Вне пленки магнитостатический потенциал ищем в форме

ϕ̃ = ϕ̃(0)(η, z, τ ) +
∞∑

n=1

εnϕ̃(n)(η, z, τ ), η = x+ s t, τ = ε2t.

Эффективные уравнения для голдстоуновских возбуждений полу-
чаются в результате сшивки этих двух вариантов теории возмущений.
Аналогичный подход использовался ранее в [66] при описании волн
в стратифицированной жидкости. Как и в разд. 8.1, успех метода осно-
ван на возможности разделения переменных ξ и z в уравнениях теории
возмущений. Цепочку уравнений теории возмущений решаем после-
довательно. Необходимые для этого граничные условия получаются
из разложения по параметру ε условий (8.3.4). Важно, что условия

∂zθ
(n)
i |±d/2 = ∂zϕ

(n)
i |±d/2 = 0 (i = 1, 2)

в низших порядках теории возмущений приводят к независимости от
координаты z функций ϕ

(0)
i , ϕ(1)

i , θ(1)
i (i = 1,2), ϕ(n)

1 + ϕ
(n)
2 (n = 2,3),

θ
(2)
1 + θ

(2)
2 . Это значительно упрощает задачу, но не является решаю-

щим. В принципе, метод позволяет учесть неоднородность спиновых
волн и материальных параметров вдоль нормали к пленке и более
сложные обменные граничные условия на ее поверхности. Из уравне-
ний теории возмущений в порядках ε0 и ε находим:

ϕ
(0)
1 (ξ, τ ) = π + ϕ

(0)
2 (ξ, τ ), θ

(1)
1 = θ

(1)
2 = γ ∂ξϕ

(0)
1 ,

γ =
√
α′′/(δ + 4π − β2) ;

ϕ(0) = 8πM0 sin θ0z, |z| � d/2;

ϕ̃(0) =
{

4πM0 d sin θ0, z � d/2,
−4πM0 d sin θ0, z � −d/2.

(8.3.6)

8.3. Нелокальная динамика голдстоуновских возбуждений 417

Вне пластины определение магнитостатического потенциала ϕ̃(1)

(порядок O(ε)) сводится к решению задачи Дирихле. В частности,
как и разд. 8.1 (см. (8.1.7)), нетрудно выразить предельные значения
производных ∂zϕ̃(1)(z, η)

∣∣
z=±d/2

через ∂ξϕ(1)(z, ξ)
∣∣
z=±d/2

:

∂zϕ̃
(1)|z=±d/2 = ε Ĥ ∂ξ′ϕ(1) (ξ′, z = d/2) = O (ε) . (8.3.7)

Формулы (8.3.7) показывают, что предельные значения производ-
ной ∂zϕ̃

(1)
∣∣
±d/2 в действительности принадлежат следующему поряд-

ку O(ε2) редуктивной теории возмущений. В первом порядке по ε
магнитостатический потенциал внутри пластинки определяется более
простой задачей:

∂2
zϕ

(1) = 0, |z| � d/2;[−∂zϕ
(1) + 8πM0 cos θ0θ(1)(ξ, τ )

] ∣∣∣
z=±d/2

= 0.
(8.3.8)

Ее решение имеет вид

ϕ(1) = 8πM0 cos θ0 θ(1)
1 (ξ, τ )z.

Анализ уравнений следующих порядков O(ε2), O(ε3) производится ана-
логично. Вычисление магнитостатического потенциала ϕ(2) (порядок
O(ε2)) внутри пластины сводится к решению краевой задачи:

∂2
zϕ

(2) = 0, |z| � d/2;

− ∂zϕ̃
(1)
∣∣∣
z=±d/2

=
[
− ∂zϕ

(2)+

+4πM0

(
cos θ0(θ(2)

1 + θ
(2)
2 )− sin θ0

(
θ(1))2)] ∣∣∣

z=±d/2
.

(8.3.9)

Ввиду независимости функций θ(1) и θ(2)
2 + θ

(2)
1 от координаты z, реше-

ние задачи (8.3.9) тривиально. В результате второй и третий порядок
теории возмущений по параметру ε дают замкнутое эффективное инте-
гро-дифференциальное уравнение для определения функции θ(1)

1 (ξ, τ ):

∂τθ
(1)
1 − ν Ĥ(∂2

ξ′θ
(1)
1 ) + q ∂ξ(θ

(1)
1 )2 = 0,

ν = 2πdM0γ cos θ0, q = 3
2
s tg θ0,

(8.3.10)

которое совпадают с уравнением Бенджамина–Оно [66, 67]. Модель
Бенджамина–Оно допускает многосолитонные возбуждения [54, 68]
и может быть детально исследована методом обратной задачи рассея-
ния [69, 70].
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8.3.3. Анализ солитонных решений.
Обменная релаксация солитонов

Обменно-магнитостатический солитон менее локализован по срав-
нению с типичными магнитными солитонами обменного и обменно-
релятивистского происхождения. Односолитонное решение уравнения
(8.3.10) описывается «алгебраической», а не экспоненциальной волной:

θ
(1)
1 = − σΔ

(ξ + ϑτ)2 + Δ2
, σ = 4πd ctg θ0

3 [δ + 4π − β2]
,

Δ = 2π gM0 d γ ϑ
−1 cos θ0 > 0,

(8.3.11)

где ϑ — положительный вещественный параметр. В исходных перемен-
ных x, t солитону (8.3.11) соответствует локализованное возмущение,
распространяющееся со скоростью ϑ + s. Заметим, что амплитуда со-
литона пропорциональна превышению ϑ скорости его движения над
фазовой скоростью s спиновых волн. По-видимому, солитоны возника-
ют пороговым образом при увеличении амплитуды обменно-магнито-
статических волн и реализуются лишь в динамике. Система стремится
понизить свою энергию в результате излучения солитонов. Размер
солитона 2Δ должен быть больше толщины пластины (см. (8.3.5)).
Это требование ограничивает область значений параметра ϑ:

ϑ

s
∼ d

Δδ
� 1.

Уравнение (8.3.10) описывает динамику лагранжевой системы.
С помощью формул (8.3.6)–(8.3.9) можно показать, что в рассматрива-
емом приближении полное выражение (8.3.2) для плотности функции
Лагранжа редуцируется к эффективному:

Leff = c
[
1
2
∂ξχ∂τχ− 1

2
ν ∂ξχ∂ξĤ ∂ξ′χ+ 1

3
q(∂ξχ)3

]
. (8.3.12)

Здесь c = 4M0a
2(gγ)−1 cos θ0, a — постоянная решетки, и мы ввели по-

тенциал ∂ξχ = θ
(1)
1 вместо поля θ(1)

1 . Варьирование по полю χ действия,
соответствующего Leff , дает уравнение (8.3.10). С помощью (8.3.12)
нетрудно получить выражение для энергии E и полевого импульса P :

E =
∫ [

∂Leff

∂ (∂τχ)
∂τχ− Leff

]
dξ =

= c

∫ [
1
2
ν θ

(1)
1 ∂ξĤ θ

(1)
1 − 1

3
q(θ(1)

1 )3
]
dξ,

P =
∫

dξ ∂Leff

∂ (∂τχ)
∂ξχ = c

2

∫
(θ(1)

1 )2dξ.

(8.3.13)
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Подставляя (8.3.11) в (8.3.13) находим:

E = dπσaΔ−1M0 cos θ0, P = π(σ a)2M0 cos θ0(gγΔ)−1. (8.3.14)

Заметим, что полученные соотношения относятся к системе, движу-
щейся со скоростью −s. Закон дисперсии спиновых волн в этой системе
координат имеет вид

Ω(k) = k s− ω(k) = 2πdγ M0g cos θ0|k|k. (8.3.15)

Формулы (8.3.14), (8.3.15) позволяют трактовать солитон (8.3.11) как
комплекс из N невзаимодействующих магнонов с волновыми векторами
k = (2Δ)−1. Здесь 2Δ — параметр, характеризующий ширину солитона.
Число N определяется формулой

N = π(σ a)2M0 cos θ0(γμB)−1 ∼ π [8πdM0(3aH)−1]2 � 1,

где μB — магнетон Бора. Учитывая, что g = 2μB/h̄, формулы (8.3.14)
можно переписать в виде

P = Nh̄k, E = Nh̄Ω(k), k = (2Δ)−1,

где Ω(k) совпадает с законом дисперсии спиновых волн (8.3.15), k > 0.
Энергии солитона можно придать также следующую форму:

E = P 2

2Meff
.

Это позволяет интерпретировать его как частицеподобное образование
с эффективной массой

Meff = Nm0,

где m0 ≈ h̄(4πdγM0 cos θ0)−1 — эффективная масса одного магнона
с законом дисперсии (8.3.15). Мы получили результат, характерный
для «алгебраического» солитона: его энергия, импульс, масса являются
суммами N соответствующих величин для отдельного магнона. Заме-
тим однако, что в данной задаче число N не является свободным фи-
зическим параметром (как скорость ϑ или импульс P ), а определяется
внешними условиями: толщиной пластины d и величиной магнитного
поля. С этой точки зрения энергия солитона зависит лишь от его
импульса P и оказывается в N раз меньше энергии магнона с тем
же импульсом. Мы полагаем, что интегрируемость модели гарантирует
стабильность солитона (8.3.11). Мультисолитонные решения уравне-
ния (8.3.10) описывают упругие столкновения таких «алгебраических»
солитонов.

Магнитное состояние антиферромагнетика описывают векторы
ферро- и антиферромагнетизма M = M1 + M2 и L = M1 − M2

соответственно. В терминах θ(1)
1 и ϕ(0)

1 они имеют вид

M = 2M0(0, 0, sin θ0 + cos θ0 θ(1)
1 ) +O

(
ε2
)
,

L = 2M0(cos θ0 cosϕ(0)
1 , cos θ0 sinϕ(0)

1 , 0) +O (ε) .
(8.3.16)
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В области локализации солитона компонента Mz меньше, чем на бес-
конечности, следовательно, Mz описывает «темный» солитон. Глубина
минимума пропорциональна параметру ϑ. В соответствии с (8.3.6),
(8.3.11):

ϕ
(0)
1 = −σ

γ
arctg

(
ξ + ϑτ

Δ

)
. (8.3.17)

Согласно (8.3.16), (8.3.17), вектор L лежит в плоскости пленки
и в области локализации солитона совершает много оборотов, повора-
чиваясь на угол

Δϕ(0)
1 = πσ

γ
∼ 8π2dM0

3aH
� π.

Интересно, что в неограниченном антиферромагнитном образце ди-
намику малоамплитудных волн описывают локальные уравнения ти-
па КдВ, которые имеют различный вид, в зависимости от направ-
ления распространения волн и величины внешнего магнитного поля.
В этом случае реализуются обычные «экспоненциальные» солитоны,
а не «алгебраические», как в тонкой пластине. Причина заключается
в том, что в неограниченных образцах вклад магнитостатики менее
важен и распространение волн определяется в основном короткодей-
ствующими обменными взаимодействиями. В тонкой пластине картина
обратная: преобладают дальнодействующие диполь-дипольные силы,
причем формирование «алгебраических» солитонов в главном прибли-
жении определяется поверхностными магнитными зарядами. Другие
типы магнитостатических зарядов, например объемные, лишь уточняют
внутреннюю структуру уединенных волн.

Рассмотренная нами модель соответствует реальным антиферромаг-
нетикам. Для конкретных оценок можно брать материальные пара-
метры MnCO3 (с точкой Нееля TN = 32,5 K), гематита (α − Fe2O3)
с TN = 950 K, являющегося «легкоплоскостным» выше точки Морина
TM = 260 K, и бората железа FeBO3 с TN = 348 K. В таких систе-
мах легко реализовать условия (8.3.5), если d ≈ 5–10 мкм. Вычислим
параметр ϑ для FeBO3. Учитывая, что δ ≈ 103 и M0 ≈ 1040 Гс, получа-
ем ϑ � 102 см/с при условиях (8.3.5). Эффективная скорость солито-
на s + ϑ оказывается достаточно большой, ∼ 104–105 см/c, и близкой
к скорости звука в этих материалах. По-видимому, магнитостатические
солитоны могут быть обнаружены по их резонансному взаимодействию
с упругой подсистемой антиферромагнетика.

Учет диссипации энергии — важная задача в физике солитонов. Вы-
числение декремента спиновых волн, обусловленного обменными вза-
имодействиями, приводит к выражению Γ = μk2 (μ = const > 0) [71].
Учтем релаксацию феноменологически, добавив член −μ∂2

ξθ
(1)
1 в левую

часть уравнения (8.3.10):

∂τθ
(1)
1 − ν Ĥ(∂2

ξθ
(1)
1 )− μ∂2

ξθ
(1)
1 + q ∂ξ(θ

(1)
1 )2 = 0. (8.3.18)
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Замечательно, что полученная модель (8.3.18) допускает широкий
класс точных решений [72, 73]. Простейшее из них имеет вид

θ
(1)
1 = −σ Δ(τ) + μ ν−1 [ξ + ξ0(τ)]

[ξ + ξ0(τ)]
2 + Δ2(τ)

,

ξ0(τ ) = ν

μ
[Δ(τ )− δ0] , Δ(τ ) =

√
2μ τ + δ20 , δ0 = const > 0.

(8.3.19)

В пределе μ → 0 решение (8.3.19) совпадает с (8.3.11). Из (8.3.19)
следует, что локализованное возбуждение расплывается со временем:
его размер увеличивается, а скорость и амплитуда уменьшаются.

8.4. Нелинейный магнитоупругий резонанс длинных
и коротких волн в магнетиках

Наблюдения являются обильным ис-
точником открытий как в мире субъек-
тивных феноменов, так и в мире реаль-
ных явлений, воспринимаемых нашими
чувствами.
Ш. Эрмит. «Переписка со Стильтьесом»

Исследование магнитоакустических явлений в кристаллах отмечено
рядом замечательных особенностей, природа которых обусловлена зна-
чительной нелинейностью, вносимой магнитной подсистемой в упругую
благодаря магнитострикции. Основное состояние среды нетривиально,
поскольку с равновесным распределением намагниченности связаны
спонтанные деформации. Это приводит к перенормировке упругих мо-
дулей и констант магнитной анизотропии. Могут наблюдаться такие
интересные эффекты, как сильное уменьшение скорости квазиаку-
стической моды, наличие дополнительного вклада в щель в спектре
активационных мод, двупреломление и вращение плоскости поляри-
зации квазиакустических волн [74–76]. Подобные эффекты прояв-
ляются, главным образом, в магнетиках с анизотропией типа «лег-
кая плоскость», когда кристаллографическая магнитная анизотропия
в плоскости базиса мала, а постоянные магнитоупругой связи вели-
ки. К таким ферромагнетикам принадлежат редкоземельные металлы
диспрозий и тербий при температурах ниже некоторой критической,
соответственно равной 87 K и 219 K. Отмеченные особенности могут
быть значительными в антиферромагнетиках, где они усиливаются
однородным обменным взаимодействием, а также вблизи точек ориен-
тационных фазовых переходов.

В этих же системах магнитоупругие взаимодействия определяют
специфику возбуждения, особенности взаимодействия и распростране-
ния малоамплитудных волн [77–80]. Заметим, что динамика слабо-
нелинейных возмущений в различных магнитоупругих средах может
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быть исследована в рамках универсальных интегрируемых моделей,
которые допускают формирование солитонов. Если энергия внешнего
воздействия на систему невелика и активационные спиновые волны
не возбуждаются, то эволюцию бесщелевых магнитоупругих мод опре-
деляет уравнение типа Кортевега–де Вриза [27]. Вдали от резонанса
активационных и бесщелевых мод подробное описание динамики акти-
вационных спиновых волн возможно с помощью нелинейного уравне-
ния Шредингера [24, 25]. Если же взаимодействующие волны образуют
«триаду», удовлетворяющую условиям «синхронизма» (k1 + k2 = k3,
ω1 + ω2 = ω3; ki, ωi (i = 1,2,3) — волновые векторы и частоты вза-
имодействующих мод соответственно), обмен энергией между модами
описывается уравнениями трехволнового резонанса [28].

В области резонансного взаимодействия волн различные ветви
спектра интенсивно взаимодействуют между собой. Поэтому приведен-
ное выше рассмотрение, базирующееся на выделении одной из них,
становится неадекватным. Необходимо перестроить редуктивную тео-
рию возмущений так, чтобы все резонансные моды входили на рав-
ных основаниях. Это требует некоторой изобретательности [1, 81].
В данном разделе приводится методика, пригодная для получения
эволюционных уравнений в случае резонансного взаимодействия волн
из различных ветвей спектра линейных мод. Она состоит в переходе от
исходных полевых переменных к нормальным модам. Причем при опи-
сании взаимодействия нормальных мод вводятся аппроксимации, кото-
рые согласованы с результатами РТВ в предельных случаях, когда до-
минирует одна из ветвей спектра линейных мод. В результате получаем
эффективные уравнения слабонелинейной динамики, которые имеют
более широкую область применимости, чем обычные варианты РТВ.

Отметим, что в средах с дисперсионными соотношениями, допус-
кающими существование активационных и бесщелевых (голдстоунов-
ских) волн, иногда возможен особый вид обмена энергией между
бесщелевой и активационной ветвями спектра линейных мод. Актива-
ционные моды с близкими волновыми векторами за счет биений могут
передавать энергию и возбуждать голдстоуновские волны. Как показал
Бенни [1, 82, 83], этот процесс носит резонансный характер и наиболее
эффективен, когда групповая скорость активационной волны cg близка
к фазовой скорости бесщелевой волны: cg ≈ cp. Вопрос о достижимости
условия cg = cp решается чисто геометрически по виду дисперсионных
кривых (рис. 8.7).

Групповая скорость активационной моды совпадает с тангенсом
угла наклона касательной к графику закона дисперсии ω = ωa(k) акти-
вационной волны в некоторой точке k = k0. Фазовая скорость cp совпа-
дает с тангенсом угла наклона касательной к бесщелевой ветви спектра
в точке k = 0. Подчеркнем, что при резонансе Бенни происходит обмен
энергии между волнами с разными характерными пространственны-
ми масштабами. Коротковолновые активационные моды возбуждают
длинноволновые бесщелевые. Две ветви спектра, которые считались
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Рис. 8.7. Законы дисперсии, при которых возможен нелинейный резонанс длин-
ных и коротких волн

независимыми в области разных длин волн, оказываются связанными.
Механизм Бенни реализуется не всегда, а предполагает определенный
тип нелинейных взаимодействий между активационной и бесщелевой
модами. Резонансно возбуждается бесщелевая мода, эволюция которой
определяется взаимодействием, квадратичным по амплитудам актива-
ционных волн.

Известно, что взаимодействие спиновой волны с ветвями упругих
колебаний приводит к появлению магнитоакустического резонанса.
Резонанс между упругой и спиновой подсистемами кристалла возни-
кает при условии совпадения их собственных невозмущенных частот
и может быть описан уже в рамках линейной теории [38]. В дан-
ном разделе, следуя работе [23], мы обращаем внимание на то, что
в магнетиках при учете магнитоупругости всегда возможен особый
вид резонанса между бесщелевой и активационной ветвями спектра
магнитоупругих волн — нелинейный резонанс Бенни. На конкретном
примере тетрагонального ферромагнетика с анизотропией типа «легкая
плоскость» проанализированы общие закономерности взаимодействия
малоамплитудных магнитоупругих волн в магнетиках. В частности,
показано, что в окрестности резонанса длинных и коротких волн
слабонелинейная динамика магнитоупругих возбуждений эффективно
описывается интегрируемой моделью Захарова–Бенни [1].

Выражение для плотности свободной энергии F тетрагонального
ферромагнетика с анизотропией типа «легкая плоскость» запишем
в виде [75]:

F (r) = Fm(r) + Fe(r) + Fme(r),

Fm(r) = 1
2
E a2(∂im)2 + 1

2
K0

1m
2
z +K0

2m
4
z+

+ 1
2
K0

�m
2
xm

2
y − (M ·H) + H2

M

8π
,
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Fe(r) = 1
2
C11
(
ε2xx + ε2yy

)
+ C12 εxxεyy + C13 (εxx + εyy) εzz+

+ 1
2
C33 ε

2
zz + 2C44(ε2yz + ε2zx) + 2C66 ε

2
xy, (8.4.1)

Fme(r) = [B1 (εxx + εyy) +B3 εzz]m2+
+
(
B11m

2
x +B12m

2
y

)
εxx +

(
B12m

2
x +B11m

2
y

)
εyy+

+ B33m
2
z εzz + 2B44 (mymzεyz +mxmzεxz) + 2B66mxmyεxy. (8.4.2)

Здесь M = M0m — вектор намагниченности среды, M2 = M2
0 = const,

E — постоянная обменного взаимодействия (a — параметр решетки);
K0

1 , K
0
2 , K

0
� — константы магнитной анизотропии (K0

1 > 0, K0
1 � K0

2 ,
K0

�), H — внешнее магнитное поле, поле HM определяется уравне-
ниями магнитостатики. Постоянные Csp определяют упругую, а Bs

и Bsp — магнитоупругую энергии, εij = (∂jui + ∂iuj)/2 — тензор
деформации (i,j = x,y,z), u — вектор смещения точек среды. В (8.4.1)
не учитывается собственно упругий ангармонизм, поскольку он обычно
мал по сравнению с ангармонизмом, вносимым в упругую подсистему
магнитной. По этой же причине пренебрегаем нелинейной зависи-
мостью тензора деформаций εij от производных вектора смещения
u и рассматриваем взаимодействие упругой подсистемы с магнитной
(8.4.2) в линейном по деформациям приближении.

Как следует из (8.4.2), в магнитоупругой энергии Fme(r) учитыва-
ются слагаемые, которые описывают магнитострикционные эффекты,
обусловленные однородным вращением вектора намагниченности. Это
не единственные слагаемые, линейные по деформациям. Если учесть
зависимость обменных интегралов от деформаций среды, то при раз-
ложении изотропного обмена в ряд по εij в выражение для свободной
энергии войдут слагаемые, связанные с неоднородностью намагничен-
ности [84]:

F (1)
me = Gijkl(∂imn)(∂jmn) εkl. (8.4.3)

Тензор εkl можно представить в виде суммы двух слагаемых, описы-
вающих спонтанные и динамические деформации (см. ниже). Энер-
гия (8.4.3) также содержит два вклада. Первый (от спонтанных дефор-
маций) дает лишь перенормировку постоянной обменного взаимодей-
ствия и может быть тривиально учтен. Вклад в (8.4.3) от динамических
деформаций в длинноволновом приближении приводит по сравнению
с (8.4.2) к поправкам следующего порядка малости. В данной рабо-
те мы пренебрегли энергией (8.4.3). Однако взаимодействие (8.4.3)
может оказаться важным, например, для цепочки спинов (типичный
пример — одномерный ферромагнетик с анизотропией «легкая плос-
кость» CsNiF3). Как показано в [85], система уравнений для атомных
смещений и спиновых отклонений может быть сведена к уравнению
Давыдова [86]. Уточнение этой модели проведено в работах [25, 26].

Наш подход носит приближенный характер. Магнитная и упругая
подсистемы более тонко влияют друг на друга, поскольку выражение
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для свободной энергии в общем случае определяется не только сим-
метричным тензором деформации εij , но содержит и антисимметрич-
ные комбинации ωij = (∂jui − ∂iuj)/2. Исключение ωij соответствует
пренебрежению вращениями элементов объема магнитоупругой среды.
Для квазиодномерных движений учет антисимметричной части тензора
∂jui существенно не меняет результатов и приводит лишь к незна-
чительной перенормировке констант теории. При описании сильно
неоднородных состояний в выражение для упругой энергии необходимо
включить инварианты, зависящие от вторых пространственных произ-
водных поля смещений [87]. Заметим также, что при выходе за рамки
линейного по деформации приближения необходимо пользоваться ве-
личинами, отнесенными к единице массы, а не объема ферромагнетика,
и следует различать пространственные (эйлеровы) и материальные
(лагранжевы) координаты, связанные с частицами тела [38].

Известно, что при исследовании магнитоупругих эффектов, связан-
ных с резонансным взаимодействием упругих и спиновых волн, экспе-
риментальные результаты, как правило, хорошо описываются в рамках
приближенной теории магнитоупругого взаимодействия. Мы не сделаем,
по-видимому, большой ошибки, используя приближенный вариант [88].

В дальнейшем удобно использовать следующую параметризацию
для вектора намагниченности:

M = M0m = M0 (sin θ sinϕ, sin θ cosϕ, cos θ) .

Основное состояние системы определяется условием минимума энер-
гии:

∂F

∂ε0ij
= 0;

∂F

∂ϕ0
= ∂F

∂θ0
= 0,

где ε0ij — спонтанные деформации, а углы θ0 и ϕ0 описывают равновес-
ную ориентацию m. Ради простоты мы ограничимся случаем m‖H‖x.
При этом θ0 = ϕ0 = π/2, спонтанные деформации ε0ij определяются
формулами [75]

ε0xx = Δ−1 [(C11 − C12) (C13B3 − C33B1)−
−B11

(
C11C33 − C 2

13

)
+B12

(
C12C33 − C 2

13

)]
,

ε0yy = Δ−1 [(C11 − C12) (C13B3 − C33B1)+

+B11
(
C12C33 − C2

13

)−B12
(
C11C33 − C2

13

)]
,

ε0zz = Δ−1 [C13 (2B1 +B11 +B12)−B3 (C11 + C12)] (C11 − C12) ,

где
Δ = (C11 − C12)

[
C33 (C11 + C12)− 2C2

13

]
.

Условия устойчивости этого состояния исследованы в [75] и сво-
дятся к следующему:

HA +H > 0 и H� +H > 0,
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где

HA = K∗
1 /M0, H� = K∗

�/M0,

K∗
1 = K0

1 + 2
[
B33 ε

0
zz −B11 ε

0
xx −B12 ε

0
yy

]−B2
44/C44,

K∗
� = K0

� − B2
66

C66
+ 2

(B11 −B12)
2

C11 − C12
,

(8.4.4)

K∗
1 и K∗

� — перенормированные магнитострикцией константы анизо-
тропии.

В настоящем разделе рассмотрены слабонелинейные квазиодномер-
ные возбуждения, распространяющиеся вдоль оси Oy. При указанной
геометрии задачи в линейном приближении со спиновыми волнами
связана лишь ветвь поперечных звуковых волн.

8.4.1. Солитоны, обусловленные взаимодействием
квазиакустических мод

Для дальнейшего анализа необходимо выделить из полных дефор-
маций εij спонтанные: εij = ε̃ij + ε0ij (ε̃ij — описывает колебания около
основного состояния) и отсчитывать углы от их равновесных значений
θ0 = ϕ0 = π/2, соответствующих положению вектора намагниченности
m = (1, 0, 0): χ = ϕ− π/2, η = θ − π/2.

Ограничиваясь рассмотрением малоамплитудных возмущений, вы-
пишем уравнения динамики с точностью до кубических слагаемых
по χ, η, ∂yũi ≡ ũyi (i = x,y,z). В задаче имеется три характер-
ных пространственных масштаба: постоянная решетки a, длина волны
λ = k−1 активационных мод, размер магнитных неоднородностей d,
причем λ � d � a. В длинноволновом приближении в кубических
слагаемых можно пренебречь зависимостью от производных поля χ
и поля дисторсии ũyi. Анализ показывает, что при этом мы опускаем
малые поправки порядка

O
(
E

K1
(ak)2

)
, O

(
E

K1

a2k

d

)
, O

(
E

K1

(
a

d

)2)
в эффективных константах взаимодействия. Кроме того, из-за сильной
анизотропии типа «легкая плоскость» угол η, описывающий выход
намагниченности из плоскости базиса, мал и, следовательно, зависимо-
стью от η в нелинейных членах можно пренебречь. Критерием малости
η является величина отношения

η

χ
≈
√
H� +Hme6 + 4πM0 +H√

HA +Hme4 +H
� 1,

где

Hme4 = B2
44

M0C44
, Hme6 = B2

66

M0C66
,
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а H� и HA определяются соотношениями (8.4.4). Тогда η удается
исключить из уравнений, и мы получаем следующую систему:(

M0

γ

)2
∂2

tχ+
[
Ea2∂2

y −K1 −M0H
]
[(Ea2∂2

y −K0
� −M0H−

−K3)χ+B66ũyx]− (K1 +M0H)
(
2
3

(
K3 + 4K0

�
)
χ3+

+ H

6
M0χ

3 − 2 (B11 −B12) ũyyχ− 2B66ũyxχ
2
)

= 0;

∂2
t ũyx − S2

66∂
2
yũyx +B66 ρ

−1∂2
yχ− 2

3
B66 ρ

−1∂2
yχ

3 = 0;

∂2
t ũyy − S2

11∂
2
yũyy − (B11 −B12) ρ−1∂2

yχ
2 = 0.

(8.4.5)

Здесь

S2
ij = Cij

ρ
, K1 = K∗

1 + B2
44

C44
, K3 = 4πM2

0 + 2
(B11 −B12)

2

C11 − C12
,

γ — гиромагнитное отношение, ρ — плотность вещества.
Как следует из (8.4.5), в линейном приближении с магнонами связа-

ны лишь поперечные звуковые волны. Спектр линейных возбуждений
имеет ветви [75]:

a) активационную с законом дисперсии

ω2
a = ω2

0 + fk2, (8.4.6)

где

ω2
0 = γ2 [H +H� + 4πM0 +Hme6] [HA +Hme4 +H] ,
f = E a2γ2M−1

0 [HA +H� +Hme4 +Hme6 + 4πM0 + 2H] +

+Hme6 S
2
66 [H� +Hme6 + 4πM0 +H]−1 ;

б) бездисперсионную для продольных звуковых волн:

ω = S11k;

в) ассоциированную с поперечными звуковыми волнами голдсто-
уновскую:

ω2
G(k) = S2k2 + r k4, (8.4.7)

где

S2 = S2
66

(
1−Hme6 [H� +Hme4 + 4πM0 +H]−1

)
,

r = −Hme6S
2
66

ω2
0

(
S2 −Ea2γ2M−1

0 (HA +Hme4 +H)

H� +Hme6 + 4πM0 +H

)
.
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В рассматриваемой геометрии задачи «смягчение» скорости S попереч-
ного звука за счет магнитострикции незначительно, так как обычно
4πM0 � Hme. Зависимость энергетической щели ω0 от внешнего маг-
нитного поля такова, что minω0 = ω0 (H = 0).

В настоящем разделе изучено взаимодействие квазиакустических
(голдстоуновских) мод (8.4.7) при условии, что энергия внешнего воз-
мущения мала, и активационные волны при этом не возбуждаются.
Для вывода эффективного уравнения эволюции голдстоуновских мод
используем вариант РТВ, основанный на растяжении координат. Будем
искать решение системы уравнений (8.4.5) в форме

ũyx =
∞∑

n=1

εnũ(n)
yx (ξ, τ ), ũyy =

∞∑
n=2

εnũ(n)
yy (ξ, τ ),

χ =
∞∑

n=1

εnχ(n)(ξ, τ ),
(8.4.8)

где ξ = ε(y + S t), τ = ε3t. Параметр ε характеризует отклонение систе-
мы от равновесия. Медленные переменные τ и ξ введены так, чтобы
согласовать с законом дисперсии (8.4.7) пространственно-временной
отклик среды на возмущение и сбалансировать эффекты дисперсии
и нелинейности [1]. После подстановки (8.4.8) в систему (8.4.5) полу-
чим цепочку уравнений, которая выражает «старшие» коэффициенты
(по индексу n) через «младшие». Идея метода состоит в том, что при
правильном выборе масштабных преобразований некоторый порядок
теории возмущений (8.4.8) дает замкнутое уравнение для коэффици-
ентов. Это и будет укороченное уравнение нелинейной динамики.

В данном случае коэффициенты χ(1) и ũ(2)
yy выражаются через поле

ũ
(1)
yx ≡ e:

χ(1) = B66 [M0 (H� +Hme6 +H + 4πM0)]
−1 e;

ũ(2)
yy = (B11 −B12) ρ−1 (S2 − S2

11

)−1 (
χ(1))2 ,

эволюция которого описывается модифицированным уравнением Кор-
тевега–де Вриза (мКдВ):

2S ∂τe+ r ∂3
ξe− q ∂ξe

3 = 0, (8.4.9)

где

q = 2Hme6

(
B66S66

M0 (H� +Hme6 +H + 4πM0)
2

)2

×

×
(
4πM0 + 2Hme3 + 5H

4
+Hme3

S2
11 − S2

12

S2 − S2
11

)
,

Hme3 = (B11 −B12)
2

M0 (C11 − C12)
.
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Известно [89], что уравнение (8.4.9) имеет солитонные решения
только при выполнении условия rq < 0. Поскольку 4πM0 � Hme,
а анизотропия в базисной плоскости мала, можно рассчитывать на на-
блюдение солитонов лишь в веществах с r < 0, то есть при условии

S2 >
Ea2γ2

M0
(HA +Hme4 +H).

Односолитонное решение уравнения (8.4.9) имеет вид

e =
√

4Sλ
q

sech
(√

Sλ

|r| ζ
)
, ũx = 4

√
|r|
q

arctg exp
(√

Sλ

|r| ζ
)
, (8.4.10)

где ζ = y + (S + λ) t + y0; y0, λ > 0 — вещественные параметры.
Как следует из (8.4.10), солитон движется со скоростью V = S + λ,
которая больше скорости поперечного звука S. При движении солитона
колебания намагниченности квазиравновесным образом подстраивают-
ся к поперечным упругим деформациям: my ∼ ũyx ∼ e. Смещение
точек среды, порождающее компоненту my вектора ферромагнетизма,
изображено на рис. 8.8 а.

Рис. 8.8. Квазиравновесная связь деформации (а) и намагниченности (б) в маг-
нитоупругом солитоне (8.4.10)

Распределение намагниченности, связанное с солитоном, представ-
ляет волну стационарного профиля m ≈ (1 − χ2/2,−χ, 0), χ ≈ χ(1)

с асимптотикой m→ (1, 0, 0) при |y| → ∞ (см. рис. 8.8б и 8.9). В свою
очередь, волна намагниченности за счет магнитострикции индуцирует
более слабые упругие продольные деформации (ũyy ∼ (B11 −B12)m2

y ∼
∼ e2).

Кроме кинков, уравнение мКдВ (8.4.10) допускает еще один тип
локализованных состояний — бризеры [89]. Каждый бризер представ-
ляет локализованный импульс, по которому пробегает осцилляция,
зарождаясь у одного его края и исчезая у другого:

ũx = −2
√

2|r|
q

arctg
(
β

α
sin (α ς̃ + δ τ̃ − ϕ) sech (2β ς̃ + γ τ̃ + ψ)

)
,
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Рис. 8.9. Распределение намагниченности в плоскости Oxy для солитона
(8.4.10), сформированного в результате взаимодействия бесщелевых мод

где

ς̃ =
√

q

2|r| ξ, τ̃ = − q

4S

√
q

2|r| τ ;

γ = 8β
(
3α2 − β2) , δ = 8α

(
α2 − 3β2) .

Устойчивость солитонов мКдВ исследована в [27]. Из неустой-
чивостей возможна гофрировка солитонов, которая экспериментально
наблюдалась в работе [90].

8.4.2. Взаимодействие активационных волн

Известно, что вдали от резонанса активационных и голдстоунов-
ских мод слаболинейная динамика спиновых волн определяется нели-
нейным уравнением Шредингера (НУШ) [24, 25]. Для вывода НУШ
используем метод многих масштабов [1]. Решение системы уравне-
ний (8.4.5) будем искать в виде

V =
+∞∑
l=1

εl
+∞∑

n=−∞
V (l)

n (ξ, τ ) exp [in (ωa(k)t+ ky)] ≡
+∞∑
l=1

εlV (l).

Здесь V ≡ (χ, ũyx, ũyy), ε — малый параметр, характеризующий от-
клонение системы от равновесного состояния V = 0; ξ = ε (y + cgt),
τ = ε2t — медленные переменные, cg = ∂kωa — групповая скорость
активационных волн. Масштабные преобразования введены в соответ-
ствии с законом дисперсии активационных мод (8.4.6). Вещественность

V гарантируется условием V
(l)
n =

[
V

(l)
−n

]∗
. Наша цель — получить урав-

нение, определяющее медленную эволюцию основной гармоники V
(1)
±1

в результате ее взаимодействия с другими гармониками. Процедура
последовательного определения коэффициентов V (l)

n будет согласован-
ной, если в уравнениях редуктивной теории возмущений отсутству-
ют секулярные члены. Это требование дает замкнутое эффективное
уравнение для огибающей основной гармоники. Поскольку процедура
вывода НУШ излагалась в разд. 8.1, отметим лишь существенный
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нюанс. В магнитоупругих средах ядру оператора L̂ линеаризованной
задачи L̂V = 0, как правило, принадлежит не только основная гармо-
ника (V (1)

±1 �= 0), но и медленно меняющаяся волна V (2)
0 (ξ, τ ). При этом

отличными от нуля оказываются также средние потоки типа ∂2
ξN :

V
(1)
1 V

(1)
−1 (N — тензор постоянных), возникающие вследствие медлен-

ной зависимости огибающей от ξ. Такие потоки могут вызвать, если их
не устранить, секулярный отклик в V (2)

0 . Устраняя секулярные члены,
получаем систему уравнений на огибающую и медленно меняющуюся
волну V

(2)
0 . Обычно средние потоки ∂2

ξN : V (1)
1 V

(1)
−1 и медленное по-

ле V
(2)
0 равны нулю. Указанная специфика математической процеду-

ры с точки зрения физики объясняется тем, что биения активацион-
ных мод с близкими длинами волн могут подкачивать и возбуждать
ту из звуковых ветвей, эволюция которой определяется членом, квадра-
тичным по амплитуде активационных мод. В конечном счете, поле V (2)

0
дает перенормировку самодействия активационных волн с «опасным»
резонансным множителем ∼ (S2

11 − c2g
)−1

. Подробное обсуждение та-
кой же проблемы содержится в работах [21, 22].

В данной задаче поле V
(2)
0 представляет бездисперсионную зву-

ковую ветвь ũyy, так как ее эволюция определяется квадратом ам-
плитуды активационных волн. Квазиакустическая мода (8.4.7) связана
с активационной в следующем кубическом по амплитудам волн при-
ближении, и поэтому не оказывает резонансного влияния на эволюцию
огибающей.

Вдали от резонанса, когда cg заметно отличается от S11, поле ũyy

не является свободным и следует за средним квадратом осцилляции
намагниченности:

χ = Ψ (ξ, τ ) exp [i (ωat+ ky)] + c. c.,1)

ũyy = 2 (B11 −B12) ρ−1 (c2g − S2
11

)−1 |Ψ|2 .
При этом эффективное уравнение эволюции имеет вид 2)

i ∂tΨ− 1
2
∂2

kωa∂
2
ξΨ−

(
g + 2g2 (B11 −B12)

ρ(S2
11 − c2g)

)
|Ψ|2Ψ = 0, (8.4.11)

g = γ2

ω0
(HA +Hme4 +H)×

× (4πM0 + 4 (H� +Hme6)− 6Hme3 +H/4) ;

g2 = γ2

M0ω0
(B11 −B12) (HA +Hme4 +H) . (8.4.12)

1) Здесь и далее символ «с. с.» обозначает комплексно сопряженное сла-
гаемое.

2) Пренебрегаем зависимостью от k константы g, так как ее учет дает малые
поправки порядка O (S66 kHme6/ (4πω0M0)).



432 Гл. 8. Слабонелинейные магнитостатические солитоны

Еще раз отметим появление «опасного» множителя ∼ (S2
11 − c2g

)−1

в уравнении (8.4.11).

8.4.3. Магнитоупругий резонанс Бенни.
Связь с интегрируемыми моделями

Для теоретического описания динамики малоамплитудных волн
в окрестности резонанса, где cg ≈ S11, необходимо рассматривать акти-
вационные и звуковые волны на равных основаниях. Использованные
выше варианты РТВ с приоритетом одной из мод оказываются непри-
годными. Изложим простой способ преодоления указанной трудности.
В итоге получим эффективные уравнения слабонелинейной динамики,
пригодные даже в окрестности резонанса.

Перейдем от полей ũyx и χ к новым динамическим переменным
(e, v), которые соответствуют нормальным модам линеаризованной за-
дачи, то есть

∂2
t e+ ω2

G (−i ∂y) e ∼= 0; ∂2
t v + ω2

a (−i ∂y) v ∼= 0. (8.4.13)

Явный вид операторов ωa (−i ∂ξ) и ωG (−i ∂ξ) определяется законами
дисперсии ωa(k) (8.4.6) и ωG(k) (8.4.7). Пусть Ŝ(∇) — дифференци-
альный оператор, задающий переход к новым переменным:(

e
v

)
= Ŝ(∇)

(
ũyx

χ

)
,
(
ũyx

χ

)
= Ŝ−1(∇)

(
e
v

)
. (8.4.14)

Подействуем оператором Ŝ(∇) на первые два уравнения систе-
мы (8.4.5). Тогда, в силу выбора Ŝ(∇), линейная часть системы примет
вид (8.4.13). В нелинейных членах полученных уравнений сохраним
лишь слагаемые, которые приводят к НУШ 1), и выразим их через
поля e и v с помощью преобразования (8.4.14). В длинноволновом
приближении при преобразовании этих слагаемых достаточно
вычислить Ŝ(∇) и Ŝ−1(∇) с точностью до членов, содержащих вторые
производные по координате:

Ŝ(∇) =
(

1 −aω−2
0 ∂2

y

−b ω−2
0 1

)
, Ŝ−1(∇) =

(
1 aω−2

0 ∂2
y

b ω−2
0 1

)
, (8.4.15)

где

a = B66

ρ
; b = γ2

M0
B66 (HA +Hme4 +H).

1) Можно показать, что другие слагаемые исчезают после усреднения
по быстрым временным осцилляциям активационных мод.
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Приближение (8.4.15) оказывается достаточным для воспроизведения
результатов предыдущих разделов. Хотя выбор медленных переменных
в различных вариантах редуктивной теории возмущений неодинаков,
полученные в приближении (8.4.15) формулы

χ = b ω−2
0 e+ v; ũyx = e+ aω−2

0 ∂2
yv

cогласуются с обоими вариантами. В кубичных членах уравнений мож-
но пренебречь пространственными производными от v, так как их учет
дает лишь малые поправки порядка O((kS66)2Hme6/(4πM0ω

2
0)).

Предполагая медленной модуляцию активационных волн, исключим
из системы уравнений для полей e, ũyx и ũyy быстрые временные
осцилляции, полагая

v = ϕ exp (iω0 t) + c. c., ∂2
t v + ω2

0v
∼= 2 iω0∂tϕ exp(iω0t) + c. c.

В результате усреднения по быстрым осцилляциям получим

∂2
t e− S2∂2

ye+ r ∂4
ye− ∂2

y

(
α1e

3 + α2e|ϕ|2 + α3e ũyy

)
= 0,

∂2
t ũyy − S2

11∂
2
yũyy − B11 −B12

ρ
∂2

y

(
b2

ω4
0

e2 + 2|ϕ|2
)

= 0,

i ∂tϕ− f∂2
yϕ+ g1e

2ϕ+ g2ũyy ϕ− g|ϕ|2ϕ = 0.

(8.4.16)

Здесь обозначено

g1 = b2

ω3
0

n1n2, α1 = 2 a b3

ω6
0

n1

(
4πM0 + 2Hme3 + 5

4
H
)
, α2 = 4ab

ω2
0

n1n2,

α3 = 2ab

ω2
0

B11 −B12

M0
n1, n1 = [4πM0 +H� +Hme6 +H]−1 ,

n2 = 4πM0 − 6Hme3 − 2 (H� +Hme6) + 7H/4.

Величины g и g2 были определены ранее (см. соотношения (8.4.12)).
Система уравнений (8.4.16) имеет широкую область применимости,

включая окрестность резонанса c2g = S2
11.

Убедимся, что в предельных случаях уравнения (8.4.16) сводятся
к мКдВ (8.4.9) и НУШ (8.4.11). Пусть активационные моды не воз-
буждаются, тогда ϕ = 0 и

∂2
t e− S2∂2

ye+ r ∂4
ye− α1∂

2
ye

3 − α3∂
2
y (ũyye) = 0,

∂2
t ũyy − S2

11∂
2
yũyy − B11 −B12

ρ

b2

ω4
0

∂2
ye

2 = 0.
(8.4.17)

Система (8.4.17) описывает распространение волн в обоих направлени-
ях и не предполагает ограничений на величину их скорости, поэтому
она является более общей, чем (8.4.9). Если ограничиться рассмотре-
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нием волн, движущихся в одном направлении со скоростями, близкими
к фазовой скорости S голдстоуновских мод, то

e = e(ξ, τ ), ξ = y + St;
(
∂2

t − S2∂2
y

)
e ∼= 2S ∂τ∂ξe;

ũyy
∼= B11 −B12

ρ (S2 − S2
11)

b2

ω4
0

e2

и система (8.4.17) редуцируется к уравнению мКдВ (8.4.9).
Солитоноподобное решение системы (8.4.17) также является более

общим, чем (8.4.10):

e =

√
2 (V 2 − S2)

q(V )
sech

(√
V 2 − S2

2|r| ζ

)
, S2 < V 2;

ζ = y + V t+ y0, q(V ) = α1 + b2

ω4
0

B11 −B12

ρ(V 2 − S2
11)

α3.

Оно совпадает с (8.4.10), когда групповая скорость солитона V близка
к скорости поперечного звука:

V = S + λ, 0 < λ� 1.

Для того чтобы систему (8.4.16) свести к НУШ, нужно исключить
быстрые пространственно-временные осцилляции, полагая

ϕ = Ψ(ξ, t) exp
(
i k y + i ∂2

kω k
2t/2

)
,

и перейти в систему отсчета, движущуюся с групповой скоростью cg =
= ∂kωα активационных волн. Если c2g �= S2

11, имеем

e = 0, ũyy ≡ ũyy(ξ, τ ),(
∂2

t − S2
11∂

2
y

)
ũyy ≈

(
c2g − S2

11

)
∂2

ξ ũyy.

В результате система (8.4.16) оказывается эквивалентной НУШ
(8.4.11).

Полная система также допускает решение, обобщающее солитон
НУШ, корректное даже в окрестности резонанса

(
c2g ≈ S2

11

)
:

ũyy = σ(V )|c|2sech2ζ, ũy = σ(V )|c|
√
∂2

kωa

g(V )
(1 + th ζ) , e = 0,

ϕ = c sech ζ exp
[

iV

∂2
kωa

y + i

2
t

(
V 2

∂2
kωa

− g(V )|c|2
)]

,

(8.4.18)

где
ζ = (y + V t)B + ζ0, B2 = g(V )

∂2
kωa

|c|2 > 0;
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V , ζ0 — вещественные постоянные, c — комплексный параметр,

σ(V ) = 2 (B11 −B12)

ρ (V 2 − S2
11)

, g(V ) = g − σ(V )g2.

Решение (8.4.18) описывает локализованное возбуждение, движущееся
с групповой скоростью V (рис. 8.10). Заметим, что условие B2 > 0
ограничивает интервал допустимых скоростей V . Учет самодействия
активационных волн g, которое имеется всегда, расширяет этот интер-
вал. Когда скорость солитона V приближается к скорости продольного
звука S11, поле ũyy в (8.4.18) неограниченно возрастает. Становятся
важными собственный ангармонизм и дисперсия упругой подсистемы.

В системе координат, связанной с солитоном, вектор M совершает
быстрые колебания в «легкой плоскости», амплитуда которых макси-
мальна в центре солитона. Эти колебания за счет магнитострикции
порождают локализованные на солитоне продольные деформации сре-
ды (см. рис. 8.11). Последние определяются усредненным по быстрым
осцилляциям квадратом амплитуды магнитных колебаний, поскольку
в силу большей инертности упругая подсистема не успевает за быст-
рыми колебаниями вектора намагниченности.

В окрестности резонанса, когда групповая скорость активационных
волн удовлетворяет неравенству∣∣∣∣2(B11 −B12)

ρ (c2g − S2
11)

g2

∣∣∣∣� g,

можно пренебречь самодействием активационных мод по сравнению
с их взаимодействием с продольным звуком. Тогда система (8.4.16)
принимает более простой вид (e = 0):

i ∂τϕ− 1
2
∂2

kωa∂
2
yϕ+ g2ũyy = 0,(

∂2
t − S2

11

)
ũyy − 2

B11 −B12

ρ
∂2

y|ϕ|2 = 0.
(8.4.19)

Система уравнений (8.4.19) не является полностью интегрируемой,
однако допускает многосолитонные решения, найденные в [91] методом
Хироты. Известны и численные решения системы (8.4.19), среди ко-
торых наиболее интересными являются результаты по формированию
солитона из заданного начального распределения (ϕ �= 0, ũyy = 0), рас-
сеяние и «дробление» солитонов с излучением и поглощением звуковых
волн [92].

Если ограничиться рассмотрением квазиакустических и актива-
ционных волн, распространяющихся в одном направлении со ско-
ростями, близкими к скорости продольных звуковых волн S11, то
система (8.4.19) сводится к полностью интегрируемой модели Заха-
рова–Бенни. Для получения соответствующих уравнений исключим
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Рис. 8.10. Распределение намагниченности в «бисолитоне» (8.4.18), порожден-
ном активационными магнитоупругими волнами

Рис. 8.11. Продольные деформации среды в магнитоупругом солитоне

быстрые пространственно-временные осцилляции и перейдем в систе-
му координат, движущуюся с групповой скоростью активационной
волны cg = S11:

ϕ = Ψ(ξ, t) exp
(
i k y + i

2
∂2

kωak
2t
)
;

ũyy = ũyy(ξ, τ ), ξ = y + cgt, τ = t.
(8.4.20)

Преобразование (8.4.20) аналогично тому, что использовалось при
переходе от системы (8.4.16) к НУШ. Однако, поскольку в окрестности
резонанса звуковая волна обнаруживает некоторую свободу, в конеч-
ных уравнениях оставим слагаемые, содержащие первые производные
по «медленному» времени:

(∂2
t − S2

11∂
2
y)ũyy

∼= 2S11∂τ∂ξũyy.

Окончательный результат сводится к уравнениям Захарова–Бенни [1]:

i ∂τΨ− 1
2
∂2

kωa∂
2
ξΨ + g2Ψ ũyy = 0,

∂τ ũyy − B11 −B12

ρS11
∂ξ|Ψ|2 = 0.

(8.4.21)

Система (8.4.21) выражает баланс между эффектом дисперсии ак-
тивационной волны и ее взаимодействием со звуковой волной, в то
время как эволюция звуковой волны определяется самовоздействием
активационных волн.
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Решения системы (8.4.21) могут быть полностью исследованы с по-
мощью метода обратной задачи рассеяния [93, 94]. Солитон в модели
(8.4.21) движется с групповой скоростью V < cg = S11 и по форме
совпадает с (8.4.18).

Условие cg = S11 реализуется в области с определенным волновым
числом k0. В неограниченных ферромагнетиках бегущие спиновые вол-
ны с заданным k0 могут возбуждаться однородным переменным маг-
нитным полем, если материальные характеристики зависят от коорди-
наты. Кроме того, спиновые волны могут возбуждаться в неоднородном
постоянном магнитном поле при наличии необходимого градиента [64].

Анализ уравнений (8.4.21) показывает, что порожденная внешним
электромагнитным полем плоская активационная волна Ψ = const,
ũyy = 0 модуляционно неустойчива. В результате развития неустойчи-
вости могут рождаться локализованные продольные звуковые импуль-
сы, связанные с солитоном огибающей активационной моды. Генерация
солитонов скорее всего носит пороговый характер. Ниже пороговой
энергии (амплитуды) активационные плоские волны расплываются
из-за дисперсии.

Интересно, что поле ũyy в солитонном решении системы (8.4.19)
или (8.4.21) напоминает солитон уравнения КдВ, а форма огибаю-
щей ϕ(Ψ) — такая же, как у солитона НУШ. В этом смысле модель
Захарова–Бенни (8.4.21) представляет связующее звено между моде-
лями типа КдВ, ассоциированными с голстоуновской модой, и НУШ
для огибающей активационной ветви.

Модель (8.4.21) описывает так называемый длинно-коротковолно-
вый резонанс Бенни, который иногда трактуют как предельный случай
трехволнового резонанса. Условия синхронизма трех волн:

ωa (k1)− ωa (k2) = ωG(κ), k1 − k2 = κ;

в пределе κ→ 0 редуцируются к требованию

cg = ∂kωa(k) = lim
κ→0

ωG(κ)

κ
= cp.

В рассмотренной задаче биениями активационных волн возбуждается
бездисперсионная звуковая ветвь. В этом смысле механизм Бенни
и условие cg = cp имеют более широкую область применимости.

Хотя в данном разделе рассмотрена частная задача, приведенные
уравнения позволяют проанализировать общие закономерности взаимо-
действия малоамплитудных магнитоупругих волн в ферро- и антифер-
ромагнетиках. Наличие анизотропии типа «легкая плоскость» упроща-
ет анализ, но не является принципиальным. Полученные эффективные
уравнения обладают поразительной универсальностью и слабо зависят
от кристаллографической симметрии среды. Специфика кристалла про-
является главным образом в эффективных константах взаимодействия.

В частности, с помощью методов и моделей, рассмотренных в этом
разделе, детально исследованы магнитоупругие солитоны и связанные
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с ними резонансные явления в двухподрешеточных антиферромагнети-
ках вблизи ориентационных фазовых переходов при наличии электри-
ческого и магнитного полей и внешнего механического напряжения,
которые индуцируют такие переходы (см. [29] и ссылки, приведен-
ные там).

Поскольку дисперсионные соотношения с двойными или вообще
кратными ветвями весьма обычны в физике магнетизма, резонанс
длинных и коротких волн типичен не только для магнитоупругих сред.
Так, модели, близкие к приведенным в этом разделе, возникают при
описании солитонов на фоне геликоидальной магнитной структуры
антиферромагнетика [20–22].

Г л а в а 9

НЕЛИНЕЙНАЯ ДИНАМИКА СПИРАЛЬНОЙ

(ПОЛОСОВОЙ ДОМЕННОЙ) СТРУКТУРЫ

Спираль — одухотворение круга.
В ней, разомкнувшись и высвободившись
из плоскости, круг перестает быть по-
рочным.

В. Набоков. «Другие берега»

Плоскопараллельные доменные и квазиодномерные спиральные
структуры теоретически описываются в терминах решетки кинков
(доменных стенок). Решетка кинков сама по себе является сильно
нелинейным состоянием магнитоупорядоченной среды. Аналитическое
описание коллективных, в том числе солитонных, возбуждений на
таком фоне — трудная задача. Ее конструктивное решение возможно
в рамках упрощенных моделей, которые корректно учитывают основные
взаимодействия и, в то же время, допускают точные решения. При
физически оправданных приближениях уравнения Ландау–Лифшица
для ферро- и антиферромагнетиков, а также для мультиферроиков, часто
сводят к универсальному нелинейному уравнению sine-Gordon [1–6]:

∂2
t Φ− ∂2

zΦ + sin Φ = 0. (9.1)

Поле Φ(z, t) задает распределение вектора ферро- или антиферромаг-
нетизма в структуре, z — пространственная координата, t — время.

Все решения уравнения (9.1) с однородным асимптотическим по-
ведением поля Φ(z, t) при z → ±∞ исследованы с помощью метода
обратной задачи рассеяния или его модификаций [7, 8]. Наличие
существенно нелинейной спиральной (полосовой доменной) структуры
осложняет технику интегрирования модели. Хотя U–V -пара уравне-
ния (9.1) имеет рациональную зависимость от спектрального пара-
метра, условие сопряжения аналитических функций, которое лежит
в основе метода обратной задачи рассеяния, формулируется не в ком-
плексной плоскости спектрального параметра, как это было в случае
однородного основного состояния среды, а на римановой поверхности.
Риманова поверхность связана с фоновой структурой и оказывается
топологически эквивалентной тору.

Интересующие нас решения модели (9.1) практически не исследо-
ваны. Алгебро-геометрические методы конечнозонного интегрирования
малоэффективны при анализе требуемых решений, так как приводят к
плохо изученным трансцендентным соотношениям и многомерным те-
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та-функциям [9]. Как правило, эти методы дают комплексные решения
исходной модели. Выделение многообразия вещественных и ограничен-
ных решений представляет сложную математическую проблему. Кроме
того, конечнозонная техника не приспособлена для исследования нели-
нейных волн, связанных с непрерывным спектром традиционной задачи
рассеяния.

В работах [10, 11] с использованием интегральных преобразований
типа Гельфанда–Левитана–Марченко в рамках эллиптического урав-
нения sine-Gordon

∂2
xΦ + ∂2

yΦ = sin Φ (9.2)

исследованы двумерные дефекты в несоизмеримой (полосовой домен-
ной) структуре магнетиков: солитонные вихри и несолитонные струн-
ные конфигурации из отрезков доменных границ в полосовой структу-
ре. Хотя уравнения (9.1), (9.2) близки по форме записи, техника их
интегрирования и физические результаты для них различны.

Впервые «одевание» с помощью интегральных операторов Шабата
было осуществлено в работе [12] при анализе нелинейных возбуж-
дений на пьедестале бегущей кноидальной волны в конденсирован-
ных средах, описываемых универсальной моделью Кортевега–де Ври-
за. В данной главе для изучения нелинейной динамики спиральной
структуры привлекается метод «одевания» частных решений уравнения
(9.1) с помощью задачи Римана на торе [13, 14]. При таком подходе
процедура построения требуемых решений оказывается локальной (при
использовании интегральных преобразований локальность теряется).
Это обстоятельство чрезвычайно облегчает аналитическое описание
возбуждений в спиральной структуре. Выделение вещественных реше-
ний не вызывает затруднений, окончательные формулы записываются
в терминах хорошо изученных эллиптических функций.

В разд. 9.1 приведено обоснование используемой модели и дана
формулировка задачи Римана, необходимая для анализа солитонов
и спиновых волн в спиральной структуре. В разд. 9.2 изложена схе-
ма построения солитонных решений модели при наличии спиральной
структуры. Есть и другие возможности построения солитонных реше-
ний, например с помощью преобразований Дарбу [15–17] или Бэк-
лунда [18]. Однако предлагаемая процедура глубже вскрывает спек-
тральную природу рассматриваемой проблемы. Это позволяет получить
новые результаты и в конечном счете сформулировать схему описания
солитонов и спиновых волн при заданных граничных условиях и про-
извольных начальных распределениях намагниченности в спиральной
структуре, т. е. решить начально-краевую задачу для модели sine-Gor-
don (9.1) при наличии периодической структуры.

Построение солитонных матриц задачи Римана связано с преодоле-
нием следующих трудностей.

Образование солитонов неизбежно сопровождается трансляциями
геликоидальной структуры. В разд. 9.2 найдены формулы, которые свя-
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зывают сдвиги в краевых условиях для структуры с нулями задачи
Римана, определяющими строение и скорость солитонов.

Из-за наличия периодического фона функции задачи Римана оказы-
ваются «блоховскими» — при изменении спектрального параметра на
период они умножаются на дополнительные множители. Отмеченная
особенность отсутствовала в задаче Римана, которая использовалась
при интегрировании эллиптического уравнения sine-Gordon [10, 11].

В разд. 9.2 изучены солитоны в спиральной структуре при наличии
внешнего магнитного поля, перпендикулярного оси магнитной спирали,
выявлены возможности их диагностики. В разд. 9.3 анализ нелинейной
динамики солитонов и диспергирующих волн в спиральной структу-
ре сведен к решению линейных интегральных уравнений на торе.
В разд. 9.4 найдены спектральные разложения интегралов движения
для коллективных возбуждений в спиральной структуре, в которых
выделены вклады солитонов и спиновых волн.

9.1. Основные уравнения

Уравнения для меня важнее, пото-
му что политика — для настоящего,
а уравнения — для вечности.

А. Эйнштейн

9.1.1. Модель sine-Gordon для геликоидальной структуры

Рассмотрим квазиодномерную (вдоль оси Oz) спиральную структу-
ру. Будем описывать распределение намагниченности в структуре век-
торным полем M(z, t), где M2 = M2

0 = const; z, t — пространственная
координата и время. Для квазиодномерного ферромагнетика без центра
инверсии с анизотропией типа «легкая плоскость» (плоскость xOy)
плотность энергии в постоянном внешнем магнитном поле H = (H, 0, 0)
(H > 0) записывается в виде

w̃ = α

2
(∂zM)2 + κ (M1∂zM2 −M2∂zM1) + β

2
M2

3 −M1H. (9.1.1)

Здесь α,β > 0 и κ — постоянные обменного взаимодействия, маг-
нитной анизотропии и взаимодействия Дзялошинского соответствен-
но [19, 20]. В легкоплоскостных магнетиках при H = 0 наличие в энер-
гии (9.1.1) взаимодействия Дзялошинского (инвариантов Лифшица)
приводит к идеальному магнитному упорядочению атомов. Вектор
M(z, t) лежит в плоскости xOy и при смещении вдоль оси Oz повора-
чивается так, что образуется спиральная структура, период которой l0
несоизмерим с постоянной кристаллической решетки a и превосходит
ее во много раз: l0 � α/κ� a. Внешнее поле H стремится выстроить
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в плоскости xOy магнитные моменты атомов вдоль направления Ox.
В результате конкуренции противоположных тенденций, вдоль оси Oz
формируются протяженные области шириной L0 (домены), в пределах
которых распределение намагниченности остается почти однородным.
Вблизи критического поля H < Hc соседние области разделяет узкий
переходный слой шириной l0 � α/κ �

√
αM0/Hc � L0, где сохраняет-

ся спиральный разворот намагниченности. При H > Hc система имеет
соизмеримое ферромагнитное упорядочение.

При сильной легкоплоскостной анизотропии в параметризации поля
M(z, t) углами Θ, Φ:

M = M0(sin Θ cosΦ, sin Θ sin Φ, cosΘ),

даже в возбужденных состояниях геликоидальной структуры угол Θ
близок к значению Θ = π/2, ∂zΦ � O(1/l0). Воспользуемся этим обсто-
ятельством для упрощения задачи. В терминах углов Θ,Φ уравнения
Ландау–Лифшица квазиодномерного ферромагнетика имеют вид

1
γM0

sin Θ∂tΦ + α∂2
zΘ + sin Θ cosΘ

[
β − α(∂zΦ)2 − 2κ∂zΦ

]
+

+ H

M0
cosΘ cosΦ = 0;

− 1
γM0

sin Θ∂tΘ + α∂z(sin2 Θ∂zΦ) + κ∂z sin2 Θ−

− H

M0
sin Θ sin Φ = 0,

(9.1.2)

где γ — магнитомеханическое отношение. Для реальных материалов со
спиральной структурой параметры задачи удовлетворяют неравенству
[18]

H

M0
� κ2

α
� β.

Тогда, полагая Θ = π/2 + θ (θ � 1), из первого уравнения (9.1.2)
находим

θ ≈ (γM0β)−1 ∂tΦ,

после чего второе уравнение (9.1.2) в главном приближении сводится
к модели sine-Gordon [18, 21] для расчета Φ:

− 1

(γM0)
2 β

∂2
t Φ + α∂2

zΦ− H

M0
sin Φ = 0. (9.1.3)

В безразмерных переменных z′ = z
√
H/ (αM0) , t′ = γ

√
βHM0 t урав-

нение sine-Gordon (9.1.3) примет стандартный вид:

∂2
t′Φ− ∂2

z′Φ + sin Φ = 0. (9.1.4)
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«Штрихи» над новыми переменными далее опускаем. В основном при-
ближении распределение намагниченности определяется формулой

M ≈M0 (cosΦ, sin Φ, 0) .

Для таких конфигураций divM = 0, поэтому магнитостатические вза-
имодействия можно не учитывать. В безразмерных переменных плот-
ность энергии квазиодномерного ферромагнетика w = w̃/(M0H) опи-
сывается выражением

w = 1
2

[
(∂zΦ)2 + (∂tΦ)2

]
+ q∂zΦ + (1− cosΦ) , (9.1.5)

где q = κ
√
M0/ (αH) .

Выделить направление в базисной плоскости xOy может не толь-
ко магнитное поле, но и остаточная квадратичная или кубическая
анизотропия. Тогда в уравнении (9.1.4) аргумент синуса заменяется,
соответственно, на 2Φ или на 4Φ. Постоянные остаточной анизотропии
изменяются с температурой, поэтому параметр q в выражении (9.1.5)
будет зависеть не от магнитного поля, а от температуры. В любом
случае, после масштабных преобразований теоретическое описание
нелинейной динамики квазиодномерной спиральной структуры сводит-
ся к решению волнового уравнения sine-Gordon (9.1.4). Уравнение sine-
Gordon появляется не только при описании несоизмеримых структур.
Оно оказывается полезным при изучении нелинейной динамики в поло-
совых структурах разных магнетиков [1–4]. В слабых ферромагнетиках
и антиферромагнетиках [2, 3] эффекты магнитостатики малы. Для них
модель имеет даже более широкую область применимости, так как
описывает нелинейную динамику модулированных структур, в которых
при смещениии вдоль выделенного в пространстве направления конец
вектора антиферромагнетизма L может двигаться не только по винто-
вой линии, для которой div L = 0, но и по циклоиде, когда div L �= 0.

Кроме того, такую модель можно использовать для анализа дина-
мики спиральной структуры холестерических жидких кристаллов при
наличии постоянного электрического или магнитного поля [22].

В зависимости от величины q, минимуму энергии (9.1.5) отвечает
либо однородное распределение параметра порядка Φ = 0 (mod 2π),
либо периодическая структура, для которой

Φ = ϕ0(χ) = π − 2 am(χ, k), χ ≡ z/k;
cos ϕ0

2
= sn(χ, k), sin ϕ0

2
= cn(χ, k), ∂χϕ0

2
= −dn(χ, k),

(9.1.6)

где sn(χ, k) и т. д. — эллиптические функции Якоби с модулем k
(k2 � 1) [23, 24].
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Средняя энергия, приходящаяся на период спиральной структуры,
есть

W = 1
L0

L0∫

0

dz w(z) = − πq

Kk
− 2
(
k′

k

)2

+ 4E

Kk2
.

Здесь E = E(k) — полный эллиптический интеграл второго рода.
Минимизируем W по переменной k. Отсюда получим условие, опреде-
ляющее k [5, 21]:

πqk − 4E = 0. (9.1.7)

При q < 4/π уравнение (9.1.7) не имеет решений. Основным состо-
янием системы (9.1.5) является соизмеримая фаза: u = 0 (mod2π).

При q > 4/π уравнение (9.1.7) разрешимо. Энергия, соответствую-
щая спиральной структуре (9.1.6), ниже чем энергия однородного рас-
пределения параметра порядка. На периоде L0 = 2Kk функция ϕ0(z)
изменяется на 2π, где K = K(k) — полный эллиптический интеграл
первого рода. Согласно разложению [21]

∂χϕ0 = −2dnχ = − π

K ′

+∞∑
p=−∞

sech
[
π

2K ′ (χ− 2Kp)
]
,

где p — целое, K ′ = K(k′), k′ =
√
1− k2 , изменения поля ϕ0(z) со-

средоточены вблизи точек z = 2Kkp. В окрестности каждой из них
с характерным размером l0 � 2K ′k/π функцию ϕ0(z) можно аппрокси-
мировать 2π-кинком, поскольку

− π

K ′

∫
dχ′sech

(
πχ′

2K ′

)
= 4 arctg

[
exp
(
− π

2K ′k
z
)]

+ const. (9.1.8)

Таким образом, решение (9.1.6) представляет собой одномерную ре-
шетку из 2π-кинков (9.1.8), разделенных протяженными областями L0,
в пределах которых ϕ0(z) ≈ 2πs, где s — целое число (см. рис. 9.1).

Период спиральной структуры можно изменять, меняя внешнее по-
ле или температуру. При наличии магнитного поля, перпендикулярного
оси магнитной спирали, вблизи точки Hc = (κπ/4)2M0/α перехода по
полю из несоизмеримой фазы в соизмеримую, период геликоидальной
структуры в размерных переменных имеет вид

L0 ≈
√
αM0

Hc
ln
(

1√
Hc/H − 1

)
, H < Hc.

В работе [25] показано, что для соединения Cr1/3NbS2 модель (9.1.4)
верно описывает магнитооптические данные о зависимости периода
спиральной структуры от внешнего магнитного поля, перпендикуляр-
ного оси магнитной спирали.
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Рис. 9.1. Геликоидальная структура и решетка кинков поля ϕ0(z)

9.1.2. Процедура интегрирования

Образование солитонов в спиральной структуре всегда сопровожда-
ется локальными трансляциями структуры. Далее рассмотрим краевые
задачи двух типов. Первый из них характеризуется условиями

Φ(z, t)→ ϕ
(0)
2 (χ) ≡ ϕ0(χ) при z → +∞;

Φ(z, t)→ ϕ
(0)
1 (χ) = 2πσ + ϕ0(χ+ Δ) при z → −∞,

(9.1.9)

где σ = ±1. При σ = 1 спиральная структура испытывает сжатие на
период и дополнительное смещение вдоль оси Oz на расстояние kΔ,
меньшее периода решетки кинков. В результате, в одной из ячеек ре-
шетки кинков обязательно появится солитон — лишний 2π-кинк поля
Φ (доменная стенка) — с тем же топологическим зарядом (хирально-
стью), что и у остальных кинков (доменных стенок) структуры. Когда
σ = −1, происходит локальное расширение геликоидальной структуры
на период и сбой при образовании полосовой структуры, такой, что
в одном из ее доменов возникает лишняя доменная стенка с хираль-
ностью, противоположной хиральностям остальных стенок структуры.
При краевых условиях (9.1.9) в спиральной структуре может суще-
ствовать нечетное число лишних доменных стенок с попарно противо-
положными хиральностями и произвольное число бризеров. Бризер —
это пульсирующий солитон, который можно трактовать как связанное
состояние двух доменных стенок с противоположными хиральностями.
Кроме того, вдоль структуры могут распространяться спин-волновые
пакеты, образование которых не сопровождается трансляциями решет-
ки кинков и обусловлено колебаниями намагниченности около равно-
весных положений геликоидальной структуры.

Второй тип граничных условий:

Φ(z, t)→ ϕ
(0)
2 (χ) ≡ ϕ0(χ) при z → +∞;

Φ(z, t)→ ϕ
(0)
1 (χ) ≡ ϕ0(χ+ Δ) при z → −∞,

(9.1.10)
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предполагает наличие спиновых волн, четного числа кинков с попарно
противоположными зарядами и произвольного числа бризеров. Пара-
метр Δ определяет дополнительный сдвиг структуры из-за образования
в ней солитонов (кинков и бризеров).

Уравнение sine-Gordon (9.1.4) эквивалентно условию совместности
вспомогательной системы линейных уравнений [7]:

∂tΨ = i

2

[
∂zΦ

2
σ3 + σ1w1 cos Φ

2
+ σ2w2 sin Φ

2

]
Ψ ≡ VΨ,

∂zΨ = i

2

[
∂tΦ

2
σ3 + σ1w2 cos Φ

2
+ σ2w1 sin Φ

2

]
Ψ ≡ UΨ,

(9.1.11)

где w2
1 −w2

2 = 1; σi — матрицы Паули. В параметризации w1 = cn(u, k),
w2 = i sn(u, k) частное решение системы (9.1.11), отвечающее фоновой
структуре ϕ0(χ+ δ), имеет следующий вид:

Ψδ(u,χ, t) = M(u,χ+ δ) exp
(
A(u,χ, t)σ3 + η1δ

K
uσ3

)
;

A(u,χ, t) = i p(u)χ+ i t

2k
dn(u, k),

p(u) = −i
(
η1u

K
− 1

2
[ζ(u− iK ′) + ζ(u+ iK ′)]

)
= i

2
Z(u);

(9.1.12)

M(u,χ) =

=
(

σ(χ+ u) iσ(χ+ 2iK ′ − u)e−η3(χ+iK′−u)

−iσ(χ+ 2iK ′ + u)e−η3(χ+iK′+u) σ(χ− u)
)
×

× m(χ)

σ(u)
exp
[
−η1u
K
χσ3

]
;

m(χ) = 1√
2

∣∣∣∣ σ(iK ′)
σ(χ+ iK ′)

∣∣∣∣, detM = dnu

1− dnu
.

Параметр δ сдвигает решение вдоль оси Oz, σ(u) и ζ(u) — сигма-
и дзета-функции Вейерштрасса с периодами 2K, 4iK ′, где K = K(k)
и K ′ = K(k′) — полные эллиптические интегралы первого рода от
модуля k и дополнительного модуля k′ =

√
1− k2 , Z(u) — зета-функ-

ция Якоби [23, 24]. Ветвь квадратного корня выбрана так, чтобы
выполнялось условие√
σ(χ± 2K + iK ′)σ(χ± 2K − iK ′) = −|σ(χ+ iK ′)| exp [±2η1(χ±K)] ,

где
|σ(χ+ iK ′)| =

√
σ(χ+ iK ′)σ(χ− iK ′) .

Для функции Ψδ(u,χ) величина p(u) играет роль блоховского квази-
импульса:

Ψδ(χ± 4K, t,u) = Ψδ(χ, t,u) exp [±4Ki p(u)σ3] .
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Процедура интегрирования модели sine-Gordon использует анали-
тические свойства фундаментальных решений вспомогательной си-
стемы (9.1.11), которые задаются асимптотическими условиями при
z → ±∞. В данном случае асимптотические условия должны учи-
тывать не только наличие сверхструктуры, но и ее трансляции при
образовании солитонов. Хотя исходное нелинейное уравнение (9.1) ин-
вариантно относительно преобразования Φ→ Φ± 2π, вспомогательная
линейная система (9.1.11) таким свойством не обладает и различает со-
стояния Φ и Φ± 2π. Граничные условия (??), (9.1.9) можно определить
по mod 4π (величина Δ задается по mod 4K). Такие краевые условия
не исключают появления бризеров, представляющих слабосвязанные
состояния из доменных стенок одной хиральности, и/или образование
четного числа дополнительных стенок не только с попарно противопо-
ложными, но и с одинаковыми хиральностями.

Базисные решения Йоста системы (9.1.11), отвечающие асимптоти-
ческим условиям (9.1.9) модели sine-Gordon, определим так:

Ψ1(z, t,u)→ Ψ(0)
1 = σ3ΨΔ(z, t,u)σ3 при z → −∞;

Ψ2(z, t,u)→ Ψ(0)
2 = Ψ0(z, t,u) при z → +∞.

(9.1.13)

При краевых условиях (9.1.10) определения решений Йоста изменятся:

Ψ1(z, t,u)→ Ψ(0)
1 = ΨΔ(z, t,u) при z → −∞;

Ψ2(z, t,u)→ Ψ(0)
2 = Ψ0(z, t,u) при z → +∞.

Множеству

γ = {u : Imp(u) = 0} = {Reu = 0,K;
∣∣Imu∣∣ � 2K ′}, mod(2K, 4iK ′)

соответствует непрерывный спектр системы (9.1.11).
На контуре γ фундаментальные решения Ψ1,2 определены одновре-

менно, и потому связаны между собой:

Ψ1(u) = Ψ2(u)T (u), u ∈ γ. (9.1.14)

Матрица перехода T (u) зависит только от спектрального параметра u
и обладает следующими свойствами:

T (u) =
(
a(u) −b∗(−u∗)
b(u) a∗(−u∗)

)
,

a(u)a∗(−u∗) + b(u)b∗(−u∗) = 1;

a(u± 2K) = a(u)e±2η1Δ, a∗ [(u± 2iK ′)∗] = −θa(u)e±η3Δ,

b(u± 2K) = −b(u)e±2η1Δ, b∗ [(u± 2iK ′)∗] = −θb(u)e±η3Δ,

(9.1.15)

где θ = 1 и θ = −1 при краевых условиях (9.1.9) и (9.1.10) соответ-
ственно.
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Функции Йоста Ψ1,2 удовлетворяют уравнениям

Ψ1(z) = Ψ(0)
1 (z)×

×
⎛⎝1 +

z∫
−∞

dz′
[
Ψ(0)

1 (z′)
]−1 (

U(z′)− U (0)
1 (z′)

)
Ψ1(z′)

⎞⎠;

Ψ2(z) = Ψ(0)
2 (z)×

×
⎛⎝1−

+∞∫
z

dz′
[
Ψ(0)

2 (z′)
]−1 (

U(z′)− U (0)
2 (z′)

)
Ψ2(z′)

⎞⎠.
(9.1.16)

Здесь U (0)
1,2 — значения матрицы U при Φ = ϕ

(0)
1,2 . Последовательные ите-

рации уравнений (9.1.16) приводят к представлению их решений Ψ1,2

в виде рядов по степеням Ψ(0)
1,2 . Ряды сходятся, когда решения модели

sine-Gordon достаточно быстро (быстрее любой степени z) стремятся
к асимптотическим значениям (9.1.9), (9.1.10). Аналитические свой-
ства столбцов матриц Ψ1,2(u) определяются расстановкой пределов
интегрирования по z в рядах для Ψ1,2(u), а также знаком величи-
ны Im p(u). Матричные функции

Ψ−(u) =
(
Ψ(1)

1 (u),Ψ(2)
2 (u)

)
, Ψ+(u) =

(
Ψ(1)

2 (u),Ψ(2)
1 (u)

)
(9.1.17)

оказываются аналитическими, соответственно в областях

D− = {−K < Reu < 0,
∣∣Imu

∣∣ � 2K ′}, mod(2K, 4iK ′);
D+ = {0 < Reu < K,

∣∣Imu
∣∣ � 2K ′}, mod(2K, 4iK ′).

Здесь введено обозначение Ψ(i) для i-го столбца матрицы Ψ (i = 1, 2).
Из (9.1.14) следуют соотношения

a(u) = det Ψ−(u)

detM
, a∗(−u∗) = det Ψ+(u)

detM
. (9.1.18)

Согласно (9.1.18), функции a(u) и a∗(−u∗) аналитически продолжают-
ся с контура γ в области D− и D+ соответственно (за исключением,
быть может, точек, где detM = dnu/(1− dnu) = 0).

Нули функций a(u) и a∗(−u∗) в областях D− и D+ определяют дис-
кретный спектр системы (9.1.11). Далее, для определенности, считаем,
что если нули имеются, то они простые. В силу редукций (9.1.15),
нули функции a(u) разбиваются на две группы:

а) u = vp + i εpK
′ ≡ νp, −K < vp < 0, εp = ±1; p = 1, 2 . . .M ;

б) u = μs, μ∗
s − 2iK ′, −K < Reμs < 0; s = 1, 2 . . .N.

(9.1.19)
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Каждый особый нуль νp обеспечивает появление лишнего кинка
в структуре. Каждая группа нулей μs, μ∗

s − 2iK ′ параметризует пуль-
сирующий солитон-бризер на фоне спиральной структуры.

Функция a(u) допускает представление

a(u) = lim
z→+∞

[(
Ψ(0)

2 (u)
)−1

Ψ1(u)
]
11

. (9.1.20)

Используя разложения функций Ψ(0)
2 (u) и Ψ1(u) вблизи точки u = iK ′

(см. разд. 9.4), находим нормировочное условие:

a(u = iK ′) = s exp (η3Δ/2) , (9.1.21)

где s = −iσ и s = 1 при краевых условиях (9.1.9) и (9.1.10) соответ-
ственно.

Проблема интегрирования уравнений (9.1.11), а значит и модели
sine-Gordon (9.1), сводится к решению задачи Римана на торе, которая
формулируется следующим образом. Необходимо найти аналитические
в областях D+ и D− функции Ψ+(u) и Ψ−(u) (9.1.17), удовлетворяю-
щие условию сопряжения на контуре γ:

Ψ−(u) = Ψ+(u)

a∗(−u∗)

(
1 b∗(−u∗)
b(u) 1

)
, u ∈ γ, (9.1.22)

редукциям

Ψ+(u± 2K) = σ3Ψ+(u)σ3

(
1 0
0 e∓2η1Δ

)
,

Ψ−(u± 2K) = σ3Ψ−(u)σ3

(
e±2η1Δ 0

0 1

)
;

Ψ∗
+ [(u± 2iK ′)∗] = q(u)σ1Ψ+(u)σ3

(
1 0
0 e∓η3Δ

)
,

Ψ∗
− [(u± 2iK ′)∗] = −θq(u)σ1Ψ−(u)σ3

(
e±η3Δ 0

0 1

)
,

i σ(u)

σ(u+ 2iK ′)
exp [η3(u+ iK ′)] = k snu

1 + dnu
≡ q(u)

(9.1.23)

и ограничению

Ψ+(u) = −σ2Ψ∗
−(−u∗)σ2, u ∈ γ. (9.1.24)

Условие сопряжения аналитических функций (9.1.22) является иной
формой записи связи (9.1.14) решений Йоста на контуре γ, свойства
симметрии (9.1.23), (9.1.24) функций Ψ±(u) следуют из таковых для
функций Йоста.
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После того как решение задачи Римана найдено, по нему восста-
навливается не только решение линейной системы (9.1.11), но и точное
решение Φ исходной существенно нелинейной модели (9.1). Для этого
достаточно использовать разложение функции Ψ−(u) вблизи особой
точки u = iK ′ системы (9.1.11):

Ψ−(u = iK ′ + ε) = i√
2

exp
[

i

4
(Φ + π)σ3

]
(I + iσ1) (1 +O(ε))×

× exp
[
− (z − t)

2 k ε
σ3 +O(ε)

]
diag

(
s exp

[
η3Δ

2

]
, 1
)
,
∣∣ε∣∣� 1, (9.1.25)

где I — единичная матрица, s = −iσ и s = 1 при краевых условиях
(9.1.9) и (9.1.10) соответственно.

9.2. Солитоны в спиральной структуре

Все такие нарушения идеальной пери-
одичности очень важны. . . .Именно они
в конечном счете объясняют .. . свой-
ства кристалла.

Н. Ашкрофт, Н. Мермин.
«Физика твердого тела»

Солитонам в спиральной структуре соответствуют решения задачи
Римана (9.1.22) с нулями коэффициентов a(u) и a∗(−u∗) в областях
D− и D+, когда b = b∗ ≡ 0. Для солитонных состояний условие унимо-
дулярности матрицы перехода принимает вид a(u)a∗(−u∗) = 1. Отсюда
следует, что функция a(u) мероморфна внутри фундаментального пря-
моугольника со сторонами 2K, 4iK ′. При этом, если в области D− она
имеет нуль в точке u = up, то в области D+ у нее обязательно будет
полюс при u = −u∗p. Для солитонных возбуждений квазипериодическая
функция a(u) полностью определяется своими нулями (9.1.19), полю-
сами и условием нормировки (9.1.21) (см. [24] и приложение):

asol(u) = c
M∏

p=1

εp
σ(u− νp)

σ(u+ ν∗p)
e−η3εpvp×

×
N∏

s=1

σ(u− μs)σ(u− μ∗
s + 2iK ′)

σ(u+ μ∗
s)σ(u+ μs + 2iK ′)

eη3(μs+μ∗
s), (9.2.1)

где периоды функций Вейерштрасса суть 2K, 4iK ′. При краевых усло-
виях (9.1.9) число кинков M — нечетное, c = iσ, а в случае граничных
условий (9.1.10) M — четное число, c = 1. На число бризеров N нет
ограничений. Представление (9.2.1) приводит к верным трансформаци-
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онным свойствам функции a(u) только при условии, что положения ее
нулей связаны со сдвигом Δ сверхструктуры:

M∑
p=1

vp +
N∑

s=1

(μs + μ∗
s) = −Δ/2, mod(2K). (9.2.2)

Напомним, что нули функции a(u) определены по mod(2K, 4iK ′),
а сдвиг Δ — по mod(4K). Далее, для определенности, считаем,
что нули лежат в области D−. Тогда равенство (9.2.2) будет справед-
ливо по mod(2K).

Учитывая (9.1.18), ограничение (9.1.24) можно переписать в виде

Ψ−1
+ (u) = − Ψ†

−(−u∗)
a∗(−u∗) detM

, u ∈ γ, (9.2.3)

где верхний индекс «†» означает эрмитово сопряжение. Отсюда следует,
что для солитонных состояний задача нахождения решения Ψ−(u)
сводится к построению мероморфной квазипериодической функции
с периодами 2K, 4iK ′ и редукциями (9.1.23), которая удовлетворяет
следующему условию на контуре γ:

Ψ†
−(−u∗)Ψ−(u) = Ψ−(u)Ψ†

−(−u∗) =
(

dnu

dnu− 1

)
I, u ∈ γ, (9.2.4)

где I — единичная матрица. Если Ψ−(u) имеет нуль при u = up

в области D−, то в области D+ у нее будет полюс в точке u = −u∗p.
Ввиду специфики U–V -операторов, функция Ψ−(u) не может быть
нормирована на I при каком бы то ни было значении u. Поэтому для
доопределения задачи Римана используются асимптотические значе-
ния Ψ−(u) при z → ±∞.

В отличие от функций задачи Римана, применявшихся при инте-
грировании эллиптического уравнения sine-Gordon с периодическим
фоном [10, 11], функции Ψ−(z, t,u), используемые для описания со-
литонов в модели (9.1), не являются двоякопериодическими по пара-
метру u. Это осложняет задачу. Процедура построения солитонных
функций Ψ−(z, t,u) сводится к алгебраическим вычислениям и во
многом напоминает изложенную в [26] (см. также разд. 3.7 и 3.8).
Особенности поясним на примерах.

9.2.1. Лишняя доменная стенка (кинк) в структуре

При краевых условиях (9.1.9) функция Ψ−(z, t,u) доопределяется
своими асимптотиками, которые извлекаем из (9.1.13), (9.1.14):

Ψ− → Ψ0(z, t,u)
(
a(u) 0
0 1

)
при z → +∞;

Ψ− → σ3ΨΔ(z, t,u)σ3

(
1 0
0 a(u)

)
при z → −∞.

(9.2.5)
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Формулы (9.2.1), (9.2.2), (9.2.5) и редукции (9.1.23) выявляют алгеб-
раическую структуру «однокинковой» функции Ψ−:

Ψ−(u) = r

( (Ψ0)11a(u
∣∣ν1)α+ (ΨΔ)11β (Ψ0)12α− (ΨΔ)12a(u

∣∣ν1)β
(Ψ0)21a(u

∣∣ν1)α∗ − (ΨΔ)21β∗ (Ψ0)22α∗ + (ΨΔ)22a(u
∣∣ν1)β∗

)
.

(9.2.6)
Здесь

a(u
∣∣ν1) = iσε1

σ (u− ν1)

σ (u+ ν∗1 )
exp
(
ε1η3Δ

2

)
, ν1 = iK ′ε1 −Δ/2, 0 < Δ < 2K;

α, β и r — комплексные и вещественная функции от переменных z, t.
После подстановки представления (9.2.6) в (9.2.4), левая часть

равенства (9.2.4) будет содержать полюсы в точках u = ν1,−ν∗1
(mod(2K, 4iK ′)), в то время как правая часть таких полюсов не со-
держит. Требование обращения в нуль вычетов в лишних полюсах
приводит к ограничениям

α = p eiγ , β = h eiγ , (9.2.7)

где p, h и γ — пока неизвестные вещественные функции от переменных
z, t.

Прямой проверкой можно убедиться, что левая и правая части
формулы (9.2.4) имеют одинаковые периоды, нули и полюсы. Нули
находятся в точках u = ±(K + iK ′), а двойной полюс при u = 0 (mod
(2K, 4iK ′)). Потому, согласно теореме Лиувилля (см. приложение),
левая и правая части (9.2.4) могут отличаться только коэффициентом,
не зависящим от спектрального параметра u. Требование справед-
ливости равенства (9.2.4) при u = iK ′ дает уравнение для расчета
коэффициента r2, которое, после преобразований с учетом тождества

− i σ(χ− iK ′)
σ(χ+ iK ′)

exp(η3χ) = −snχ+ i cnχ, (9.2.8)

принимает вид

r2
(
p2 + h2 + 2ph cos

[
ϕ

(0)
2 − ϕ

(0)
1

4

])
= 1. (9.2.9)

Матричная функция Ψ−(u) (9.2.6), (9.2.7), (9.2.9) дает решение задачи
Римана на торе (9.2.4) с особым нулем ν1 и редукциями (9.1.23).

Дополнительное дифференциальное ограничение на выбор матриц
Ψ−(z, t,u) состоит в том, что в области D− должны выполняться
соотношения (см. (9.1.11))

∂tΨ−Ψ−1
− = V , ∂zΨ−Ψ−1

− = U. (9.2.10)
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Подстановка (9.2.6) в (9.2.10) вновь дает лишние полюсы в точках
u = ν1,−ν∗1 (mod(2K, 4iK ′)) в левых частях равенства (9.2.10). Тре-
бование отсутствия лишних полюсов приводит к дифференциальным
уравнениям для расчета величины p/h. Их решение имеет вид

p

h
= − (ΨΔ(u))21

(Ψ0(u))22

∣∣∣∣
u=ν1

c0 =
∣∣∣∣ σ(χ+ iK ′)
σ(χ+ Δ + iK ′)

∣∣∣∣×
× exp

[
η1Δ

K
χ+A(ν1,χ, t) +A∗(ν1,χ, t)

]
c0, (9.2.11)

где c0 — вещественная постоянная интегрирования.
Возникающие при вычислении ∂tΨ−Ψ−1

− , ∂zΨ−Ψ−1
− нули и полю-

сы, связанные с функцией dnu/(dnu − 1) (см. (9.2.4)), полностью
устраняются. Отметим также, что уравнений для расчета функции
γ(z, t) (9.2.7) не возникает. Величина γ фиксируется условиями (9.2.5)
и оказывается равной нулю. При этом постоянную c0 в формуле
(9.2.11) и корень r уравнения (9.2.9) следует выбрать положитель-
ными.

Сформулированные условия полностью определяют решение
Ψ−(z, t,u) системы (9.1.11). Из (9.1.25) находим решение модели sine-
Gordon:

Φ(z, t) = 4 arg
[√

p

h
exp
(

iϕ
(0)
2

4

)
+
√
h

p
exp
(

iϕ(0)
1

4

)]
, (9.2.12)

которое описывает «лишний» кинк шириной d � [2Re ∂zA(ν1,χ, t)]−1,
движущийся в спиральной структуре со скоростью

V = −Re[∂tA(ν1,χ, t)]
Re[∂zA(ν1,χ, t)]

.

В работе [15] показано, что при наличии периодического основного
состояния существует ограничение как сверху, так и снизу на скорость
движущихся кинков:

Sa < |V | < Sopt,

где Sa = k′K/E и Sopt = 1 — максимальные групповые скорости соот-
ветственно бесщелевой и активационной спин-волновых мод на фоне
спиральной структуры. Отметим, что форма записи (9.2.12) однокинко-
вого состояния проще найденной преобразованиями Дарбу и Бэклунда
в [15–18] в терминах эллиптических интегралов третьего рода. Со-
гласно полученным результатам в спиральной структуре возможны два
сценария возникновения кинка.

При первом из них в результате локального сжатия спиральной
структуры на период в одном из ее доменов появляется лишняя доменная
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стенка с той же хиральностью, что и у доменных стенок фоновой
структуры. Лишняя доменная стенка (2π-кинк поля Φ) стабильна и де-
формирует спиральную структуру.

При втором сценарии происходит локальное расширение спираль-
ной структуры на период и образование в одном из ее доменов лишней
доменной стенки с хиральностью, противоположной хиральностям сте-
нок спиральной структуры.

В обоих случаях геликоидальная структура стремится избавить-
ся от новообразований, и это проявляется в движении солитона
вдоль структуры. Движение солитона сопровождается макроскопиче-
скими локальными трансляциями геликоидальной структуры на рас-
стояние kΔ в направлении, противоположном движению солитона,
после которых структура восстанавливает свою периодичность. На рис.
9.2 а представлен участок периодической спиральной структуры до
прохождения через нее солитона. Доменные стенки структуры изоб-
ражены в виде заштрихованных полосок: более темные части полосок
соответствуют большим значениям поля. Рис. 9.2 б иллюстрирует ло-
кальный сдвиг и деформацию структуры в результате прохождения
через нее «лишней» доменной стенки той же хиральности, что и у сте-
нок структуры. Поле Φ претерпевает локальные колебания в моменты
прохождения солитоном каждой области, которая содержит очередной
кинк фоновой структуры.

Рис. 9.2. Движение «лишней» доменной стенки в спиральной структуре

Анализ показывает, что меньшей энергией обладают «лишние»
доменные стенки, хиральность которых совпадает с хиральностями
доменных стенок спиральной структуры. В свою очередь, среди таких
солитонов есть выделенные, с наименьшей энергией. Для них параметр
ν1 = iK ′ε1 −K/2 (Δ = K), и величина p/h выражается через эллипти-
ческие функции Якоби:

p

h
= 1√

dnχ
exp
[

(1 + k′)χ
2

− ε1
√
k′

k
t

]
c0. (9.2.13)
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В безразмерных переменных ширина солитона (9.2.12), (9.2.13)
d � 2k/(1 + k′), а средняя скорость его движения V в структуре
зависит от знака ε1: V = 2 ε1

√
k′ /(1 + k′).

Реальные ширина и скорость солитона получаются умножени-
ем безразмерных значений этих величин на множители

√
αM0/H

и γM0
√
αβ соответственно. Здесь α, β — постоянные обменного

взаимодействия и анизотропии, γ — магнитомеханическое отношение,
M0 — номинальная намагниченность. В размерных переменных, шири-
на солитона (9.2.12), (9.2.13) в диапазоне 0 < H � 0,6Hc слабо зависит
от внешнего магнитного поля и оценивается как ddim � π

√
αM0/Hc .

Размерная скорость заметно меняется только вблизи точки фазового
перехода, где она уменьшается по закону

Vdim � γM0

√
αβ
[√

Hc/H − 1
]1/4

, H < Hc.

После прохождения солитона (9.2.12), (9.2.13) спиральная структу-
ра сдвигается на полпериода в направлении, противоположном скоро-
сти солитона. В оптически прозрачных материалах макроскопические
сдвиги геликоидальной структуры при движении в ней кинков можно
напрямую наблюдать с помощью магнитооптического эффекта Фара-
дея. Похожие эксперименты использованы в [27, 28] для визуализиа-
ции дрейфа полосовых доменов в кристаллах ферритов-гранатов.

В последние годы синтезировано много молекулярных хиральных
магнетиков со значительным вкладом взаимодействия Дзялошинского–
Мории в магнитные свойства [29–31]. Такие соединения оптиче-
ски прозрачны. Изменяя их химический состав, можно менять спин-
спиновые взаимодействия, и энергию анизотропии, и создавать усло-
вия, благоприятные для наблюдения солитонов [32, 33].

Отметим также, что образование солитонов в циклоидальной струк-
туре мультиферроиков должно сопровождаться появлением локальных
электрических полей [34]. Это облегчает обнаружение и диагностику
солитонов в таких материалах.

Вблизи точки фазового перехода несоизмеримость–соизмеримость
(в пределе k→ 1) солитонное решение (9.2.12) принимает простой вид:

Φ = 4 arctg
[
eρ(eξ + σey)

σe(ξ+y) − 1

]
, (9.2.14)

где ρ = Δ/2, σ = ±1, ξ = z + ρ, y = z cth ρ − εt/ sh ρ + ln |c0|, ε = ±1,
c0 = const. В легкоплоскостных магнетиках с остаточной квадратичной
по намагниченности анизотропией в базисной плоскости выражение
(9.2.14) описывает прохождение движущейся 180◦-й доменной стенки
через неподвижную. В безразмерных переменных ширина неподвиж-
ной доменной стенки порядка единицы, скорость движущейся стенки
V = ε/ ch ρ, а ее ширина � th ρ. При σ = 1 доменные стенки имеют
одинаковую, а при σ = −1 — противоположную хиральность. В обоих
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случаях они восстанавливают свои первоначальные форму и скорость
после взаимодействия друг с другом (рис. 9.3). Встреча доменных
стенок разной хиральности сопровождается их частичной аннигиля-
цией и колебаниями намагниченности, характер которых зависит от
величины Δ. При Δ � 1 доменные стенки почти полностью компен-
сируют друг друга: при столкновении амплитуда колебаний поля Φ
на рис. 9.3,1б порядка Δ. При Δ � 1 доменные стенки колеблются
«в противофазе». Когда значения Φ в левой стенке близки к нулю,
в правой стенке Φ � ±4 arctg e2Δ ≈ ±2π (и наоборот).

Рис. 9.3. Прохождение движущейся доменной стенки через неподвижную при
σ = −1 (1a, 1б, 1в) и при σ = 1 (2a, 2б, 2в)

Движение кинка через длиннопериодическую спиральную структу-
ру можно представить себе как повторение процессов ее взаимодей-
ствия с каждым из 2π-кинков структуры.
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9.2.2. Бризеры (связанные состояния доменных границ)
в структуре

При граничных условиях (9.1.10) задача Римана доопределяется
условиями, которые предписаны связью (9.1.14)

Ψ−(z, t,u)→ Ψ0(z, t,u)
(
a(u) 0
0 1

)
при z → +∞;

Ψ−(z, t,u)→ ΨΔ(z, t,u)
(
1 0
0 a(u)

)
при z → −∞.

(9.2.15)

Бризерные функции Ψ−(z, t,u) приобретают дополнительные мно-
жители при сдвиге на периоды по параметру u. Поэтому традиционная
схема их построения путем разложения на «простые дроби» по дзета-
функциям Вейерштрасса [35–37] (см. гл. 5 и 7) оказывается неэффек-
тивной. Вместо дзета-функций удобнее использовать функции

g1(u) = σ(u− μ1)

σ(u+ μ∗
1 )

exp
[
−η3(μ1 + μ∗

1 )

2

]
,

g2(u) = σ(u− μ∗
1 − 2iK ′)

σ(u+ μ1 − 2iK ′)
exp
[
−η3(μ1 + μ∗

1 )

2

]
,

g3(u) = i σ(u+ iK ′)σ(u− iK ′)
σ(u+ μ∗

1 )σ(u+ μ1 − 2iK ′)
exp
[
−η3

(
u+ μ1 + μ∗

1

2

)]
,

которые с точностью до блоховского множителя задают представление
группы редукций рассматриваемой задачи:

g1,2(u± 2K)=g1,2(u)e∓2η1(μ1+μ∗
1 ), g3(u± 2K)=−g3(u)e∓2η1(μ1+μ∗

1 );

g∗1,2 [(u± 2iK ′)∗]=g2,1(u)e∓η3(μ1+μ∗
1 ), g∗3 [(u± 2iK ′)∗]=g3(u)e∓η3(μ1+μ∗

1 ).

Кроме того, они удовлетворяют дополнительным соотношениям

g∗1,2(−u∗) = 1
g1,2(u)

, g∗3 (−u∗) = − g3(u)

g1(u)g2(u)
,

которые обеспечивают переход (9.2.3) от решения Ψ−(u) к Ψ+(u).
Согласно (9.2.1), (9.2.2), для одного бризера в спиральной структу-

ре элемент матрицы перехода a(u) = g1(u)g2(u) параметризуется нулем
μ1 = i θ1 −Δ/4 задачи Римана, где 0 < Δ < 4K, −2K ′ < θ1 < 2K ′.

Будем искать бризерное решение задачи Римана в виде

Ψ−(z, t,u) = Ψ(χ, t,u)ΨΔ/2(χ, t,u). (9.2.16)

Схема построения функции Ψ(u) совпадает с приведенной в разд. 3.8:
редукции и требование отсутствия лишних полюсов в соотноше-
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нии (9.2.4) определяют ее с точностью до фазового множителя, кото-
рый оказывается не зависящим от z, t и фиксируется условием (9.2.15).
Приведем окончательный результат:

Ψ(χ, t,u
∣∣μ1,m) =

= i
∣∣∣∣ rκ
∣∣∣∣ (|m2|2g2(u)κ∗ − |m1|2g1(u)κ i|κ|2g3(u)m1m∗

2
i|κ|2g3(u)m∗

1m2 |m1|2κ∗g2(u)− |m2|2g1(u)κ
)
,

(9.2.17)
где gi(u) ≡ gi(u

∣∣μ1) (i = 1, 2, 3) и

κ = σ(μ1 + μ∗
1 )σ(μ1 − μ∗

1 − 2iK ′)
σ(μ1 + iK ′)σ(μ1 − iK ′)

exp(η3μ1);

|r|−2 = |m1|4 + |m2|4 + 2|m1m2|2 cos θ,
θ = am(μ1, k) + am(μ∗

1, k).

Вычеты в полюсах функции Ψ представляют собой проекционные
матрицы. Поэтому, как в [8] и в предыдущих главах, требование
отсутствия лишних полюсов в формулах (9.2.10) для операторов U и V
определяет зависимость от χ, t вектора m = (m1,m2) = ΨΔ/2(χ, t,μ1)c,
где c — произвольный постоянный комплексный вектор. Комплексный
параметр μ1 и вектор m конкретизируют вид функции Ψ, поэтому
в обозначениях они указаны после вертикальной черты.

Из (9.1.25), (9.2.16) находим решение нелинейной модели sine-
Gordon (9.1), соответствующее бризеру на фоне спиральной структуры:

Φ(z, t) = ϕ0(χ̃) + 4Arctg

[
tg θ

2

(∣∣m1

∣∣2 − ∣∣m2

∣∣2∣∣m1

∣∣2 +
∣∣m2

∣∣2
)]

, (9.2.18)

где χ̃ = χ+ Δ/2, Δ = −4Reμ1, Arctg(x) — полная квазипериодическая
функция.

Используя (9.2.8), находим

lim
z→+∞

m1

m2
= k sn(χ̃+ μ1)

1 + dn(χ̃+ μ1)
≡ q(χ̃+ μ1), lim

z→−∞
m1

m2
= − 1

q(χ̃− μ1)
.

На первый взгляд, кажется, что для решения (9.2.18) краевые условия
(9.1.10) нарушаются. Однако это не так, благодаря наличию тождеств:

tg θ
2

= dnv snR

cnR
, |q(χ̃± μ1)|2 = dnv − dn(χ̃±R)

dnv + dn(χ̃±R)
,

R = Reμ1, v = i Imμ1;

Arctg
(

cnα

1 + snα

)
−Arctg

(
snβ

cnβ
dn(α+ β)

)
= Arctg

(
cn(α+ 2β)

1 + sn(α+ 2β)

)
.

Последнее из равенств позволяет преобразовать разность двух функ-
ций типа арктангенса в функцию того же типа, но от другого ар-
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Рис. 9.4. Проекция намагниченности Mx � cosΦ для бризера в спиральной
структуре

гумента. Это и приводит к верным граничным условиям для реше-
ния (9.2.18).

Протяженность и динамические свойства бризера (9.2.18), в ко-
нечном счете, обусловлены зависимостью вектор-функции m от пере-
менных χ, t. Поскольку матрица M(μ1,χ), входящая в ΨΔ/2(χ, t,μ1),
периодична по χ, основная зависимость m от χ, t связана с экспонен-
циальными множителями e±A(μ1,χ,t), e±A∗(μ1,χ,t). Представим линейную
по χ, t функцию A (9.1.12) в виде: 2A(μ1,χ, t) = q(1)(z − V (1)t) +
+ i(k(1)z + ω(1)t), где

q(1) = −2
k
Im p(μ1) > 0, V (1) = Im(dn(μ1))

kq(1)
,

k(1) = 2
k
Re p(μ1), ω(1) = Re(dn(μ1))

k
.

(9.2.19)

Тогда параметр q(1) характеризует размер бризера: d � 1/q(1), V (1) —
скорость его движения как целого, k(1) и ω(1) — волновой вектор
и частота пульсаций намагниченности в области локализации бри-
зера (рис. 9.4). Если двухпараметрический солитон-бризер записать
в терминах скорости его движения V и частоты пульсаций Ω в со-
путствующей системе отсчета, то на плоскости V –Ω значения этих
параметров попадут в энергетическую щель между голдстоуновской
и активационной ветвями спектра спин-волновых мод [15].

Когда спиральная структура содержит пульсирующие солитоны-
бризеры, возможно поглощение мощности внешней накачки на ча-
стотах внутренних колебаний бризеров. В отличие от кинков, бри-
зеры могут быть как движущимися, так и неподвижными. Наиболее
удобны для наблюдений неподвижные бризеры. Из (9.2.19) следу-
ет, что скорость бризера обращается в нуль, если μ1 = −Δ/4 или
μ1 = ±2iK ′ − Δ/4. Размерная частота внутренних колебаний непо-
движного бризера определяется формулой

ω̃(Δ) = γ
√
βHcM0 dn(Δ/4, k)/E(k). (9.2.20)

При записи (9.2.20) учтено соотношение (9.1.7). Напомним, что
параметр Δ в безразмерных переменных характеризует локальный
сдвиг kΔ спиральной структуры при образовании в ней бризера.
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Далее в разд. 9.3 показано, что спектр спин-волновых мод на фоне
спиральной (полосовой доменной) структуры имеет две ветви — бес-
щелевую и активационную. Бесщелевая ветвь характеризует внутри-
граничные колебания намагниченности в полосовой структуре, а акти-
вационная — внутридоменные [38]. При однородной внешней накачке
возбуждаются только бегущие в противоположных направлениях вдоль
структуры активационные моды. В результате их интерференции об-
разуются стоячие волны с частотами Ω̃n � 2πn/L0, где L0 — период
спиральной структуры, n — натуральные числа. Когда частота накачки
совпадает с одной из частот стоячих волн, энергия поля накачки резо-
нансно поглощается [39–41]. Примечательно, что допустимые частоты
пульсаций бризера почти всюду лежат ниже частот Ω̃n стоячих спино-
вых волн в спиральной структуре и непрерывно заполняют полосу, за-
штрихованную на рис. 9.5. Возможно лишь незначительное перекрытие
солитонных и спин-волновых частот вблизи точки фазового перехода
по полю из несоизмеримой фазы в соизмеримую. Этот факт можно
использовать для обнаружения бризеров в спиральной структуре.

Рис. 9.5. Полоса частот неподвижного бризера и спектр резонансных частот
стоячих спиновых волн в геликоидальной структуре, a−1 = γ

√
βM0Hc

Проанализируем полученное решение вблизи точки фазового пере-
хода в геликоидальной структуре, когда k → 1 и период решетки 2π-
кинков неограниченно растет. В пределе k→ 1, μ1 = −ρ/2 + i θ = const
решение (9.2.18) принимает простой вид:

Φ = 4Arctg
[
eξ sh(ρ/2) cos(γ + θ) + ch(y + ρ/2) cos θ

eξ cos θ ch(y − ρ/2) + sh(ρ/2) cos(γ − θ)

]
,

y = z sh ρ− 2t sin θ sh(ρ/2)
ch ρ+ cos 2θ

+ y0,

γ = −z sin 2θ + 2t cos θ ch(ρ/2)
ch ρ+ cos 2θ

+ γ0,

(9.2.21)
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где ξ = z + ρ; y0, γ0 — вещественные константы. Формула (9.2.21)
описывает взаимодействие бризера с одним неподвижным 2π-кинком
структуры. Бризер движется со скоростью V = sin θ/ ch(ρ/2) и пуль-
сирует с частотой ω = 2| cos θ| ch(ρ/2)[ch ρ+ cos(2θ)]−1; 2π-кинк после
прохождения через него бризера сдвигается вдоль оси Oz на расстоя-
ние 2ρ = Δ в направлении, противоположном движению бризера.

Обсудим особый случай, когда γ0 = 0, θ→ πε/2 + δ, ε = ±1, δ → 0.
В таком пределе (9.2.21) вырождается в экспоненциально-полиноми-
альное решение:

Φ = 4Arctg
[

(s− 1) sh(ρ/2) − ch(y − ρ/2)eξ

(s+ 1) sh(ρ/2)eξ + ch(y + ρ/2)

]
,

где

ξ = z + ρ, y = z cth(ρ/2)− ε t

sh(ρ/2)
+ y0, s = z − ε t ch(ρ/2)

sh2(ρ/2)
.

Бризер локализован в области, где y ≈ const. На больших расстояниях
от 2π-кинка «ядро» бризера приобретает тот же вид, что был в случае
однородного основного состояния среды. Так, в пределе y = const,
z → +∞ должны выполняться условия εt → +∞, s → −∞, поэтому
получаем:

Φ ≈ 4Arctg
(

ch(y + ρ/2)
εt cth(ρ/2)

)
= 4Arctg

(
ecth(ρ/2)(z0−z2) + e− cth(ρ/2)(z0−z1)

)
,

где

z0 = z − V t, V = ε

ch(ρ/2)
; z1,2 = th

(
ρ

2

) [
∓ ln

(
2 ε t cth

(
ρ

2

))
+ ρ

2
− y0

]
.

Отсюда следует, что бризер образован двумя 2π-кинками одинаковой
ширины th(ρ/2) c противоположными топологическими зарядами.

В легкоплоскостных ферромагнетиках с остаточной анизотропи-
ей � M2

1 в базисной плоскости подобному объекту соответствует заро-
дыш перемагничивания в одном из двух доменов, разделенных непо-
движной доменной границей. Когда ε = 1, y0 = 0, зародыш движется
слева направо и первоначально (при t → −∞) находится в левом
домене. При этом его правая (левая) доменная стенка имеет такую
же (противоположную) хиральность, что и неподвижная доменная
граница. Доменные стенки одинаковой хиральности отталкиваются,
а противоположных — притягиваются. Поэтому, по мере приближения
к доменной границе, зародыш уменьшает свой размер и, двигаясь
как целое со скоростью V , легко проходит сквозь доменную границу
(рис. 9.6). При «столкновении» зародыша с доменной границей по-
ле намагниченности сильно деформируется. Однако после столкнове-
ния в правом домене появляется новый зародыш перемагничивания,
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движущийся с прежней скоростью, а доменная граница восстанавли-
вает свою форму, сдвигается влево вдоль оси Oz на расстояние Δ = 2ρ
и далее остается неподвижной. Теперь левая (правая) доменная стенка
нового зародыша имеет такую же (противоположную) хиральность,
что и неподвижная доменная граница. На небольших расстояниях от
доменной границы размер зародыша определяется взаимодействиями
стенок этих объектов. По мере удаления зародыша от доменной гра-
ницы его ширина z2 − z1 растет со временем по логарифмическому
закону: z2 − z1 = 2 th(ρ/2) ln[2εt cth(ρ/2)]. В пределе t→ +∞ зародыш
представляет собой протяженную область перемагниченного материа-
ла. Энергия такого образования равна сумме энергий ограничивающих
его доменных стенок.

Рис. 9.6. Зародыш перемагничивания и неподвижная доменная стенка:
до, во время и после столкновения. Цифры 1, 2, 3, 4 нумеруют распределение
поля Φ в различные моменты времени при прохождении зародыша через стенку
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Для неподвижных бризеров параметр μ1 либо вещественен:
μ1 = −ρ/2, либо равен μ1 = −ρ/2 ± πi. В этих случаях поле Φ
имеет вид

Φ = 4Arctg
[
eξ sh(ρ/2) cos γ + ch(y + ρ/2)

sh(ρ/2) cos γ + eξ ch(y − ρ/2)

]
,

где y = z th(ρ/2) + y0; γ = t/ ch(ρ/2) + γ0 — при вещественном μ1,
γ = t/ ch(ρ/2)− γ0 — при μ1 = −ρ/2± πi (γ0 = const). Бризер «дышит»
с частотой ω = 1/ ch(ρ/2) (в безразмерных переменных), но не движет-
ся как целое. Расстояние от бризера до 2π-кинка зависит от параметра
y0. Вдали от 2π-кинка (при z � 1, y0 � 1) в области, где y ≈ const,
имеем пульсирующий солитон на фоне однородного основного состоя-
ния среды [7, 8]:

Φ = 4Arctg [sh(ρ/2) cos γ/ ch(y − ρ/2)].

Реальные частота, ширина и скорость солитонов получаются в ре-
зультате умножения безразмерных значений этих величин на множи-
тели γ

√
βHcM0 ,

√
αM0/Hc и γM0

√
αβ соответственно.

Движение солитона через длиннопериодическую спиральную струк-
туру можно представить себе как повторение процессов его взаимодей-
ствия с каждой из доменных стенок структуры.

9.2.3. Трансляции структуры при столкновениях солитонов

Мультибризеры на фоне сверхструктуры выражаются через мат-
ричные функции Ψ(χ, t,u

∣∣μs,m(s)), где m(s) = Ψρs(χ, t,μs)c(s), c(s) =
= (c(s)1 , c(s)2 ) — произвольный постоянный комплексный вектор; μs =
= −ρs/2 + i θs, 0 < ρs < 2K, |θs| < 2K ′;

Ψρs(χ, t,u) = M(u,χ+ ρs) exp
(
A(u,χ, t)σ3 + η1ρsu

K
σ3

)
.

Построим двухбризерное возбуждение. Для этого заметим, что ре-
шение системы (9.1.11) останется таковым после умножения его справа
на независящую от χ, t матрицу и сдвига аргумента χ→ χ+ ρ2. После
перечисленных преобразований из однобризерного решения (9.2.17)
получаем новое однобризерное решение системы (9.1.11):

Ψ(χ, t,u
∣∣μ1,n(1))ΨΔ/2(χ, t,u),

где Δ/2 = ρ1 + ρ2, n(1) = ΨΔ/2(χ, t,μ1)d(1), d(1) — произвольный по-
стоянный комплексный вектор. Будем трактовать это решение как
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«затравочное» и «оденем» его в соответствии с изложенной схемой.
Результатом будет двухбризерное решение:

Ψ̃−(χ, t,u
∣∣μ1,μ2,n(1),n(2)) =

= Ψ(χ, t,u
∣∣μ2,n(2))Ψ(χ, t,u

∣∣μ1,n(1))ΨΔ/2(χ, t,u). (9.2.22)

Здесь

n(2) ≡ Ψ(χ, t,μ2

∣∣μ1,n(1))ΨΔ/2(χ, t,μ2)d(2),

d(2) — произвольный постоянный комплексный вектор;

μs = −ρs/2 + i θs (s = 1, 2), ρ2 + ρ1 = Δ/2.

Прямой проверкой можно убедиться, что (9.2.22) удовлетворяет
дифференциальным ограничениям и трансформационным свойствам
решения системы (9.1.11) с граничными условиями (9.1.10). Мы на-
метили рекуррентную схему размножения бризерных решений систе-
мы (9.1.11), а значит, и модели sine-Gordon. На ее (N − 1)-м шаге
получаем описание N бризеров в спиральной структуре.

К простейшим солитонным решениям модели sine-Gordon с гра-
ничными условиями (9.1.10) относится не только бризер, но и две
«лишних» доменных стенки (два кинка) с противоположными хираль-
ностями (зарядами) на фоне спиральной структуры (решетки кинков).
Факторизация (9.2.22) не описывает такие солитоны. Двухкинковое ре-
шение задачи Римана с нулями в точках νs = −Δs/2 + i εsK ′ (s = 1, 2),
Δ1 + Δ2 = Δ получается из (9.2.6) после формальных замен:

Ψ0 → Ψ(2)
− , ΨΔ → Ψ(1)

− ,

a(u
∣∣ν1) = iσε1

σ(u− ν1)

σ(u+ ν∗1 )
exp
(
ε1η3Δ1

2

)
.

(9.2.23)

Здесь Ψ(s)
− (s = 1, 2) — решения задачи Римана с нулем в точке u = ν2,

которые соответствуют двум однокинковым состояниям Φ(s) модели
sine-Gordon с асимптотическими условиями

Φ(s) → ϕ
(0)
2 (χ+ δs) ≡ ϕ0(χ+ δs, k) при z → +∞,

Φ(s) → ϕ
(0)
1 (χ+ δs) ≡ −2πσ + ϕ0(χ+ Δ2 + δs, k) при z → −∞,

где σ = ±1, δ1 = Δ1, δ2 = 0; 0 < Δ1,2 < K. Выражения для Ψ(s)
−

получаются из формул (9.2.6), (9.2.9), (9.2.11) после очевидных замен,
связанных с изменением асимптотических условий и нуля задачи Ри-
мана. Перечислим важные ограничения.
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При построении матриц Ψ(1)
− , Ψ(2)

− следует использовать функцию

ã(u|ν2) = −iσε2
σ(u− ν2)

σ(u+ ν∗2 )
exp
(
ε2
2
η3Δ2

)
; ν2 = −Δ2

2
+ iε2K ′,

которая отличается знаком от a(u|ν1) (9.2.23). Только тогда двухсо-
литонное решение модели (9.1) будет описывать две доменные стенки
разной хиральности в спиральной структуре с граничными услови-
ями (9.1.10). Использование одинаковых функций (a(u|ν) = ã(u|ν))
приводит к решению модели (9.1) с другими краевыми условиями,
которые отличаются от (9.1.10) по mod 4π и учитывают наличие двух
стенок одинаковой хиральности в спиральной структуре.

Согласно соотношению (9.2.11), каждая из матричнвх функций Ψ(s)
−

зависит от постоянной интегрирования cs > 0 (s = 1,2). Эти параметры
следует подчинить ограничению: c2/c1 =

∣∣a(ν2∣∣ν1)∣∣2. Тогда в (9.2.4)
не появятся лишние полюсы в точках u = ν2, −ν∗2 (mod(2K, 4iK ′))
и функции двухсолитонного решения α, β станут положительными,
причем

α

β
=
∣∣∣∣ (Ψ−(1)(ν1)

)
21(

Ψ−
(2)(ν1)

)
22

∣∣∣∣c, r =
(
α2 + β2 + 2σαβ sin

[
Φ(2) − Φ(1)

4

])−1/2

,

где c > 0 — еще одна постоянная интегрирования.
Решение модели sine-Gordon с асимптотиками (9.1.10), описываю-

щее упругое столкновение кинка и антикинка, движущихся в решетке
кинков, имеет вид

Φ = 4 arg
(
αeiΦ

(2)/4 + iσβeiΦ
(1)/4).

Интересно, что столкновения солитонов в спиральной структуре
сопровождаются локальными трансляциями структуры, которые в оп-
тически прозрачных кристаллах можно визуализировать. Полученные
формулы для мультисолитонов позволяют в деталях проанализировать
процесс взаимодействия солитонов друг с другом и с фоновой струк-
турой.

В качестве примера обсудим двухбризерное решение (9.2.22). Как
и ранее, распространение бризеров описывается экспоненциальными
множителями e±A(μs,χ,t), e±A∗(μs,χ,t) (s = 1,2), где

2A(μs,χ, t) = q(s)(z − V (s)t) + i(k(s)z + ω(s)t).

Параметры q(s) и т. д. получаются заменой индекса «1» на «s» в форму-
лах (9.2.19). Перейдем в систему отсчета, связанную с бризером «2»,
и проанализируем его внутреннюю структуру до и после столкновения
с бризером «1». С математической точки зрения эта задача сводится
к вычислению пределов функции (9.2.22) при t→∓∞ с ограничением:
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ξ2 ≡ z − V (2)t = const. Запишем A(μs,χ, t) в виде, удобном для рас-
четов:

2A(μ2,χ, t) = q(2)ξ2 + i[k(2)ξ2 + (ω(2) + k(2)V (2)) t],
2A(μ1,χ, t) = q(1)[ξ2 + (V (2) − V (1)) t]+

+ i[k(1)ξ2 + (ω(1) + k(1)V (2)) t].

(9.2.24)

Пусть для определенности скорость бризера «2» больше скорости бри-
зера «1»: (V (2) − V (1)) > 0. Учитывая второе соотношение (9.2.24)
и формулы (9.2.5), находим:

Ψ(χ, t,u
∣∣μ1,n(1))ΨΔ/2(χ, t,u)

∣∣∣ξ2=const
t→+∞

→

→ ΨΔ/2−ρ1=ρ2
(χ, t,u)

(
a(1) 0
0 1

)
, (9.2.25)

Ψ(χ, t,u
∣∣μ1,n(1))ΨΔ/2(χ, t,u)

∣∣∣ξ2=const
t→−∞

→

→ ΨΔ/2+ρ1(χ, t,u)
(
1 0
0 a(1)

)
, (9.2.26)

где a(1)(u) = g1(u
∣∣μ1)g2(u

∣∣μ1).
Соотношения (9.2.25), (9.2.26) сразу дают предельные значения

вектора n(2):

n(2) → p = Ψρ2(χ, t,μ2)
(
a(1)(μ2)d

(2)
1

d
(2)
2

)
при t→ +∞;

n(2) → q = ΨΔ/2+ρ1(χ, t,μ2)
(

d
(2)
1

a(1)(μ2)d
(2)
2

)
при t→ −∞.

(9.2.27)

Согласно (9.2.24), экспоненциальные множители с индексом s = 2
в пределе t → ±∞ остаются ограниченными. Поэтому искомые выра-
жения для Ψ̃− имеют вид

Ψ̃−
∣∣∣ξ2=const
t→+∞

→ Ψ(χ, t,u
∣∣μ2,p)Ψρ2(χ, t,u)

(
a(1)(u) 0

0 1

)
, (9.2.28)

Ψ̃−
∣∣∣ξ2=const
t→−∞

→ Ψ(χ, t,u
∣∣μ2,q)ΨΔ/2+ρ1(χ, t,u)

(
1 0
0 a(1)(u)

)
. (9.2.29)

Как видим, второй бризер при удалении от первого описывается функ-
циями вида (9.2.16), (9.2.17), типичными для изолированного бризера.
Поскольку V (2) > V (1), выражения (9.2.28), (9.2.29) соответствуют си-
туациям, когда второй бризер находится, соответственно, на большом
расстоянии справа или слева от первого. Асимптотические значения
функции (9.2.28) при ξ2 → +∞ и ξ2 → −∞ дают представление об
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изменении геликоидальной структуры из-за наличия второго бризера.
Соответствующие пределы легко вычисляются с помощью (9.2.5):

Ψ̃−(t→ +∞)
∣∣∣
ξ2→+∞

→ Ψ0(χ, t,u)
(
a(u) 0
0 1

)
,

Ψ̃−(t→ +∞)
∣∣∣
ξ2→−∞

→ Ψ2ρ2(χ, t,u)
(
a(1)(u) 0

0 a(2)(u)

)
,

где a(2)(u) = g1(u
∣∣μ2)g2(u

∣∣μ2), a(u) = a(1)(u)a(2)(u). Отсюда следует,
что движение второго бризера сопровождается «сжатием» геликоидаль-
ной структуры вдоль оси Oz на величину 2kρ2. Анализ аналогичных
пределов выражения (9.2.29) приводит к тому же выводу. В то же
время, из-за наличия первого бризера, сверхструктуры, в которых дви-
жется второй бризер при t→ +∞ и t→−∞, сдвигаются вдоль оси Oz
относительно друг друга на величину −2kρ1.

Второе отличие (9.2.28), (9.2.29) от функции изолированного бри-
зера (9.2.16), (9.2.17) состоит в перенормировке постоянного векто-
ра d(2). Например, в пределе t → +∞ компоненты вектора d(2) =
= (d(2)

1 , d(2)
2 ) прибретают дополнительные множители (см. (9.2.27)):

d
(2)
1 → a(1)(μ2)d

(2)
1 , d(2)

2 → d
(2)
2 . Внутренняя структура уединенного вто-

рого бризера описывается аналогом выражения (9.2.18) и зависит от
отношения компонент n

(2)
1 /n

(2)
2 . С учетом явного вида векторов n(2)

и p, это означает, что в пределе t → +∞ координата центра второго
солитона

z = V (2)t− 1

q(2)
ln
∣∣∣∣d(2)

1

d
(2)
2

∣∣∣∣
сдвигается на величину

δz(t→ +∞) = − ln
∣∣a(1)(μ2)

∣∣
q(2)

, (9.2.30)

а начальная фаза пульсаций в области локализации бризера приобре-
тает приращение

δϕ(t→ +∞) = arg a(1)(μ2). (9.2.31)

До столкновения с первым бризером (при t→−∞), перечисленные
параметры у второго бризера отличаются знаком от значений (9.2.30),
(9.2.31).

Для того чтобы проследить за первым солитоном при его рассеянии
на втором, следует осуществить факторизацию (9.2.22) в обратном
порядке. Новая форма записи того же решения удобна для исследо-
вания его асимптотик в другом предельном случае: z − V (1)t = const,
t→ ±∞. Вычисления дают близкие результаты.

Таким образом, для мультибризеров в геликоидальной структуре,
в отличие от солитонов на однородном фоне, характерны не только
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приращения координат и фаз после каждого парного столкновения, но
и сдвиги фоновой структуры, сопровождающие движение каждого из
солитонов.

9.3. Нелинейная динамика спиновых волн

Но вот математика волн, она с само-
го начала оказалась на редкость слож-
ной, более того, все время продолжала
и по сей день продолжает усложняться.
Она стала настолько трудной, что при-
ходится использовать всю мощь вычис-
лительного аппарата, чтобы хоть от-
части обойти эти трудности и довести
решение задач до конца, до числа, как
говорят физики.

Б. Кадомцев, В. Рыдник.
«Волны вокруг нас»

При малых внешних воздействиях, недостаточных для макроскопи-
ческих сдвигов структуры и формирования в ней солитонов, образу-
ются спиновые волны, в которых намагниченность колеблется около
равновесных положений спиральной структуры. Первоначально лока-
лизованные на фоне сверхструктуры спин-волновые состояния расплы-
ваются с течением времени из-за эффектов дисперсии. Теоретическое
описание нелинейной динамики спиновых волн связано с решени-
ем так называемой регулярной задачи Римана, для которой функции
a(u) и a∗(−u∗) не имеют нулей в областях своей аналитичности.
Краевые условия для такой задачи совпадают с (9.1.10) при Δ = 0:
Φ(z, t)→ ϕ0(χ) при |z| → ∞. Поскольку Δ = 0, функции Ψ±(u), Ψ0(u)
имеют периоды [4K, 4iK ′] и однозначно определены на римановой
поверхности, топологически эквивалентной тору.

Для решения регулярной задачи Римана на торе полезны функции

F+(u) = exp
[

i

4
(Φ− ϕ0)σ3

]
Ψ+(u)Ψ−1

0 (u), detF+ = a∗(−u∗);

F−(u) = exp
[

i

4
(Φ− ϕ0)σ3

]
Ψ−(u)

a(u)
Ψ−1

0 (u), detF− = 1
a(u)

,

которые являются не только двоякопериодическими и аналитическими
в областях D±, но и непрерывными в этих областях вплоть до границы.
Переход от Ψ±(u) к F±(u) необходим для исключения особенностей
функций Ψ±(u), порожденных фоновой структурой.
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С помощью асимптотических разложений функций Ψ±(u), Ψ0(u)
вблизи точек u = ±iK ′ (см. разд. 9.4) нетрудно убедиться в справедли-
вости формул:

a(±iK ′) = a(±iK ′ + 2K) = 1;

F±(−iK ′) = F±(−iK ′ + 2K) = I;

F±(iK ′) = exp
[

i

2
(Φ− ϕ0)σ3

]
.

(9.3.1)

Редукции на функции F±(u) в областях их аналитичности следуют
из таковых для Ψ±(u), Ψ0(u):

F±(u+ 2K) = σ3F±(u)σ3, F ∗
±[(u∗ + 2iK ′)∗] = σ1F±(u)σ1. (9.3.2)

В ячейке своей периодичности [4K, 4iK ′] на границах γ = γ1 ∪ γ2 ∪
∪ γ̃1 ∪ γ̃2 между областями D+ и D− (см. рис. 9.7):

γ1 = {Reu = 0,
∣∣Imu

∣∣ � 2K ′}, γ̃1 = {Reu = 2K,
∣∣Imu

∣∣ � 2K ′},
γ2 = {Reu = −K,

∣∣Imu
∣∣ � 2K ′}, γ̃2 = {Reu = K,

∣∣Imu
∣∣ � 2K ′},

матричные функции F±(u) связаны условием (9.1.22)

F+(u) = F−(u)(I −G(u)),

G(u) = Ψ0(u)
(

0 b∗(−u∗)
b(u) 0

)
Ψ−1

0 (u).
(9.3.3)

Рис. 9.7. Граница γ = γ1 ∪ γ2 ∪ γ̃1 ∪ γ̃2 между областями D+ и D−

Покажем, что решение регулярной задачи Римана (9.3.3) сводится
к решению линейных интегральных уравнений. Для этого определим
кусочно-аналитическую функцию F̃ (u) = F±(u) при u ∈ D± и введем
контур Γ = Γ1 ∪ Γ2 ∪ Γ3 ∪ Γ4. Здесь Γi — контуры, ограничивающие
области D+ и D− в элементарной ячейке [4K, 4iK ′] (см. рис. 9.8).
Мы используем положительные направления обходов, при которых
каждая из областей D+ или D− остается слева от охватывающего ее
контура.
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Рис. 9.8. Контур Γ = Γ1 ∪ Γ2 ∪ Γ3 ∪ Γ4 и области D+ и D− в ячейке [4K, 4iK ′]

Поскольку величины F̃ (u′), ζ(u′ + iK ′)[F̃ (u′)− I] при u′ ∈ Γ явля-
ются граничными значениями функций, аналитических внутри конту-
ра Γ, справедливы тождества

∮

Γ

du′F̃ (u′) = 0,
∮

Γ

du′ζ(u′ + iK ′)[F̃ (u′)− I] = 0, (9.3.4)

где периоды функций Вейерштрасса суть [4K, 4iK ′].
Трудность решения регулярной задачи Римана на римановой по-

верхности связана с выбором аналога ядра Коши [42, 43]. В рассмат-
риваемой задаче подходящее ядро Коши на торе имеет вид

Y (u′,u) = ζ(u′ − u)− ζ(u′ + iK ′).

Оно двоякопериодично по переменной u′ с периодами [4K, 4iK ′],
но квазипериодично по u:

ζ(u± 4K) = ζ(u)± 2η1, ζ(u± 4iK ′) = ζ(u)± 2η3.

Тем не менее, вследствие (9.3.4), преобразование

1
2πi

∮

Γ

du′Y (u′,u)[F̃ (u′)− I] (9.3.5)

определяет двоякопериодическую функцию спектрального параметра
u. Вычисление (9.3.5) с помощью теоремы Коши дает интегральное
представление

F̃ (u) = I + 1
2πi

∮

Γ

du′Y (u′,u)[F̃ (u′)− I]. (9.3.6)

Горизонтальные участки контура Γ при интегрировании (9.3.6) прохо-
дятся в противоположных направлениях, а подынтегральная функция
принимает на них одинаковое значение. Поэтому в (9.3.6) остаются
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лишь интегралы вдоль вертикальных участков контура Γ, которые
с помощью (9.3.3) можно выразить в терминах скачков функции F̃ (u′)
на γ:

F̃ (u) = I + 1
2πi

∫
γ

du′Y (u′,u) [F−(u′)− F+(u′)] =

= I + 1
2πi

∫
γ

du′Y (u′,u)F−(u′)G(u′). (9.3.7)

В (9.3.7) отрезки γ проходятся в направлении обхода области D−.
Пусть u стремится к точке ν ∈ γ из области D−, тогда, в силу

формулы Сохоцкого–Племеля, соотношение (9.3.7) приводит к сингу-
лярному интегральному уравнению для расчета F−(ν):

F−(ν)
(
I − G(ν)

2

)
= I + V.p.

2πi

∫
γ

du′Y (u′, ν)F−(u′)G(u′). (9.3.8)

Буквы «V. p.» перед интегралом означают, что он вычисляется в смысле
главного значения Коши. Решение уравнения (9.3.8) достаточно най-
ти при ν = i v, где |v| � K ′, так как на остальных участках γ оно
восстанавливается с помощью редукций (9.3.2). Используя редукции
и соотношения типа

2K′i∫

−2K′i

du′Y (u′, ν)F−(u′)G(u′) = i
K′∫

−K′

dv
(
Y (iv, ν)F−(iv)G(iv)+

+ Y (−2K ′i− iv, ν)σ1 [F−(iv)G(iv)]∗ σ1
)
;

G∗(iv) = −σ2G(iv)σ2,

получаем:

F−(ν)
(
I − G(ν)

2

)
= I + V.p.

2π

K′∫

−K′

dv[M(iv, ν)−M(iv −K, ν)], (9.3.9)

M(iv, ν) = [Y (iv, ν)F−(iv)− Y (2K − 2K ′i− iv, ν)σ2F−∗(iv)σ2]G(iv)+
+ [Y (2K + iv, ν)σ3F−(iv)σ3 − Y (−2K ′i− iv, ν)σ1F−∗(iv)σ1]σ3G(iv)σ3.

По известным значениям функции F−(u′) на γ формула Коши
(9.3.7) дает значения F+(u) и F−(u) в областях D+ и D−. После того
как функции F±(u) найдены, последняя из формул (9.3.1) дает решение
модели sine-Gordon, описывающее спиновые волны в геликоидальной
структуре с преобладанием эффектов дисперсии над эффектами нели-
нейности.
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Обсудим простой пример. Пусть |b(u)| � 1 (u ∈ γ), тогда прибли-
женное решение уравнения (9.3.9) можно найти методом последова-
тельных приближений: F−(ν) = I +O(b). В линейном по |b| приближе-
нии имеем

F̃ (u) = I + 1
2πi

∫
γ

du′Y (u′,u)G(u′) +O(b2).

Учитывая, что

Y (iv, iK ′)− Y (2K − 2K ′i− iv, iK ′) = i dn(iv, k),

G11(iv) = 2
(dn(iv) − 1)

dn(iv)
Re [(Ψ0(iv))11(Ψ0(iv))21b∗(iv)] ,

из (9.3.1) находим:

Φ− ϕ0 ≈ 4
π

K′∫

−K′

dv (Re [(Ψ0(iv))11(Ψ0(iv))21b∗(iv)] (dn(iv)− 1)+

+ Re [(Ψ0(iv −K))11(Ψ0(iv −K))21b∗(iv −K)]×
×(dn(iv −K)− 1)) . (9.3.10)

Интересно, что

(dnu− 1)(Ψ0(u))11(Ψ0(u))21 = Λ(χ,u) exp (i t dn(u, k)/k) ,

где

Λ(χ,u) = i

2
|σ(iK ′)|2σ(K)σ(K + 2iK ′)

σ2(K + iK ′)σ(u− iK ′)σ(u+ iK ′)

σ(χ+ u)σ(χ+ 2iK ′ + u)

σ(χ− iK ′)σ(χ+ iK ′)
×

× exp (−η3(χ+ iK ′ + u)− χ[ζ(u+ iK ′) + ζ(u− iK ′)])

есть решение уравнения Ламе [24], записанное в терминах сигма-
функций Вейерштрасса с периодами [2K, 4iK ′]. Уравнение Ламе воз-
никает при линеаризации уравнения sine-Gordon относительно фоновой
структуры ϕ0(χ, k):(

∂2
t − 1

k2
[∂2

χ − 2k2sn2χ+ k2]
)

(Φ− ϕ0) = 0,

[∂2
χ − 2k2sn2χ+ k2]Λ = −εΛ.

Два слагаемых в правой части (9.3.10) соответствуют двум ветвям
спектра спиновых волн в структуре [44]. Квазиимпульс pΛ(u) функции
Ламе отличается от квазиимпульса p(u) решений Йоста:

pΛ(u) = 2 p(u) + π/(2K) mod (π/K).
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Частота ω спин-волновых мод соотносится со спектром ε уравнения
Ламе следующим образом:

ω =
√
ε /k.

В [5] в этом соотношении утерян множитель k−1. Для активационной
ветви √

εopt = dn(iv, k) = sn−1(v +K ′, k′),

для бесщелевой

√
εa = dn(iv −K, k) = k′sn(v +K ′, k′).

Свойство периодичности спиральной структуры вносит в спектры
спиновых волн особенности, аналогичные тем, что наблюдаются в спек-
тре электронов проводимости в периодическом потенциале кристалли-
ческой решетки. Как и для электронов, спектр спиновых волн оказы-
вается «полосатым». Однако, в отличие от спектра электронов, спектр
спиновых волн в геликоидальной структуре имеет только две полосы.
Это связано с конкретной формой потенциала решетки кинков.

Квадрат модуля функций Ламе, описывающих малоамплитудные
бесщелевые моды, велик в областях локализации доменных границ
структуры. В связи с этим такие типы возбуждений в теории полосовых
доменных структур называют «внутриграничными» спиновыми волна-
ми. Напротив, квадрат модуля функций Ламе активационных спиновых
возбуждений велик внутри доменов. Поэтому такие возбуждения часто
называют «внутридоменными» спиновыми волнами [38].

Рассмотренные задачи, в принципе, позволяют исследовать эво-
люцию любого начального распределения намагниченности в гелико-
идальной структуре с заданными граничными условиями. При этом
схема интегрирования модели sine-Gordon состоит в следующем.

1. По заданному начальному распределению намагниченности нахо-
дим коэффициенты a(u) и b(u) матрицы перехода.

2. Выделяем из функции a(u) ее солитонную часть:

a(u) = asol(u)a0(u).

Используя asol(u) (9.2.1), с помощью задачи Римана с нулями
строим солитонные решения Ψ(sol)

± (u,χ, t) и Φsol(z, t) системы
(9.1.11) и модели sine-Gordon.

3. Полное решение системы (9.1.11) ищем в виде

Ψ+(u) = exp
(
− iσ3

4
(Φ− Φsol)

)
F+(u)Ψ(sol)

+ (u),

Ψ−(u) = exp
(
− iσ3

4
(Φ− Φsol)

)
F−(u)Ψ(sol)

− (u)a0(u).
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Тогда функции F±(u) будут двоякопериодическими с периодами
[4K, 4iK ′], аналитическими в областях D± и непрерывными в них
вплоть до границы. Функции F±(u) не содержат особенностей,
связанных с солитонами или с геликоидальной структурой:

detF+(u) = a∗0(−u∗), detF−(u) = 1/a0(u).

Они удовлетворяют нормировочным условиям:

F±(−iK ′) = F±(−iK ′ + 2K) = I,

F±(iK ′) = F±(iK ′ + 2K) = exp
(

iσ3

2
(Φ− Φsol)

)
.

(9.3.11)

В силу соотношений

(Ψ(sol)
+ (u))−1 = − (Ψ

(sol)
− (−u∗))†

a∗sol(−u∗) detM
, a∗sol(−u∗)a∗sol(u) = 1,

их расчет сводится к решению регулярной задачи Римана:

F+(u) = F−(u)(I −G(u)), u ∈ γ,
где

G(u) = Ψ(sol)
− (u)

(
0 b∗(−u∗)
b(u) 0

)
(Ψ(sol)

− (−u∗))† (dnu− 1)
dnu

.

Решение такой задачи найдено в этом разделе. Используя второе из
соотношений (9.3.11), с помощью функций F±(u) находим решение
начально-краевой задачи для исходной модели sine-Gordon.

9.4. Дисперсионные соотношения на торе
и спектр интегралов движения

Я замечаю, что все теоретики дела-
ют одно из двух, когда обнаружены но-
вая частица или новый факт: они либо
объединяются, либо испытывают «дис-
персию».

Р. Фейнман

Элемент a(u) матрицы перехода не зависит от времени и потому
может быть использован в качестве производящей функции интегра-
лов движения для нелинейных возбуждений на фоне сверхструктуры.
Наиболее информативная форма записи интегралов движения следует
из дисперсионных соотношений для функции a(u).
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Функция a(u) аналитична в области D−. Выделим из a(u) ее
солитонную часть:

a(u) = asol(u)a0(u). (9.4.1)

Множитель asol(u) (9.2.1) зависит от граничных условий (9.1.9) или
(9.1.10) для модели sine-Gordon. В обоих случаях функция a0(u)
в (9.4.1) будет не только аналитической в области D−, но и не будет
обращаться в нуль ни в одной точке этой области. Ее трансформаци-
онные свойства следуют из таковых для функций a(u) и asol(u):

a0(u± 2K) = a0(u), a∗0 [(u± 2iK ′)∗] = a0(u), a0(±iK ′) = 1. (9.4.2)

В рассматриваемой задаче ядро Коши, подходящее для построения
дисперсионных соотношений, имеет вид дзета-функции Вейерштрасса
ζ(u′ − u) с периодами [2K, 4iK ′]. Поясним утверждение.

Рассмотрим преобразование

1
2πi

∮

C

du′ζ(u′ − u) ln a0(u′). (9.4.3)

В (9.4.3) выбрано положительное направление обхода контура C,
при котором охватываемая им область D− остается слева от него
(см. рис. 9.9). Подынтегральное выражение (9.4.3) аналитично в D−
всюду, за исключением простого полюса в точке u′ = u. Это позволяет
вычислить интеграл (9.4.3) с помощью теоремы Коши о вычетах:

ln a0(u) = 1
2πi

∮

C

du′ζ(u′ − u) ln a0(u′). (9.4.4)

Функция ln a0(u) является аналитической функцией в области D−,
поэтому

∮

C

du ln a0(u) =
K′∫

−K′

dv ln

( ∣∣a0(iv)
∣∣2∣∣a0(−K + iv)
∣∣2
)

= 0. (9.4.5)

Второе равенство в (9.4.5) получено с использованием соотноше-
ний (9.4.2).

Хотя ядро ζ(u′ − u) в представлении (9.4.4) квазипериодично по u,
свойство (9.4.5) приводит к тому, что преобразование (9.4.4), как и по-
ложено, определяет двоякопериодическую функцию ln a0(u). Кроме то-
го, поскольку ln a0(±iK ′) = 0, функция ζ(u′ ∓ iK ′) ln a0(u′) аналитична
в области D− и непрерывна вплоть до границы C. Потому, в силу
теоремы Коши, интегральное представление (9.4.4) не нарушает нор-
мировки: ln a0(±iK ′) = 0.
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Рис. 9.9. Область D− и контур C в комплексной u-плоскости

Пусть u стремится из области D− к точке ν ∈ C, тогда, согласно
формуле Сохоцкого–Племеля, имеем:

ln a0(ν) = V. p.

πi

∮

C

du′ζ(u′ − ν) ln a0(u
′) = V.p.

πi

∮

C

du′S(u′, ν) ln a0(u
′),

(9.4.6)
где S(u′,u) = ζ(u′ − u) − ζ(u′ + iK ′), периоды функции Вейерштрас-
са — 2K, 4iK ′.

Из (9.4.6) следует дисперсионное соотношение

arg a0(ν) = −V. p.

π

∮

C

du′S(u′, ν) ln |a0(u′)|,

которое, в частности, позволяет выразить граничное значение функ-
ции ln a0(u) на вертикальных участках контура C через значение ее
модуля:

ln a0(ν) = ln |a0(ν)|+ i arg a0(ν) =

= ln |a0(ν)|+ V. p.

πi

∮

C

du′S(u′, ν) ln |a0(u′)|. (9.4.7)

Повторное применение формулы Сохоцкого–Племеля позволяет анали-
тически продолжить равенство (9.4.7) в область D−:

ln a0(u) = 1
πi

∮

C

du′S(u′,u) ln |a0(u′)|, u ∈ D−.

В результате для функции a(u) получаем интегральное представление

a(u) = asol(u) exp

⎛⎝ 1
2πi

∮

C

du′S(u′,u) ln |a0(u′)|2
⎞⎠. (9.4.8)
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Выражения для плотностей полевого импульса p и энергии w си-
стемы имеют вид

p = ∂tΦ ∂zΦ, w = 1
2

[
(∂tΦ)2 + (∂zΦ)2

]
+ q∂zΦ + (1− cosΦ) .

При записи интегралов движения следует отделить вклад от неод-
нородного основного состояния среды (для безграничной спиральной
структуры он бесконечен). При обсуждении условий устойчивости ос-
новного состояния среды обычно вычисляют усредненную по периоду
структуры энергию единицы длины структуры. Но в возбужденных
состояниях геликоидальная структура испытывает трансляции и теря-
ет свойство периодичности. Поэтому возникает проблема корректного
определения интегралов движения для возбуждений на фоне струк-
туры.

Покажем, что использование функции a(u) в качестве производя-
щей функции интегралов движения позволяет преодолеть эту труд-
ность. Наиболее интересные интегралы движения получаются из раз-
ложений ln a(u) вблизи особых точек u = ±iK ′ системы (9.1.11). Со-
гласно представлению (9.1.20) ряды для a(u) можно найти с помощью
асимптотических разложений решения Йоста Ψ1(u) вблизи указан-
ных точек. Получим сначала асимптотический ряд для Ψ1(u) при
u = iK ′ + ε (|ε| � 1) в задаче с граничными условиями (9.1.10), когда

Ψ1 → Ψ(0)
1 = ΨΔ(u,χ, t) при z → −∞.

Из определения ϕ0(χ) и тождества (9.2.8) следует соотношение

exp
[
iσ3

4

(
π + ϕ0(χ)

)]
=

= diag

(√
σ(χ+ iK ′)
σ(χ− iK ′)

exp
(
−η3χ

2

)
,

√
σ(χ− iK ′)
σ(χ+ iK ′)

exp
(
η3χ

2

))
.

С его помощью придадим функции Ψδ вид, удобный для дальнейших
расчетов:

Ψδ = exp
[

i

4

(
ϕ0(χ+ δ) + π

)
σ3

]
×

×

⎛⎜⎝ σ(χ+ δ + u)

σ(χ+ δ + iK ′)
i σ(χ+ δ + 2iK ′ − u)

σ(χ+ δ + iK ′)
eη3(u−iK′)

i σ(χ+ δ + u− 2iK ′)
σ(χ+ δ − iK ′)

eη3(u−iK′) σ(χ+ δ − u)

σ(χ+ δ − iK ′)

⎞⎟⎠×
× |σ(iK ′)|√

2σ(u)
exp
(
−χσ3

2
[ζ(u+ iK ′)+ζ(u− iK ′)− η3]+ η3δ

2
σ3+

i tdnu

2k
σ3

)
.

Функция Ψδ (ϕ0(χ + δ)) совпадает с Ψ(0)
1 (ϕ(0)

1 ) при δ = Δ и с Ψ(0)
2

(ϕ(0)
2 ) при δ = 0.
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Запишем асиптотическое разложение Ψ1(u) так, чтобы при постро-
ении рядов по степеням ε для a(u) сокращались лишние множители
в представлении (9.1.20). Для этого будем искать Ψ1 в виде

Ψ1 = exp
(

i Φσ3

4

)
gΨ̃(0)

1 , Ψ̃(0)
1 ≡ exp

(
− iϕ(0)

1 σ3

4

)
Ψ(0)

1 .

Тогда из (9.1.11) следует уравнение для расчета g:

∂zg = Lg − gL0. (9.4.9)

Здесь L0 получается из L заменой Φ→ ϕ
(0)
1 (∂tϕ

(0)
1 = 0),

L = i

4
[(∂tΦ− ∂zΦ)σ3 + (w2 − w1)σ1 + (w1 + w2) (cosΦσ1 + sin Φσ2)].

Матричная функция g должна удовлетворять условию: g → I при
z → −∞. Решение уравнения (9.4.9) ищем в виде ряда по степеням
ε = u− iK ′:

g = I +
+∞∑
n=1

gnε
n,

где gn → 0 при z→−∞. Используя разложение gn по матрицам Паули,
находим

Ψ1 = exp
(

iΦσ3

4

) [
I + ε(b1σ1 + c1σ2) +O(ε2)

]
Ψ̃(0)

1 ,

где

b1 = k

8

z∫
−∞

dz′
(
cosϕ(0)

1 − cosΦ + 1
2

[
(∂tΦ− ∂z′Φ)2 − (∂z′ϕ

(0)
1 )2

])
,

c1 = k

4

[
∂tΦ− ∂z(Φ− ϕ(0)

1 )
]
.

Для получения разложения функции a(u) по степеням ε достаточно
разложить в (9.1.20) предэкспоненциальные множители в выражениях
для (Ψ(0)

2 )−1 и Ψ(0)
1 по формуле

σ(α+ ε) = σ(α)
[
1 + ζ(α)ε+O(ε2)

]
.

После простых вычислений находим:

a(iK ′ + ε) ≈ exp
(
η3Δ

2

)(
1 + ε lim

z→+∞[f(χ) + b1(z)]
)
,

f(χ) = 1
2

[ζ(χ+ Δ + iK ′) + ζ(χ+ Δ− iK ′)−
−ζ(χ+ iK ′)− ζ(χ− iK ′)] .

(9.4.10)
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Изложенная процедура обеспечивает сходимость выражения (9.4.10),
поскольку

k

8

z∫
−∞

dz′
(

cosϕ(0)
1 − cosϕ(0)

2 + 1
2

[(
∂z′ϕ

(0)
2

)2
−
(
∂z′ϕ

(0)
1

)2])
=

= −f(χ) + const.

В дальнейших расчетах используем тождество

ζ(u) = Z(u)

2
+ cnu

2 snu
(1 + dnu) + η1u

K
, (9.4.11)

которое доказывается разложением по полюсам его правой части.
Аддитивная постоянная фиксируется условием ζ(K) = η1. С учетом
(9.4.11) получаем

f(χ) = 1
2

[
Z(χ+ Δ)− Z(χ) + 2η1Δ

K

]
.

Пусть длина магнитной спирали равна 2R (|z| � R = 2kKn,
n� 1 — целое число). Тогда (9.4.10) примет вид

a(iK ′ + ε) = exp

(
η3Δ

2
+ ε

2

[
Z(Δ) + 2η1Δ

K

]
+

+ k ε

8

R∫

−R

dz
[

cosϕ(0)
1 − cosΦ + 1

2

(
(∂tΦ− ∂zΦ)2 − (∂zϕ

(0)
1 )2

)]
+O(ε2)

)
.

В окрестности точки u = −iK ′ асимптотическое разложение функ-
ции Ψ1 следует искать в виде

Ψ1 = exp
(
− iΦσ3

4

)
g exp

(
iϕ(0)

1 σ3

4

)
Ψ(0)

1 .

Аналогичные вычисления дают

a(−iK ′ + ε) = exp

(
− η3Δ

2
+ ε

2

[
Z(Δ) + 2η1Δ

K

]
+

+ k ε

8

R∫

−R

dz
[

cosϕ(0)
1 − cosΦ + 1

2

(
(∂tΦ + ∂zΦ)2 − (∂zϕ

(0)
1 )2

)]
+O(ε2)

)
.
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Под энергией локализованных нелинейных возбуждений будем по-
нимать разность полной энергии системы и энергии фоновой струк-
туры:

H = 4
k

(
Z(Δ) + 2η1Δ

K

)
+

R∫

−R

dz
(

cosϕ(0)
1 − cosΦ +

+ 1
2

[
(∂tΦ)2 + (∂zΦ)2 − (∂zϕ

(0)
1 )2

]
+ q
(
∂zΦ− ∂zϕ

(0)
1

))
=

= 4
k

d

dε
ln [a(iK ′ + ε)a(−iK ′ + ε)]

∣∣
ε=0

+ 8E
πk

am(Δ, k). (9.4.12)

При записи последнего слагаемого в (9.4.12) учтен явный вид функ-
ций ϕ(0)

1,2 и соотношение q = 4E/(πk).
При выполнении дифференцирования по ε в (9.4.12) используем

представление (9.4.8) функции a(u) и соотношения (9.4.5), (9.4.11).
На горизонтальных участках контура C подынтегральная функция
в (9.4.8) принимает одинаковые значения. Поскольку эти участки при
вычислении интеграла по параметру u проходятся в противополож-
ных направлениях, их вклады в интеграл компенсируются. Поэтому
в (9.4.8) остается интегрирование только по вертикальным участкам

C1 = {u′ = iv, −2K ′ � v � 2K ′}
и

C2 = {u′ = iv −K, −2K ′ � v � 2K ′}
контура C. На отрезках C1 и C2 с учетом редукций условие унимоду-
лярности матрицы перехода (9.1.15) приобретает вид

|a0(u)|2 = 1− b(u)b∗(−u∗),
где

b(u)b∗(−u∗) =
{ |b(u)|2, u ∈ C1,
−|b(u)|2e2η1Δ, u ∈ C2.

В конечном счете получаем:

4
k

d

dε
ln [a(iK ′ + ε)a(−iK ′ + ε)] =

=
K′∫

−K′

dv [εa(v)na(v) + εopt(v)nopt(v)]−

− 8
k

(
2M∑
p=1

Re
[
Z(νp) + 2η1νp

K

]
+ 2

N∑
s=1

Re
[
Z(μs) + 2η1μs

K

])
. (9.4.13)
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Величины εa (na) и εopt (nopt) определяют спектр (плотность) ква-
зиакустических и квазиоптических спин-волновых мод в спиральной
структуре:

εa(v) = k′2sn2(v +K ′, k′), na(v) = 4
πk

ln(1 +
∣∣b(−K + iv)

∣∣2e2η1Δ) > 0;

εopt(v) = 1

sn2(v +K ′, k′)
, nopt(v) = − 4

πk
ln(1− ∣∣b(iv)∣∣2) > 0.

Из-за образования солитонов сверхструктура сжимается вдоль оси
Oz на величину kΔ. Это обстоятельство проявляется в изменении
плотности квазиакустических мод, а также в изменении энергии сверх-
структуры, которое учитывается последним слагаемым в (9.4.12). Дис-
кретные слагаемые (9.4.13) соответствуют энергиям кинков и бризеров
в спиральной структуре.

Полевой импульс солитонов и спин-волновых мод в задаче с гра-
ничными условиями (9.1.10) определяется выражением

P =
R∫

−R

dz ∂tΦ ∂zΦ = 4
k

d

dε
ln a(−iK ′ + ε)

a(iK ′ + ε)

∣∣∣∣
ε=0

.

Отсюда, учитывая (9.4.11) и тождество:

ζ(μ− iK ′)− ζ(μ+ iK ′) + η3 = i dnμ,

находим:

P =
K′∫

−K′

dv [pa(v)na(v) + popt(v)nopt(v)]−

− 8
k

(
2M∑
p=1

Im(dnνp) + 2
N∑

s=1

Im(dnμs)

)
, (9.4.14)

где pa и popt — полевые импульсы бесщелевых и активационных спин-
волновых мод:

pa(v) = k′dn(v +K ′, k′)cn(v +K ′, k′),

popt(v) = −dn(v +K ′, k′)cn(v +K ′, k′)

sn2(v +K ′, k′)
.

В спектральных разложениях интегралов движения удалось пол-
ностью разделить вклады двух независимых типов коллективных воз-
буждений на фоне геликоидальной структуры: солитонов и спиновых
волн. Законы дисперсии спиновых волн в геликоидальных структурах
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обычно записывают в терминах блоховского квазиимпульса функций
Ламе [5]. Соответствующие зависимости оказываются трансцендент-
ными. Полученные результаты показывают, что квазиимпульс решений
уравнения Ламе отличается от полевого импульса спин-волновых мод.
В терминах полевого импульса законы дисперсии спиновых волн при-
обретают простой вид и становятся алгебраическими (рис. 9.10):

εa(pa) = 1
2

(
1 + k′2 −

√
k4 + 4p2a

)
,
∣∣pa

∣∣ � k′;

εopt(popt) = 1
2

(
1 + k′2 +

√
k4 + 4p2opt

)
, −∞ � popt � +∞.

Вычисление интегралов движения в задаче с граничными услови-
ями (9.1.9) мало отличается от приведенных расчетов. В этом случае
геликоидальная структура содержит нечетное число кинков, поэтому
окончательные формулы для энергии и импульса коллективных воз-
буждений получаются из (9.4.12), (9.4.13) и (9.4.14) после замен
2M → 2M + 1, amΔ→ amΔ− πσ.

Рис. 9.10. Законы дисперсии спиновых волн в геликоидальной структуре
в терминах квазиимпульса функций Ламе (слева) и импульса спиновых волн

(справа)

В заключение главы подведем ее итоги, чтобы необходимая, но до-
статочно утомительная расчетная часть не заслонила полученных ре-
зультатов.

Мы решили начально-краевую задачу для модели (9.1) и устано-
вили, что возможные нелинейные возбуждения спиральной магнитной
структуры делятся на два принципиально разных класса.

В первый из них попадают ранее неизученные структурно устой-
чивые солитоны — лишние кинки и бризеры в решетке кинков
сверхструктуры. Их образование и движение всегда сопровождается
локальными трансляциями спиральной (полосовой доменной) структу-
ры. Найдены формулы, связывающие параметры солитонов со сдвига-
ми спиральной структуры. Эти результаты можно использовать в це-
лях диагностики солитонов или при конструировании переключающих
устройств.
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Макроскопические сдвиги спиральной структуры при движении
в ней солитонов можно визуализировать магнитооптическими мето-
дами. Вблизи фазового перехода несоизмеримость/соизмеримость ско-
ростью движения кинков в спиральной структуре можно управлять,
меняя температуру образца или внешнее магнитное поле, перпендику-
лярное оси спирали. Это позволяет оптимизировать условия их наблю-
дения.

Бризеры в спиральной структуре можно обнаружить по резонансно-
му поглощению СВЧ-мощности на характерных частотах внутренних
мод бризеров.

Второй класс нелинейных возбуждений включает спин-волновые
импульсы, образование которых не сопровождается макроскопически-
ми сдвигами фоновой структуры. Намагниченность в импульсах со-
вершает нелинейные колебания относительно неоднородного состояния
среды, соответствующего равновесной спиральной (полосовой доменной)
структуре. Интенсивность взаимодействий в импульсах недостаточна
для их стабильности, поэтому, в отличие от солитонов, даже первона-
чально локализованные импульсы расплываются с течением времени
из-за эффектов дисперсии. Мы показали, что малоамплитудные им-
пульсы теоретически описываются в виде суперпозиций хорошо извест-
ных линейных спиновых волн геликоидальной структуры.

Указанные коллективные возбуждения образуют полный набор
нелинейных мод модулированной структуры. Интегралы движения лю-
бого локализованного распределения намагниченности в спиральной
структуре записываются в виде сумм независимых вкладов только
от этих мод.
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ТЕХНИКА РАБОТЫ С ЭЛЛИПТИЧЕСКИМИ

ФУНКЦИЯМИ

Они все отправились искать по-
люс. . .«Это как раз то, что стоит от-
крыть», — сказали мне.

А. Милн. «Винни–Пух»

Основные положения теории эллиптических функций подробно из-
ложены в книге [1]. Приведем ряд полезных выводов этой теории.

Согласно теореме Якоби не существует отличной от константы од-
нозначной аналитической функции с n � 3 примитивными периодами.
С двумя заданными примитивными периодами 2ω и 2ω′ отличная от
константы функция существует в том и только в том случае, когда
отношение этих периодов не вещественно:

Im
(
ω′

ω

)
�= 0.

Под эллиптическими функциями понимают двоякопериодические
функции f(u), единственными особенностями которых в любой конеч-
ной части u-плоскости могут быть лишь полюсы.

При изучении эллиптической функции f(u) можно ограничиться ее
рассмотрением в каком-нибудь параллелограмме периодов. Далее счи-
таем, что из двух параллельных сторон параллелограмму принадлежит
лишь одна.

Сумма вычетов эллиптической функции относительно всех по-
люсов, лежащих в параллелограмме периодов, равна нулю. Подчерк-
нем, что нужно взять все полюсы в параллелограмме, в том числе и те,
что лежат на его границе.

Будем называть две точки u1 и u2 сравнимыми по модулю периодов
(или эквивалентными), если

u1 − u2 = 2mω + 2m′ω′,

где m, m′ — целые числа, и будем писать

u1 = u2 (mod(2ω, 2ω′)) .

Условимся называть α-точками функции f(u) те точки, в которых
функция принимает значение α: f(u) = α.

Для эллиптических функций справедливы следующие фундамен-
тальные теоремы Лиувилля.
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1. Правильно подсчитанное (т. е. подсчитаннoе с учетом кратности)
число полюсов отличной от константы эллиптической функции
в параллелограмме периодов равно правильно подсчитанному чис-
лу α-точек, каково бы ни было α.

2. Не существует отличной от константы эллиптической функции,
регулярной в параллелограмме периодов.

3. Число полюсов эллиптической функции в параллелограмме пери-
одов, подсчитанное с учетом кратности (его называют порядком
эллиптической функции), не может быть меньше чем два.

4. Сумма α-точек функции f(u) при любом α сравнима по модулю
периодов с суммой полюсов этой функции, если рассматриваются
все α-точки, принадлежащие одному параллелограмму периодов.

Все теоретические построения, связанные с эллиптическими функ-
циями, проще проводить в терминах функций Вейерштрасса. Приведем
их определения и основные свойства.

Сигма-функция Вейерштрасса определяется бесконечным произве-
дением

σ(u) = u
∏

m,m′

′ (
1− u

s

)
exp
[
u

s
+ u2

2s2

]
, s = 2mω + 2m′ω′.

Произведение распространяется на все целые числа m, m′, кроме
пары m = m′ = 0. Это обстоятельство отмечается штрихом у знака
произведения.

Как видим, σ(u) — целая функция, имеющая лишь простые нули,
лежащие в вершинах сетки периодов:

u = 2mω + 2m′ω′. (П.1)

Сигма-функция нечетна:

σ(−u) = −σ(u).

Дзета-функция Вейерштрасса является аналитической функцией
с простыми полюсами:

ζ(u) = d

du
lnσ(u) = 1

u
+
∑
m,m′

′ ( 1
u− s

+ 1
s

+ u

s2

)
,

и она нечетна:
ζ(−u) = −ζ(u).

Функция Вейерштрасса ℘(u) определяется сходящимся рядом:

℘(u) = − d

du
ζ(u) = 1

u2
+
∑
m,m′

′ [ 1

(u− s)2
− 1

s2

]
,
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который показывает, что единственные особенности функции ℘(u) —
это полюсы второго порядка в точках (П.1). Функция ℘(u) является
четной:

℘(−u) = ℘(u).

Трансформационные свойства функций Вейерштрасса обычно запи-
сывают в симметричной форме с помощью обозначений:

ω1 = ω, ω2 = −ω − ω′, ω3 = ω′; ηα = ζ(ωα), α = 1, 2, 3.

Константы ηα удовлетворяют следующим тождествам:

η1 + η2 + η3 = 0, η1ω3 − η3ω1 = iπ/2. (П.2)

Функция ℘(u) оказывается двоякопериодической, а функции σ(u)
и ζ(u) — квазипериодичны

℘(u+ 2ωα) = ℘(u),
ζ(u+ 2ωα) = ζ(u) + 2ηα,
σ(u+ 2ωα) = −σ(u) exp[2ηα(u+ ωα)].

(П.3)

Функция ℘(u) удовлетворяет алгебраическому дифференциальному
уравнению

∂u℘(u) = −2
√

(℘(u)− e1)(℘(u)− e2)(℘(u)− e3) . (П.4)

Здесь eα = ℘(ωα) (α = 1, 2, 3), а квадратный корень выбран так, чтобы
главная часть функции ∂u℘(u) вблизи точки u = 0 была равна −2u−3.

Квадратный корень в правой части равенства (П.4) «извлекается»,
так как множители ℘(u)− eα имеют полюсы второго порядка во всех
точках, эквивалентных точке u = 0, и нули второго порядка во всех
точках, эквивалентных точкам u = ωα.

Числа eα удовлетворяют соотношению: e1 + e2 + e3 = 0.
В силу уравнения (П.4), любая производная от ℘-функции выража-

ется рационально через мероморфные функции ℘(u) и ∂u℘(u).
Напомним, что всякая рациональная функция R(z) допускает сле-

дующие два представления:

R(z) = c
(z − b1)(z − b2) . . . (z − bm)

(z − a1)(z − a2) . . . (z − an)
; R(z) = E(z) +

∑
i,k

A(i)
k

(z − ak)i ,

где c, bi, ak, A
(i)
k — константы, а E(z) — многочлен, так называе-

мая целая часть функции R(z). Каждое из этих представлений дает
определенную информацию относительно функции R(z). Из первого
представления видно, каковы нули и полюсы функции R(z), а второе
представление, которым всегда пользуются в интегральном исчисле-
нии, дает главную часть функции R(z) для каждого ее полюса.
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Важно, что аналогичные представления допускает любая эллипти-
ческая функция. Разложение эллиптической функции на «множители»
имеет вид

f(u) = c1
σ(u− b1)σ(u− b2) . . .σ(u− bn)

σ(u− a1)σ(u− a2) . . . σ(u− an)
. (П.5)

В формуле (П.5) каждый нуль и полюс повторяется столько раз, какова
его кратность. По теоремам 1 и 4 Лиувилля

a1 + a2 + . . . an = b1 + b2 + . . . bn (mod(2ω, 2ω′)) .

Разложение эллиптической функции f(u) на «простейшие дроби»
есть

f(u) = c2 +
n∑

k=1

Akζ(u− ak) +
∑

k,r (r�2)

A
(r−1)
k ℘(r−2)(u− ak). (П.6)

В представлении (П.6) числа Ak, A
(r−1)
k характеризуют главную часть

функции f(u) вблизи полюса u = ak:

f ≈ Ak

u− ak
+

mk∑
r=2

(−1)r(r − 1)!A(r−1)
k

(u− ak)r .

Еще раз напомним, что сумма вычетов любой эллиптической функции
всегда равна нулю:

n∑
k=1

Ak = 0.

В формулах (П.5), (П.6) постоянные c1, c2 определяются по из-
вестному значению функции f(u) в какой-нибудь точке. Отметим,
что постоянную c2 в разложении (П.6) часто можно найти, используя
заранее известные свойства симметрии функции f(u).

Представления (П.5), (П.6) чрезвычайно полезны при алгебраиче-
ских вычислениях с эллиптическими функциями. Проиллюстрируем их
эффективность на конкретных примерах.

Упростим выражение

Δ(u) = Δ(λ(u), τ (u)) = τ − (w3 cos θ0 − p/2)
w1 sin θ0

, (П.7)

которое входит в формулы (3.7.7), определяющие «затравочные» функ-
ции χ(0)

1,2 .
Специально отметим, что в задаче о взаимодействии доменной

стенки со спиновой волной используются функции от спектрального
параметра u, которые имеют нули и полюсы в точках:

u = ±iK ′ −K/2, ±iK ′ +K/2.
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В разд. 3.7 показано, что появление таких выделенных точек связано
с группой редукций задачи Римана. Для проведения конкретных расче-
тов полезно знать значения функций λ = λ(u) и τ = τ (u) в указанных
точках:

λ(iK ′ +K/2) = λ(iK ′ −K/2) = i,
λ(−iK ′ +K/2) = λ(−iK ′ −K/2) = −i,

τ (iK ′ +K/2) = −τ (iK ′ −K/2) = (−p+ iβ cos θ0)/2,
τ (−iK ′ −K/2) = −τ (−iK ′ +K/2) = (p+ iβ cos θ0)/2.

(П.8)

Используя формулы (П.8), нетрудно проверить, что функция

τ (u)− [w3(u) cos θ0 − p/2] (П.9)

имеет двукратные нули в точках

u = ±iK ′ +K/2 (mod(2K, 4iK ′)) ,

а функция
w1(u) = β[λ(u) + λ−1(u)]/4 (П.10)

имеет простые нули при

u = ±iK ′ +K/2, ±iK ′ −K/2 (mod(2K, 4iK ′)) .

Полюсы функций (П.9) и (П.10) совпадают и потому не дают вклада
в отношение (П.7).

Применяя теорему о разложении эллиптической функции «на мно-
жители», получаем представление

Δ(u) = c
σ(u− iK ′ −K/2)σ(u+ iK ′ −K/2)
σ(u+ iK ′ +K/2)σ(u− iK ′ +K/2)

exp(2η1u). (П.11)

Здесь сигма-функции имеют периоды 2K, 4iK ′. Значение постоянной
c = 1 находим из условия совпадения левой и правой частей равенства
при u = 0.

С другой стороны, мероморфная функция dn(u+K/2) имеет точно
такие же примитивные периоды, нули и полюсы, что и функция Δ(u)
(П.11). Отсюда, в свою очередь, получаем еще одно представление:

Δ(u) = c1dn(u+K/2).

Коэффициент пропорциональности c1 = (k′)−1/2 находим из условия
нормировки равенства в точке u = 0. В результате имеем

Δ(u) = dn(u+K/2)√
k′

. (П.12)
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Доказательство тождества (П.12) с привлечением стандартных фор-
мул [2] для функций Якоби оказывается утомительным. При этом зара-
нее неясно, какая форма записи функций Якоби приведет к упрощению
исходного выражения.

Разложение (П.11) позволяет найти еще одно представление для
функции Δ(u), которое значительно упрощает процедуру «одевания»
в п.3.7:

Δ(u) = β(u)

β(−u) , β(u) = c1
σ(u+ iK ′ −K/2)
σ(u+ iK ′ +K/2)

exp(η1u).

Множитель c1 может быть произвольным.
Используя трансформационные свойства сигма-функций (П.3)

и второе тождество (П.2) (соотношение Лежандра), нетрудно
проверить, что

β(u+ 2K) = β(u), β(u+ 4iK ′) = −β(u). (П.13)

Иными словами, примитивными периодами функций β(u) и β(−u)
будут 2K, 8iK ′. Поэтому их разложение на множители правильнее
записывать в терминах сигма-функций с периодами 2K, 8iK ′:

β(u) = c
σ(u+ iK ′ −K/2)σ(u− 3iK ′ −K/2)
σ(u+ iK ′ +K/2)σ(u− 3iK ′ +K/2)

exp(2η1u).

Здесь η1 = ζ(K|K, 4iK ′), σ(u) = σ(u|K, 4iK ′), после вертикальной чер-
ты иногда указывают половинки примитивных периодов.

В фундаментальном прямоугольнике со сторонами 2K, 8iK ′ функ-
ция β(u) имеет лишь два простых полюса. Отсюда следует, что вычеты
функции β(u) в этих полюсах должны отличаться знаком. Поскольку
функция β(u) определена с точностью до постоянного множителя,
можно выбрать его так, чтобы вычеты были равны ±1. Тогда, по тео-
реме о разложении эллиптической функции на простые дроби, имеем

β(u) = ζ(u+ iK ′ +K/2)− ζ(u− 3iK ′ +K/2) + c.

Здесь периоды дзета-функций суть 2K, 8iK ′. Постоянную c найдем
с помощью второго условия симметрии (П.13) функции β(u). Учитывая
квазипериодичность дзета-функций (П.3), получим

β(u) = ζ(u+ iK ′ +K/2)− ζ(u− 3iK ′ +K/2)− η3. (П.14)

Наша ближайшая цель состоит в том, чтобы переписать представ-
ление (П.14) в терминах функций Якоби. Примитивными периодами
всех трех функций Якоби: snu, cnu, dnu будут 4K, 4iK ′. В то же
время элементарная ячейка функции β(u) представляет прямоугольник
со сторонами 2K, 8iK ′. Согласовать свойства периодичности функ-
ций можно, например, в пределах фундаментального прямоугольника
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со сторонами 8K, 8iK ′. Поэтому заменим представление (П.14) функ-
ции β(u) ее разложением по дзета-функциям с периодами 8K, 8iK ′,
которое находится аналогично:

β(u) =
4∑

α=1

[ζ(να + 4iK ′|4K, 4iK ′)−

−ζ(να|4K, 4iK ′)− ζ(4iK ′|4K, 4iK ′)] . (П.15)

Здесь ν1 = −u − iK ′ − 5K/2, ν2 = −u − iK ′ − K/2, ν3 = −u − iK ′ +
+ 3K/2, ν4 = −u− iK ′ + 7K/2.

Для дзета–функций с периодами 2ωα справедливы следующие фор-
мулы [2]:

ζ(z ± ωα)− ζ(z)∓ ηα = 1
2
∂

∂z
ln[℘(z)− eα].

Поскольку только такие комбинации дзета-функций входят в разложе-
ние (П.15), проблема перехода в формуле (П.15) к функциям Якоби
сводится к задаче перехода от ℘-функций Вейерштрасса к функциям
Якоби. Оказывается [2], что

e1 : e2 : e3 = (2− k2) : (2k2 − 1) : (−1− k2)
и

sn(u, k) =
√

e1 − e3
℘(z) − e3

, cn(u, k) =
√
℘(z) − e1
℘(z) − e3

, dn(u, k) =
√
℘(z) − e2
℘(z) − e3

,

где z = u(e1 − e3)−1/2.
В силу однородности функций Вейерштрасса:

∂tz℘(tz|tω, tω′) = t−3∂z℘(z|ω,ω′), ℘(tz|tω, tω′) = t−2℘(z|ω,ω′),
ζ(tz|tω, tω′) = t−1ζ(z|ω,ω′), σ(tz|tω, tω′) = t σ(z|ω,ω′),

выбор коэффициента пропорциональности между переменными z и u
при конкретных расчетах обычно не вызывает затруднений. В нашем
случае имеем

ζ (ν/2 + 2iK ′|2K, 2iK ′)− ζ (ν/2|2K, 2iK ′)−
− ζ (2iK ′|2K, 2iK ′) = −1

2
cn(ν/4, k) dn(ν/4, k)

sn(ν/4, k)
.

(П.16)

В конечном счете в справедливости формулы (П.16) проще убедиться
проверкой: сравнением свойств симметрии и вычетов в полюсах левой
и правой частей равенства.

После преобразований разложения (П.15) с использованием тожде-
ства (П.16) и стандартных формул для функций Якоби [2] получаем

β(u) = 1
2

[
cn(ν, k)
sn(ν, k)

− k′ sn(ν, k)
cn(ν, k)

] ∣∣∣∣∣
ν=(u+iK′+K/2)/2

.
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Аналогичным образом можно доказать следующие полезные соот-
ношения:

β(u)β∗(u∗) = (1 + k′)
2

dn(u+K/2) =
√
k′

2
(1 + k′) β(u)

β(−u) ,

β(−u)β∗(u∗) = β∗(−u∗)β(u) =
√
k′

2
(1 + k′),

β(u)β(−u) =
√
k′

2
(1 + k′)

(
i + 1
i − 1

)(
dnu− i

√
k′

dnu+ i
√
k′

)
≡

≡ − i

2

√
k′ (1 + k′)(snν − i cnν)(snw − i cnw)

∣∣
ν=u+K/2,w=−u+K/2

.

(П.17)
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