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Введение

Диссертация посвящена решению одной из фундаментальных проблем физики конденсиро-

ванного состояния — исследованию физических процессов, определяющих фононный транспорт

в объемных и наноразмерных образцах кубической симметрии. Важным аспектом этой пробле-

мы является изучение фокусировки, дисперсии и механизмов релаксации импульса фононов,

обуславливающих зависимости кинетических коэффициентов от температуры.

В изотропном твердом теле и кубических кристаллах распространение тепла подчиняется

закону Фурье:

h = −𝜅∇𝑇,

где h - вектор, величина которого равна потоку тепла через единичное сечение, перпендикуляр-

ное h, 𝑇 - температура, 𝜅 - коэффициент теплопроводности, а знак "минус"в правой части связан

с тем, что тепло течет в направлении, противоположном градиенту температуры, т. е. от горячей

области к холодной. Оператор

∇ = (
𝜕

𝜕𝑥
,
𝜕

𝜕𝑦
,
𝜕

𝜕𝑧
).

Теплопроводность измеряется, как правило, методом стационарного продольного теплового

потока [1–3]. В простейшем эксперименте (см. рис. 1) нагреватель приклеивается прямо к торцу

образца, а противоположный конец зажимается в хладостоке [3]. Термометры закрепляются в

двух местах вдоль образца на расстоянии 𝐿 друг от друга, и измеряется разность их показаний

∆𝑇 . После установления стационарного состояния (распределения температур и потока тепла)

коэффициент теплопроводности 𝜅 определяется делением тепловой мощности ∆𝑄, выделяемой

в нагревателе, на площадь поперечного сечения образца и на градиент температуры (∆𝑇/𝐿 =

(𝑇2 − 𝑇1)/𝐿):

𝜅 = ∆𝑄𝐿/ [(𝑇2 − 𝑇1)𝑆𝐶 ] .

Если разность ∆𝑇 не слишком велика, то определяемое значение 𝜅 будет соответствовать сред-

ней температуре между термометрами, даже если 𝜅 сильно зависит от температуры [1]. Метод

стационарного продольного теплового потока можно использовать, если излучение тепла через

боковые грани мало и им можно пренебречь. Тогда все тепло, получаемое от нагревателя, будет

доходить до хладостока.

В связи с развитием технологии и широким использованием нанопленок и нанопроводов

в микроэлектронике значительно возрос интерес к исследованию их теплопроводящих свойств

[4–10]. Особенности фононного транспорта в таких структурах обусловлены тем, что длины

свободного пробега фононов в широком температурном интервале оказываются больше или
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Рисунок 1. Принципиальная схема для измерения теплопроводности методом стационарного
продольного теплового потока.

сравнимы с характерными размерами наноразмерного образца. Поэтому рассеяние фононов на

границах играет важную роль в теплосопротивлении наноразмерных материалов в интервале

температур от гелиевых до комнатных [11]. В случае, когда длина свободного пробега фононов

оказывается порядка наименьшего размера образца, то ее величина определяется характером

взаимодействия фононов с поверхностью. Такую ситуацию, когда единственным механизмом

релаксации является диффузное рассеяние фононов на границах, принято называть режимом

граничного рассеяния фононов.

При низких температурах, когда единственным механизмом релаксации является рассеяние

фононов на границах образца, распространение потока тепла по диэлектрическому стержню,

согласно работам [1,12], можно рассматривать аналогично анализу течения газа по трубе. В слу-

чае потока разреженного молекулярного газа по трубе можно пренебречь столкновениями между

молекулами газа и считать, что поток определяется только тем, каким образом молекулы рассе-

иваются на стенках трубы. В случае потока фононов при достаточно низких температурах из-за

вымораживания фонон-фононных механизмов релаксации можно пренебречь взаимодействием

фононов и рассматривать поток фононов аналогично потоку разреженного молекулярного газа.

Кнудсен [13] в 1909 году проанализировал движение сильно разреженного газа по бесконеч-

ной трубе круглого сечения и показал, что при диффузном рассеянии молекул газа на границах,

средняя длина свободного пробега молекул равна диаметру трубы.

Задачу о теплопроводности тонкого диэлектрического стержня бесконечной длины впервые

рассмотрел Казимир [14] в 1938 г. Он проанализировал случай изотропного континуума, ко-

гда рассеяние фононов на границах образца носит чисто диффузный характер, т.е. все фононы

при соударении с поверхностью поглощаются, а затем переизлучаются изотропно в полупро-

странство по направлению внутрь образца с интенсивностью, которая зависит от температуры

поверхности в соответствии с теорией излучения абсолютно черного тела. Казимир нашел, что

длина пробега фононов в цилиндрическом стержне равна его диаметру. Полученный результат

совпадает с результатом Кнудсена [13] для течения разреженного молекулярного газа по бес-

конечной трубе с круглым сечением. Поэтому режим граничного рассеяния фононов получил

название кнудсеновского течения фононного газа [1, 12].
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Позже Берман с коллегами [15, 16] рассмотрели влияние частично зеркального отражения

фононов от поверхности образца и его конечной длины 𝐿 на теплопроводность в режиме гра-

ничного рассеяния. Было показано, что учет конечной длины приводит к уменьшению теплопро-

водности по сравнению с бесконечным образцом на величину 𝐷/𝐿 (𝐷 – диаметр стержня). Од-

нако аналитических выражений для поправок к теплопроводности из-за конечной длины образца

приведено не было. Отметим также, что для бесконечно длинных стержней с прямоугольным

сечением 𝐷1 × 𝐷2, где 𝐷1 и 𝐷2 — размеры сторон прямоугольника, были получены формулы

для средней длины свободного пробега фононов для чисто диффузного [3, 17] и частично зер-

кального [18] рассеяния от поверхности стержня. В 2011 году были теоретически рассмотрены

случаи стержней с треугольным, гексагональным и другими сечениями [19], поскольку некото-

рые нанопровода имеют такие профили.

Анизотропия упругих свойств кубических кристаллов приводит к ряду новых эффектов в

фононном транспорте. Одним из таких эффектов является фокусировка фононов, т. е. возникно-

вение направлений, в которых будут преимущественно распространяться фононы данной коле-

бательной моды [20].

Экспериментальные исследования, проведенные в работе МакКарди [17], показали, что фо-

кусировка фононов приводит к двум эффектам в теплопроводности кубических кристаллов в

режиме граничного рассеяния. Первым эффектом является зависимость теплопроводности от

направления градиента температуры относительно кристаллографических осей: для кристаллов

Si с квадратным сечением величина теплопроводности при низких температурах в направле-

нии [001] оказалась больше на 50%, чем в направлении [111]. Для кристаллов CaF2 наоборот -

в направлении [001] теплопроводность оказалась ниже на 40%, чем в направлении [111]. Вто-

рым эффектом является зависимость величин теплопроводности от ориентации боковых граней

образца с прямоугольным поперечным сечением. Для двух исследованных в [17] образцов, име-

ющих одинаковые геометрические параметры и направление градиента температуры [110], ока-

залось, что при низких температурах теплопроводность образца с широкой гранью {001} и узкой

{110} оказалась на 33% выше, чем для образца с широкой гранью {110} и узкой {001}. Поэтому

представляет интерес исследовать анизотропию теплопроводности в более широком интервале

изменений соотношения сторон прямоугольного сечения и сравнить их с зависимостями для

образцов с квадратным сечением. При температурах выше максимума 𝜅(𝑇 ), когда длина сво-

бодного пробега фононов становится меньше поперечных размеров образца, теплопроводность

кубических кристаллов становится изотропной — она не зависит от направления в кристалле.

В работе [17] теория Казимира [14] была обобщена на случай упруго анизотропных кристал-

лов. Предполагалось, что поток тепла и распределение температур однородны по длине образца,

а также наличие плоскости зеркальной симметрии перпендикулярной оси образца. В этих пред-

положениях рассчитаны длины свободного пробега фононов в симметричных направлениях для

кристаллов Si и CaF2 при температуре 3 К. Рассчитанные значения средних длин свободного

пробега фононов согласуются с экспериментальными данными при 𝑇 = 3 К с погрешностью, не

превышающей 8%.
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Однако авторам [17] не удалось получить аналитических выражений для времен релаксации

фононов при диффузном рассеянии фононов на границах образцов конечной длины и исследо-

вать влияние фокусировки фононов на температурные зависимости теплопроводности. Поэтому

одной из задач настоящей диссертации является аналитическое решение задачи о кнудсеновском

течении фононного газа в образцах конечной длины с учетом фокусировки фононов и опреде-

ление времен релаксации фононов.

В значительном числе публикаций [4–10, 21, 22], посвященных исследованию фононного

транспорта в пленках и нанопроводах использовалась, как правило, модель изотропной сре-

ды, а эффекты, связанные с фокусировкой фононов, не учитывались. Также не рассматривалось

влияние геометрических параметров пленок на теплопроводность. Так, например, в работе [22]

показано, что длины свободного пробега фононов для образцов бесконечной длины (длины Ка-

зимира) при диффузном рассеянии на границах логарифмически расходятся при стремлении

ширины пленки к бесконечности. Вопрос о влиянии конечной длины пленки на расходимость

длин Казимира не рассматривался. Также не исследовались такие важные проблемы, как влияние

упругой анизотропии кубических кристаллов на зависимости теплопроводности от геометриче-

ских параметров пленок, от направлений теплового потока и ориентаций плоскостей пленок

относительно осей кристалла. Решение этих проблем позволило бы определить оптимальные

ориентации плоскостей пленок и направления потока тепла, обеспечивающие максимальный

или минимальный теплоотвод от элементов микросхем. Эти проблемы являются актуальны-

ми не только для кремниевых пленок, широко используемых в микроэлектронике, но и других

полупроводниковых микроструктур [4–10, 19, 23]. Поэтому они являются предметом изучения

настоящей диссертации. С другой стороны в работах [5, 9, 10, 21, 22] для граничного рассеяния

в наноструктурах на основе кремния и алмаза использовалась модель изотропной среды и тео-

рия Казимира [14]. Поэтому при изложении экспериментальных результатов в обзорах [4, 6–10]

не указывались направления теплового потока и ориентации плоскостей пленок относительно

кристаллографических осей. Нами показано в [24], что при учете фокусировки изменение ориен-

тации плоскости пленки может приводить к изменению значений теплопроводности в 2-3 раза.

Поэтому отсутствие такой информации делает эти данные малоинформативными. Следует от-

метить, что ориентационные зависимости теплопроводности определяются типом анизотропии

упругой энергии и качественно отличаются для кубических кристаллов различного типа [24].

В работе [25] показано, что влияние анизотропии упругой энергии на спектр и вектора поля-

ризации колебательных мод определяется безразмерным параметром

𝑘 − 1 =
𝑐12 + 2𝑐44 − 𝑐11

𝑐11 − 𝑐44
,

где 𝑐𝑖𝑗 – упругие модули второго порядка. В зависимости от знака параметра 𝑘 − 1 все кубиче-

ские кристаллы могут быть разделены на кристаллы с положительной 𝑘−1 > 0 и отрицательной

𝑘 − 1 < 0 анизотропией упругих модулей второго порядка. Вид спектра и поведение векторов

поляризации колебательных мод для кристаллов первого (𝑘 − 1 > 0) и второго типа (𝑘 − 1 < 0)

качественно отличается (см. подробнее [25]). Проведенный нами анализ в работе [24] показал,

что направления фокусировки фононов для каждой из акустических мод в кристаллах одного
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типа совпадают, тогда как для кристаллов разного типа они отличаются. Это приведет к каче-

ственному отличию анизотропии теплопроводности в кристаллах разного типа. В связи с этим

исследованию особенностей фононного транспорта в монокристаллических пленках и нанопро-

водах кубической симметрии с различным типом анизотропии упругой энергии будет уделено

большое внимание.

Следует отметить, использование численных методов таких, как метод молекулярной дина-

мики не дает пока достаточно надежных результатов при расчете температурных зависимостей

теплопроводности с учетом фокусировки фононов. Расчет теплопроводности алмазных нанопро-

водов в [23,26] в симметричных направлениях привел к взаимно противоположным результатам

для анизотропии теплопроводности. Теоретический анализ в работе [26] показал, что теплопро-

водность алмазных нанопроводов в направлениях [110] значительно больше, чем в направлениях

[001] и [111]. Этот результат противоречит экспериментальным данным МакКарди и др. [17] и

нашему анализу. Согласно [27–30] максимумы теплопроводности для кристаллов Ge, Si и алмаза

в низкотемпературной области должны наблюдаться в направлениях типа [001]. Они обуслов-

лены медленной поперечной модой, которая фокусируется именно в этом направлении. Резуль-

таты [23] для анизотропии теплопроводности качественно согласуются с нашими оценками и

результатами [17]. Однако, согласно расчетам [23], значительная анизотропия теплопроводности

имеет место при температурах, значительно превышающих температуру максимума теплопро-

водности. Это противоречит результатам [17], из которых следует, что при повышении темпе-

ратуры выше максимума теплопроводности и переходе к объемным механизмам релаксации,

анизотропия теплопроводности быстро исчезает.

Цель работы.

Исследовать роль граничного рассеяния фононов в теплопроводности кубических кристал-

лов конечной длины с круглым, квадратным и прямоугольным сечениями при учете эффектов,

обусловленных фокусировкой фононов. Объяснить экспериментальные данные по анизотропии

и температурным зависимостям коэффициентов теплопроводности объемных кристаллов крем-

ния, а также кремниевых пленок и нанопроводов.

Выполнение поставленных целей требует решения следующих задач:

1. Найти аналитическое решение задачи о кнудсеновском течении фононного газа при диф-

фузном рассеянии фононов на границах образцов конечной длины с круглым, квадратным

и прямоугольным сечениями с учетом фокусировки фононов и определить времена релак-

сации фононов.

2. Разработать метод учета фокусировки фононов при расчете теплопроводности монокри-

сталлических образцов. Показать, что использование этого метода и вычисленных времен

релаксации фононов на границах образца позволило адекватно описать эксперименталь-

ные данные теплопроводности объемных образцов кремния с квадратным и прямоуголь-

ным сечениями для различных направлений градиента температуры и ориентаций боковых

граней образцов во всем исследованном интервале температур.
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3. Рассмотреть особенности фононного транспорта в монокристаллических тонких пленках

и нанопроводах кубической симметрии с различным типом анизотропии упругой энергии.

4. Используя предложенный метод и рассчитанные нами времена релаксации фононов на

границах, описать экспериментальные данные по теплопроводности кремниевых нанопро-

водов с диаметрами большими 50 нм и кремниевых пленок с толщинами большими 20

нм от низких до комнатных температур. Оценить роль граничного рассеяния фононов в

теплопроводности этих образцов при комнатной температуре.

Научная новизна диссертации.

Впервые дано аналитическое решение задачи о кнудсеновском течении фононного газа в

образцах конечной длины с круглым, квадратным и прямоугольным сечениями.

Это позволило определить времена релаксации фононов различных поляризаций при диф-

фузном рассеянии фононов на границах образца. Сформулирован метод, позволяющий учиты-

вать эффекты, обусловленные фокусировкой фононов при расчете теплопроводности кубических

кристаллов. Определены оптимальные ориентации плоскостей пленок и направления потока

тепла, обеспечивающие максимальный или минимальный теплоотвод от элементов кремниевых

микросхем при низких температурах.

Положения, выносимые на защиту:

1. Дано аналитическое решение задачи о кнудсеновском течении фононного газа в образцах

конечной длины с круглым, квадратным и прямоугольным сечениями. Установлено, что

в образцах с квадратным и круглым сечениями длины свободного пробега фононов для

каждой колебательной моды достигают максимальных значений в направлениях их фоку-

сировки, причем в этих направлениях они превосходят длины пробега фононов остальных

колебательных мод.

2. Предложен метод учета фокусировки фононов при расчете теплопроводности монокри-

сталлических образцов. Использование этого метода позволило адекватно описать экспе-

риментальные данные теплопроводности объемных образцов кремния с квадратным и пря-

моугольным сечениями для различных направлений градиента температуры и ориентаций

боковых граней образцов во всем исследованном интервале температур.

3. Показано, что анизотропия теплопроводности в нанопроводах определяется фокусиров-

кой и дефокусировкой фононов, тогда как для тонких пленок она в значительной степени

определяется ориентацией плоскостей пленки, имеющих различную симметрию. Причем,

при диффузном рассеянии фононов на границах пленок Si максимальной теплопроводно-

стью обладают пленки с ориентацией {100}, а минимальной теплопроводностью - пленки

с ориентацией {111}.

4. Установлено, что использование предложенного метода и рассчитанных нами времен ре-

лаксации фононов на границах позволяет в трехмодовой модели Каллавея адекватно опи-

сать температурные зависимости теплопроводности кремниевых нанопроводов с диамет-
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рами большими 50 нм и кремниевых пленок с толщинами большими 20 нм от низких до

комнатных температур.

5. Показано, что при комнатных температурах существенную роль в теплосопротивлении на-

норазмерного образца играет рассеяние фононов на границах: его вклад достигает 60% для

кремниевого нанопровода с диаметром 56 нм и 58% для кремниевой пленки с толщиной

20 нм.

Научная и практическая значимость работы.

1. Развитый метод учета фокусировки фононов и полученные выражения для времен релак-

сации фононов на границах образца могут найти применение при исследовании влияния

фокусировки фононов на теплопроводность в объемных кубических кристаллах с различ-

ным типом анизотропии упругой энергии и наноструктурах на их основе.

2. Показано, что в нанопроводах с квадратным и круглым сечениями длины свободного про-

бега фононов для каждой колебательной моды достигают максимальных значений в на-

правлениях их фокусировки, причем в этих направлениях они превосходят длины пробега

фононов остальных колебательных мод. Этот результат имеет значение для теории конден-

сированного состояния.

3. Метод аппроксимации фононного спектра фононов на всю зону Бриллюэна может быть ис-

пользован при вычислении кинетических и термодинамических характеристик в объемных

полупроводниковых кристаллах и наноструктур кубической симметрии.

4. Установлено, что при диффузном рассеянии фононов на границах пленок Si максимальной

теплопроводностью обладают пленки с ориентацией {100}, а минимальной теплопровод-

ностью - пленки с ориентацией {111}. Поэтому для получения максимального теплоотвода

от элементов полупроводниковых микросхем необходимо использовать кремниевые плен-

ки плоскостью {100}, а для минимального – с плоскостью {111}.

Полученные результаты могут быть использованы для оптимизации работы кремниевых мик-

росхем, а также при создании новых полупроводниковых устройств.

Методология и методы исследования.

Теоретический анализ фононного транспорта в кубических кристаллах основан на методе

кинетического уравнения Больцмана (КУБ) для функции распределения фононов. Он позволяет

рассмотреть влияние различных механизмов релаксации фононов на теплопроводность, а также

учесть особую роль нормальных процессов (N-процессов) фонон-фононного рассеяния. Тем-

пературные зависимости теплопроводности объёмных кристаллов кремния, как и кремниевых

пленок и нанопроводов, анализируются в трехмодовой модели Каллавея [31–34] в рамках стан-

дартного релаксационного метода [1, 35, 36]. В этой модели выделяются вклады резистивных и

нормальных процессов релаксации фононов в полную скорость релаксации. Резистивные про-

цессы рассеяния фононов — процессы рассеяния, приводящие к релаксации импульса фононной

системы. К ним относятся рассеяние фононов на фононах в процессах переброса, на дефектах
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(изотопическом беспорядке) и границах образца. В нормальных процессах релаксации импульс

фононной системы сохраняется. Эти процессы перераспределяют энергию и импульс между

различными фононными модами и стремятся установить дрейфовое локально-равновесное рас-

пределение. В качестве нормальных процессов релаксации учитываются ангармонические меха-

низмы Херринга [37] для продольных фононов и Ландау-Румера [38] для поперечных фононов.

Поэтому решеточную теплопроводность в трехмодовой модели Каллавея можно представить в

виде аддитивной суммы диффузионного и дрейфового вкладов. В отличие от ранее опублико-

ванных работ [1, 31–36], при анализе фононного транспорта мы учли фокусировку фононов и

обусловленную ей зависимость теплопроводности от ориентации теплового потока. Метод Кал-

лавея хорошо апробирован и широко используется при анализе теплопроводящих свойств как

объемных, так и наноразмерных материалов.

Для описания рассеяния фононов на границах и фононного транспорта в пленках и нано-

проводах будет использоваться метод Казимира – МакКарди [14, 17]. Этот метод был развит

Казимиром [14], который в модели изотропной среды рассмотрел задачу о теплопроводности

диэлектрического стержня бесконечной длины при диффузном рассеянии фононов на границах

образца. В дальнейшем эта теория была обобщена в работе МакКарди [17] на случай упруго

анизотропных кристаллов. Адекватным приближением для исследования релаксационных ха-

рактеристик фононной системы является модель анизотропного континуума [39]. В этой модели

гармоническая энергия кубических кристаллов выражается через три модуля упругости вто-

рого порядка, а ангармоническая энергия - через шесть модулей упругости третьего порядка.

Причем, для значительной части кубических кристаллов упругие модули второго и третьего

порядка экспериментально определены. Поэтому расчет релаксационных характеристик в этой

модели, является надежной основой для интерпретации экспериментальных данных по фонон-

ному транспорту в кубических кристаллах.

При анализе влияния дисперсии фононов на теплопроводность объемных и наноразмерных

материалов используется разработанный нами в [27, 40] метод аппроксимации фононного спек-

тра кубических кристаллов, полученного из данных по неупругому рассеянию нейтронов для

симметричных направлений, на всю зону Бриллюэна. Данный метод применен к исследованию

влияния эффекта фононной фокусировки на фононный транспорт в пленках и нанопроводах на

основе кремния.

Достоверность.

Достоверность представленных результатов обеспечивается применением проверенных и

широко апробированных методов расчета спектра фононов и решеточной теплопроводности ку-

бических кристаллов, обоснованным выбором приближений и согласием полученных физиче-

ских характеристик с теоретическими и экспериментальными литературными данными. Числен-

ные расчеты теплопроводности и длин свободного пробега фононов в объемных и наноразмер-

ных образцах проводились независимо автором и к.ф.-м.н. И. И. Кулеевым.

Личный вклад автора.

Вошедшие в диссертацию результаты получены автором под научным руководством д.ф.-м.н.

Кулеева Игоря Гайнитдиновича.
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Автор совместно с научным руководителем участвовал в обсуждении постановки цели и за-

дач исследования. Бахаревым С.М. лично были проведены аналитические расчеты теплопровод-

ности и длин свободного пробега фононов в кубических кристаллах конечной длины с учетом

фокусировки фононов. Автором лично разработаны программы для вычисления длин свободно-

го пробега фононов и теплопроводности с учетом дрейфового движения фононов в кубических

кристаллах. Обсуждение результатов исследований осуществлялось автором вместе с руководи-

телем и соавторами Кулеевым И.И., Инюшкиным А. В. и Устиновым В. В.

Апробация результатов.

Результаты, вошедшие в представляемую диссертационную работу, изложены в 20 публика-

циях, включающих 10 статей в реферируемых журналах из списка ВАК и 10 тезисов докладов

на различных научных мероприятиях. Список публикаций приведен в конце диссертации на

стр. 141.

Основные результаты диссертационного исследования были представлены на Всероссий-

ской школе-семинаре по проблемам физики конденсированного состояния вещества (СПФКС-

12 – СПФКС-15, Екатеринбург, Россия, 2011-2014 гг.); Международной зимней школе физиков-

теоретиков «Коуровка» (Новоуральск, Россия, 2012 г.); Совещании по физике низких температур

(Санкт-Петербург, Россия, 2012 г., Казань, Россия, 2015 г.); Международной научной конферен-

ции «Актуальные проблемы физики твердого тела» (Минск, Белоруссия, 2013 г.); на научной

сессии Института физики металлов УрО РАН (Екатеринбург, Россия, 2014 г.); конференции мо-

лодых ученых «Проблемы физики твердого тела и высоких давлений» (Сочи, Россия, 2014 г.);

на лабораторных семинарах Института Физики Металлов УрО РАН (Екатеринбург, Россия).

Соответствие диссертации паспорту специальности.

Содержание диссертации соответствует пункту 1. «Теоретическое и экспериментальное изу-

чение физической природы свойств металлов и их сплавов, неорганических и органических

соединений, диэлектриков и в том числе материалов световодов как в твердом, так и в аморф-

ном состоянии в зависимости от их химического, изотопного состава, температуры и давления»

паспорта специальности 01.04.07 – физика конденсированного состояния.

Диссертационная работа состоит из введения, пяти глав, заключения и приложения.

В первой главе представлены результаты анализа анизотропии спектра и векторов поляри-

зации фононов в модели анизотропной среды для кристаллов с различным типом анизотропии

упругой энергии. Предложен метод аппроксимации фононного спектра кубических кристаллов,

полученного из данных по неупругому рассеянию нейтронов для симметричных направлений,

на всю зону Бриллюэна. Расчет теплоемкости кристаллов Si и Ge показал, что предложенная ап-

проксимация спектра удовлетворительно согласуется с экспериментальными данными и может

быть использована при анализе релаксационных характеристик фононных систем. Исследованы

особенности фокусировки фононов в кубических кристаллах с различным типом анизотропии

упругой энергии. Рассмотрено влияние фокусировки на угловое распределение плотности фо-

нонных состояний.

Во второй главе дано аналитическое решение задачи о кнудсеновском течении фононного

газа в образцах конечной длины с круглым, квадратным и прямоугольным сечениями. В модели
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анизотропного континуума рассчитаны длины пробега фононов различных поляризаций. По-

казано, что анизотропия длин пробега фононов заметно уменьшается при переходе от образцов

бесконечной длины к образцам конечной длины. Проанализирована анизотропия длин свободно-

го пробега фононов для каждой из ветвей фононного спектра в кристаллах кремния при низких

температурах. Установлено, что в образцах с квадратным и круглым сечениями длины свобод-

ного пробега фононов для каждой колебательной моды достигают максимальных значений в

направлениях их фокусировки, причем в этих направлениях они превосходят длины пробега

фононов остальных колебательных мод.

В третьей главе предложен метод учета фокусировки фононов при расчете теплопроводно-

сти монокристаллических образцов. Основываясь на аналитическом решении задачи о гранич-

ном рассеянии фононов (см. главу 2) и учитывая эффекты, экспериментально обнаруженные в

работе [17], мы ввели два ориентационных параметра, которые учитывают зависимость тепло-

проводности от направления теплового потока и ориентации боковых граней образца. Показано,

что ориентационные параметры могут быть определены через компоненты групповой скоро-

сти, параллельные и перпендикулярные направлению теплового потока. Использование предло-

женного метода и вычисленных нами времен релаксации фононов позволило адекватно описать

температурные зависимости теплопроводности кристаллов кремния с квадратным и прямоуголь-

ным сечениями и объяснить оба эффекта в теплопроводности, обнаруженных в работе МакКар-

ди [17]. Определены параметры ангармонического рассеяния фононов. Рассмотрен переход от

доминирующей роли граничного рассеяния к объемным механизмам релаксации фононов при

повышении температуры.

В четвертой главе представлены результаты исследования влияния фокусировки фононов

на фононный транспорт в монокристаллических наноразмерных материалах с различным типом

анизотропии упругой энергии в режиме кнудсеновского течения фононного газа. Показано, что

анизотропия теплопроводности для наноструктур из кубических кристаллов с положительной

(GaAs, Ge, Si, алмаз, YAG) и отрицательной (CaF2, NaCl, YIG) анизотропией упругих моду-

лей второго порядка качественно отличается, как для тонких пленок, так и для нанопроводов.

В монокристаллических нанопроводах из кристаллов первого типа направления фокусировки

фононов соответствуют направлениям дефокусировки для нанопроводов из кристаллов второ-

го типа. Поэтому длины пробега фононов в монокристаллических нанопроводах из кристаллов

первого типа достигают максимальных значений в тех направлениях, в которых они имеют ми-

нимальные значения для кристаллов второго типа и наоборот. В монокристаллических пленках

первого типа максимальные значения теплопроводности достигаются для ориентации {100}, а

минимальные значения – для пленок с ориентацией {111}. В монокристаллических пленках

второго типа минимальные значения теплопроводности достигаются для ориентации {100}, а

максимальные – для ориентации плоскости пленки {110} и направления теплового потока [110].

В пятой главе исследовано влияние фокусировки фононов на анизотропию и температур-

ные зависимости теплопроводности кремниевых нанопроводов и тонких пленок в рамках трех-

модовой модели Каллавея. Использование предложенного метода и вычисленных нами времен

релаксации фононов позволило согласовать результаты расчета температурных зависимостей
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теплопроводности кремниевых нанопроводов диаметром более 50 нм и пленок толщиной бо-

лее 20 нм с экспериментальными данными. Определены ориентации плоскостей пленок и на-

правления потока тепла, обеспечивающие максимальный или минимальный теплоотвод от эле-

ментов кремниевых микросхем как при низких, так и при комнатных температурах. Показано,

что при диффузном отражении фононов от границ наименьшей рассеивающей способностью (и

максимальной теплопроводностью) обладает плоскость с ориентацией {100}, а максимальной

рассеивающей способностью (и минимальной теплопроводностью) – плоскость с ориентаци-

ей {111}. В достаточно широких пленках величины теплопроводности в значительной степени

определяются ориентацией плоскости пленки, тогда как для нанопроводов с квадратным сече-

нием зависят, главным образом, от направления теплового потока. Проанализировано влияние

анизотропии упругой энергии на зависимости теплопроводности от геометрических параметров

пленок. Определены температуры перехода от граничного рассеяния к объемным механизмам

релаксации.

В заключении диссертации приведены основные результаты и выводы работы.

В приложении А приведено решение системы кинетических уравнений для неравновесных

функций распределений фононов с учетом нормальных процессов фонон-фононного рассеяния.

Работа выполнена при поддержке программы ОФН РАН (гранты №12-Т-2-1018, №09-Т-2-

1005), гранта ведущей научной школы (НШ-14.120.14.1540, НШ-6172.2012.2) и фонда «Дина-

стия».
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Глава 1

Распространение упругих волн и

фокусировка в кубических кристаллах

В значительном числе публикаций, посвященных анализу теплопроводности, как в объёмных

материалах [1, 14, 35, 36], так и наноструктурах [4, 7, 8, 22, 41], для спектра и векторов поляриза-

ций фононов использовалась модель изотропной среды. В изотропных средах распространяются

чисто продольные и чисто поперечные колебательные моды, причем, последние являются вы-

рожденными. Очевидно, что эта модель не является адекватной для анализа фононного транс-

порта и поглощения ультразвука в кристаллических твердых телах (см., например [17, 40]). В

этом случае необходимо учитывать анизотропию упругой энергии. В длинноволновом прибли-

жении, когда волновой вектор фонона гораздо меньше Дебаевского волнового вектора, адекват-

ным приближением является модель анизотропного континуума. В этой модели упругая энергия

кубического кристалла определяется тремя модулями упругости второго порядка, которые для

большинства исследованных кристаллов экспериментально определены [42–51].

Учет упругой анизотропии кубических кристаллов приводит к ряду новых эффектов для

динамических характеристик упругих волн. Во-первых, в кубических кристаллах распространя-

ются квазипродольные или квазипоперечные колебания, и только в симметричных направлени-

ях, таких как [100], [110] и [111], распространяются чистые моды [39, 44]. Во-вторых, спектр

фононов становится анизотропным, и снимается вырождение поперечных колебательных мод.

Следует отметить, что анизотропия спектра и наличие точек вырождения для поперечных мод в

кубических кристаллах приводит к появлению новых механизмов релаксации фононов в ангар-

монических процессах рассеяния в отличие от изотропных сред [37, 52, 53]. Детальный анализ

динамических характеристик упругих волн в кубических кристаллах проведен в работе [25] (см.

также раздел 1.1). В ней показано, что вклад поперечной компоненты в квазипродольные ко-

лебания в кубических кристаллах мал, и им можно пренебречь. Напротив, вклад продольных

компонент в квазипоперечные моды не является малым, и при расчете релаксационных харак-

теристик фононных систем необходимо учитывать продольную компоненту этих мод. Показано,

что кубические кристаллы в соответствии с их упругими свойствами могут быть разделены на

кристаллы с положительной (тип I) и отрицательной (тип II) анизотропией упругих модулей

второго порядка [25]. Вид спектра колебательных ветвей для кристаллов этих типов различает-
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ся качественно, тогда как внутри одного типа кристаллов спектры фононов различаются лишь

количественно.

В-третьих, анизотропия упругих свойств кубических кристаллов приводит к неколлинеар-

ности групповой и фазовой скоростей фононов и, соответственно, к фокусировке или дефоку-

сировке колебательных мод [54, 55]. Фононы будут преимущественно распространяться в на-

правлениях фокусировки, а в направлениях близких к направлениям дефокусировки плотность

состояний колебательных мод может быть значительно меньше, чем в модели изотропной сре-

ды. Нами показано, что в кристаллах первого и второго типа не только анизотропия спектра

и векторов поляризации качественно различны, но и отличаются направления фокусировки и

дефокусировки всех колебательных мод. При низких температурах, когда длина пробега фоно-

нов превышает поперечный размер образца, это может приводить к существенному влиянию на

фононный транспорт в кубических кристаллах.

Для анализа температурных зависимостей теплопроводности модель анизотропного конти-

нуума является недостаточной, поскольку нам необходимо знать спектр фононов во всей зоне

Бриллюэна. Поэтому в разделе 1.2 спектр фононов для кристаллов Si, найденный из данных

по неупругому рассеянию нейтронов для симметричных направлений, аппроксимирован на всю

зону Бриллюэна. В разделе 1.3 найденный спектр фононов применен к расчету теплоемкости

кристаллов Si и Ge.

В разделе 1.4 проанализированы угловые зависимости групповой скорости и фокусировка

фононов в кубических кристаллах с различным типом анизотропии упругой энергии. Рассмот-

рено изменение направлений фокусировки колебательных мод при переходе от длинноволновых

фононов к коротковолновым. В разделе 1.5 исследовано влияние фокусировки на угловое рас-

пределение плотности фононных состояний в кубических кристаллах.

1.1 Модель анизотропного континуума. Спектр и вектора

поляризации фононов

Рассмотрим модель анизотропного континуума [25,39]. В этой модели упругая энергия куби-

ческого кристалла определяется тремя модулями второго порядка 𝑐11, 𝑐12 и 𝑐44. Она справедлива

для волновых векторов фононов q гораздо меньших дебаевского волнового вектора q𝐷. В рамках

этой модели спектр фононов 𝜔𝜆𝑞 с поляризацией 𝜆 может быть представлен в виде:

𝜔𝜆𝑞 = 𝑆𝜆0 (𝜃, 𝜙)𝑞. (1.1)

Анизотропия спектра определяется фазовой скоростью фонона 𝑆𝜆0 (𝜃, 𝜙), зависящей от угловых

переменных 𝜃 и 𝜙 вектора q (угол 𝜃 задает отклонение вектора q от оси 𝑍, 𝜙 – угол между осью

𝑋 и проекцией вектора q на плоскость 𝑋𝑌 ). Для кубических кристаллов компоненты векторов

поляризаций 𝑒𝑗 (e — единичный вектор, который задает направление смещения среды) и спектр

фононов в системе координат по ребрам куба могут быть определены из системы уравнений
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Кристофеля [44], которая в обозначениях Саймонса [56] может быть представлена в виде:∑︁
𝑗

𝑒𝑗 {(𝑛𝑖𝑛𝑗 − 𝜀𝛿𝑖𝑗) + (𝑘 − 1)𝑛𝑖𝑛𝑗(1 − 𝛿𝑖𝑗)} = 0. (1.2)

Здесь 𝑛𝑗 = 𝑞𝑗/𝑞 – проекции единичного вектора фонона n = (sin 𝜃 cos𝜙, sin 𝜃 sin𝜙, cos 𝜃) на

соответствующие оси координат, 𝛿𝑖𝑗 - символ Кронекера (𝛿𝑖𝑗 = 1, если 𝑖 = 𝑗, и 𝛿𝑖𝑗 = 0, если

𝑖 ̸= 𝑗),

𝑘 =
𝑐12 + 𝑐44
𝑐11 − 𝑐44

,

𝜀 =
𝑆𝜆0 (𝜃, 𝜙)2𝜌− 𝑐44

𝑐11 − 𝑐44
,

где 𝜌 – плотность кристалла. Из условия существования нетривиального решения системы урав-

нений (1.2) находим:

𝜀3 − 𝜀2 − (𝑘2 − 1)𝜀𝜉 − (1 − 𝑘)2(2𝑘 + 1)𝜂 = 0, (1.3)

где 𝜉 = 𝑛2
1𝑛

2
2 + 𝑛2

1𝑛
2
3 + 𝑛2

2𝑛
2
3 и 𝜂 = 𝑛2

1𝑛
2
2𝑛

2
3 - кубические гармоники. Решение этого уравнения

относительно 𝜀 дает три значения скорости, при которых система уравнений (1.2) совместна.

Поскольку для любого направления имеется три решения, т.е. три скорости, то ясно, что суще-

ствует лишь три индивидуальные бегущие моды: продольная (𝐿) и две поперечных (𝑡1, 𝑡2). Из

(1.3) находим фазовую скорость для акустических ветвей фононного спектра [25]:

𝑆𝜆0 (𝜃, 𝜙) =

√︂
𝑐44
𝜌

√︂
1 +

𝑐11 − 𝑐44
𝑐44

𝜀𝜆, 𝜀𝜆 =
1

3
+ 𝑍𝜆. (1.4)

Величины 𝑍𝜆 для продольных (𝐿) и поперечных фононов (𝑡1, 𝑡2) определяются выражениями:

𝑍𝐿 =
2

3
𝑟 cos

𝑄

3
, 𝑍𝑡1,𝑡2 =

2

3
𝑟 cos

(︂
𝑄

3
∓ 2𝜋

3

)︂
, (1.5)

𝑟 =
√︀

1 + 3(𝑘2 − 1)𝜉, cos𝑄 =
1

𝑟3
(︀
1 + 4.5(𝑘2 − 1)𝜉 + 13.5(1 − 3𝑘2 + 2𝑘3)

)︀
.

Решения кубического уравнения (1.3) 𝜀𝑡1 и 𝜀𝑡2 , определяемые формулами (1.4) и (1.5), соответ-

ствуют «быстрой» (верхней) и «медленной» (нижней) поперечным колебательным модам. Далее

будет показано, что при классификации поперечных мод необходимо учитывать их поляриза-

цию, а разделение поперечных мод на быстрые и медленные моды в ряде случаев не является

физически корректным.

Для изотропной среды параметр 𝑘−1 = 0, и анизотропия спектра исчезает, а уравнение (1.3)

сводится к виду

𝜀2(𝜀− 1) = 0.

Одно из его решений дает фазовую скорость продольных фононов 𝑆𝐿 =
√︀
𝑐11/𝜌. Два других

решения совпадают и дают фазовые скорости поперечных фононов 𝑆𝑡1 = 𝑆𝑡2 =
√︀
𝑐44/𝜌. А для

векторов поляризации имеем e𝐿 = n и (e𝑡n) = 0. Таким образом, в изотропной среде могут

распространяться чисто продольные и чисто поперечные волны с фиксированными скоростя-
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ми, которые определяются двумя модулями упругости второго порядка 𝑐11 и 𝑐44 и плотностью

кристалла 𝜌.

В отличии от изотропных сред в кубических кристаллах распространяются квазипродольные

или квазипоперечные колебания. Подстановка решений (1.4) и (1.5) в систему уравнений (1.2)

позволяет определить вектора поляризаций фононов различных колебательных ветвей [25]:

𝑒𝜆𝑗 =
1

𝐴𝜆
· 𝑛𝑗
𝜓𝜆𝑗
, 𝐴𝜆 = ±

⎯⎸⎸⎷∑︁
𝑗

𝑛2
𝑗

(𝜓𝜆𝑗 )2
, (e𝜆n) =

1

𝐴𝜆

∑︁
𝑗

𝑛2
𝑗

𝜓𝜆𝑗
, 𝜓𝜆𝑗 = 𝜀𝜆 + (𝑘 − 1)𝑛2

𝑗 . (1.6)

Нетрудно убедиться, что для векторов поляризаций выполняются соотношения:

(e𝜆e𝜆
′
) = 𝛿𝜆𝜆′ .

Для каждого направления волнового вектора в кристалле существуют три независимые вол-

ны со своими скоростями 𝑆𝜆(𝜃, 𝜙) и взаимно перпендикулярными смещениями. В общем случае

ни одно из этих смещений не совпадает ни с нормалью к фронту волны, ни с перпендикулярным

направлением к нормали: т.е. волны не являются ни чисто продольными, ни чисто поперечны-

ми [44]. Однако в симметричных направлениях, таких как [100], [110] и [111], распространяются

чистые моды, причем в направлениях типа [100] и [111] поперечные моды вырождены (см. рис.

1.1). Для направления [111] угол 𝜙 = 𝜋/4, а угол 𝜃 = 𝜃[111] = arctan
√

2 ≈ 54.7∘. Для упругоизо-

тропных сред параметр k равен единице, и поперечные моды вырождены для всех направлений.

Как видно из рисунков 1.1, для кубических кристаллов скорости звука и, соответственно, спек-

тры фононов существенно отличаются от изотропных сред. Следует отметить, что анизотропия

спектра и наличие точек вырождения в колебательных модах поперечных фононов приводит к

существенным отличиям частот релаксации фононов в ангармонических процессах рассеяния в

кубических кристаллах от изотропных сред [56, 57].

Из уравнений Кристофеля (1.2) и (1.3) следует, что влияние анизотропии упругой энергии

на спектр и вектора поляризации колебательных мод определяется безразмерным параметром

𝑘−1 = (𝑐12+2𝑐44−𝑐11)/(𝑐11−𝑐44). В работе [25] показано, что в зависимости от знака параметра

𝑘− 1 все кубические кристаллы могут быть разделены на кристаллы с положительной 𝑘− 1 > 0

и отрицательной 𝑘 − 1 < 0 анизотропией упругих модулей второго порядка (см. таблицу 1.1).

Для изотропных сред параметр 𝑘 = 1. К первому типу относятся кристаллы LiF, GaAs, Ge, Si,

алмаз, YAG (иттрий-алюминиевый гранат) и т.д. (см. таблицу 1.1). Для них в направлении [100]

скорость продольных фононов – минимальна, а поперечных фононов – максимальна, тогда как

в направлении [111] скорость продольных фононов – максимальна, а для поперечных фононов –

минимальна в направлении [110] (см. рис. 1.1а, в):

𝑆𝐿[100] =

√︂
𝑐11
𝜌
, 𝑆𝐿[111] = 𝑆𝐿[100]

√︂
1 +

2∆𝐶

3𝑐11
, 𝑆𝐿[110] = 𝑆𝐿[100]

√︂
1 +

∆𝐶

2𝑐11
,

𝑆𝑡[100] =

√︂
𝑐44
𝜌
, 𝑆𝑡[111] = 𝑆𝑡[100]

√︂
1 − ∆𝐶

3𝑐44
, 𝑆𝑡1[110] = 𝑆𝑡[100], 𝑆𝑡2[110] = 𝑆𝑡[100]

√︂
1 − ∆𝐶

2𝑐44
, (1.7)
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где параметр ∆𝐶 = 𝑐12 + 2𝑐44 − 𝑐11.

Ко второму типу кубических кристаллов (𝑘 − 1 < 0) относятся кристаллы CaF2, KCl, NaCl,

YIG (иттрий-железистый гранат) и т.д. (см. таблицу 1.1). Как видно из сравнения рисунков

1.1(а,б) и 1.1(в,г), вид спектров колебательных ветвей для кристаллов первого и второго типа

качественно отличается тогда, как внутри одного типа кристаллов спектры фононов отличают-

ся лишь количественно. Для этих кристаллов, в противоположность кристаллам первого типа,

скорость продольных фононов максимальна в направлении типа [100] и минимальна в направ-

лении [111], скорость поперечных фононов максимальна в направлении [110] и минимальна в

направлении [100] (см. рис. 1.1(б,г)). Хотя Ge, Si и алмаз, входящие в первую группу кубических

кристаллов, являются ковалентными, а KCl, NaCl и CaF2 являются ионными кристаллами, про-

веденное разделение кубических кристаллов по их упругим свойствам на два типа не связано с

характером их химической связи. Следует отметить, что в первую группу попали ионные соеди-

нения LiF и MgO. Отметим, что металлы кубической симметрии также попали и в первую, и во

вторую группу.

Что касается векторов поляризации фононов, то для произвольного направления (не совпада-

ющего ни с одним из симметричных направлений) в кубических кристаллах распространяются

квазипродольные или квазипоперечные колебания. При этом вклад поперечной компоненты в

квазипродольные колебания в кубических кристаллах и первого, и второго типа мал, и им мож-

но пренебречь. Оценки показывают (см. рис 1.2, кривые 1‘ и 2‘), что величина
(︀
e𝐿n

)︀
= 1 − 𝛿𝐿

мало отличается от единицы, при этом параметр 𝛿𝐿 < 0.02 (𝛿𝐿 = 1−
(︀
e𝐿n

)︀
) для кристаллов типа

Ge, Si, алмаза, GaSb и 𝛿𝐿 < 0.03 для кристаллов типа KCl. Ситуация с векторами поляризации

квазипоперечных колебаний в общем случае более сложная, и продольная составляющая для

квазипоперечных мод может быть значительной. Детальный анализ поведения векторов поляри-

зации в кубических кристаллах различного типа выполнен в работе [25]. Ниже, при изложении

этого вопроса мы будем следовать этой работе.

Рассмотрим угловые зависимости векторов поляризации для двух наиболее актуальных слу-

чаев, а именно: (1) для волновых векторов, лежащих в плоскостях граней куба, (2) для волновых

векторов, лежащих в диагональных плоскостях. Для волнового вектора фонона, расположенного

в плоскости 𝑋𝑍, вектор n = (sin 𝜃, 0, cos 𝜃), функции 𝜉 = 𝑛2
1𝑛

2
2 = sin2 𝜃 cos2 𝜃, 𝜂 = 0, а кубическое

уравнение (1.3) сводится к виду:

𝜀(𝜀2 − 𝜀− (𝑘2 − 1)𝜉) = 0. (1.8)

Его решение для продольных и поперечных мод имеет вид:

𝜀𝑡1 = 0, 𝜀𝐿,𝑡2 =
1

2
±
√︂

1

4
+ (𝑘2 − 1)𝜉, 𝑆𝑡1 = 𝑆𝑡[100], 𝑆𝐿,𝑡2 = 𝑆𝑡[100]

√︂
1 +

𝑐11 − 𝑐44
𝑐44

𝜀𝐿,𝑡2 . (1.9)

Подстановка этих решений в (1.2) (или использование формул (1.2)) дает выражения для векто-

ров поляризации:

e𝑡1 = (0, 1, 0), (e𝑡1n) = 0, 𝑒𝑡2𝑥 =
𝑛𝑥𝜓𝑧sign(𝑛𝑧𝜓𝑧)

𝜓2

, 𝑒𝑡2𝑦 = 0, 𝜓𝑥,𝑧 = 𝜀𝑡2 + (𝑘 − 1)𝑛2
𝑥,𝑧,
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Рисунок 1.1. Угловые зависимости скоростей звука 𝑆𝜆0 (𝜃, 𝜙) (105 см/с), в кристаллах Si (а,
в) и KCl (б, г) для волнового вектора, лежащего в плоскости грани куба (𝜙 = 0) (а, б) и в
диагональной плоскости (𝜙 = 𝜋/4) (в, г). Кривые 1 – для квазипродольных волн, кривые 2 и 3 –
для квазипоперечных мод.
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Таблица 1.1. Упругие модули второго порядка 𝑐𝑖𝑗 (1012 дин/см2), плотность 𝜌 (г/см3) и параметр
анизотропии 𝑘 − 1 для ряда кубических кристаллов.

Тип Кристалл 𝑐11 𝑐12 𝑐44 𝜌 k-1

I

GaAs [50] 1.1904 0.5384 0.5952 5.317 0.90

Ge [44] 1.289 0.483 0.671 5.32 0.87

InSb [44] 0.672 0.367 0.302 5.76 0.81

LiF [51] 1.246 0.424 0.649 2.646 0.78

Ag [44] 1.22 0.915 0.448 10.49 0.766

MgO [44] 2.86 0.87 1.48 3.58 0.703

Si [47] 1.677 0.65 0.804 2.3301 0.67

Pb [44] 0.466 0.392 0.144 11.34 0.655

Ni [44] 2.465 0.473 1.247 8.9 0.412

Алмаз [46] 10.76 1.25 5.76 3.512 0.40

Au [44] 1.86 1.57 0.42 19.32 0.382

Al [44] 1.069 0.626 0.285 2.7 0.162

YAG [43] 3.281 1.064 1.137 4.55 0.03

II

KCl [49] 0.398 0.062 0.0625 1.98 -0.63

NaCl [45] 0.575 0.099 0.133 2.214 -0.48

PbS [44] 1.27 0.298 0.248 7.5 -0.466

CaF2 [48] 1.74 0.56 0.359 3.211 -0.33

Mo [44] 4.6 1.76 1.1 10.19 -0.183

YIG [43] 2.69 1.077 0.764 5.17 -0.04
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Рисунок 1.2. Угловые зависимости величин 𝛿𝐿 и 𝛿𝑡2 , характеризующих отклонения векторов
поляризации от чистых мод, для волновых векторов, лежащих в плоскости грани куба (а) и в
диагональной плоскости (б). Кривые 1, 1‘ - для кристаллов Si, 2, 2‘ – для NaCl. Кривые 1,2 - для
квазипоперечных мод и 1‘, 2‘ – для квазипродольных мод.
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𝑒𝑡2𝑧 =
𝑛𝑧𝜓𝑥sign(𝑛𝑧𝜓𝑧)

𝜓2

= −
√︁

1 − (𝑒𝑡2𝑥 )2, 𝜓2 =
√︀
𝜀𝑡2(1 + 4(𝑘 − 1)𝜉) + 2𝑘(𝑘 − 1)𝜉, (1.10)

𝛿𝑡2 = (e𝑡2n) =
sign(𝑛𝑧𝜓𝑧)

𝜓2

(𝜀𝑡2 + 2(𝑘 − 1)𝜉) = cos(𝜃𝑒 − 𝜃).

где 𝜃𝑒 – угол между вектором поляризации e𝑡2 и осью 𝑍. Итак, мода 𝜀𝑡1 является чисто попе-

речной с вектором поляризации, направленным вдоль оси 𝑌 . Она является быстрой для куби-

ческих кристаллов с положительной анизотропией второго порядка (𝑘 − 1 > 0) и медленной

для кристаллов с отрицательной анизотропией (𝑘 − 1 < 0). Мода 𝜀𝑡2 в общем случае является

смешанной поперечно-продольной модой. Для нее вектор поляризации лежит в плоскости 𝑋𝑍.

Причем в кристаллах I типа (Ge, Si) она соответствует медленной моде, а в кубических кри-

сталлах II типа (KCl, NaCl) она является быстрой поперечной модой (см. рис. 1.1). Величина

𝛿𝑡2 характеризует отклонение вектора поляризации e𝑡2 от чистой моды. Максимальные значения

продольных компонент этой моды 𝛿𝑡2 составляют 15.5% для кристаллов Ge и достигают 24%

для KCl. Абсолютные значения величины 𝑘 − 1, которые характеризуют анизотропию упругих

свойств кубических кристаллов, убывают при переходе от кристаллов Ge к кристаллам Si, ал-

маза, поэтому максимальные значения 𝛿𝑡2 уменьшаются до 12.6% для кристаллов Si, 8.4% для

алмаза и 9.1% для NaCl (см. рис. 1.2).

Из рисунка 1.3а видно, что значения x-компонент векторов поляризации e𝑡20 квазипоперечных

мод в кристаллах Si и NaCl (кривые 1 и 2) значительно отличаются от соответствующих им

компонент чистой моды e𝑡20 = (cos 𝜃, 0,− sin 𝜃), для которой величина (e𝑡20 n) = 0 для обоих

видов кристаллов. Как видно из рисунков 1.2 и 1.3, для кристаллов типа (Ge, Si) в области

углов 0 < 𝜃 < 𝜋/4 угол 𝜃𝑒 между волновым вектором и вектором поляризации e𝑡2 превосходит

значение 𝜋/2, и величина 𝛿𝑡2 < 0, а для области углов 𝜋/4 < 𝜃 < 𝜋/2 угол 𝜃𝑒 меньше 𝜋/2,

и величина 𝛿𝑡2 > 0. Для кристаллов II типа (KCl, NaCl) ситуация обратная (см. рис. 1.2, 1.3,

кривые 2).

Более интересные результаты дает анализ спектра и векторов поляризации для диагонального

сечения: 𝜙 = 𝜋/4, n = (sin 𝜃/
√

2, sin 𝜃/
√

2, cos 𝜃), 𝜉 = 2𝑛2
𝑥(1 − 3/2𝑛2

𝑥), 𝜂 = 𝑛4
𝑥(1 − 2𝑛2

𝑥). В этом

случае кубическое уравнение (1.3) может быть факторизовано для функции 𝜓𝑥 = 𝜀+ (𝑘 − 1)𝑛2
𝑥:

𝜓𝑥[𝜓
2
𝑥 − 𝜓𝑥(1 + 3(𝑘 − 1)𝑛2

𝑥) + 2𝑘(𝑘 − 1)𝑛2
𝑥(3𝑛

2
𝑥 − 1)] = 0. (1.11)

Одно из решений этого уравнения 𝜓𝑡1𝑥 = 0 дает:

𝜀𝑡1 = −1

2
(𝑘 − 1) sin2 𝜃, 𝑆𝑡1(𝜃,

𝜋

4
) = 𝑆𝑡[100]

√︂
1 − ∆𝐶

2𝑐44
sin2 𝜃. (1.12)

Проведенный анализ показал, что вектор поляризации для этой моды перпендикулярен диа-

гональной плоскости, и это решение является единственным:

e𝑡1 = (−1/
√

2, 1/
√

2, 0), (e𝑡1n) = 0. (1.13)
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Рисунок 1.3. Угловые зависимости 𝑥-компоненты векторов поляризации e𝑡2 квазипоперечных
мод в кристаллах Si (кривые 1) и NaCl (кривые 2), построенные для волновых векторов, распо-
ложенных в плоскости грани куба (а) и в диагональной плоскости (б). Штриховые кривые 3 –
для соответствующих компонент чистых мод.
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Таким образом, эта мода является чисто поперечной, несмотря на то, что спектр фононов для

нее является анизотропным (см. рис. 1.1(в,г)). Этот результат может показаться неожиданным на

первый взгляд, поскольку согласно представлениям, основанным на модели изотропной среды,

следует, что чистым модам соответствуют изотропные спектры колебательных ветвей, а анизо-

тропия спектра поперечных колебательных мод должна приводить к отклонению от взаимной

перпендикулярности волнового вектора фонона и вектора поляризации. Однако из симметрий-

ного анализа упругих волн в кристаллах [39] следует, что для волновых векторов, лежащих в

плоскости симметрии или в плоскости, перпендикулярной оси симметрии четного порядка, од-

на из трех нормальных волн будет чисто поперечной, а ее смещение будет перпендикулярным

рассматриваемой плоскости. Диагональная плоскость (𝜙 = 𝜋/4) является как раз плоскостью

симметрии кубического кристалла, поэтому полученный выше результат согласуется с анализом,

проведенным в [39]. Отметим, что мода 𝜀𝑡1 является быстрой для кубических кристаллов I типа

(и медленной для кристаллов II типа) в области углов −𝜃111 < 𝜃 < 𝜃111 и 𝜋 − 𝜃111 < 𝜃 < 𝜋 + 𝜃111

(𝜃111 – угол между осью 𝑍 и направлением [111]), а в области углов 𝜃111 < 𝜃 < 𝜋 − 𝜃111 и

𝜋 + 𝜃111 < 𝜃 < 2𝜋 − 𝜃111 она является медленной для кубических кристаллов I типа (и быстрой

для кристаллов II типа).

Два других решений уравнения (1.11) соответствуют продольной и второй поперечной моде:

𝜓𝐿,𝑡2𝑥 =
1

2
(1 + 3(𝑘 − 1)𝑛2

𝑥) ±
√︂

1

4
(1 + 3(𝑘 − 1)𝑛2

𝑥)
2 − 2𝑘(𝑘 − 1)𝑛2

𝑥(3𝑛
2
𝑥 − 1),

𝑆𝑡2 = 𝑆𝑡[100]

√︂
1 +

𝑐11 − 𝑐44
𝑐44

𝜀𝑡2 , 𝜀𝑡2 = 𝜓𝑡2𝑥 − (𝑘 − 1)𝑛2
𝑥. (1.14)

Мода 𝜀𝑡2 в общем случае является смешанной поперечно-продольной модой. Отметим, что мода

𝜀𝑡2 является медленной для кубических кристаллов I типа (и быстрой для кристаллов II типа) в

области углов −𝜃111 < 𝜃 < 𝜃111 и 𝜋 − 𝜃111 < 𝜃 < 𝜋 + 𝜃111, а в области углов 𝜃111 < 𝜃 < 𝜋 − 𝜃111

и 𝜋 + 𝜃111 < 𝜃 < 2𝜋 − 𝜃111 она является быстрой для кубических кристаллов I типа (и медлен-

ной для кристаллов II типа) (см. рис. 1.1). Таким образом, в направлении [111] происходит не

касание верхней и нижней поперечных ветвей, а пересечение поперечных мод. Итак, разделение

поперечных мод на быстрые и медленные в этом случае не является физически корректным,

и при классификации поперечных мод необходимо учитывать их векторы поляризации. Вектор

поляризации для моды 𝜀𝑡2 лежит в диагональной плоскости и имеет вид:

𝑒𝑡2𝑥 = 𝑒𝑡2𝑦 =
𝑛𝑥𝜓𝑧sign(𝑛𝑧𝜓𝑧)

𝜓2

, 𝑒𝑡2𝑧 =
𝑛𝑧𝜓𝑥sign(𝑛𝑧𝜓𝑧)

𝜓2

= −
√︁

1 − 2(𝑒𝑡2𝑥 )2,

𝜓𝑥 = 𝜓𝑦 = 𝜀𝑡2 + (𝑘 − 1)𝑛2
𝑥, 𝜓𝑧 = 𝜀𝑡2 + (𝑘 − 1)𝑛2

𝑧, 𝜓2 =
√︀

2𝑛2
𝑥𝜓

2
𝑧 + 𝑛2

𝑧𝜓
2
𝑥, (1.15)

𝛿𝑡2 = (e𝑡2n) =
sign(𝑛𝑧𝜓𝑧)

𝜓2

(2𝑛2
𝑥𝜓𝑧 + 𝑛2

𝑧𝜓𝑥) = cos(𝜃𝑒 − 𝜃).

Максимальное значение продольной компоненты поперечной моды 𝛿𝑡2 составляет 16.5% от чи-

стой моды для кристаллов Ge и достигает 27% для кристалла KCl. Поскольку анизотропия упру-

гих свойств кубических кристаллов убывает при переходе от кристаллов Ge к кристаллам Si и
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алмаза, то максимальные значения 𝛿𝑡2 уменьшаются до 13.8% от чистой моды для кристаллов

Si, 9.3% для алмаза и 10.4% для NaCl (см. рис. 1.2).

Из рисунка 1.3б видно, что величины 𝑥-компонент векторов поляризации e𝑡2 квазипопереч-

ных мод в кристаллах Si и NaCl (кривые 1 и 2) и соответствующие им компоненты для чистой

моды e𝑡20 = (cos 𝜃/
√

2, cos 𝜃/
√

2,− sin 𝜃), для которой величина (e𝑡20 n) = 0 для обоих видов кри-

сталлов, отличаются более значительно, чем величины 𝛿𝑡2 . Из выражений (1.15) следует, что

𝑧-компоненты векторов поляризации e𝑡2 могут быть однозначно определены через 𝑥 – компо-

ненты. Поэтому мы их не приводим. Как видно из рисунков 1.2 и 1.3, (кривые 1) для кристаллов

I типа (Ge, Si) в области углов 0 < 𝜃 < 𝜋/4 угол 𝜃𝑡2 превосходит 𝜋/2, и величина 𝛿𝑡2 < 0, а

для области углов 𝜋/4 < 𝜃 < 𝜋/2 угол 𝜃𝑡2 меньше 𝜋/2, и величина 𝛿𝑡2 > 0. Для кристаллов II

типа (KCl, NaCl) ситуация со знаками величины 𝛿𝑡2 обратная (см. рис. 1.2, 1.3, кривые 2). Итак,

поведение векторов поляризации в кристаллах I и II типа существенно различается.

Основные результаты этого раздела могут быть сформулированы следующим образом [25]:

1. Все кубические кристаллы могут быть разделены на два типа: кристаллы с положитель-

ной и отрицательной анизотропией упругих модулей второго порядка. Вид спектра и по-

ведение векторов поляризации колебательных мод для кристаллов первого и второго типа

качественно отличается.

2. Вклад поперечной компоненты в квазипродольные колебания для кубических кристаллов и

первого и второго типа мал, и им можно пренебречь. Однако вклад продольной компоненты

в квазипоперечные колебания может достигать 24% для кристаллов KCl, и его необходимо

учитывать.

3. Для волновых векторов, лежащих в плоскости грани куба или в диагональной плоскости

куба, поперечные моды с векторами поляризации, перпендикулярными этим плоскостям,

являются чистыми модами, а колебательные моды с векторами поляризации, лежащими в

указанных плоскостях, являются смешанными поперечно-продольными модами.

1.2 Аппроксимация спектра тепловых фононов в кубических

кристаллах

В выполненных к настоящему времени экспериментальных исследованиях спектр фононов в

кубических кристаллах измерялся, как правило, только в симметричных направлениях [58, 59].

Для анализа температурных зависимостей теплопроводности нам необходимо знать спектр фо-

нонов во всей зоне Бриллюэна. Модель анизотропного континуума позволяет решить эту задачу,

но она справедлива только для волновых векторов, гораздо меньших дебаевского волнового

вектора 𝑞𝐷. Основываясь на данных по неупругому рассеянию нейтронов [58], проведём ап-

проксимацию фононного спектра для кристаллов кремния на всю зону Бриллюэна. Для этого

представим его в виде [40]:

𝜔𝜆𝑞 = 𝑆𝜆0 (𝜃, 𝜙)𝑞
{︀

1 − 𝑓𝜆(𝑥, 𝜃, 𝜙)
}︀
, (1.16)
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Рисунок 1.4. Зависимости спектра 𝜈𝜆 = 𝜔𝜆/2𝜋 в кремнии продольных (кривые 1, 2, 3) и попе-
речных (кривые 4, 5, 6, 7) фононов от приведенного волнового вектора 𝑥 = 𝑞/𝑞𝑚𝑎𝑥 при аппрокси-
мации экспериментальных данных [58] полиномом седьмой степени для симметричных направ-
лений: [100] - кривые 1 и 4, [110] - кривые 2, 5 и 6 (5-быстрая поперечная мода, 6-медленная),
[111] – кривые 3 и 7. Символы – экспериментальные данные [58].

𝑓𝜆(𝑥, 𝜃, 𝜙) = 𝐴𝜆(𝜃, 𝜙)𝑥2 −𝐵𝜆(𝜃, 𝜙)𝑥4 + 𝐶𝜆(𝜃, 𝜙)𝑥6 − ...

Здесь функция 𝑓𝜆(𝑥, 𝜃, 𝜙) описывает дисперсию тепловых фононов, коэффициенты 𝐴𝜆(𝜃, 𝜙),

𝐵𝜆(𝜃, 𝜙), 𝐶𝜆(𝜃, 𝜙) характеризуют угловые зависимости спектра фононов, 𝑥 = 𝑞/𝑞max - приведен-

ный волновой вектор, а 𝑞max(𝜃, 𝜙) - волновой вектор на границе зоны Бриллюэна. Для симмет-

ричных направлений он имеет вид:

𝑞[100]𝑚𝑎𝑥 = 2𝜋/𝑎, 𝑞[110]𝑚𝑎𝑥 = (2𝜋/𝑎)(3
√

2/4), 𝑞[111]𝑚𝑎𝑥 = (2𝜋/𝑎)(
√

3/2), (1.17)

где a – постоянная решетки (для кремния 𝑎 = 5.431 Å). Величина 𝑞max(𝜃, 𝜙) может быть опреде-

лена следующими соотношениями:

𝑞1(𝜃, 𝜙) =
𝑞
[100]
𝑚𝑎𝑥

|𝑛1|
, 𝑞2(𝜃, 𝜙) =

𝑞
[100]
𝑚𝑎𝑥

|𝑛2|
, 𝑞3(𝜃, 𝜙) =

𝑞
[100]
𝑚𝑎𝑥

|𝑛3|
, 𝑞4(𝜃, 𝜙) =

3/2𝑞
[100]
𝑚𝑎𝑥

|𝑛1| + |𝑛2| + |𝑛3|
,

𝑞𝑚𝑎𝑥(𝜃, 𝜙) = min{𝑞1(𝜃, 𝜙), 𝑞2(𝜃, 𝜙), 𝑞3(𝜃, 𝜙), 𝑞4(𝜃, 𝜙)}. (1.18)

В длинноволновом пределе 𝑥 << 1 можно положить 𝑓𝜆(𝑥, 𝜃, 𝜙) = 0. Тогда аппроксимация (1.16)

переходит в модель анизотропного континуума (1.1), в которой анизотропия спектра определя-

ется фазовой скоростью 𝑆𝜆0 (𝜃, 𝜙).

Аппроксимация экспериментального спектра производится в два этапа. На первом этапе мы

аппроксимируем экспериментально измеренный спектр фононов для симметричных направле-

ний, используя разложение по степеням приведенного волнового вектора. Для этого зафиксиру-
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ем углы 𝜃 = 𝜃[𝐼] и 𝜙 = 𝜙[𝐼], соответствующие симметричным направлениям [𝐼] = [100], [110]

или [111], и, используя разложение экспериментального спектра по степеням приведенного вол-

нового вектора 𝑥, находим коэффициенты 𝐴𝜆(𝜃[𝐼], 𝜙[𝐼]), 𝐵𝜆(𝜃[𝐼], 𝜙[𝐼]) и 𝐶𝜆(𝜃[𝐼], 𝜙[𝐼]) для каждой

акустической моды. Значения этих коэффициентов представлены в таблице 1.2. Как видно из

рисунка 1.4, аппроксимация спектра фононов в кристаллах Si полиномом седьмой степени до-

статочно хорошо воспроизводит экспериментальные данные для всех колебательных мод в сим-

метричных направлениях. Усредненная погрешность этой аппроксимации составляет 0.9% для

продольных фононов, а для поперечных – 1.3%. Как явствует из таблицы 1.2, влияние дисперсии

на спектр продольных фононов максимально в направлении [110] и минимально в направлении

[100]: коэффициент 𝐴𝐿[101], характеризующий роль дисперсии при 𝑥 << 1 в направлении [110],

превосходит коэффициенты 𝐴𝐿[001] и 𝐴𝐿[111] в 3.4 и 2.6 раза, соответственно. Заметим, что анизо-

тропия и эффекты, связанные с дисперсией, для продольных фононов в Si значительно меньше,

чем для поперечных. Для поперечных мод в Si при 0.5 ≤ 𝑥 ≤ 1 имеются плоские участки,

а поперечная мода 𝑡1 имеет максимум при 𝑥 = 0.9. Эти особенности приводят к появлению

соответствующих пиков в плотности фононных состояний [58].

На втором этапе мы экстраполируем спектр фононов, измеренный для симметричных направ-

лений, на всю зону Бриллюэна, используя разложение по кубическим гармоникам аналогично

тому, как это сделано в работах [25,40]. Согласно [25], выражения для скоростей звука, получен-

ные в модели анизотропного континуума, с хорошей точностью могут быть аппроксимированы

в линейном приближении по кубическим гармоникам 𝜉(𝜃, 𝜙) и 𝜂(𝜃, 𝜙). Усредненная по всем

направлениям погрешность для Si составляет менее 1% (см. [25], рис. 2). Аналогично [25, 40]

представим коэффициенты 𝐴𝜆(𝜃, 𝜙), 𝐵𝜆(𝜃, 𝜙), 𝐶𝜆(𝜃, 𝜙) для всей зоны Бриллюэна в линейном

приближении по кубическим гармоникам 𝜉(𝜃, 𝜙) и 𝜂(𝜃, 𝜙):

𝐴𝜆(𝜃, 𝜙) = 𝐴𝜆[100]{1 + 𝑎𝜆1𝜉(𝜃, 𝜙) + 𝑎𝜆2𝜂(𝜃, 𝜙)},

𝐵𝜆(𝜃, 𝜙) = 𝐵𝜆
[100]{1 + 𝑏𝜆1𝜉(𝜃, 𝜙) + 𝑏𝜆2𝜂(𝜃, 𝜙)},

𝐶𝜆(𝜃, 𝜙) = 𝐶𝜆
[100]{1 + 𝑐𝜆1𝜉(𝜃, 𝜙) + 𝑐𝜆2𝜂(𝜃, 𝜙)}. (1.19)

Учитывая, что для симметричных направлений типа [001] 𝜉(0, 0) = 𝜂(0, 0) = 0, для [101]

𝜉(𝜋/4, 0) = 0.25, 𝜂(𝜋/4, 0) = 0, для [111] 𝜉(𝜃111, 𝜋/4) = 1/3, 𝜂(𝜃111, 𝜋/4) = 1/27 находим соот-

ветствующие коэффициенты (см. Таблицу 1.2). Например, коэффициенты 𝑎𝜆1 и 𝑎𝜆2 могут быть

представлены в виде:

𝑎𝜆1 = 4(𝐴𝜆[110] − 𝐴𝜆[100])/𝐴
𝜆
[100], 𝑎𝜆2 = 9(3𝐴𝜆[111] − 4𝐴𝜆[110] + 𝐴𝜆[100])/𝐴

𝜆
[100]. (1.20)

Аналогично находятся коэффициенты 𝑏𝜆1 и 𝑏𝜆2 . Их значения приведены в таблице 1.2. Оконча-

тельное выражение для спектра фононов можно представить в виде:
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Рисунок 1.5. Угловые зависимости фазовых скоростей фонона 𝑆𝜆(𝑥, 𝜃, 0) (105 см/с) для волно-
вых векторов фононов в плоскости грани куба в кристаллах кремния: (a) - для продольных, (б) –
для быстрых и (в) – для медленных поперечных фононов от угла 𝜃 при значениях приведенного
волнового вектора 𝑥 = 0.01 (кривые 1), 𝑥 = 0.4 (кривые 2), 𝑥 = 0.6 (кривые 3), 𝑥 = 0.8 (кривые 4),
𝑥 = 1 (кривые 5).
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Таблица 1.2. Параметры, определяющие аппроксимацию спектра фононов в кремнии, получен-
ного из данных по неупругому рассеянию нейтронов [58], на всю зону Бриллюэна.

Продольная мода Поперечные моды

𝐴𝐿[001] 0.27 𝑎𝐿1 9.60 𝐴𝑡[001] 1.35 𝑎𝑡11 -1.91

𝐵𝐿
[001] 0.13 𝑎𝐿2 -77.67 𝐵𝑡

[001] 1.22 𝑎𝑡12 17.25

𝐶𝐿
[001] 0.064 𝑏𝐿1 18.21 𝐶𝑡

[001] 0.45 𝑏𝑡11 -1.63

𝐴𝐿[101] 0.91 𝑏𝐿2 -129.44 𝐴𝑡1[101] 0.71 𝑏𝑡12 14.94

𝐵𝐿
[101] 0.72 𝑐𝐿1 8.86 𝐵𝑡1

[101] 0.72 𝑐𝑡11 -0.26

𝐶𝐿
[101] 0.21 𝑐𝐿2 -30.51 𝐶𝑡1

[101] 0.43 𝑐𝑡12 2.66

𝐴𝐿[111] 0.35 𝐴𝑡2[101] 0.90 𝑎𝑡21 -1.34

𝐵𝐿
[111] 0.30 𝐵𝑡2

[101] 0.56 𝑎𝑡22 12.12

𝐶𝐿
[111] 0.18 𝐶𝑡2

[101] 0.16 𝑏𝑡21 -2.18

𝐴𝑡[111] 1.35 𝑏𝑡22 19.81

𝐵𝑡
[111] 1.23 𝑐𝑡21 -2.56

𝐶𝑡
[111] 0.46 𝑐𝑡22 23.44

𝜔𝜆𝑞 = 𝜔𝜆0𝑚(𝜃, 𝜙)𝑥
{︀

1 − 𝑓𝜆(𝑥, 𝜃, 𝜙)
}︀
, 𝜔𝜆0𝑚(𝜃, 𝜙) = 𝑆𝜆0 (𝜃, 𝜙)𝑞max(𝜃, 𝜙)

𝑓𝜆(𝑥, 𝜃, 𝜙) = 𝑓𝜆[100](𝑥) + 𝑓𝜆1 (𝑥)𝜉(𝜃, 𝜙) + 𝑓𝜆2 (𝑥)𝜂(𝜃, 𝜙),

𝑓𝜆[100](𝑥) = 𝐴𝜆[100]𝑥
2 −𝐵𝜆

[100]𝑥
4 + 𝐶𝜆

[100]𝑥
6 − ...,

𝑓𝜆1 (𝑥) = 4𝑥2
[︀
𝐴𝜆[110] − 𝐴𝜆[100] − (𝐵𝜆

[110] −𝐵𝜆
[100])𝑥

2 + (𝐶𝜆
[110] − 𝐶𝜆

[100])𝑥
4 − ...

]︀
,

𝑓𝜆2 (𝑥) = 9𝑥2[(3𝐴𝜆[111] − 4𝐴𝜆[110] + 𝐴𝜆[100]) − (3𝐵𝜆
[111] − 4𝐵𝜆

[110] +𝐵𝜆
[100])𝑥

2+

+ (3𝐶𝜆
[111] − 4𝐶𝜆

[110] + 𝐶𝜆
[100])𝑥

4 − ...].

(1.21)

Предложенная аппроксимация сохраняет кубическую анизотропию спектра, она позволяет

анализировать изменение анизотропии спектра при переходе от случая длинных волн (𝑥 <<

1) к случаю коротковолновых фононов (𝑥 ∼ 1). Проведено сравнение спектров, рассчитанных

согласно формулам (1.16) - (1.21) для Si с экспериментальными данными [58] для волновых

векторов, лежащих в плоскости грани куба (𝜙 = 0) и в диагональной плоскости (𝜙 = 𝜋/4). Как

показал проведенный анализ, при 𝑥 ≤ 0.2 спектр хорошо описывается моделью анизотропного

континуума. При значениях 𝑥 ≈ 0.5 наше приближение описывает все особенности спектра

колебательных мод с погрешностью, не превышающей 5%. Однако по мере приближения к

границе зоны Бриллюэна погрешность аппроксимации возрастает. На границе зоны Бриллюэна в

направлениях отличных от симметричных погрешность достигает 20%. В дальнейшем, чтобы не
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усложнять задачу расчета теплопроводности, ограничимся линейной по кубическим гармоникам

аппроксимацией спектра согласно выражениям (1.16) - (1.21).

В качестве примера рассмотрим изменение фазовой скорости фононов в Si при переходе от

длинноволновых к коротковолновым фононам:

𝑆𝜆(𝑥, 𝜃, 𝜙) = 𝑆𝜆0 (𝜃, 𝜙)
{︀

1 − 𝑓𝜆(𝑥, 𝜃, 𝜙)
}︀
. (1.22)

Как видно из рисунков 1.5, анизотропия фазовой скорости фононов качественно изменяется при

переходе от модели анизотропного континуума 𝑥 = 0.01 (рис. 1.5, кривые 1) к фазовым скоро-

стям на границе зоны Бриллюэна 𝑥 = 1.0 (рис. 1.5, кривые 5). Если при 𝑥 = 0.01 в направлениях

[001] скорость продольных фононов – минимальна, а в направлениях [111] – максимальна, то

при 𝑥 = 1.0 максимальное значение остается в направлениях типа [111], для направлений [001]

она значительно возрастает, однако остается на 6% меньше, чем в [111], тогда как минимальное

значение реализуется в направлениях [101] (см. рис. 1.5a). Качественно изменяется и анизотро-

пия фазовых скоростей поперечных фононов обеих колебательных ветвей (см. рис. 1.5a и 1.5б).

Так, например, для волновых векторов в плоскости грани куба быстрая мода 𝑡1 изотропна при

𝑥 = 0.01, но становится анизотропной при x=1.0 с максимальной скоростью вдоль направления

[101]. В противоположность этому медленная мода 𝑡2, являющаяся анизотропной в длинновол-

новом пределе 𝑥 << 1, становится почти изотропной при 𝑥 = 1.0.

Для продольных фононов дисперсия не приводит к качественному изменению спектра, тогда

как на поперечные фононы дисперсия оказывает более сильное влияние (см. рисунок 1.4). Для

всех симметричных направлений у них появляются плоские участки спектра в коротковолновой

области 0.5 < 𝑥 < 1, где групповая скорость имеет аномально малые величины (см. рис. 1.4). Как

мы увидим далее, качественное изменение анизотропии спектра тепловых фононов приводит к

изменению направлений, в которых фокусируются фононы различных колебательных ветвей.

1.3 Расчет теплоемкости кристаллов Si и Ge с

использованием аппроксимационного спектра фононов

Чтобы выяснить насколько хорошо предложенная нами аппроксимация спектра тепловых фо-

нонов описывает истинный спектр частот, вычислим теплоемкость кристаллов Si и Ge и сравним

результаты расчета с экспериментальными данными [60,61].

Рассмотрим два подхода к вычислению спектра частот фононов: 1) модель анизотропного

континуума, когда частота фонона 𝜔𝜆𝑞 пропорциональна волновому вектору q и определяется

формулой (1.1); 2) с учетом дисперсии тепловых фононов (1.16). Для кристалла Ge параметры,

определяющие аппроксимацию спектра фононов, получены в работе [40]. Сравним результаты

вычислений с экспериментом [60,61]. Молярная теплоемкость 𝐶𝜆
𝜈 имеет вид [12, 35, 62]:

𝐶𝜆
𝜈 = 𝑉𝑀𝐶

𝜆
𝑉 =

𝑘𝐵𝑉𝑀
(2𝜋)3

∫︁
𝑑q(𝑧𝜆)2

exp(𝑧𝜆)

(exp(𝑧𝜆) − 1)2
, 𝑧𝜆 =

~𝜔𝜆𝑞
𝑘𝐵𝑇

, (1.23)
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где 𝑘𝐵 - постоянная Больцмана, 𝑇 – температура, 𝜔𝜆𝑞 - частота фонона c поляризацией 𝜆, 𝐶𝜆
𝑉 - теп-

лоемкость при постоянном объеме, 𝑉𝑀 - молярный объем, который равен 12.10 и 13.64 см3/моль

соответственно для кристаллов Si и Ge. При интегрировании по q в выражении (1.23) модуль

волнового вектора q обрезается на дебаевском радиусе [12, 62]

𝑞𝐷 = (6𝜋2𝑁/𝑉 )1/3 = (6𝜋2𝑁𝐴/𝑉𝑀)1/3, (1.24)

где 𝑁 – число элементарных ячеек, 𝑉 – объем кристалла, 𝑁𝐴 ≈ 6.022 · 1023 см3/моль - число

Авогадро.

При температурах, гораздо меньших температуры Дебая 𝑇𝐷, из выражения (1.23) следует,

что теплоемкость пропорциональна 𝑇 3 (закон Дебая). В случае высоких температур (𝑇 >> 𝑇𝐷)

из формулы (1.23) получаем известный классический закон Дюлонга и Пти, согласно которому

молярная теплоемкость всех твердых тел стремится к одному и тому же значению

𝐶𝜆
𝜈 = 3𝑘𝐵𝑁𝐴 = 3𝑅. (1.25)

В эксперименте [60, 61] измеряли теплоемкость при постоянном давлении 𝐶𝑃 для кристал-

лов Si и Ge. В работе [61] показано, что разница 𝐶𝑃 − 𝐶𝑉 для исследованных кристаллов мала

(составляет порядка (1 − 23) · 10−3 Дж/(моль К)) и ей можно пренебречь, полагая 𝐶𝑃 ≈ 𝐶𝑉 .

Сравним результаты расчета теплоемкости в модели анизотропного континуума с эксперимен-

тальными данными. Как видно из рисунка 1, при температурах ниже 6 и 10 К (соответственно

для кристаллов Ge и Si) кривые, рассчитанные в модели анизотропного континуума (пунктир-

ные кривые), хорошо согласуются с данными [60, 61]. При более высоких температурах модель

анизотропного континуума дает заниженные значения теплоемкости для кристаллов Ge и Si.

Причем, максимальное отклонение от эксперимента для Si имеет место при Т = 40–50 К. Рас-

считанные значения теплоемкости оказываются в 2.7 раза меньше данных [60,61] (см. рис. 1.6б,

кривая 1а). Расчет теплоемкости с использованием аппроксимационного спектра тепловых фоно-

нов (1.16) дает лучшее согласие с экспериментом: при температурах, меньших 35 К, отклонение

не превышает 5%. При этом результаты расчета лежат выше экспериментальных данных. Мак-

симальная погрешность для Si достигается при Т = 90–100 К и составляет 48% (см. рис. 1.6б,

кривая 1). При 𝑇 > 300 K молярная теплоемкость для обоих моделей стремится к значению 3𝑅,

при этом вклады в теплоемкость от различных ветвей фононного спектра оказываются равными

друг другу (см. рисунок 1.6).

Во всей области температур доминирующий вклад в теплоемкость вносит медленная попе-

речная мода (кривые 3, 3а). Например, для кристалла Si при 𝑇 = 2.2 K ее вклад составляет 53

%. Вклад продольных фононов значительно меньше вкладов поперечных фононов. Он состав-

ляет 9%.

Итак, мы показали, что предложенная нами аппроксимация спектра тепловых фононов удо-

влетворительно описывает экспериментальные данные по теплоемкости кристаллов Ge и Si и

может быть использована для расчета решеточной теплопроводности кубических кристаллов.
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Рисунок 1.6. Температурные зависимости молярной теплоемкости кристаллов Ge (а) и Si (б)
в модели анизотропного континуума (кривые 1а, 2а, 3а, 4а) и с учетом дисперсии тепловых
фононов (кривые 1, 2, 3, 4). Кривые 1 – полная теплоемкость, кривые 2 – для быстрой попе-
речной моды, кривые 3 – для медленной поперечной моды и кривые 4 – для продольной моды.
Прямая 𝐶𝜈 = 3𝑅 = 24.9 Дж/(моль К) - классический закон Дюлонга и Пти (1.25). Символы –
эксперимент [60, 61].
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1.4 Групповая скорость и фокусировка фононов в кубических

кристаллах

Важной характеристикой, определяющая фононный транспорт и фокусировку фононов, яв-

ляется групповая скорость. В системе координат по ребрам куба она может быть представлена

в виде [40]:

V𝜆
𝑔 (𝑥, 𝜃, 𝜙) = 𝑑𝜔𝜆𝑞 /𝑑q = 𝑆𝜆0 (𝜃, 𝜙)Ṽ𝜆

𝑔 (𝑥, 𝜃, 𝜙)

Ṽ𝜆
𝑔 (𝑥, 𝜃, 𝜙) = 𝑉 𝜆

𝑛 (𝑥, 𝜃, 𝜙)n + 𝑆𝜆𝜃 (𝑥, 𝜃, 𝜙)e𝜃 + 𝑆𝜆𝜙(𝑥, 𝜃, 𝜙)e𝜙,
(1.26)

𝑉 𝜆
𝑛 (𝑥, 𝜃, 𝜙) = 1 − 𝑓𝜆(𝑥, 𝜃, 𝜙) − 𝑥

𝜕

𝜕𝑥
𝑓𝜆(𝑥, 𝜃, 𝜙). (1.27)

Вектора

n = (sin 𝜃 cos𝜙, sin 𝜃 sin𝜙, cos 𝜃) , (1.28)

e𝜃 = (cos 𝜃 cos𝜙, cos 𝜃 sin𝜙,− sin 𝜃) , (1.29)

e𝜙 = (− sin𝜙, cos𝜙, 0) (1.30)

образуют тройку взаимно ортогональных единичных векторов. Безразмерные компоненты груп-

повой скорости 𝑆𝜆𝜃 (𝑥, 𝜃, 𝜙) и 𝑆𝜆𝜙(𝑥, 𝜃, 𝜙) определяются выражениями:

𝑆𝜆𝜃 (𝑥, 𝜃, 𝜙) =

[︂
1

𝑆𝜆0

𝜕𝑆𝜆0
𝜕𝜉

(︀
1 − 𝑓𝜆(𝑥, 𝜃, 𝜙)

)︀
− 𝑓𝜆1 (𝑥)

]︂
𝜕𝜉

𝜕𝜃
+ (1.31)

+

[︂
1

𝑆𝜆0

𝜕𝑆𝜆0
𝜕𝜂

(︀
1 − 𝑓𝜆(𝑥, 𝜃, 𝜙)

)︀
− 𝑓𝜆2 (𝑥)

]︂
𝜕𝜂

𝜕𝜃
,

𝑆𝜆𝜙(𝑥, 𝜃, 𝜙) =
1

sin 𝜃

[︂
1

𝑆𝜆0

𝜕𝑆𝜆0
𝜕𝜉

(︀
1 − 𝑓𝜆(𝑥, 𝜃, 𝜙)

)︀
− 𝑓𝜆1 (𝑥)

]︂
𝜕𝜉

𝜕𝜙
+ (1.32)

+
1

sin 𝜃

[︂
1

𝑆𝜆0

𝜕𝑆𝜆0
𝜕𝜂

(︀
1 − 𝑓𝜆(𝑥, 𝜃, 𝜙)

)︀
− 𝑓𝜆2 (𝑥)

]︂
𝜕𝜂

𝜕𝜙
,

1

𝑆𝜆0

𝜕𝑆𝜆0
𝜕𝜉

=

⎡⎣(︃𝑆𝑡[100]
𝑆𝜆0

)︃2
𝑐11 − 𝑐44

2𝑐44
𝑍𝜆

⎤⎦ 1.5(𝑘2 − 1)

𝑟2
× (1.33)

×

{︃
1 − 1.5(𝑘2 − 1)𝜉 + 13.5𝜂(𝑘 − 1)2(1 + 2𝑘)

𝑟3
√︀

1 − 𝑝2
tg𝑄𝜆

}︃
,



35

1

𝑆𝜆0

𝜕𝑆𝜆0
𝜕𝜂

=

⎡⎣(︃𝑆𝑡[100]
𝑆𝜆0

)︃2
𝑐11 − 𝑐44

2𝑐44
𝑍𝜆

⎤⎦ 4.5(𝑘 − 1)2(1 + 2𝑘)

𝑟3
√︀

1 − 𝑝2
tg𝑄𝜆, (1.34)

𝑄𝐿 =
𝑄

3
, 𝑄𝑡1,𝑡2 =

𝑄

3
∓ 2𝜋

3
, (1.35)

𝜕𝜉

𝜕𝜃
= sin 2𝜃

[︀
cos 2𝜃 + 0.5(sin 𝜃 sin 2𝜙)2

]︀
,
𝜕𝜉

𝜕𝜙
= 0.5 sin4 𝜃 sin 4𝜙, (1.36)

𝜕𝜂

𝜕𝜃
= 0.25 sin 2𝜃(sin 𝜃 sin 2𝜙)2

[︀
3 cos2 𝜃 − 1

]︀
,
𝜕𝜂

𝜕𝜙
= 0.5 sin4 𝜃 cos2 𝜃 sin 4𝜙. (1.37)

Компоненты групповой скорости фононов в декартовой системе координат имеют вид:

𝑉 𝜆
𝑔𝑥(𝑥, 𝜃, 𝜙) = 𝑆𝜆0 (𝜃, 𝜙)

{︀
𝑉 𝜆
𝑛 (𝑥, 𝜃, 𝜙) sin 𝜃 cos𝜙+ 𝑆𝜆𝜃 cos 𝜃 cos𝜙− 𝑆𝜆𝜙 sin𝜙

}︀
,

𝑉 𝜆
𝑔𝑦(𝑥, 𝜃, 𝜙) = 𝑆𝜆0 (𝜃, 𝜙)

{︀
𝑉 𝜆
𝑛 (𝑥, 𝜃, 𝜙) sin 𝜃 sin𝜙+ 𝑆𝜆𝜃 cos 𝜃 sin𝜙+ 𝑆𝜆𝜙 cos𝜙

}︀
,

𝑉 𝜆
𝑔𝑧(𝑥, 𝜃, 𝜙) = 𝑆𝜆0 (𝜃, 𝜙)

{︀
𝑉 𝜆
𝑛 (𝑥, 𝜃, 𝜙) cos 𝜃 − 𝑆𝜆𝜃 sin 𝜃

}︀
.

(1.38)

В упруго анизотропных кристаллах из-за неколлинеарности фазовой и групповой скоростей

фононный поток, излучаемый точечным источником тепла, фокусируется вдоль определенных

направлений в кристаллической решетке [20,55]. Для иллюстрации этого эффекта на рисунке 1.7

приведены три случая. В изотропной среде направление групповой скорости фононов совпадает

с направлением фазовой скорости и направлением волнового вектора, а компоненты групповой

скорости фононов 𝑆𝜆𝜃 и 𝑆𝜆𝜙 равны нулю. Эффект фокусировки отсутствует: плотность состоя-

ний изотропна — она постоянна для всех направлений (см. рис. 1.7a). В кубических кристаллах

анизотропия упругих свойств приводит к эффекту фокусировки фононов, т. е. возникновению

направлений, в которых будут преимущественно распространяться фононы данной колебатель-

ной моды. Например, рис. 1.7б приведен случай, когда поверхность постоянной частоты перпен-

дикулярна направлениям типа [100] и в сечении имеет вид квадрата. В этом случае групповая

скорость значительной части фононов, перпендикулярная поверхности постоянной частоты, бу-

дет ориентирована преимущественно (фокусироваться) в направлениях типа [100]. Очевидно,

что в направлениях [101] будет происходить дефокусировка фононов, поскольку поток энергии

фононов отклоняется от этого направления. Если поверхности постоянной частоты имеет вид,

приведенный на рис. 1.7в, то фокусировка фононов будет иметь место в направлениях [101], а

дефокусировка – в направлениях [100].

Рассмотрим эффект фокусировки фононов в кремнии в более реалистичной модели анизо-

тропного континуума. Для этого построим угловые зависимости фазовых скоростей 𝑆𝜆0 и угловой

компоненты 𝑆𝜆𝜃 для волновых векторов, лежащих в плоскости грани куба (𝜙 = 0) (см. рис. 1.8

a,в). Маленькими стрелками на рисунке 1.8a отмечены направления угловой компоненты векто-

ра групповой скорости 𝑆𝜆𝜃 (рис. 1.8a). Заметим, что в изотропной среде 𝑆𝜆𝜃 = 0, в кубических

кристаллах это равенство выполняется для быстрой поперечной моды для волновых векторов в

плоскости грани куба, а также для остальных мод в симметричных направлениях [001], [101] и

[111]. Угловая компонента 𝑆𝜆𝜃 определяет отклонение вектора групповой скорости от направле-
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Рисунок 1.7. Схема, иллюстрирующая фокусировку фононов: (а) – изотропный случай, (б) –
фокусировка в направлении [100], (в) – фокусировка в направлении [101].

ния волнового вектора (фазовой скорости). Чем больше анизотропия спектра, тем больше угло-

вые компоненты групповой скорости 𝑆𝜆𝜃 и 𝑆𝜆𝜙, и тем на больший угол будет отклоняться вектор

групповой скорости от фазовой. Если в интервале углов 0 ≤ 𝜃 ≤ 𝜋/4 величина 𝑆𝜆𝜃 < 0, как это

имеет место для медленной поперечной моды при 𝜙 = 0, то вектор групповой скорости будет

отклоняться от направления волнового вектора n к направлению [001]. В этом случае фононы

моды t2 фокусируются в направлениях типа [001]. Если в интервале углов 0 ≤ 𝜃 ≤ 𝜋/4 величина

𝑆𝜆𝜃 > 0, как это имеет место для продольных фононов, то вектор групповой скорости будет от-

клоняться от направления волнового вектора n к направлению [101]. В этом случае продольные

фононы фокусируются в направлениях типа [101]. Эти направления на рисунке 1.8a отмече-

ны жирными радиальными стрелками. Таким образом, направления фокусировки фононов для

различных мод в одном и том же кристалле отличаются. Как видно из рисунка 1.8a, фокуси-

ровка фононов происходит в тех направлениях, в которых фазовая скорость фононов данной

колебательной моды имеет максимальное значение. Так, например, для диагональной плоскости

(𝜙 = 𝜋/4) фазовая скорость продольных фононов имеет максимальное значение в направлении

[111], и фокусировка продольных фононов происходит именно в этом направлении.

Определим угол между групповой скоростью и волновым вектором для модели анизотроп-

ного континуума:

cos𝛼𝜆(𝜃, 𝜙) =
V𝜆
𝑔q

𝑉 𝜆
𝑔 𝑞

=
𝑆𝜆0 (𝜃, 𝜙)

𝑉 𝜆
𝑔 (𝜃, 𝜙)

, 𝛼𝜆(𝜃, 𝜙) = ± arccos
𝑆𝜆0 (𝜃, 𝜙)

𝑉 𝜆
𝑔 (𝜃, 𝜙)

. (1.39)

При фиксированном угле 𝜙 знак компоненты групповой скорости 𝑆𝜆𝜃 определяет знак угла 𝛼𝜆:

𝛼𝜆(𝜃, 𝜙) = sign𝑆𝜆𝜃 (𝜃, 𝜙) · arccos
𝑆𝜆0 (𝜃, 𝜙)

𝑉 𝜆
𝑔 (𝜃, 𝜙)

. (1.40)

Определим угол между осью 𝑍 и направлением групповой скорости:

𝜃𝜆𝑔 = 𝜃 + 𝛼𝜆. (1.41)



37

Рисунок 1.8. Угловые зависимости фазовых скоростей 𝑆𝜆0 (𝑥, 𝜃, 0) (105 см/с) (а, б) и безразмерных
компонент групповой скорости 𝑆𝜆𝜃 (𝑥, 𝜃, 0) (в, г) в кристаллах кремния для волновых векторов в
плоскости грани куба при значениях приведенного волнового вектора 𝑥 = 0.01 (a, в) и 𝑥 = 0.9
(б, г). Кривые 1 - для продольных фононов, 2 - для быстрых и 3 - для медленных поперечных
фононов. Направления фокусировки отмечены жирными радиальными стрелками.
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Рассмотрим, как отличаются направления групповой скорости фонона и соответствующего

волнового вектора в кристаллах кремния. Для этого проанализируем зависимость 𝜃𝜆𝑔 от угла 𝜃.

Рисунок 1.9 показывает какой угол между вектором V𝜆
𝑔 и осью 𝑍 при заданном q, а также в ка-

кую сторону отклоняется групповая скорость от направления волнового вектора. Прямая линия

4 на рисунке 1.9 соответствует изотропной среде, для которой 𝜃𝜆𝑔 = 𝜃. Если кривая лежит выше

этой линии, то отклонение V𝜆
𝑔 от q происходит в положительном направлении, если ниже – то в

отрицательном. Так для продольных фононов, в плоскости грани куба (см. рис. 1.9а, кривая 1)

𝜃𝐿𝑔 > 𝜃 для углов 𝜃 ∈ [0, 𝜋/4], а для 𝜃 ∈ [𝜋/4, 𝜋/2] угол 𝜃𝐿𝑔 < 𝜃. Это означает, что вектор 𝑉 𝐿
𝑔 откло-

няется от направлений типа [100] к направлению [110], т.е. в последнем происходит локальная

фокусировка продольных фононов. Причем, максимальное отклонение 𝜃𝐿𝑔 от 𝜃 в плоскости гра-

ни куба составляет 𝛼𝐿 = 0.16 рад. В диагональной плоскости (см. рис. 1.9б, кривая 1) 𝜃𝐿𝑔 > 𝜃

для углов 𝜃 ∈
[︀
0, 𝜃[111]

]︀
, а для 𝜃 ∈

[︀
𝜃[111], 𝜋/2

]︀
угол 𝜃𝐿𝑔 < 𝜃. Причем, максимальное отклонение

𝜃𝐿𝑔 от 𝜃 составляет 𝛼𝐿max = 0.18 рад. Это означает, что вектор V𝐿
𝑔 отклоняется от направлений

типа [110] и [100] к направлению [111], т.е. в последнем происходит фокусировка продольных

фононов.

Поперечная мода 𝑡1 и в плоскости грани куба, и в диагональной плоскости является чистой

модой, причем в первом случае ее спектр является изотропным, и 𝜃𝑡1𝑔 = 𝜃 (см. рис. 1.9а, кривая

2). Во втором случае (см. рис. 1.9б, кривая 2) 𝜃𝑡1𝑔 < 𝜃 для углов 𝜃 ∈ [0, 𝜋/2], а для 𝜃 ∈ [𝜋/2, 𝜋]

угол 𝜃𝑡1𝑔 > 𝜃, и максимальное отклонение 𝜃𝑡1𝑔 от 𝜃 составляет 𝛼𝑡1max = 0.22 рад. Это означает,

что вектор V𝑡1
𝑔 отклоняется от направлений типа [100] к направлению [110], т.е. в последнем

происходит фокусировка поперечной моды 𝑡1.

Несколько по-иному ведет себя зависимость 𝜃𝑡2𝑔 от угла 𝜃 для квазипоперечной моды 𝑡2. В

отличие от других колебательных мод, у 𝜃𝑡2𝑔 в плоскости грани куба (см. рис. 1.9а, кривая 3)

и в диагональной плоскости (см. рис. 1.9б, кривая 3) в окрестности направлений типа [100] и

[110] имеются локальные минимумы и максимумы. Например, в плоскости грани куба 𝜃𝑡2𝑔 < 0

при углах 𝜃 ∈ [0, 0.41], т.е. в этом интервале направление групповой скорости V𝑡2
𝑔 и соответ-

ствующего волнового вектора q находятся по разные стороны от оси 𝑍. Из-за этого возникает

неопределенность в определении направления и величины групповой скорости, т.к. для одного

волнового вектора найдется более одного значения V𝑡2
𝑔 . Как мы увидим в следующем разделе,

это приведет к особенностям в коэффициенте усиления потока фононов. Максимальное откло-

нение 𝜃𝑡2𝑔 от 𝜃 составляет 𝛼𝑡2max = 0.41 рад и превосходит 𝛼𝜆max других колебательных ветвей, и

квазипоперечная мода 𝑡2 фокусируется в направлении [100].

В теории упругих волн важную роль играет поверхность, являющаяся геометрическим ме-

стом концов векторов медленности 𝜁𝜆 [20, 39]:

𝜁𝜆 = q/𝜔𝜆 = n/𝑆𝜆, (1.42)

отложенных от одной точки O. Эту поверхность принято называть поверхностью медленно-

сти [20] или поверхностью рефракции [39]. Ее можно получить из поверхности постоянной

частоты, которая является геометрическим местом концов векторов q = n𝜔/𝑆𝜆, путем деления

на частоту 𝜔.
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Рисунок 1.9. Зависимость угла 𝜃𝜆𝑔 от угла 𝜃 в плоскости грани куба XZ (а) и в диагональной
плоскости (б) для кремния. Кривая 1 – для продольной моды, кривая 2 – для поперечной моды
𝑡1, кривая 3 – для поперечной моды 𝑡2. Прямая 4 соответствует изотропному случаю (𝜃𝜆𝑔 = 𝜃), в
случае (а) она совпадает с прямой 2.
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Как следует из определения групповой скорости фонона (1.27), при заданном волновом век-

торе q вектор V𝜆
𝑔 перпендикулярен поверхности постоянной частоты и, соответственно, поверх-

ности медленности. Графическое изображение медленности 𝜁𝜆 позволит наглядно представить,

как происходит фокусировка и дефокусировка фононов. Для этого зафиксируем угол 𝜙 = 0 и

построим поверхность медленности кремния для медленной поперечной моды. Из начала коор-

динат отложим волновые векторы фононов q, тогда соответствующие им групповые скорости

будут перпендикулярами к этой поверхности (см. рис. 1.10). В модели анизотропного континуу-

ма (см. рис. 1.10а) в окрестности направления [100] при углах −0.41 < 𝜃 < 0.41 поверхность 𝜁𝑡2

имеет вогнутый участок, а в окрестности направления [101] – выпуклый. Поэтому, как мы ви-

дим из рис. 1.10а, векторы V𝑡2
𝑔 отклоняются от направления [101] к направлению [100], то есть

в направлении [100] происходит фокусировка фононов, а в направлении [101] – дефокусировка

фононов в кристаллах кремния для медленной поперечной моды.

Рисунок 1.10. Иллюстрация фокусировки медленной поперечной моды в кристалле Si. Изобра-
жены сечения поверхности медленности плоскостью XZ в кристалле Si для медленной попереч-
ной моды в случае (а) – в модели анизотропного континуума (𝑥 = 0.01) и в случае (б) – с учетом
дисперсии фононов при 𝑥 = 0.9. Стрелками изображены волновые вектора и соответствующие
им групповые скорости фононов.

Сравним эффект фокусировки фононов для кристаллов с различным типом упругой анизо-

тропии. В работе [25] показано, что при классификации поперечных мод необходимо учитывать

их поляризацию, а принятое в большинстве работ [44, 63] для удобства численного анализа раз-

деление поперечных мод на быстрые и медленные моды в ряде случаев не является физически

корректным. При сопоставлении поперечных мод в кристаллах I и II типа следует основываться

на векторах поляризации и типе мод, а не на относительном расположении ветвей спектра. Так,

например, для волновых векторов, лежащих в плоскости грани куба или диагональной плоско-

сти, поперечные моды с векторами поляризации, перпендикулярными этим плоскостям, являют-

ся чистыми модами, а колебательные моды с векторами поляризации, лежащими в указанных

плоскостях, являются смешанными поперечно-продольными модами. для волновых векторов в

плоскости грани куба в кристаллах I типа (𝑘 − 1 > 0) «быстрая» мода 𝑡1 с вектором поляриза-

ции перпендикулярным грани куба является чистой поперечной модой. Эквивалентная ей чистая

поперечная мода с вектором поляризации перпендикулярным грани куба является «медленной»

для кристаллов II типа (𝑘− 1 < 0). Для волновых векторов в диагональной плоскости возникает

более запутанная ситуация: для волновых векторов в диагональной плоскости мода 𝑡1 являет-
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ся быстрой для кубических кристаллов I типа (и медленной для кристаллов II типа) в области

углов −𝜃111 < 𝜃 < 𝜃111 и 𝜋 − 𝜃111 < 𝜃 < 𝜋 + 𝜃111 (𝜃111 – угол между осью 𝑍 и направлением

[111]), а в области углов 𝜃111 < 𝜃 < 𝜋 − 𝜃111 и 𝜋 + 𝜃111 < 𝜃 < 2𝜋 − 𝜃111 она является медленной

для кубических кристаллов I типа (и быстрой для кристаллов II типа). Для моды 𝑡2 возникает

противоположная ситуация. Поэтому в диагональной плоскости разделение поперечных мод на

быстрые и медленные в этом случае не является физически корректным, и при классификации

поперечных мод необходимо учитывать их векторы поляризации.

Как мы уже убедились в разделе 1.1, спектр фононов в кристаллах I и II типа качествен-

но различается. Соответственно и направления фокусировки и дефокусировки фононов будут

меняться при таком переходе. Чтобы проиллюстрировать это, рассмотрим фокусировку быст-

рой поперечной моды в кристалле CaF2 (кристалл второго типа). Эта мода является смешан-

ной поперечно-продольной модой с вектором поляризации, лежащим в плоскости грани куба.

Построим для неё сечение поверхности медленности плоскостью 𝑋𝑍 в модели анизотропно-

го континуума (см. Рис. 1.11). Из начала координат отложим волновые векторы фононов q до

поверхности медленности, а в продолжении соответствующие им групповые скорости, перпен-

дикулярные этой поверхности (см. рис. 1.11). В окрестности направления [100] поверхность

медленности имеет выпуклый участок, а в окрестности направления [101] – вогнутый. Поэто-

му, как мы видим из рис. 1.11, векторы групповой скорости отклоняются от направления [100]

к направлению [110]. Поэтому в направлении [110] происходит фокусировка фононов, а в на-

правлении [100] – дефокусировка фононов в кристаллах CaF2 для быстрой поперечной моды

(см. Рис. 1.11). аналогично можно показать, что медленная поперечная мода в кристалле CaF2

фокусируется в направлении [111], а дефокусировка происходит в направлении [100]. Итак, мы

показали, что направления фокусировки для поперечных мод в кристаллах Si соответствуют

направлениям их дефокусировки в кристаллах CaF2.

Рисунок 1.11. Иллюстрация фокусировки быстрой поперечной моды в CaF2. Изображено сече-
ние поверхности медленности в модели анизотропного континуума плоскостью XZ в кристалле
CaF2 для быстрой поперечной моды. Стрелками изображены волновые вектора и соответствую-
щие им групповые скорости фононов.

Рассмотрим фокусировку продольных мод в кристаллах Si и CaF2. Для этого построим се-

чения поверхности медленности диагональной плоскостью этих кристаллов для продольных
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фононов в модели анизотропного континуума (см. Рисунок 1.12). Из начала координат отложим

волновые векторы фононов q до поверхности медленности, а в продолжении соответствующие

им групповые скорости, перпендикулярные этим поверхностям. Как видно из рисунка 1.12 для

кристалла Si векторы групповой скорости отклоняются от направления [100] и [110] к направле-

нию [111], а для кристалла CaF2 векторы групповой скорости отклоняются от направления [111]

к направлению [100]. Поэтому фокусировка продольных фононов в кристаллах Si происходит

в направлении [111], а дефокусировка – в направлении [100]. В кристаллах CaF2 – наоборот:

фокусировка продольных фононов происходит в направлении [100], а их дефокусировка – в на-

правлении [111]. Таким образом, направления, соответствующие фокусировке фононов для кри-

сталлов первого типа, являются направлениями дефокусировки фононов для кристаллов второго

типа и наоборот.

Рисунок 1.12. Иллюстрация фокусировки продольных мод в кристаллах Si и CaF2. Изображены
сечения поверхности медленности диагональной плоскостью в кристаллах Si (кривая 1) и CaF2

(кривая 2) для продольной моды в модели анизотропного континуума. Стрелками изображены
волновые вектора и соответствующие им групповые скорости фононов.

Из проведенного выше анализа следует, что можно предложить простой способ определе-

ния направлений фокусировки фононов, не привлекая сложных построений поверхностей мед-

ленностей и векторов групповых скоростей. Как видно из рисунков 1.10 - 1.12, направления

фокусировки фононов совпадают с направлениями, в которых достигаются минимумы на по-

верхности медленности. Естественно, что эти направления соответствуют максимумам фазовых

скоростей фононов (см., например, рис. 1.1). Поэтому для определения направлений фокуси-

ровки достаточно построить угловые зависимости 𝑆𝜆0 (𝜃, 𝜙) и определить направления, которые

соответствуют максимальным значениям фазовых скоростей.

Итак, нами показано, что для кристаллов первого и второго типа не только спектр и вектора

поляризации, но и эффект фокусировки фононов качественно отличаются.

Исследуем влияние дисперсии на изменение фокусировки фононов в кремнии. Проанали-

зируем угловые зависимости фазовых скоростей 𝑆𝜆(𝑥, 𝜃, 0) и компоненту групповой скорости

фонона 𝑆𝜆𝜃 (𝑥, 𝜃, 0), которые определяет тангенс угла между направлениями групповой скорости
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и волновым вектором для значений 𝑥 = 0.9 для кристалла Si (см. рис. 1.8б,г). Рассмотрим случай

волновых векторов в плоскости грани куба. Для продольных фононов при 𝑥 = 0.01 в интервале

углов 0 ≤ 𝜃 ≤ 𝜋/4 величина 𝑆𝐿𝜃 (𝑥, 𝜃, 0) > 0, и они фокусируются в направлениях [101]. Тогда

как при 𝑥 = 0.9 величина 𝑆𝐿𝜃 (𝑥, 𝜃, 0) < 0, и направление фокусировки переходит в [001] (см. рис.

1.8б,г, кривая 1). Поскольку при этом
⃒⃒
𝑆𝐿𝜃 (𝑥 = 0.9)

⃒⃒
>
⃒⃒
𝑆𝐿𝜃 (𝑥 = 0.01)

⃒⃒
, то для 𝑥 = 0.9 фокуси-

ровка продольных фононов в направлениях типа [001] значительно усиливается – увеличивается

угол между векторами V𝐿
𝑔 и q. При изменении приведенного волнового вектора от 𝑥 = 0.01 до

𝑥 = 0.9 в интервале углов 0 ≤ 𝜃 ≤ 𝜋/4 величина 𝑆𝑡2𝜃 (𝑥, 𝜃, 0) < 0, и направление фокусировки

для моды 𝑡2 остается в направлении [100]. Однако при 𝑥 = 0.9 спектр и медленность моды 𝑡2

становятся почти изотропными (см. рис. 1.8б, 1.10б), поэтому
⃒⃒
𝑆𝑡2𝜃 (𝑥 = 0.9)

⃒⃒
<<

⃒⃒
𝑆𝑡2𝜃 (𝑥 = 0.01)

⃒⃒
,

и угол между векторами V𝑡2
𝑔 и q уменьшается, и эффект фокусировки для неё существенно

уменьшается. Быстрая поперечная мода в длинноволновой области является почти изотропной

и эффект фокусировки для неё слабо выражен. Однако при 𝑥 = 0.9 ее анизотропия значитель-

но возрастает (см. рис. 1.8б, кривая 2). При этом в интервале углов 0 ≤ 𝜃 ≤ 𝜋/4 величина

𝑆𝑡1𝜃 (𝑥, 𝜃, 0) > 0, и мода 𝑡1 фокусируется в направлениях типа [101] (см. рис. 1.8б,г кривая 2).

Очевидно, что качественное изменение анизотропии спектра тепловых фононов и направлений

фокусировки с увеличением волнового вектора должны приводить к изменению релаксационных

характеристик фононной системы и фононного транспорта в кубических кристаллах с повыше-

нием температуры.

В следующем разделе обсудим более подробно эффект фокусировки фононов и его влияние

на угловое распределение плотности фононных состояний.

1.5 Коэффициент усиления потока фононов

Эффект фокусировки акустических фононов в кристаллах состоит в резкой анизотропии про-

странственного распределения потока энергии акустических волн в решетке. Он обусловлен

упругой анизотропией кристаллов, которая приводит к неколлинеарности вектора групповой и

фазовой скорости (волновым вектором q). Фокусировка фононов ранее экспериментально иссле-

довалась в опытах с высокочастотными акустическими фононами (1012 Гц), генерируемые пу-

тем прохождения кратковременных импульсов тока (107 Гц) через напыленную металлическую

пленку на определенную площадку одной из грани исследуемого образца [55]. Фононные им-

пульсы детектируют после прохождения через кристалл на противоположной грани. Детектиро-

вание приходящих фононов производилось путем измерения изменения электросопротивления

сверхпроводящей пленки, которая находится вблизи температуры перехода из сверхпроводяще-

го состояния. Измерения в работе [55] проводились на кристаллах KCl и LiF при температуре

2 – 3.6 K. Поскольку скорости продольных и поперечных мод имеют разную скорость, то фонон-

ные импульсы достигали детектора в различное время. Благодаря этому в этих экспериментах

исследовались отдельные импульсы, соответствующие фононам различных поляризаций.

В эксперименте [55] фокусировка проявлялась в аномальном соотношении интенсивности

продольных и поперечных фононных импульсов, распространяющихся в одном направлении.
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Авторы [55] обнаружили, что амплитуды этих импульсов сильно зависят от направления распро-

странения упругой волны и что в направлении [100] результаты для KCl значительно отличаются

от результатов для LiF. Для образца из LiF, который относится к кристаллам первой группы (см.

Таблицу 1.1), с осью вдоль [100] максимум пика интенсивности детектируемых тепловых им-

пульсов связан с поперечными фононами. Однако для образов из KCl, который относится к

кристаллам второй группы (см. Таблицу 1.1), в том же направлении максимум интенсивности

давали продольные фононы. Так, авторы [55] обнаружили, что для кристалла LiF в направлении

[100] амплитуда импульса поперечных фононов в 100 раз больше амплитуды импульса продоль-

ных фононов. Для кристалла KCl, наоборот, амплитуда импульса поперечных фононов в 7 раз

меньше амплитуды импульса продольных фононов. В направлении [110] в кристалле LiF ам-

плитуда импульса быстрой поперечной моды превосходила амплитуды импульсов продольной

и быстрой поперечной моды соответственно в 10 и 20 раз. Измерения в направлении [110] для

кристалла KCl в работе [55] не проводились.

Для количественного описания эффекта фокусировки необходимо вычислить поток энергии

фононов в заданном направлении. Для анализа плотности потока энергии фононов в задан-

ном направлении волнового вектора q и поляризации 𝜆, Марис в работе [64] ввел понятие

«enhancement factor» (в зарубежной литературе также известен как «amplification factor») A.

Он равен отношению потока тепла данной поляризации в исследуемом кристалле к соответ-

ствующему потоку тепла в изотропной среде для выбранного направлении. Итак, коэффициент

А имеет смысл коэффициента усиления плотности состояний фононов для данного кристалла

относительно изотропной среды. Для простоты далее мы будем его называть коэффициентом

усиления.

Определим выражение для коэффициента усиления А [64]. Для этого рассмотрим детектор,

установленный так, что его центр и источник фононов соединены вектором с направлением R.

Пусть детектор виден из точечного источника под телесным углом ∆Ω𝑑. Для изотропной среды

волны, покидающие источник с волновыми векторами, лежащими в телесном угле ∆Ω𝑑 в окрест-

ности направления R, будут достигать детектора. В случае анизотропной среды, чтобы волна с

волновым вектором q и поляризацией 𝜆 достигла центра детектора, необходимо выполнения

условия

V𝜆
𝑔 ||R. (1.43)

Рассмотрим волну (q,𝜆), удовлетворяющую условию (1.43). Тогда волны с той же поляриза-

цией и с волновыми векторами, лежащими в телесном угле ∆Ω𝑞, тоже будут достигать детектора.

По сравнению с изотропной средой, в анизотропной среде телесный угол в q-пространстве со-

держит волны, которые достигают детектора больше на коэффициент

𝐴 =
∆Ω𝑞

∆Ω𝑑

. (1.44)

Поэтому, если распределение волновых векторов изотропно, то импульс фононов будет увели-

чиваться на коэффициент A по отношению к изотропной среде. Задача сводится к вычислению
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Рисунок 1.13. Схематичное изображение телесных углов: (а) - 𝛿Ω𝑞 в q-пространстве и (б) - 𝛿Ω𝑉

в пространстве групповых скоростей.

отношения телесного угла в q-пространстве к телесному углу в пространстве групповых ско-

ростей. Рассмотрим два ортогональных единичных вектора 𝑒𝜃 и 𝑒𝜙, ортогональные вектору q.

Определим бесконечно малый телесный угол 𝛿Ω𝑞 в q-пространстве как угол, стягивающий па-

раллелограмм ABCD из точки O (см. рис. 1.13а), определим 𝛿q1 = 𝛿𝑞e𝜃 и 𝛿q2 = 𝛿𝑞e𝜙 (q = qn,

𝛿𝑞 << 𝑞). Тогда

𝛿Ω𝑞 = (𝛿𝑞/𝑞)2 . (1.45)

Соответствующий телесный угол в пространстве групповых скоростей 𝛿Ω𝑉 есть угол, образо-

вывающий параллелограмм A‘B‘C‘D‘ (см. рис. 1.13б), где

𝛿𝑉𝑔1𝑖 = 𝑉𝑔𝑖(q + 𝛿q1) − 𝑉𝑔𝑖(q) =
𝜕𝑉𝑔𝑖
𝜕q

· 𝛿q1 =
𝜕𝑉𝑔𝑖
𝜕𝜃

· 𝛿𝑞
𝑞
. (𝑖 = 𝑥, 𝑦, 𝑧) (1.46)

Аналогично

𝛿𝑉𝑔2𝑖 = 𝑉𝑔𝑖(q + 𝛿q2) − 𝑉𝑔𝑖(q) =
𝜕𝑉𝑔𝑖
𝜕𝜙

· 𝛿𝑞

𝑞 sin 𝜃
. (𝑖 = 𝑥, 𝑦, 𝑧) (1.47)

В общем случае площадка 𝛿S𝑉 , образованная векторами 𝛿V𝑔1 и 𝛿V𝑔2, не ортогональна век-

тору групповой скорости V𝑔. Поэтому ее необходимо спроецировать на единичный вектор, на-

правленный вдоль групповой скорости: 𝛿𝑆|
𝑉 = 𝛿S𝑉 ·V𝑔/𝑉𝑔. Тогда телесный угол в пространстве

групповых скоростей V𝑔 запишется в виде

𝛿Ω𝑉 =
𝛿𝑆

|
𝑉

𝑉 2
𝑔

=

⃒⃒⃒⃒
𝛿S𝑉 ·V𝑔

𝑉 3
𝑔

⃒⃒⃒⃒
, (1.48)
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Рисунок 1.14. Сечения плоскостью грани куба поверхности медленности (а) и поверхности
групповой скорости (б) для медленной поперечной моды в кристалле кремния. Векторы группо-
вых скоростей 1,2,3 на рисунке (б) соответствуют векторам 1,2,3 на рисунке (а).

где

𝛿S𝑉 = 𝛿V𝑔1 × 𝛿V𝑔2 =
1

sin 𝜃

(︂
𝛿𝑞

𝑞

)︂2

×

×
[︂(︂

𝜕𝑉𝑔𝑦
𝜕𝜃

𝜕𝑉𝑔𝑧
𝜕𝜙

− 𝜕𝑉𝑔𝑧
𝜕𝜃

𝜕𝑉𝑔𝑦
𝜕𝜙

)︂
i +

(︂
𝜕𝑉𝑔𝑧
𝜕𝜃

𝜕𝑉𝑔𝑥
𝜕𝜙

− 𝜕𝑉𝑔𝑥
𝜕𝜃

𝜕𝑉𝑔𝑧
𝜕𝜙

)︂
j +

(︂
𝜕𝑉𝑔𝑥
𝜕𝜃

𝜕𝑉𝑔𝑦
𝜕𝜙

− 𝜕𝑉𝑔𝑦
𝜕𝜃

𝜕𝑉𝑔𝑥
𝜕𝜙

)︂
k

]︂
,

i, j, k – единичные векторы вдоль осей X, Y, Z, компоненты групповой скорости фононов с поля-

ризацией 𝜆
(︀
𝑉 𝜆
𝑔𝑥(𝜃, 𝜙), 𝑉 𝜆

𝑔𝑦(𝜃, 𝜙), 𝑉 𝜆
𝑔𝑧(𝜃, 𝜙)

)︀
в декартовой системе координат определены форму-

лами (1.38) при 𝑥 → 0. Тогда коэффициент усиления A (1.44) данной поляризации 𝜆 в заданном

направлении волнового вектора q имеет вид

(︀
𝐴𝜆(𝜃, 𝜙)

)︀−1
=
𝛿Ω𝜆

𝑉

𝛿Ω𝑞

=
1(︀

𝑉 𝜆
𝑔

)︀3
sin 𝜃

⃒⃒⃒⃒
⃒
(︃
𝜕𝑉 𝜆

𝑔𝑦

𝜕𝜃

𝜕𝑉 𝜆
𝑔𝑧

𝜕𝜙
−
𝜕𝑉 𝜆

𝑔𝑧

𝜕𝜃

𝜕𝑉 𝜆
𝑔𝑦

𝜕𝜙

)︃
𝑉 𝜆
𝑔𝑥+

+

(︃
𝜕𝑉 𝜆

𝑔𝑧

𝜕𝜃

𝜕𝑉 𝜆
𝑔𝑥

𝜕𝜙
−
𝜕𝑉 𝜆

𝑔𝑥

𝜕𝜃

𝜕𝑉 𝜆
𝑔𝑧

𝜕𝜙

)︃
𝑉 𝜆
𝑔𝑦 +

(︃
𝜕𝑉 𝜆

𝑔𝑥

𝜕𝜃

𝜕𝑉 𝜆
𝑔𝑦

𝜕𝜙
−
𝜕𝑉 𝜆

𝑔𝑦

𝜕𝜃

𝜕𝑉 𝜆
𝑔𝑥

𝜕𝜙

)︃
𝑉 𝜆
𝑔𝑧

⃒⃒⃒⃒
⃒,

(1.49)

В модели изотропной среды коэффициент усиления 𝐴𝑡 = 𝐴𝐿 = 1.

Спектр упругих волн и групповые скорости реальных кристаллов имеют достаточно слож-

ный вид. Чтобы наглядно представить телесный угол 𝛿Ω𝑞 в q-пространстве и соответствующий

ему телесный угол 𝛿Ω𝑉 в пространстве групповых скоростей, обратимся к рис. 1.14. На нем

изображены сечения плоскостью грани куба поверхности медленности (рис. 1.14а) и поверх-

ности групповой скорости (рис. 1.14б) для медленной поперечной моды в кристалле кремния.

В окрестности направления [110] телесный угол 𝛿Ω(1)
𝑉 (см. рис. 1.14б) соответствует 𝛿Ω(1)

𝑞 (см.

рис. 1.14а), причем 𝛿Ω
(1)
𝑉 > 𝛿Ω

(1)
𝑞 . В этом случае коэффициент усиления (1.44) будет меньше
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единицы, т.е. в направлении [110] происходит дефокусировка медленной поперечной моды. В

окрестности направления [100] телесный угол 𝛿Ω(2)
𝑉 (см. рис. 1.14б) соответствует трем различ-

ным значениям телесного угла 𝛿Ω(2)
𝑞 (см. рис. 1.14а). Поэтому полное отношение 𝛿Ω𝑞/𝛿Ω𝑉 для

направления [100] будет гораздо больше единицы, что указывает на большое усиление потока

фононов в окрестности этого направления.

Рисунок 1.15. Угловые зависимости коэффициента усиления 𝐴𝜆 в кристалле кремния. (а) - в
плоскости грани куба и (б) в диагональной плоскости. Линия 1 соответствуют модели изотроп-
ной среды. Кривые 2 – для продольных фононов, кривые 3 – для поперечной моды 𝑡1, кривые 4
– для поперечной моды 𝑡2.

Рассмотрим более подробно поверхность медленности для моды 𝑡2. В разделе 1.3 указыва-

лось, что в окрестности направления [100] при углах 𝜃 ∈ [0, 0.41] 𝜃𝑡2𝑔 < 0, и при 𝜃0 = 0.21

𝜃𝑡2𝑔 имеет локальный минимум. Для этого же угла (𝜃0) вектор групповой скорости «1» на ри-

сунке 1.14б указывает на границу складки на поверхности групповой скорости. При этом же

угле (𝜃0) кривизна поверхности медленности обращается в ноль. Положения нулевой кривизны
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(a) (b) (c)

Рисунок 1.16. Результаты расчета картины фокусировки энергии фононов в плоскости {100}
для кристалла GaAs для точечного источника с размерами детектора: (a) 2−8 × 2−8 мм2 и (b)
2−6 × 2−6 мм2. (c) – экспериментальная картина фокусировки энергии фононов, полученная в
работе [65].

обозначены точками на рисунке 1.14а. Именно в этих точках кривизна поверхности медленно-

сти меняет знак, и происходит переход от выпуклой к вогнутой области. В трехмерном случае

множество этих точек образуют линии нулевой кривизны. Поскольку фононный поток ортогона-

лен поверхности медленности и обратно пропорционален кривизне этой поверхности в данной

точке [20, 54, 55], то точки нулевой кривизны математически соответствуют бесконечному по-

току фононов от точечного источника тепла вдоль соответствующего направления групповой

скорости.

Рассмотрим угловые зависимости коэффициента усиления 𝐴𝜆 (1.49) в кристалле кремния

(см. рис. 1.15). В областях, где 𝐴𝜆 > 1 имеет место фокусировка фононов, где 𝐴𝜆 < 1 – дефоку-

сировка фононов. Случай A = 1 соответствует модели изотропной среды, в которой направление

потока тепла совпадает с направлением волнового вектора фонона. Как и следовало ожидать,

для поперечной моды 𝑡2 коэффициент усиления расходится вблизи направлений [100] в точках

нулевой кривизны поверхности медленности (см. рис. 1.15, кривые 3). Минимальное значение

𝐴𝑡2min (𝜃 = 0.75, 𝜙 = 𝜋/4) = 0.21 (см. рис. 1.15б, кривая 3). Коэффициент усиления для попереч-

ной моды 𝑡1 в плоскости грани куба принимает постоянное и максимальное значение равное

5.74 (см. рис. 1.15а, кривая 2), а минимальное значение 𝐴𝑡1 принимает в диагональной плоско-

сти при 𝜃 = 𝜋/2 равное 0.64 (см. рис. 1.15б, кривая 2). Для продольных фононов в направлении

[100] происходит дефокусировка, и 𝐴𝐿 = 0.27. В направлении [110] имеет место локальная фо-

кусировка, и 𝐴𝐿 = 1.42, а в направлении [111] – фокусировка продольных фононов, и 𝐴𝐿 = 2.20

(см. рис. 1.15, кривые 1).

Марис [64] отметил, что для поперечных фононов в направлении [100] коэффициент уси-

ления однозначно не определен. Чтобы решить эту проблему, он усреднил фононный поток по

детектору в виде круга. Для кристалла Si он получил 𝐴𝑡[100] = 3.12. В 1980 году Лакс обобщил

метод Мариса на случай прямоугольного детектора. Однако такой подход не решает проблему

расходимости 𝐴𝑡2 в точках нулевой кривизны поверхности медленности, поскольку усреднение

проводится в малой окрестности направления [100].
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При расчете плотности потока фононов в заданном направлении в кристалле авторы работы

[66] смогли обойти проблему расходимости коэффициента усиления. Для этого они усреднили

плотность потока по площадке детектора ∆𝑆 для произвольного направления в кристалле. Для

детектора в виде квадрата 2−8 × 2−8 и 2−6 × 2−6 мм2 они рассчитали плотность потока фононов

в плоскости {100} для кристалла GaAs и получили хорошее согласие с экспериментом [65] (см.

рис. 1.16).
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1.6 Выводы

1. Анализ динамических характеристик упругих волн в кубических кристаллах с различным

типом упругой энергии показал, что все кубические кристаллы могут быть разделены на

кристаллы с положительной и отрицательной анизотропией упругих модулей второго по-

рядка. Вид спектра и поведение векторов поляризации колебательных мод для кристаллов

первого и второго типа качественно отличается.

2. Предложен метод аппроксимации фононного спектра кубических кристаллов, полученного

из данных по неупругому рассеянию нейтронов для симметричных направлений, на всю

зону Бриллюэна в виде, позволяющем исследовать релаксационные характеристики фо-

нонных систем. Он заключается в использовании степенного разложения по приведенному

волновому вектору фононов для симметричных направлений и разложения по кубическим

гармоникам для экстраполяции спектра на всю зону Бриллюэна. Расчет теплоемкости кри-

сталлов Si и Ge показал, что предложенная аппроксимация спектра удовлетворительно

согласуется с экспериментальными данными и может быть использована при анализе ре-

лаксационных характеристик фононных систем.

3. Теоретический анализ распространения упругих волн в кубических кристаллах при низких

температурах показал, что в кристаллах с различным типом анизотропии упругой энергии

не только спектр и вектора поляризации, но и фокусировка фононов качественно отли-

чаются. Направлениям фокусировки фононов в кристаллах первого типа соответствуют

направления дефокусировки фононов в кристаллах второго типа и наоборот.

4. Показано, что изменение анизотропии спектра фононов при переходе от длинноволновых

фононов к коротковолновым приводит к изменению направлений фокусировки для различ-

ных ветвей спектра фононов в кристаллах Si.
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Глава 2

Времена релаксации при диффузном

рассеянии фононов на границах образца

В настоящей главе рассмотрим влияние фокусировки фононов на кнудсеновское течение фо-

нонного газа при диффузном рассеянии фононов на границах монокристаллических образцов

в рамках теории Казимира – МакКарди [14, 17]. Казимир [14] вычислил теплопроводность ди-

электрического стержня бесконечной длины в модели изотропной среды в предположении, что

все фононы при соударении с поверхностью поглощаются, а затем переизлучаются изотроп-

но в полупространство по направлению внутрь образца с интенсивностью, которая зависит от

температуры поверхности в соответствии с теорией излучения абсолютно черного тела. Теория

Казимира [14] была обобщена на случай упруго анизотропных кристаллов в [17], где к предпо-

ложению Казимира были добавлены ещё два:

1. поток тепла и распределение температур однородно по длине образца;

2. предполагается наличие плоскости зеркальной симметрии перпендикулярной оси образца.

Последнее предположение о наличии плоскости зеркальной симметрии не является критичным.

Дело в том, что плоскость, перпендикулярная направлению [111], не является плоскостью зер-

кальной симметрии. Однако для этого направления рассчитанные значения длин пробега фо-

нонов согласуются с экспериментальными данными с той же погрешностью, как и для других

направлений [17].

Однако, авторы [17] не получили аналитических выражений для времен релаксации фоно-

нов при диффузном рассеянии на границах для образцов конечной длины. Поэтому в настоящей

главе в рамках теории Казимира – МакКарди [14, 17] с учетом фокусировки фононов рассмот-

рим кнудсеновское течение фононного газа в образцах конечной длины и определеним времена

релаксации фононов.

В разделе 2.1 получены выражения для времен релаксации и длин свободного пробега при

диффузном рассеянии фононов на границах образцов бесконечной длины с круглым, квадратным

и прямоугольным сечениями. В разделе 2.2 расчитаны времена релаксации фононов на границах

и длины свободного пробега фононов для образцов конечной длины с круглым, квадратным и

прямоугольным сечениями. В разделе 2.3 проведен анализ анизотропии фононного транспорта
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в объемных образцах кремния с круглым, квадратным и прямоугольным поперечным сечениями

в режиме граничного рассеяния. Для образцов с квадратным сечением установлена связь между

направлениями фокусировки фононов и максимальными значениями длин пробега фононов. Для

образцов с прямоугольным сечением проанализирована анизотропия длин свободного пробега

фононов в зависимости от ориентации боковых граней образца относительно осей кристалла.

Материал этой главы основан на результатах, полученных в работах [28, 29].

2.1 Времена релаксации и длины свободного пробега для

кнудсеновского течения фононного газа в образцах

бесконечной длины

В рамках теории Казимира – МакКарди [14,17] рассмотрим фононный транспорт в образцах

бесконечной длины с круглым, квадратным и прямоугольным сечениями и определим времена

релаксации фононов. Выберем направление градиента температуры вдоль оси образца и обозна-

чим это направление 𝑋3. Проведем сечение образца плоскостью, перпендикулярной оси 𝑋3 и

проходящей через точку𝑋3 = 0 (см. Рис. 2.1). Рассмотрим элемент поверхности 𝑑𝑆 в окрестности

точки с координатами (𝑋1, 𝑋3). Обозначим через m(𝑋1) единичный вектор, перпендикулярный

поверхности образца и направленный внутрь его. Поток фононов с волновым вектором q и поля-

ризацией 𝜆, покидающих этот элемент поверхности равен
(︀
m(𝑋1)V

𝜆
𝑔

)︀
𝑁

(0)𝜆
𝑞 (𝑋3,q)𝑑𝑆, где V𝜆

𝑔 —

групповая скорость фононов, а 𝑁 (0)𝜆
𝑞 (𝑋3,q) — функция распределения Планка, соответствующая

температуре 𝑇 рассматриваемого элемента:

𝑁 (0)𝜆
𝑞 (𝑋3,q) =

(︂
exp

[︂
~𝜔q𝜆

𝑘𝐵𝑇 (𝑋3)

]︂
− 1

)︂−1

.

Фононы, покидающие элемент поверхности 𝑑𝑆, будут распространяться вдоль стержня, пока не

столкнутся с поверхностью. Предполагая, что распределение температур и потока тепла одно-

родно по образцу, авторы [17] подсчитали поток тепла, протекающий через плоскость 𝑋3 = 0

слева направо и справа налево, и получили следующее выражение для теплопроводности 𝜅∞(𝑇 ):

𝜅∞(𝑇 ) =
1

2𝑆𝐶

∑︁
𝜆,𝑞

~𝜔𝜆𝑞
𝑑𝑁

(0)𝜆
𝑞

𝑑𝑇

∫︁
𝑋1

𝑑𝑋1

(︀
m(𝑋1)V

𝜆
𝑔

)︀ (︀
Λ𝜆

3(𝑋1,q)
)︀2

=
∑︁
𝜆,𝑞

~𝜔𝜆𝑞
𝑑𝑁

(0)𝜆
𝑞

𝑑𝑇
𝐼𝜆∞, (2.1)

𝐼𝜆∞ =
1

2𝑆𝐶

∫︁
𝑋1

(︀
m(𝑋1)V

𝜆
𝑔

)︀ (︀
Λ𝜆

3 (𝑋1,q)
)︀2
𝑑𝑋1, (2.2)

где 𝑆𝐶 — площадь поперечного сечения образца, а Λ𝜆
3 (𝑋1, 𝑞) - проекция длины пробега фонона

с импульсом q и поляризацией 𝜆 на направление градиента температуры.

Рассмотрим вычисление интеграла по контуру𝑋1 (см. рис. 2.2) для цилиндрических образцов

бесконечной длины. На рисунке 2.3 показано сечение цилиндра плоскостью перпендикулярной



53

Рисунок 2.1. Распределение температуры в образце длины 𝐿 (сплошная линия) и в бесконечном
образце (пунктирная линия). Рисунок взят из работы [17].

Рисунок 2.2. Схематичное изображение образца длины 𝐿 c произвольным поперечным сечени-
ем. Рисунок взят из работы [17].

его оси. Радиус цилиндра обозначим через R. Фонон покидает элемент поверхности в точке 𝑋1

в направлении вектора групповой скорости V𝜆
𝑔 . Проекция этого вектора на секущую плоскость

есть величина 𝑉 𝜆
𝑔⊥ =

√︁(︀
𝑉 𝜆
𝑔

)︀2 − (︀𝑉 𝜆
𝑔3

)︀2
, где 𝑉 𝜆

𝑔3 - проекция групповой скорости на ось цилиндра.

Проекцию длины свободного пробега фононов на плоскость сечения обозначим Λ𝜆
⊥(𝑋1,q). На

рисунке 2.3 она равна длине отрезка 𝑋1𝐴. Проекция длины свободного пробега на ось стержня

Λ𝜆
3(𝑋1,q) связана с Λ𝜆

⊥(𝑋1,q) соотношением:

Λ𝜆
3(𝑋1,q) =

𝑉 𝜆
𝑔3

𝑉 𝜆
𝑔⊥

Λ𝜆
⊥(𝑋1,q), 𝑉 𝜆

𝑔⊥ =

√︁(︀
𝑉 𝜆
𝑔1

)︀2
+
(︀
𝑉 𝜆
𝑔2

)︀2
. (2.3)

Введем угол 𝛾1 между осью 𝑌 и нормалью к окружности m(𝑋1) в точке 𝑋1, а также угол 𝜑

между вектором V𝜆
𝑔⊥ и осью 𝑌 . Из геометрии рисунка следует, что Λ𝜆

⊥ (𝑋1,q) = 2𝑅 cos(𝜑− 𝛾1),

тогда

Λ𝜆
3(𝑋1,q) =

𝑉 𝜆
𝑔3

𝑉 𝜆
𝑔⊥

2𝑅 cos(𝜑− 𝛾1),
(︀
m(𝑋1)V

𝜆
𝑔

)︀
= 𝑉 𝜆

𝑔⊥ cos(𝜑− 𝛾1) (2.4)
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Рисунок 2.3. Схема, иллюстрирующая вычисление контурного интеграла для цилиндрических
образцов (показано сечение цилиндра плоскостью, перпендикулярной его оси).

Для образца с круглым сечением полагаем 𝑑𝑋1 = 𝑅𝑑𝛾1. Вклад в контурный интеграл (А1) дают

только фононы, отраженные элементом поверхности по направлению внутрь образца. Поэтому

для заданного угла 𝜑 интегрируем по углам 𝛾1 только в пределах сектора между точками B1 и B2

(сектор выделен жирной линией на рисунке). Итак, из физического анализа задачи следует, что

контурные интегралы по 𝑑𝑋1 вычисляются не по всему контуру, как это указано в [17], а должны

охватывать только половину контура. Поэтому область интегрирования 𝑋1 и соответствующие

значения углов 𝛾1 для бесконечного образца ограничены значениями −𝜋/2 < 𝛾1 − 𝜑 < 𝜋/2 (см.

рис. 2.3). Для бесконечного образца с круглым сечением без труда находим релаксационную

функцию

𝐼𝜆∞ =
4𝑅3

2𝑆𝐶

(︀
𝑉 𝜆
𝑔3

)︀2
𝑉 𝜆
𝑔⊥

∫︁
𝑋1

cos3(𝜑− 𝛾1)𝑑𝛾1 =
8𝑅

3𝜋

(︀
𝑉 𝜆
𝑔3

)︀2
𝑉 𝜆
𝑔⊥

. (2.5)

Выражение (2.5) совпадает с полученным в работе [17].

Теперь рассмотрим стержень бесконечной длины с прямоугольным сечением 𝐷×𝜇𝐷 (см. рис

2.4). Пусть 𝑉 𝜆
𝑔3- проекция групповой скорости на направление градиента температуры, которое

совпадает с осью стержня, 𝑉 𝜆
𝑔⊥ - проекция групповой скорости на плоскость сечения стержня, а

𝑉 𝜆
𝑔1 и 𝑉 𝜆

𝑔2 - проекции групповой скорости на боковые грани образца. На рисунке 2.4 изображена

ситуация, когда tg 𝜑 =
⃒⃒
𝑉 𝜆
𝑔2

⃒⃒
/
⃒⃒
𝑉 𝜆
𝑔1

⃒⃒
< 𝜇. При вычислении интеграла по контуру выделим три

области «А», «В» и «С» (см. рис. 2.4): область «А» – это треугольник с вершинами ODF, область

«В» – параллелограмм OFHG и область «С» – треугольник GH(𝜇D). Как и в случае образцов

с круглым сечением, контурные интегралы по 𝑑𝑋1 вычисляются не по всему прямоугольному

контуру, а захватывают только половину его. Дело в том, что при диффузном рассеянии фоно-

на на границе для фиксированного угла 𝜑 мы должны интегрировать только по тем сторонам
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сечения образца, где скорость рассеянного фонона направлена внутрь образца (жирные линии

на рисунке 2.4). Обозначим Λ𝜆
⊥(𝑋1,q) проекцию длины свободного пробега на плоскость сече-

ния. В области «В» она равна длине отрезка 𝑋1𝐸. проекция длины свободного пробега на ось

стержня Λ𝜆
3(𝑋1,q) связана с Λ𝜆

⊥(𝑋1, 𝑞) соотношением (2.3).

Рисунок 2.4. Сечение образца в форме прямоугольного стержня плоскостью перпендикулярной
его длинной оси. Показан случай, когда tg 𝜑 = |𝑉 𝜆

𝑔2|/|𝑉 𝜆
𝑔1| > 1/𝜇.

В случае tg 𝜑 = |𝑉𝑔2/𝑉𝑔1| < 𝜇 в области «А» имеем:

(m (𝑋1)V
𝜆
𝑔 ) = 𝑉 𝜆

𝑔⊥ · sin𝜑, Λ𝜆
⊥(𝑋1,q) =

𝐷 − 𝑥

cos𝜑
, Λ𝜆

3(𝑋1,q) = Λ𝜆
⊥(𝑋1,q)

𝑉 𝜆
𝑔3

𝑉 𝜆
𝑔⊥
. (2.6)

Учитывая (2.6), для интеграла по области «А» получим:

𝐼𝜆∞(𝐴) =
1

2𝑆𝐶

∫︁ 𝐷

0

𝑉 𝜆
𝑔⊥ · sin𝜑

{︃
𝐷 − 𝑥

cos𝜑
·
𝑉 𝜆
𝑔3

𝑉 𝜆
𝑔⊥

}︃2

𝑑𝑥 =
𝐷3

2𝑆𝐶

(︃
𝑉 𝜆
𝑔3

𝑉 𝜆
𝑔1

)︃2 ⃒⃒
𝑉 𝜆
𝑔2

⃒⃒
3

. (2.7)

Аналогично для областей «B» и «C» имеем:

𝐼𝜆∞(𝐵) =
𝐷3

2𝑆𝐶

(︃
𝑉 𝜆
𝑔3

𝑉 𝜆
𝑔1

)︃2 (︀
𝜇
⃒⃒
𝑉 𝜆
𝑔1

⃒⃒
−
⃒⃒
𝑉 𝜆
𝑔2

⃒⃒)︀
, 𝐼𝜆∞(𝐶) = 𝐼𝜆∞(𝐴). (2.8)

Суммируя по всем областям при
⃒⃒
𝑉 𝜆
𝑔2

⃒⃒
< 𝜇

⃒⃒
𝑉 𝜆
𝑔1

⃒⃒
для релаксационной функции 𝐼𝜆∞(𝜃, 𝜙) получим:

𝐼𝜆∞(𝜃, 𝜙) =
𝐷

6𝜇

⎡⎣(︃𝑉 𝜆
𝑔3

𝑉 𝜆
𝑔1

)︃2 (︀
3𝜇
⃒⃒
𝑉 𝜆
𝑔1

⃒⃒
−
⃒⃒
𝑉 𝜆
𝑔2

⃒⃒)︀⎤⎦ . (2.9)

Аналогично рассматривается случай tg 𝜑 =
⃒⃒
𝑉 𝜆
𝑔2

⃒⃒
/
⃒⃒
𝑉 𝜆
𝑔1

⃒⃒
> 𝜇:

𝐼𝜆∞(𝜃, 𝜙) = 𝜇
𝐷

6

⎡⎣(︃𝑉 𝜆
𝑔3

𝑉 𝜆
𝑔2

)︃2 (︀
3
⃒⃒
𝑉 𝜆
𝑔2

⃒⃒
− 𝜇

⃒⃒
𝑉 𝜆
𝑔1

⃒⃒)︀⎤⎦ . (2.10)
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формулы (2.9) и (2.10) совпадают с полученными в работе [17]. Для того, чтобы перейти к

образцам с квадратным сечением, достаточно в формулах (2.9), (2.10) положить 𝜇 = 1. Итак,

предложенный нами метод расчета релаксационных функций 𝐼𝜆∞(𝜃, 𝜙) для образцов бесконечной

длины с круглым, квадратным и прямоугольным сечениями приводит к таким же результатам,

что и в работе [17]. Далее мы покажем, что наш метод позволяет также аналитически решить

задачу о кнудсеновском течении фононного газа в образцах конечной длины.

Из сравнения формулы (2.1) со стандартным выражением теплопроводности [35, 67] в при-

ближении времени релаксации 𝜏𝜆:

𝜅(𝑇 ) = 𝑘𝐵
∑︁
𝑞,𝜆

𝜏𝜆(𝑞)(𝑉 𝜆
𝑔3)

2

(︃
~𝜔𝜆𝑞
𝑘𝐵𝑇

)︃2

𝑁 (0)𝜆
𝑞 (𝑁 (0)𝜆

𝑞 + 1) (2.11)

можно определить время релаксации фононов на границах для бесконечных образцов следую-

щим образом:

𝜏𝜆𝐵∞(𝜃, 𝜙) =
𝐼𝜆∞(𝜃, 𝜙)(︀
𝑉 𝜆
𝑔3(𝜃, 𝜙)

)︀2 . (2.12)

Из формул (2.5), (2.9) и (2.10) для бесконечных образцов с круглым и прямоугольным сечениями,

соответственно, имеем:

𝜏𝜆𝐵∞(𝜃, 𝜙) =
8𝑅

3𝜋
· 1√︁(︀

𝑉 𝜆
𝑔

)︀2 − (︀𝑉 𝜆
𝑔3

)︀2 , (2.13)

𝜏𝜆𝐵∞(𝜃, 𝜙) =

⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩
𝐷

6𝜇

(︀
3𝜇
⃒⃒
𝑉 𝜆
𝑔1

⃒⃒
−
⃒⃒
𝑉 𝜆
𝑔2

⃒⃒)︀(︀
𝑉 𝜆
𝑔1

)︀2 , если |𝑉𝑔2| < 𝜇 |𝑉𝑔1| ;

𝜇
𝐷

6

(︀
3
⃒⃒
𝑉 𝜆
𝑔2

⃒⃒
− 𝜇

⃒⃒
𝑉 𝜆
𝑔1

⃒⃒)︀(︀
𝑉 𝜆
𝑔2

)︀2 , если |𝑉𝑔2| > 𝜇 |𝑉𝑔1| .
(2.14)

Выражение (2.13) для времени релаксации фононов на границах бесконечных образцов с круг-

лым сечением совпадает с полученным ранее выражением в работе [68]. В то время как выра-

жение (2.14) получено впервые.

Определим среднюю длину свободного пробега фононов Λ∞ при диффузном рассеянии на

границах для образцов бесконечной длины. Рассмотрим область температур, гораздо меньших

температуры Дебая (𝑇 << 𝑇𝐷), когда применима модель анизотропного континуума. Использу-

ем известное выражение кинетической теории газов для теплопроводности:

𝜅 =
1

3
𝐶𝑉 𝑆Λ∞. (2.15)

В формуле (2.1) для теплопроводности выделим теплоемкость единицы объема 𝐶𝑉 :

𝐶𝑉 =
2𝜋2𝑘4𝐵

5~3
𝑇 31

3

∑︁
𝜆

⟨(︀
𝑆𝜆0
)︀−3
⟩

(2.16)
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и среднюю скорость фононов 𝑆:

𝑆 =
∑︁
𝜆

⟨(︀
𝑆𝜆0
)︀−2
⟩{︃∑︁

𝜆

⟨(︀
𝑆𝜆0
)︀−3
⟩}︃−1

, (2.17)

где
⟨(︀
𝑆𝜆0
)︀−3
⟩

=
∫︀
𝑑Ω𝑞

(︀
𝑆𝜆0
)︀−3

/4𝜋 и
⟨(︀
𝑆𝜆0
)︀−2
⟩

=
∫︀
𝑑Ω𝑞

(︀
𝑆𝜆0
)︀−2

/4𝜋. Средние скорости фононов и

теплоемкость для кристаллов кремния приведены в таблице 2.1 Тогда выражение для теплопро-

водности 𝜅∞ может быть представлено в виде:

𝜅∞(𝑇 ) =
1

3
𝐶𝑉 𝑆

3

4𝜋
·

[︃∑︁
𝜆1

⟨(︀
𝑆𝜆10
)︀−2
⟩]︃−1∑︁

𝜆

∫︁ 1

−1

𝑑(cos 𝜃)

∫︁ 2𝜋

0

𝑑𝜙
𝐼𝜆∞(𝜃, 𝜙)

(𝑆𝜆0 (𝜃, 𝜙))3
=

1

3
𝐶𝑉 𝑆Λ∞, (2.18)

где средняя длина пробега Λ𝐵∞ будет определяться выражением

Λ𝐵∞ =
3

4𝜋
· 1∑︀

𝜆1

⟨(︀
𝑆𝜆10
)︀−2
⟩∑︁

𝜆

∫︁ 1

−1

𝑑(cos 𝜃)

∫︁ 2𝜋

0

𝑑𝜙
𝐼𝜆∞(𝜃, 𝜙)

(𝑆𝜆0 (𝜃, 𝜙))3
. (2.19)

Таблица 2.1. Значения параметров, определяющих длины свободного пробега фононов для кри-
сталлов кремния при низких температурах.

мода

⟨︀
(𝑆𝜆0 (𝜃, 𝜙))−2

⟩︀
,

𝑆𝜆, 105 (см с−1)
𝐶𝜆
𝑉 /𝑇

3,
𝑆, 105 (см с−1)

𝐶𝑉 /𝑇
3,

10−12 (с2 см−2) эрг см−3K−4 эрг см−3 K−4

L 1.21 9.07 0.55

5.67 5.88T1 3.08 5.69 2.21

T2 3.87 5.06 3.21

Как видно из выражения (2.18), в дебаевском приближении теплопроводность пропорцио-

нальна теплоемкости и при низких температурах следует зависимости 𝑇 3 - в соответствии с

законом Дебая. Этот результат привлек внимание исследователей к теории Казимира [14] (Заме-

тим, что формула для теплопроводности в работе [14] содержит известную ошибку – лишний

множитель 𝜋/2). Следует отметить, что для модели изотропной среды из выражения (2.19) сле-

дует результат Казимира: для цилиндрического стержня бесконечной длины Λ∞ = 2𝑅. Анало-

гичным образом можно определить средние длины свободного пробега фононов для каждой из

ветвей фононного спектра. Для этого представим теплопроводность в виде аддитивной суммы

от всех колебательных ветвей

𝜅∞(𝑇 ) =
∑︁
𝜆

𝜅𝜆∞(𝑇 ) =
∑︁
𝜆

1

3
𝐶𝜆
𝑉 𝑆

𝜆Λ𝜆
∞. (2.20)
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Тогда средняя длина свободного пробега Λ𝜆
∞ для фононов ветви 𝜆 может быть представлена в

виде:

Λ𝜆
∞ =

3

4𝜋
· 1⟨(︀

𝑆𝜆0
)︀−2
⟩ ∫︁ 1

−1

𝑑(cos 𝜃)

∫︁ 2𝜋

0

𝑑𝜙
𝐼𝜆∞(𝜃, 𝜙)

(𝑆𝜆0 (𝜃, 𝜙))3
. (2.21)

Для образцов с круглым сечением в качестве 𝐼𝜆∞ надо взять выражение (2.5), а для образцов с

прямоугольным сечением - (2.9) и (2.10). Итак, длины свободного пробега фононов при низких

температурах для граничного рассеяния в модели анизотропного континуума выражаются через

двукратный угловой интеграл.

2.2 Времена релаксации и длины свободного пробега для

кнудсеновского течения фононного газа в образцах

конечной длины

Рассмотрим фононный транспорт в образцах конечной длины с круглым, квадратным и пря-

моугольным сечениями в рамках теории МакКарди и др. [17]. В этой теории предполагалось, что

вклад в теплопроводность образцов конечной длины вносят только те фононы, которые столк-

нуться с поверхностью образца в пределах его длины. А те фононы, которые столкнулись бы с

поверхностью образца за пределами его длины, не вносят вклад в теплопроводность. Для этих

фононов проекция длины пробега на ось 𝑋3 определяется неравенством

⃒⃒
Λ𝜆

3(𝑋1,q)
⃒⃒
≥ 𝐿

2
. (2.22)

Обозначим вклад этих фононов в теплопроводность ∆𝜅(𝑇 ). Тогда теплопроводность стержня

конечной длины 𝐿 равна теплопроводности бесконечного стержня за вычетом ∆𝜅(𝑇 ):

𝜅(𝑇 ) = 𝜅∞(𝑇 ) − ∆𝜅(𝑇 ). (2.23)

Причем, поправка ∆𝜅(𝑇 ) имеет вид [17]:

∆𝜅(𝑇 ) =
∑︁
𝜆,𝑞

*
~𝜔𝜆𝑞

𝑑𝑁
(0)
𝑞𝜆

𝑑𝑇
· 1

2𝑆𝐶

∫︁
𝑋1

𝑑𝑋1

(︀
m(𝑋1)V

𝜆
𝑔

)︀{︂⃒⃒
Λ𝜆

3(𝑋1,q)
⃒⃒
− 𝐿

2

}︂2

=
∑︁
𝜆,𝑞

*
~𝜔𝜆𝑞

𝑑𝑁
(0)𝜆
𝑞

𝑑𝑇
∆𝐼𝜆,

(2.24)

∆𝐼𝜆(𝜃, 𝜙) =
1

2𝑆𝐶

∫︁
𝑋1

𝑑𝑋1

(︀
m(𝑋1)V

𝜆
𝑔

)︀{︂⃒⃒
Λ𝜆

3(𝑋1,q)
⃒⃒
− 𝐿

2

}︂2

. (2.25)

Звездочка у знака суммирования по волновым векторам в формуле (2.24) означает, что в поправ-

ку ∆𝜅(𝑇 ) вносят вклад только те фононы, для которых выполняется неравенство (2.22). При

вычислении интеграла по контуру 𝑋1 мы также должны учитывать неравенство (2.22). Выраже-
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ние (2.23) для образцов конечной длины можно представить в виде:

𝜅(𝑇 ) =
∑︁
𝜆,𝑞

*
~𝜔𝜆𝑞

𝑑𝑁
(0)𝜆
𝑞

𝑑𝑇
𝐼𝜆(𝜃, 𝜙), 𝐼𝜆(𝜃, 𝜙) = 𝐼𝜆∞(𝜃, 𝜙) − ∆𝐼𝜆(𝜃, 𝜙). (2.26)

Неравенство (2.22) накладывает ограничения на область интегрирования по волновым векто-

рам в выражении для поправки к теплопроводности. Поэтому непосредственным образом вве-

сти времена релаксации фононов при диффузном рассеянии на границах образцов в методе,

предложенном в [17], не представляется возможным. К сожалению, авторам [17] не удалось

получить аналитических выражений для величин ∆𝐼𝜆(𝜃, 𝜙). Расчет теплопроводности для куби-

ческих кристаллов в режиме граничного рассеяния был выполнен численным методом только

для симметричных направлений при температуре 3 K.

Отметим, что для расчета температурных зависимостей теплопроводности в рамках релакса-

ционного метода, прежде всего, необходимо определить времена релаксации фононов для всех

актуальных процессов рассеяния (включая рассеяние фононов на поверхности образца) и найти

полное время релаксации согласно правилу Маттиссена. Это позволит исследовать изменение

вкладов различных колебательных мод в теплопроводность с ростом температуры, а также про-

анализировать угловые зависимости релаксационных параметров в зависимости от ориентаций

градиента температуры относительно осей кристалла, не ограничиваясь моделью анизотропного

континуума. Поскольку во всем интервале температур ниже максимума теплопроводности доми-

нирует граничное рассеяние фононов, то пренебрежение эффектом фокусировки может привести

к значительной погрешности при интерпретации экспериментальных данных для всех упруго

анизотропных кристаллов.

В виду отсутствия аналитических расчетов времен релаксации за последние сорок лет со вре-

мени опубликования работы [17] не было опубликовано ни одной работы, в которой бы анализи-

ровались температурные зависимости теплопроводности диэлектрических кристаллов с учетом

фокусировки фононов. В связи с этим, представим некоторые детали расчета релаксационных

функций ∆𝐼𝜆(𝜃, 𝜙) при диффузном рассеянии на границах для образцов конечной длины с круг-

лым и прямоугольным сечениями.

Для цилиндрического образца длины 𝐿 при вычислении контурного интеграла

∆𝐼𝜆 =
1

2𝑆𝐶

∫︁
𝑋1

𝑑𝑋1

(︀
m(𝑋1)V

𝜆
𝑔

)︀{︂⃒⃒
Λ𝜆

3(𝑋1,q)
⃒⃒
− 𝐿

2

}︂2

(2.27)

мы должны учесть условие (2.22)
⃒⃒
Λ𝜆

3(𝑋1, 𝑞)
⃒⃒
≥ 𝐿/2. Подставляя выражение (2.4) в это неравен-

ство, получаем:

∆𝜆 =
𝐿

4𝑅

𝑉 𝜆
𝑔⊥⃒⃒
𝑉 𝜆
𝑔3

⃒⃒ < 1. (2.28)
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Вычисление интеграла (2.27) с условием (2.28) проводится аналогично рассмотренному ранее

случаю образцов бесконечной длины (см. рис 2.3) и дает следующий результат:

∆𝐼𝜆(𝜃, 𝜙) =
3

2
𝐼𝜆∞(𝜃, 𝜙)×

×

[︃(︁
1 +

(︀
∆𝜆
)︀2)︁√︁

1 − (∆𝜆)2 − 1

3

(︂√︁
1 − (∆𝜆)2

)︂3

− ∆𝜆

(︂
arccos ∆𝜆 + ∆𝜆

√︁
1 − (∆𝜆)2

)︂]︃
.

(2.29)

При выполнении противоположного неравенства ∆𝜆(𝜃, 𝜙) > 1 величина ∆𝐼𝜆(𝜃, 𝜙) = 0 и вели-

чина 𝐼𝜆(𝜃, 𝜙) = 𝐼𝜆∞(𝜃, 𝜙).

Теперь вычислим интеграл по контуру для образцов длины L c прямоугольным поперечным

сечением 𝐷 × 𝜇𝐷

∆𝐼𝜆 =
1

2𝑆𝐶

∫︁
𝑋1

𝑑𝑋1

(︀
m(𝑋1)V

𝜆
𝑔

)︀{︂⃒⃒
Λ𝜆

3(𝑋1,q)
⃒⃒
− 𝐿

2

}︂2

при
⃒⃒
Λ𝜆

3(𝑋1,q)
⃒⃒
≥ 𝐿

2
. (2.30)

Отметим, что контурные интегралы по 𝑑𝑋1 в формулах (2.27) и (2.30) вычисляются не по всему

прямоугольному контуру, а захватывают только половину его, как и для образцов бесконечной

длины. Рассматривая область «A» (см. Рис. 2.4, треугольник ODF), из неравенства
⃒⃒
Λ𝜆

3(𝑋1,q)
⃒⃒
≥

𝐿/2 можно получить ограничение на область интегрирования:

0 ≤ 𝑥 ≤ 𝑥max, 𝑥max = 𝐷 − 𝐿

2
·
𝑉 𝜆
𝑔⊥ cos𝜑

𝑉 𝜆
𝑔3

= 𝐷

(︃
1 − 𝑘0 ·

𝑉 𝜆
𝑔1

𝑉 𝜆
𝑔3

)︃
, 𝑘0 =

𝐿

2𝐷
. (2.31)

Учитывая (2.3), (2.30) и (2.31), для интеграла по области «А» получим:

∆𝐼𝜆(𝐴) =
1

2𝑆𝐶

∫︁ 𝑥max

0

𝑉 𝜆
𝑔⊥ · sin𝜑

{︃⃒⃒⃒⃒
⃒𝐷 − 𝑥

cos𝜑
·
𝑉 𝜆
𝑔3

𝑉 𝜆
𝑔⊥

⃒⃒⃒⃒
⃒− 𝐿/2

}︃2

𝑑𝑥. (2.32)

Из условия 𝑥max > 0 следует, что в рассматриваемом случае (tg 𝜑 = |𝑉𝑔2/𝑉𝑔1| < 𝜇) неравен-

ство
⃒⃒
Λ𝜆

3(𝑋1, 𝑞)
⃒⃒
≥ 𝐿/2 сводится к следующему соотношению между компонентами групповой

скорости и геометрическим параметром 𝑘0:⃒⃒
𝑉 𝜆
𝑔3/𝑉

𝜆
𝑔1

⃒⃒
≥ 𝑘0. (2.33)

Непосредственный расчет интеграла ∆𝐼𝜆(𝐴) приводит к результату:

∆𝐼𝜆(𝐴) =
𝐷

6𝜇

{︃(︀
𝑉 𝜆
𝑔3

)︀2⃒⃒
𝑉 𝜆
⊥
⃒⃒ · 1

cos2 𝜑
− 𝑘0 ·

⃒⃒
𝑉 𝜆
𝑔3

⃒⃒
· 1

3 cos𝜑
+

(𝑘0)
2

3

⃒⃒
𝑉 𝜆
⊥
⃒⃒
− (𝑘0)

3 ·
(︀
𝑉 𝜆
⊥
)︀2⃒⃒

𝑉 𝜆
𝑔3

⃒⃒ · cos𝜑

}︃
. (2.34)

Нетрудно убедиться, что при интегрировании по областям «В» и «С» неравенство
⃒⃒
Λ𝜆

3(𝑋1,q)
⃒⃒
≥

𝐿/2 также сводится к выражению (2.33). Непосредственный расчет интегралов по областям «В»
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и «С» дает:

∆𝐼𝜆(𝐵) =
𝐷

2𝜇

{︃(︀
𝑉 𝜆
𝑔3

)︀2⃒⃒
𝑉 𝜆
𝑔⊥
⃒⃒ · 1

cos𝜑
− 2𝑘0 ·

⃒⃒
𝑉 𝜆
𝑔3

⃒⃒
+ 𝑘20 ·

⃒⃒
𝑉 𝜆
𝑔⊥
⃒⃒
· cos𝜑

}︃
(𝜇− tg 𝜑), ∆𝐼𝜆(𝐶) = ∆𝐼𝜆(𝐴).

(2.35)

просуммируем по всем трем областям и учтем, что tg 𝜑 =
⃒⃒
𝑉 𝜆
𝑔2

⃒⃒
/
⃒⃒
𝑉 𝜆
𝑔1

⃒⃒
, тогда при выполнении

неравенств
⃒⃒
𝑉 𝜆
𝑔2

⃒⃒
< 𝜇

⃒⃒
𝑉 𝜆
𝑔1

⃒⃒
и
⃒⃒
𝑉 𝜆
𝑔3/𝑉

𝜆
𝑔1

⃒⃒
≥ 𝑘0 получим:

𝐼𝜆(𝜃, 𝜙) = 𝐼𝜆∞(𝜃, 𝜙) − ∆𝐼𝜆(𝜃, 𝜙) = 𝐷𝑘0
⃒⃒
𝑉 𝜆
𝑔3

⃒⃒ {︃
1 − 𝑘0

2𝜇

(︀⃒⃒
𝑉 𝜆
𝑔2

⃒⃒
+ 𝜇

⃒⃒
𝑉 𝜆
𝑔1

⃒⃒)︀⃒⃒
𝑉 𝜆
𝑔3

⃒⃒ +
(𝑘0)

2

3𝜇

⃒⃒
𝑉 𝜆
𝑔1

⃒⃒ ⃒⃒
𝑉 𝜆
𝑔2

⃒⃒(︀
𝑉 𝜆
𝑔3

)︀2
}︃
.

(2.36)

При выполнении неравенств
⃒⃒
𝑉 𝜆
𝑔3/𝑉

𝜆
𝑔2

⃒⃒
< 𝑘0/𝜇 и

⃒⃒
𝑉 𝜆
𝑔2

⃒⃒
< 𝜇

⃒⃒
𝑉 𝜆
𝑔1

⃒⃒
выражение для 𝐼𝜆(𝜃, 𝜙) в точно-

сти совпадает с (2.36).

Если (
⃒⃒
𝑉 𝜆
𝑔3

⃒⃒
/
⃒⃒
𝑉 𝜆
𝑔1

⃒⃒
< 𝑘0 и

⃒⃒
𝑉 𝜆
𝑔2

⃒⃒
< 𝜇

⃒⃒
𝑉 𝜆
𝑔1

⃒⃒
) или (

⃒⃒
𝑉 𝜆
𝑔3/𝑉

𝜆
𝑔2

⃒⃒
< 𝑘0/𝜇 и

⃒⃒
𝑉 𝜆
𝑔2

⃒⃒
> 𝜇

⃒⃒
𝑉 𝜆
𝑔1

⃒⃒
), то

∆𝐼𝜆(𝜃, 𝜙)=0 и функции 𝐼𝜆(𝜃, 𝜙) определяются выражениями (2.9) и (2.10), полученными ра-

нее для образцов бесконечной длины [17]. Для того, чтобы перейти к образцам с квадратным

сечением, достаточно в формулах (2.9), (2.10) и (2.36) положить 𝜇 = 1.

Из приведенного выше анализа видно, что при аналитическом расчете величины ∆𝐼𝜆(𝜃, 𝜙)

и 𝐼𝜆(𝜃, 𝜙) для образцов конечной длины с круглым и прямоугольным сечениями ограничения,

накладываемые условием (2.22), в выражениях для теплопроводности (2.23) и (2.24) сводятся к

системе неравенств между геометрическим параметром 𝑘0 = 𝐿/2𝐷 и отношениями компонент

групповой скорости фононов. Поскольку эти неравенства могут быть включены в определение

функций ∆𝐼𝜆(𝜃, 𝜙) и 𝐼𝜆(𝜃, 𝜙), то мы получаем возможность определить времена релаксации

фононов 𝜏𝜆𝐵 при диффузном рассеянии на границах образца в соответствии с выражением:

𝜏𝜆𝐵(𝜃, 𝜙) =
𝐼𝜆(𝜃, 𝜙)(︀
𝑉 𝜆
𝑔3(𝜃, 𝜙)

)︀2 . (2.37)

Время релаксации фононов на границах цилиндрических образцов, как следует из выражения

(2.37), можно представить в виде:

𝜏𝜆𝐵(𝜃, 𝜙) =

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

4𝑅

𝜋𝑉 𝜆
𝑔⊥

[︃
1 −

(︁
1 +

(︀
∆𝜆
)︀2)︁√︁

1 − (∆𝜆)2 − 1

3

(︂√︁
1 − (∆𝜆)2

)︂3

+

+∆𝜆

(︂
arccos ∆𝜆 + ∆𝜆

√︁
1 − (∆𝜆)2

)︂]︃
, если ∆𝜆(𝜃, 𝜙) ≤ 1,

𝜏𝜆𝐵∞, если ∆𝜆(𝜃, 𝜙) > 1;

(2.38)

∆𝜆 =
𝐿

4𝑅

𝑉 𝜆
𝑔⊥⃒⃒
𝑉 𝜆
𝑔3

⃒⃒ 𝑉 𝜆
𝑔⊥ =

√︁(︀
𝑉 𝜆
𝑔

)︀2 − (︀𝑉 𝜆
𝑔3

)︀2
. (2.39)

При выполнении неравенства ∆𝜆(𝜃, 𝜙) > 1 величина ∆𝐼𝜆(𝜃, 𝜙) = 0. Поэтому 𝜏𝜆𝐵(𝜃, 𝜙) определя-

ется выражением (2.13) для цилиндрических образцов бесконечной длины.
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Времена релаксации фононов на границах для образцов конечной длины с прямоугольным

сечением, как следует из формул (2.9), (2.10) и (2.36), определяются кусочно-гладкими функ-

циями для различных интервалов углов 𝜃 и 𝜙. При выполнении неравенств
⃒⃒
𝑉 𝜆
𝑔3/𝑉

𝜆
𝑔1

⃒⃒
≥ 𝑘0 при

𝜇
⃒⃒
𝑉 𝜆
𝑔1

⃒⃒
>
⃒⃒
𝑉 𝜆
𝑔2

⃒⃒
или

⃒⃒
𝑉 𝜆
𝑔3/𝑉

𝜆
𝑔2

⃒⃒
≥ 𝑘0/𝜇 при 𝜇

⃒⃒
𝑉 𝜆
𝑔1

⃒⃒
<
⃒⃒
𝑉 𝜆
𝑔2

⃒⃒
оно может быть преобразовано к виду:

𝜏𝜆𝐵 =
𝐼𝜆(𝜃, 𝜙)(︀
𝑉 𝜆
𝑔3(𝜃, 𝜙)

)︀2 =
𝐷⃒⃒
𝑉 𝜆
𝑔3

⃒⃒𝑘0{︃1 − 𝑘0
2

(︀⃒⃒
𝑉 𝜆
𝑔2

⃒⃒
+ 𝜇

⃒⃒
𝑉 𝜆
𝑔1

⃒⃒)︀
𝜇
⃒⃒
𝑉 𝜆
𝑔3

⃒⃒ +
(𝑘0)

2

3

⃒⃒
𝑉 𝜆
𝑔1

⃒⃒ ⃒⃒
𝑉 𝜆
𝑔2

⃒⃒
𝜇
(︀
𝑉 𝜆
𝑔3

)︀2
}︃
, 𝑘0 =

𝐿

2𝐷
. (2.40)

При выполнении противоположных неравенств
⃒⃒
𝑉 𝜆
𝑔3/𝑉

𝜆
𝑔1

⃒⃒
< 𝑘0 для 𝜇

⃒⃒
𝑉 𝜆
𝑔1

⃒⃒
>
⃒⃒
𝑉 𝜆
𝑔2

⃒⃒
или

⃒⃒
𝑉 𝜆
𝑔3/𝑉

𝜆
𝑔2

⃒⃒
<

𝑘0/𝜇 для 𝜇
⃒⃒
𝑉 𝜆
𝑔1

⃒⃒
<
⃒⃒
𝑉 𝜆
𝑔2

⃒⃒
величина ∆𝐼𝜆 = 0. В этом случае время релаксации фононов на грани-

цах определяется выражением 𝜏𝜆𝐵∞ (2.14), полученным ранее для образцов бесконечной длины.

Окончательно выражения для времен релаксации на границах образца с прямоугольным сечени-

ем имеют вид

𝜏𝜆𝐵(𝜃, 𝜙) =

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

𝐷⃒⃒
𝑉 𝜆
𝑔3

⃒⃒𝑘0{︃1 − 𝑘0
2

(︀⃒⃒
𝑉 𝜆
𝑔2

⃒⃒
+ 𝜇

⃒⃒
𝑉 𝜆
𝑔1

⃒⃒)︀
𝜇
⃒⃒
𝑉 𝜆
𝑔3

⃒⃒ +
(𝑘0)

2

3

⃒⃒
𝑉 𝜆
𝑔1

⃒⃒ ⃒⃒
𝑉 𝜆
𝑔2

⃒⃒
𝜇
(︀
𝑉 𝜆
𝑔3

)︀2
}︃
,

если

(︃⃒⃒⃒⃒
⃒𝑉 𝜆

𝑔3

𝑉 𝜆
𝑔1

⃒⃒⃒⃒
⃒ ≥ 𝑘0 и 𝜇

⃒⃒
𝑉 𝜆
𝑔1

⃒⃒
>
⃒⃒
𝑉 𝜆
𝑔2

⃒⃒)︃
или

(︃⃒⃒⃒⃒
⃒𝑉 𝜆

𝑔3

𝑉 𝜆
𝑔2

⃒⃒⃒⃒
⃒ ≥ 𝑘0

𝜇
и 𝜇
⃒⃒
𝑉 𝜆
𝑔1

⃒⃒
<
⃒⃒
𝑉 𝜆
𝑔2

⃒⃒)︃
,

𝜏𝜆𝐵∞, если

(︃⃒⃒⃒⃒
⃒𝑉 𝜆

𝑔3

𝑉 𝜆
𝑔1

⃒⃒⃒⃒
⃒ < 𝑘0 и 𝜇

⃒⃒
𝑉 𝜆
𝑔1

⃒⃒
>
⃒⃒
𝑉 𝜆
𝑔2

⃒⃒)︃
или

(︃⃒⃒⃒⃒
⃒𝑉 𝜆

𝑔3

𝑉 𝜆
𝑔2

⃒⃒⃒⃒
⃒ < 𝑘0

𝜇
и 𝜇
⃒⃒
𝑉 𝜆
𝑔1

⃒⃒
<
⃒⃒
𝑉 𝜆
𝑔2

⃒⃒)︃
.

(2.41)

Для того чтобы перейти к образцам с квадратным сечением [28], достаточно в формуле (2.41)

положить 𝜇 = 1. Итак, времена релаксации фононов при диффузном рассеянии на границах

для образцов конечной длины с круглым и прямоугольным сечениями определяются кусочно-

гладкими функциями.

Выражения для длин свободного пробега Λ и величин для каждой из ветвей фононного

спектра Λ𝜆 у образцов конечной длины находятся аналогично случаю с образцами бесконечной

длины (см. раздел 2.1). В результате получим:

Λ =
3

4𝜋
· 1∑︀

𝜆1

⟨(︀
𝑆𝜆10
)︀−2
⟩∑︁

𝜆

∫︁ 1

−1

𝑑(cos 𝜃)

∫︁ 2𝜋

0

𝑑𝜙
𝐼𝜆(𝜃, 𝜙)

(𝑆𝜆0 (𝜃, 𝜙))3
, (2.42)

Λ𝜆 =
3

4𝜋
· 1⟨(︀

𝑆𝜆0
)︀−2
⟩ ∫︁ 1

−1

𝑑(cos 𝜃)

∫︁ 2𝜋

0

𝑑𝜙
𝐼𝜆(𝜃, 𝜙)

(𝑆𝜆0 (𝜃, 𝜙))3
, (2.43)

где релаксационные функции 𝐼𝜆(𝜃, 𝜙) для образцов длины L c круглым, квадратным и прямо-

угольным сечениями определяются формулами (2.5), (2.9), (2.10) и (2.36). Как и в случае об-

разцов бесконечной длины, для граничного рассеяния в модели анизотропного континуума они

выражаются через двукратный угловой интеграл.

Из формул (2.38) и (2.41) следует, что коэффициенты теплопроводности 𝜅̃(𝑇 ) = 𝜅(𝑇 )/𝐷

и, соответственно, длины свободного пробега Λ̃ = Λ(𝐿,𝑊,𝐷)/𝐷, нормированные на толщину

пленки D, зависят не от трех геометрических параметров образца (𝐷,𝑊 и 𝐿), а только от двух
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отношений: параметров 𝜇 = 𝑊/𝐷 и 𝑘0 = 𝐿/2𝐷. Тогда

𝜅(𝑇, 𝐿,𝑊,𝐷) = 𝐷𝜅̃(𝑇, 𝑘0, 𝜇), Λ(𝐿,𝑊,𝐷) = 𝐷 · Λ̃(𝑘0, 𝜇). (2.44)

Очевидно, что для образцов с квадратным сечением длины пробега фононов, нормированные на

сторону сечения 𝐷, зависят только от параметра 𝑘0:

Λ(𝐿,𝐷,𝐷) = 𝐷 · Λ̃(𝑘0). (2.45)

Формулы (2.44) и (2.45) представляют интерес для экспериментальной проверки применимости

теории [17] при исследовании фононного транспорта в упруго анизотропных кристаллах.

2.3 Режим граничного рассеяния. Анизотропия длин

свободного пробега фононов в монокристаллических

образцах кремния

Проанализируем анизотропию фононного транспорта в объемных образцах кремния при тем-

пературах, гораздо меньших температуры Дебая (𝑇 << 𝑇𝐷), когда применима модель анизотроп-

ного континуума. Сравним с результатами экспериментальных исследований [17]. Как видно из

формул (2.20), (2.21), (2.42) и (2.43), анизотропия теплопроводности определяется анизотропией

длин свободного пробега фононов Λ. Рассмотрим сначала угловые зависимости длин свобод-

ного пробега фононов для образцов бесконечной длины. Поскольку длины свободного пробега

фононов для образцов бесконечной длины принято называть длинами Казимира Λ𝐶 , то согласно

формулам (2.19) и (2.21) имеем:

Λ𝐶 = Λ∞ =
3

4𝜋
· 1∑︀

𝜆1

⟨(︀
𝑆𝜆10
)︀−2
⟩∑︁

𝜆

∫︁ 1

−1

𝑑(cos 𝜃)

∫︁ 2𝜋

0

𝑑𝜙
𝐼𝜆∞(𝜃, 𝜙)

(𝑆𝜆0 (𝜃, 𝜙))3
.

Λ𝜆
𝐶 = Λ𝜆

∞ =
3

4𝜋
· 1⟨(︀

𝑆𝜆0
)︀−2
⟩ ∫︁ 1

−1

𝑑(cos 𝜃)

∫︁ 2𝜋

0

𝑑𝜙
𝐼𝜆∞(𝜃, 𝜙)

(𝑆𝜆0 (𝜃, 𝜙))3
.

Для образца с квадратным сечением релаксационные функции 𝐼𝜆∞(𝜃, 𝜙) определяются формула-

ми (2.9) и (2.10), а с круглым – формулой (2.5).

Рассмотрим вращение потока тепла (оси образца) в двух плоскостях: (1) в плоскости грани

куба {100} и (2) в диагональной плоскости куба {110}. Пусть угол 𝜓 задает отклонение потока

тепла от оси 𝑍, направленной по ребру куба. Для этих случаев компоненты групповой скорости

имеют вид:

(1) 𝑉 𝜆
𝑔3 = −𝑉 𝜆

𝑔𝑦 sin𝜓 + 𝑉 𝜆
𝑔𝑧 cos𝜓, 𝑉 𝜆

𝑔2 = 𝑉 𝜆
𝑔𝑦 cos𝜓 + 𝑉 𝜆

𝑔𝑧 sin𝜓, 𝑉 𝜆
𝑔1 = 𝑉 𝜆

𝑔𝑥, (2.46)

(2) 𝑉 𝜆
𝑔3 =

(︀
−𝑉 𝜆

𝑔𝑥 + 𝑉 𝜆
𝑔𝑦

)︀
sin𝜓/

√
2 + 𝑉 𝜆

𝑔𝑧 cos𝜓,

𝑉 𝜆
𝑔2 =

(︀
−𝑉 𝜆

𝑔𝑥 + 𝑉 𝜆
𝑔𝑦

)︀
cos𝜓/

√
2 − 𝑉 𝜆

𝑔𝑧 sin𝜓, 𝑉 𝜆
𝑔1 =

(︀
𝑉 𝜆
𝑔𝑥 + 𝑉 𝜆

𝑔𝑦

)︀
/
√

2, (2.47)
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где 𝑉 𝜆
𝑔3 - проекция групповой скорости на направление градиента температуры, которое совпа-

дает с осью стержня, 𝑉 𝜆
𝑔1 и 𝑉 𝜆

𝑔2 - проекции групповой скорости на боковые грани образца.

Проанализируем угловые зависимости длин Казимира для образцов с круглым и квадратным

сечениями, рассчитанные по формулам (2.19) и (2.21). При равенстве площадей квадратного и

круглого сечений (𝐷2 = 𝜋𝑅2), нормируем длины Казимира Λ𝐶 на сторону основания D для об-

разца с квадратным сечением (Λ̃𝐶(𝜓) = Λ𝐶(𝜓)/𝐷) и на
√
𝜋𝑅 для образца с круглым сечением

радиуса R (Λ̃𝐶(𝜓) = Λ𝐶(𝜓)/
√
𝜋𝑅). В этом случае отличие угловых зависимостей длин свобод-

ного пробега Λ̃𝐶(𝜓) для образцов с круглым и квадратным сечением не превышает 1%. Для

рассматриваемых случаев максимальное отклонение длин свободного пробега фононов Λ̃𝜆
𝐶(𝜓)

не превышает 1.6% для быстрой поперечной моды. В масштабе рисунка 2.5 эти кривые не

различимы. Поэтому рисунок 2.5 относится фактически к образцам бесконечной длины, как с

круглым, так и с квадратным сечениями.

Как видно из рисунка 2.5a, в окрестности направлений [100] при углах 𝜓 = ±0.06 + 𝑛𝜋/2

(n – целое число) длина свободного пробега достигает максимального значения для медлен-

ной поперечной моды. Она в 2 раза больше, чем значение Λ𝑡1
𝐶 и в 3 раза больше, чем Λ𝐿

𝐶 для

продольных фононов. При переходе к направлению [110] ситуация меняется: длина свободного

пробега для медленной поперечной моды уменьшается в 3 раза и имеет минимальное значение.

максимальное значение длина свободного пробега имеет для быстрой поперечной моды. Она в

2.8 и 1.6 раза больше, чем для медленных поперечных и продольных фононов, соответственно.

Для направления [111] максимальное значение длина свободного пробега имеет для продольных

фононов. Она в 1.8 и 1.1 раза больше, чем для быстрых и медленных поперечных фононов, соот-

ветственно (см. рис. 2.5б). Для симметричных направлений отношение средних длин Казимира

составляет Λ
[100]
𝐶 : Λ

[110]
𝐶 : Λ

[111]
𝐶 = 1.74 : 1.21 : 1.00.

Покажем, что использование выражений, полученных нами для длин свободного пробега

фононов в режиме граничного рассеяния, позволяет описать экспериментальные данные по ани-

зотропии теплопроводности для образцов кремния с квадратным и прямоугольным сечением

при низких температурах [17]. Для этого проанализируем угловые зависимости длин свобод-

ного пробега фононов в образцах с квадратным и прямоугольным сечениями, рассчитанные по

формулам (2.42) и (2.43) для образцов длины L. Как видно из рисунков 2.6, расчитанные на-

ми угловые зависимости длин свободного пробега фононов в образцах кремния длины 𝐿 = 2.9

см с квадратным поперечным сечением 𝐷 = 0.293 см, для симметричных направлений хорошо

согласуются с данными эксперимента [17].

Из рисунков 2.6 видно, что длины свободного пробега фононов для каждой колебательной

моды в образцах конечной длины достигают максимальных значений в направлениях ее фокуси-

ровки, причем, в этих направлениях они превосходят длины пробега остальных колебательных

мод. Так, например, фононы медленной поперечной моды фокусируются в направлении [100], и

их длина свободного пробега превосходит длины свободного пробега фононов для быстрой по-

перечной и продольной мод в 1.63 раза и 2.36 раза, соответственно, а среднюю длину свободного

пробега фононов в 1.30 раза. Фононы быстрой поперечной моды фокусируются в направлении

[110], и их длина свободного пробега имеет максимальное значение. Она превосходит в этом
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Рисунок 2.5. Угловые зависимости длин Казимира Λ̃𝜆
𝐶(𝜓) = Λ𝜆

𝐶(𝜓)/𝐷 и Λ̃𝐶(𝜓) = Λ𝐶(𝜓)/𝐷 для
образцов с квадратным сечением в случаях, когда градиент температур лежит в плоскости грани
куба (a) и диагональной плоскости (б). Кривая 1 — быстрая поперечная мода, 2 — медленная
поперечная мода, 3 — продольная мода, 4 — средняя длина свободного пробега.

направлении длины свободного пробега для фононов медленной поперечной моды в 1.50 раза и

продольной моды в 1.19 раза, а также среднюю длину пробега в 1.22 раза. Продольные фононы

фокусируются в направлении [111], для этого направления их длина свободного пробега замет-

но превышает длины свободного пробега быстрых и медленных поперечных фононов. В этом

направлении длины свободного пробега фононов медленной и быстрой поперечных мод умень-

шаются относительно направления [100] в 1.82 и 1.52 раза, соответственно, в то время как для

продольной моды Λ𝐿 возрастает 1.51 раза. В результате длина свободного пробега продольных

фононов оказывается больше в 1.58 раза и 1.16 раза, чем для быстрых и медленных поперечных

фононов. В этом направлении она превосходит среднюю длину свободного пробега фононов в

1.26 раза. Для симметричных направлений отношение средних длин свободного пробега фоно-

нов составляет Λ[001] : Λ[101] : Λ[111] = 1.50 : 1.08 : 1. Таким образом, максимальные значения

теплопроводность образцов кремния имеет для направления [100] и обеспечивается медленной

поперечной модой, а минимальное – для направления [111]. При переходе от образцов беско-

нечной длины к образцам конечной длины анизотропия длин свободного пробега фононов и,

соответственно, теплопроводности заметно уменьшается.

Следует отметить, что рассчитанные величины теплопроводности кремния 𝜅𝑡ℎ𝑒𝑜𝑟(𝑇0) и сред-

них длин свободного пробега фононов превышают экспериментальные значения 𝜅exp(𝑇0) при

𝑇0 = 3 K для направлений типа [100] на 4%, а для [110] и [111] – на 8% (см. рис. 2.6). Для

объяснения этого расхождения в работах [27, 28] была использована концепция дефектного по-

верхностного слоя, развитого в работе [69]. Дело в том, что для обеспечения диффузного рас-

сеяния фононов поверхность образца перед измерением обрабатывалась наждаком. При такой
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Рисунок 2.6. Угловые зависимости средних длин свободного пробега Λ̃𝜆(𝜓) = Λ𝜆(𝜓)/𝐷 и
Λ̃(𝜓) = Λ(𝜓)/𝐷 для образцов длины 𝐿 = 2.9 см с квадратным сечением 𝐷 = 0.293 см в случаях,
когда градиент температур лежит в плоскости грани куба (a) и в диагональной плоскости (б).
Кривая 1 — быстрая поперечная мода, 2 — медленная поперечная мода, 3 — продольная мода, 4
— средняя длина свободного пробега. Символы – экспериментальные данные [17].

обработке непосредственно под поверхностью образца формируется дефектный слой, включа-

ющий микротрещины с соответствующими полями деформаций и сеть дислокаций [69]. Учет

дефектного слоя, который не проводит тепла, и, соответственно, эффективной толщины образца

позволило согласовать результаты расчета теплопроводности с экспериментальными данными

при температуре 3 К. Однако при таком подходе не учитывалось рассеяние фононов на изотопи-

ческом беспорядке. Как будет показано в разделе 3.3, учет этого механизма позволит согласовать

результаты расчета теплопроводности с экспериментом в интервале температур от 3 до 16 K в

пределах погрешности эксперимента. Поэтому в нашем случае роль дефектного поверхностного

слоя оказалась малой и его влиянием можно пренебречь.

Теперь рассмотрим угловые зависимости средних длин свободного пробега фононов для

образцов конечной длины (𝐿 = 3.5 см) с прямоугольным сечением 𝜇𝐷×𝐷 (𝐷 = 0.185 см, 𝜇𝐷 =

0.638 см), исследованных в [17] . Проведем сравнение с образцами с квадратным поперечным

сечением. Длины свободного пробега фононов нормируем на среднюю геометрическую ширину

Λ̂(𝜓) = Λ(𝜓)/𝐷
√
𝜇.

Рассмотрим вращение потока тепла (градиента температуры) в плоскости грани куба в двух

случаях: (А) в узкой грани прямоугольника (ось «2» - ось вращения)

𝑉 𝜆
𝑔3 = 𝑉 𝜆

𝑔𝑥 sin𝜓 + 𝑉 𝜆
𝑔𝑧 cos𝜓, 𝑉 𝜆

𝑔2 = 𝑉 𝜆
𝑔𝑦, 𝑉

𝜆
𝑔1 = 𝑉 𝜆

𝑔𝑥 cos𝜓 − 𝑉 𝜆
𝑔𝑧 sin𝜓; (2.48)
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(Б) в широкой грани прямоугольника (ось «1» - ось вращения)

𝑉 𝜆
𝑔3 = −𝑉 𝜆

𝑔𝑦 sin𝜓 + 𝑉 𝜆
𝑔𝑧 cos𝜓, 𝑉 𝜆

𝑔2 = 𝑉 𝜆
𝑔𝑦 cos𝜓 + 𝑉 𝜆

𝑔𝑧 sin𝜓, 𝑉 𝜆
𝑔1 = 𝑉 𝜆

𝑔𝑥, (2.49)

где 𝑉 𝜆
𝑔3 - проекция групповой скорости на направление градиента температуры, которое совпа-

дает с осью стержня, 𝑉 𝜆
𝑔1 и 𝑉 𝜆

𝑔2 - проекции групповой скорости на боковые грани образца. Угол

𝜓 задает отклонение потока тепла от оси 𝑍.

Как видно из рисунка 2.7a, для направлений, исследованных в [17], рассчитанные значения

средних длин свободного пробега фононов совпадают с экспериментально определенными в [17]

как для образцов с квадратным сечением, так и для образцов с прямоугольным сечением.

Максимальные значения средних длин свободного пробега фононов для случаев (А) и (Б)

совпадают и достигаются в направлениях [001], а минимальные значения - в направлениях [101],

причем, для случаев (А) и (Б) они различны (см. рис. 2.7a). Поэтому анизотропия средних длин

свободного пробега фононов и, соответственно, теплопроводности для случаев (А – кривая 1а)

и (Б – кривая 1b) значительно отличается как между собой, так и от полученной для образцов

с квадратным сечением (кривая 1). В случае (Б), если вращение потока тепла происходит в

широкой грани прямоугольника, то отношение значений Λ(0) и Λ(𝜋/4) составляет 1.21 (кривая

1b). Это значение оказывается меньшим, чем для образцов с квадратным сечением, для которых

отношение Λ𝐵(0)/Λ𝐵(𝜋/4) ∼= 1.4 (кривая 1).

В противоположность этому, если вращение потока тепла происходит в узкой грани пря-

моугольника, то анизотропия теплопроводности возрастает. Она оказывается больше, чем для

образцов с квадратным сечением: в этом случае отношение Λ(0)/Λ(𝜋/4) ∼= 1.57 (кривая 1a). для

случаев (А) и (Б) угловые зависимости средних длин свободного пробега фононов и длин сво-

бодного пробега фононов для каждой из ветвей фононного спектра качественно отличаются (см.

рис. 2.7б). Наиболее значительно изменяются угловые зависимости длин пробега для быстрых

Λ𝑡1(𝜓) и медленных Λ𝑡2(𝜓) поперечных фононов. Для случая (Б) длина пробега Λ𝑡1 достигает

максимума в направлении фокусировки - [101], а минимального значения - в направлении [001],

как и для образцов с квадратным сечением. Однако для случая (А) длина пробега Λ𝑡1 достигает

максимума в направлении [001], оставаясь меньше величины Λ𝑡2 , а минимального значения - в

направлении фокусировки - [101] (см. рис. 2.7). Этот результат качественно отличается от по-

лученных ранее для образцов с квадратным сечением [28]. Для последних было показано, что

длины свободного пробега фононов для каждой колебательной моды достигают максимальных

значений в направлениях их фокусировки, причем, в этих направлениях они превосходят длины

пробега для остальных колебательных мод.

Достаточно интересно (см. рис. 2.8) по сравнению с образцами квадратного сечения выглядят

угловые зависимости теплопроводности и, соответственно, длин свободного пробега фононов

Λ𝜆(𝜓) в случае, когда ось вращения и градиент температуры совпадают с осью 𝑍, а вращение

происходит в плоскости 𝑋𝑌 . Тогда компоненты групповой скорости фононов, параллельные и

перпендикулярные потоку тепла, определяются выражениями:

𝑉 𝜆
𝑔3 = 𝑉 𝜆

𝑔𝑧, 𝑉
𝜆
𝑔1 = 𝑉 𝜆

𝑔𝑥 cos𝜓 + 𝑉 𝜆
𝑔𝑦 sin𝜓, 𝑉 𝜆

𝑔2 = −𝑉 𝜆
𝑔𝑥 sin𝜓 + 𝑉 𝜆

𝑔𝑦 cos𝜓, (2.50)
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Рисунок 2.7. (a) Угловые зависимости средних длин свободного пробега Λ̂(𝜓) в случае, когда
поток тепла вращается в плоскости грани куба: кривая 1 для образцов с квадратным сечением
(𝐷 = 0.293 см, 𝐿 = 2.9 см); кривые 1а и 1b - для образцов с прямоугольным сечением (𝐿 = 3.5
см, 𝐷 = 0.185 см, 𝜇𝐷 = 0.638 см); кривая 1а - в узкой грани прямоугольника; кривые 1b – в
широкой грани прямоугольника. Символы - экспериментальные данные [17]. (б) Угловые зависи-
мости длин пробега Λ̂𝜆(𝜓) быстрых (кривые 2,2а,2b) и медленных (кривые 3,3а,3b) поперечных
фононов в случае, когда поток тепла вращается в плоскости грани куба: кривые 2,3 для образ-
цов с квадратным сечением (𝐷 = 0.293 см, 𝐿 = 2.9 см); кривые 2а,3а и 2b,3b - для образцов с
прямоугольным сечением (𝐿 = 3.5 см, 𝐷 = 0.185 см, 𝜇𝐷 = 0.638 см); кривые 2а,3а – вращение
в узкой грани прямоугольника; кривые 2b,3b – вращение в широкой грани прямоугольника.
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где 𝜓 – угол между осью 𝑋 и боковой гранью.

В этом случае для образцов с квадратным сечением средние и парциальные длины свобод-

ного пробега фононов с точностью до 1.3% изотропны (см. рис. 2.8б, кривые 1,2,3). Однако для

достаточно тонких пластинок величины теплопроводности и длин свободного пробега становят-

ся зависящими от ориентации широких граней пластинки относительно осей кристаллов. Так,

например, при 𝜇 = 1 средняя нормированная длина пробега Λ̂(0) = 1.46. Однако при 𝜇 = 10

максимальное значение Λ̂(0) ∼= 1.2 достигается для граней образца {100} (𝜓 = 0), а минималь-

ное Λ̂ ∼= 1.02 достигается при 𝜓 ≈ 27∘, тогда как для граней образца {110} (𝜓 = 𝜋/4) имеет

место локальный максимум Λ̂(𝜋/4) = 1.04 (см. рис. 2.8а, кривая 2). При 𝜇 = 100 максимальное

значение Λ̂(0) ∼= 0.821, оно в 1.47 раза меньше, чем для случая 𝜇 = 10.

Рисунок 2.8. (a) Угловые зависимости Λ̂(𝜓) для образцов с осью вращения и градиентом темпе-
ратуры в направлении [100]. Кривая 1 – 𝜇 = 1, кривая 2 – 𝜇 = 10, кривая 3 – 𝜇 = 102. (б) Угловые
зависимости Λ̂𝜆(𝜓) для быстрой (кривые 1, 1а, 1b), медленной поперечной (кривые 2, 2а, 2b)
и продольной моды (кривые 3, 3а, 3b), для образцов с градиентом температуры в направлении
[100]: для кривых 1,2,3 𝜇 = 1 (квадратное сечение), для кривых 1а, 2а, 3а 𝜇 = 10, для кривых 1b,
2b, 3b 𝜇 = 102. Параметры образцов те же, что и на рисунках 2.7.

В направлении [110] реализуется локальный максимум Λ̂(𝜋/4) = 0.50, а минимальное зна-

чение Λ̂ = 0.47 достигается при 𝜓 ≈ 27∘. Анизотропия теплопроводности, пропорциональная

отношению длин свободного пробега для ориентации граней образца {100} и {110} составляет

1.15 и 1.63 для 𝜇 = 10 и 𝜇 = 100, соответственно. При увеличении коэффициента 𝜇 от 1 до

102, качественно изменяются угловые зависимости длин свободного пробега быстрых и медлен-

ных поперечных фононов (см. рис. 2.8б). Если при 𝜇 = 1 длина пробега медленных поперечных

фононов Λ𝑡2(0) превосходит значение Λ𝑡1(0) приблизительно в 1.63 раза, то для образцов с пря-

моугольным сечением при 𝜇 >> 1 отношение Λ𝑡2(0)/Λ𝑡1(0) оказывается существенно меньше:

при 𝜇 равном 10 и 102, оно принимает значения 1.02 и 0.53, соответственно (см. рис. 2.8б кри-

вые 1, 1а и 2, 2а). В противоположность этому, при 𝜓 = 𝜋/4 отношение длин свободного пробега
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медленных и быстрых поперечных фононов для образцов с квадратным сечением оказывается

меньше единицы Λ𝑡2(𝜋/4)/Λ𝑡1(𝜋/4) = 0.67. Однако для образцов с прямоугольным сечением при

𝜇 >> 1 длина пробега Λ𝑡2(𝜋/4) становится больше, чем для моды 𝑡1: в этом случае отношение

Λ𝑡2(𝜋/4)/Λ𝑡1(𝜋/4) = 2.31 и 3.03 при 𝜇 = 10 и 𝜇 = 102, соответственно (см. рис. 2.8б).

Итак, показано, что полученные выражения для времен релаксации фононов (2.38), (2.41)

и длин свободного пробега фононов в режиме граничного рассеяния (2.42), (2.43), позволя-

ют описать два эффекта в анизотропии теплопроводности, обнаруженные экспериментально на

кремниевых образцах [17]: 1) зависимость теплопроводности от направления потока тепла для

образцов с квадратным поперечным сечением; 2) зависимость теплопроводности от ориентации

боковых граней для образцов с прямоугольным поперечным сечением. Анизотропия теплопро-

водности (средних длин свободного пробега фононов) для образцов с прямоугольным сечением

может значительно отличаться от образцов с квадратным сечением. Наиболее существенно из-

меняются угловые зависимости длин свободного пробега фононов для быстрой и медленной

поперечных мод.

В дальнейшем полученные в этой главе аналитические результаты для времен релаксации

и длин свободного пробега фононов будут использованы для анализа фононного транспорта в

объемных и наноразмерных материалах.

2.4 Выводы

Основные выводы главы 2 могут быть сформулированы следующим образом:

1. Дано полное аналитическое решение проблемы кнудсеновского течения фононного га-

за для образцов конечной длины с круглым, квадратным и прямоугольным сечениями.

Определены времена релаксации при диффузном рассеянии фононов на границах в виде

кусочно-гладких функций для различных интервалов углов, определяемых соотношениями

между компонентами групповой скорости и геометрическими параметрами образцов.

2. Проведенный анализ показал, что при низких температурах длины свободного пробега

фононов в образцах с квадратным и круглым сечениями для каждой колебательной мо-

ды достигают максимальных значений в направлениях их фокусировки, причем в этих

направлениях они превосходят длины пробега фононов остальных колебательных мод.

Рассчитанные значения длин пробега фононов для симметричных направлений хорошо

согласуются с данными эксперимента.

3. Показано, что для образцов с квадратным сечением величины теплопроводности и длин

пробега фононов при низких температурах определяются, главным образом, направлением

теплового потока, а их зависимость от ориентации боковых граней мала. В то время как для

образцов с прямоугольным сечением они в значительной степени зависят от ориентации

широкой грани образца относительно осей кристалла.
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Глава 3

Анизотропия и температурные

зависимости теплопроводности объемных

кремниевых образцов

Экспериментальные исследования [17] показали, что при низких температурах, когда дли-

на свободного пробега фононов оказывается больше поперечного размера образца, фокусировка

фононов приводит к двум эффектам в теплопроводности кубических кристаллов. Первым эф-

фектом является зависимость теплопроводности от направления градиента температуры отно-

сительно кристаллографических осей. Вторым эффектом является зависимость величин тепло-

проводности от ориентации боковых граней образцов с прямоугольным поперечным сечением

относительно осей кристалла. В работе [30] показано, что для корректного учета этих эффектов

при расчете теплопроводности монокристаллических образцов следует ввести два ориентаци-

онных параметра, которые учитывают зависимости кинетических характеристик от направления

теплового потока [𝐼] и ориентации плоскости пленки (или широкой грани образца) {𝐽}. Поэтому

в отличие от изотропной среды, при расчете кинетических характеристик монокристаллических

образцов мы должны учесть их зависимость от ориентационных параметров [𝐼] и {𝐽}:

𝜅(𝑇 ) ⇒ 𝜅
{𝐽}
[𝐼] (𝑇 ) и Λ ⇒ Λ

{𝐽}
[𝐼] .

В разделе 3.1 исследовано влияние дисперсии тепловых фононов на анизотропию и темпе-

ратурные зависимости теплопроводности в режиме граничного рассеяния. В разделе 3.2 раз-

вит метод учета фокусировки фононов при расчете теплопроводности. В разделе 3.3 показано,

что использование времен релаксации фононов (2.41) позволяет адекватно описать эксперимен-

тальные данные теплопроводности кристаллов кремния для различных направлений градиента

температуры и боковых граней образца. Материал этой главы основан на работах [27, 30].
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3.1 Влияние дисперсии фононов на температурные

зависимости теплопроводности кристаллов Si в режиме

граничного рассеяния

Проанализируем влияние дисперсии тепловых фононов на анизотропию и температурные

зависимости теплопроводности 𝜅(𝑇 ) в режиме граничного рассеяния для образцов Si с квадрат-

ным сечением (𝐿 = 2.9 cм, 𝐷 = 0.293 см), исследованных в [17]. В этих образцах граничное

рассеяние вносит доминирующий вклад в теплосопротивление при температурах меньших 20 K.

Однако мы распространили свой анализ до температур 𝑇 ∼ 200 K. Связано это с тем, что в даль-

нейшем мы планируем применить развитый в этой главе метод к анализу фононного транспорта

в наноразмерных образцах. Для таких образцов граничное рассеяние остается эффективным

механизмом релаксации фононов вплоть до комнатных температур [6]. Так, например, для крем-

ниевых нанопроводов с диаметром 56 нм вклад граничного рассеяния в теплосопротивление

при комнатной температуре составляет 60%. Поэтому представляется интересным, во-первых,

изучить влияние дисперсии тепловых фононов (а именно, наличие плоских участков в спектре

поперечных фононов, приводящих к аномально низким значениям групповой скорости) на осо-

бенности фононного транспорта в режиме граничного рассеяния. Во-вторых, при переходе от

длинноволновых к коротковолновым фононам происходит изменение направлений фокусиров-

ки фононов, связанное с дисперсией тепловых фононов. Поэтому необходимо изучить влияние

этого эффекта на анизотропию и температурные зависимости теплопроводности.

В режиме граничного рассеяния, когда диффузное рассеяние фононов на границах образца

является единственным механизмом релаксации фононов, выражение для теплопроводности в

приближении времени релаксации имеет вид

𝜅𝐵(𝑇 ) =
𝑘𝐵

4(2𝜋)3

∑︁
𝜆

(︂
𝑘𝐵𝑇

~

)︂3 ∫︁ 1

−1

𝑑 (cos 𝜃)

∫︁ 2𝜋

0

𝑑𝜙

(︂
𝑧𝜆0𝑚(𝜃, 𝜙)

𝑆𝜆0 (𝜃, 𝜙)

)︂3 ∫︁ 1

0

(︀
𝑉 𝜆
𝑔3(𝑥, 𝜃, 𝜙)

)︀2
(𝑧𝜆)2𝑥2𝑑𝑥

𝜈𝜆𝐵(𝑞) (sh(𝑧𝜆/2))2
,

(3.1)

𝑧𝜆(𝑥, 𝜃, 𝜙) =
~𝜔𝜆𝑞 (𝑥, 𝜃, 𝜙)

𝑘𝐵𝑇
, 𝑧𝜆0𝑚(𝜃, 𝜙) =

~𝜔𝜆0𝑚(𝜃, 𝜙)

𝑘𝐵𝑇
=

~𝑆𝜆0 (𝜃, 𝜙)𝑞max(𝜃, 𝜙)

𝑘𝐵𝑇
, 𝑥 =

𝑞

𝑞max

,

где 𝑘𝐵 - постоянная Больцмана, 𝑇 – температура, (𝜃, 𝜙) - углы, задающие направление волно-

вого вектора фонона q, 𝑞max - максимальный волновой вектор фонона (1.18), 𝜈𝜆𝐵(𝑞) =
(︀
𝜏𝜆𝐵(𝑞)

)︀−1

- скорость релаксации фононов на границах (2.41), 𝜔𝜆𝑞 - частота фонона поляризацией 𝜆 с уче-

том дисперсии тепловых фононов (1.16), 𝑆𝜆0 (𝜃, 𝜙) - фазовая скорость фонона (1.4). Компоненты

групповой скорости, параллельные оси стержня 𝑉 𝜆
𝑔3 и перпендикулярные боковым граням образ-

ца 𝑉 𝜆
𝑔1, 𝑉

𝜆
𝑔2, определены формулой (2.46).

Как видно из рисунка 3.1, для направления [001] при температурах ниже 10 К кривые, рас-

считанные с учетом дисперсии (1.16) (сплошные кривые) и в модели анизотропного континуума

(1.1) (штриховые кривые) практически совпадают. В этой области температур доминирующий

вклад в теплопроводность вносят поперечные фононы. Вклад продольных фононов 𝜅𝐿(𝑇 ) мал,

он составляет приблизительно 10% полной теплопроводности. Отметим, что учет дисперсии
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приводит к возникновению двух факторов, влияющих противоположным образом на изменение

теплопроводности с повышением температуры: (1) к росту 𝜅(𝑇 ) за счет увеличения плотности

состояний поперечных фононов (пики плотности состояний соответствуют плоским участкам

спектра поперечных фононов) и (2) к замедлению роста 𝜅(𝑇 ) за счет аномального уменьшения

групповой скорости поперечных фононов при выходе на плоские участки спектра (см. рис. 1.4).

Как видно из рисунка 3.1, дисперсия начинает заметно влиять на теплопроводность уже при

𝑇 > 20 K. Этот результат согласуется с выводом работы [70] о том, что влияние дисперсии на

фокусировку наблюдается на частотах выше 0.4 ТГц.

Рисунок 3.1. Температурные зависимости 𝜅(𝑇 ) образцов с квадратным сечением, исследован-
ных в [17], (𝐿 = 2.9 см, 𝐷 = 0.293 см) в режиме граничного рассеяния (кривые 1, 1a), а также
вклады быстрых поперечных (кривые 2, 2a), медленных поперечных (кривые 3, 3a) и продоль-
ных (кривые 4, 4a) фононов для образцов с осью вдоль [100] и вклады продольных фононов
для образцов с осями в направлениях [110] (кривая 4b) и [111] (кривая 4c). Сплошные линии
(кривые 1, 2, 3, 4, 4b, 4c) — расчет с учетом дисперсии фононов, штриховые (кривые 1a, 2a, 3a,
4a) — в модели анизотропного континуума.

С увеличением температуры значения полной теплопроводности, рассчитанные с учетом

дисперсии фононов (кривая 1), начинают превосходить значения, рассчитанные в модели анизо-

тропного континуума (кривая 1а): при температуре 32 К, их максимальное отношение составляет

1.32 (в этой области преобладает первый фактор). При дальнейшем увеличении температуры это
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отношение уменьшается, причем при температурах больших 54 К оно становится меньшим еди-

ницы. Такое поведение обусловлено уменьшением групповой скорости медленных поперечных

фононов в области плоского участка спектра 𝑞max/2 < 𝑞 < 𝑞max (см. рис. 1.4) и, соответственно,

их вклада в теплопроводность (преобладает второй фактор). Как видно из рисунка 3.1, вклад

медленной поперечной моды 𝜅𝑡2(𝑇 ) (кривая 3), доминирующий при низких температурах и пре-

восходящий в два раза вклад быстрой моды, при 𝑇 > 77 К становится меньше вклада быстрой

моды 𝜅𝑡1(𝑇 ) (кривая 2).

При дальнейшем увеличении температуры преобладает второй фактор: сильная дисперсия

коротковолновых поперечных мод (уменьшение их групповых скоростей) приводит к значитель-

ному замедлению роста 𝜅𝑡1(𝑇 ) и 𝜅𝑡2(𝑇 ). Как видно из рисунка 1.4, дисперсия оказывает суще-

ственно меньшее влияние на продольные моды - их групповые скорости уменьшаются незна-

чительно. Вклад 𝜅𝐿(𝑇 ) при 𝑇 > 70 К возрастает значительно быстрее, чем вклады поперечных

мод (см. рис. 3.1). Поэтому при 𝑇 > 96 К вклад 𝜅𝐿(𝑇 ) становится больше вклада 𝜅𝑡2(𝑇 ), а при

𝑇 > 101 К он становится больше вклада быстрой поперечной моды и в 1.1 раза превосходит

вклад 𝜅𝑡2(𝑇 ). В противоположность этому расчет теплопроводности для модели анизотропного

континуума (штриховые кривые) дает качественно отличный результат. Вклады 𝜅𝑡2(𝑇 ) и 𝜅𝑡1(𝑇 )

(кривые 3а и 2а) при 110 К остаются больше вклада продольных фононов в 𝜅(𝑇 ) (кривая 4а) в 4

и 2.3 раза, соответственно. Таким образом, расчет в режиме граничного рассеяния показал, что

вклад поперечных фононов в теплопроводность кристаллов Si доминирует при температурах,

меньших 100 К, тогда как при 𝑇 > 150 К, вклад продольных фононов становится преобладаю-

щим.

Достаточно любопытно выглядит изменение угловых зависимостей теплопроводности и

вкладов в теплопроводность от различных ветвей фононного спектра с увеличением темпера-

туры (см. рис. 3.2). Такое поведение связано с изменением анизотропии спектра фононов при

переходе от длинноволновых к коротковолновым фононам и обусловлено влиянием дисперсии

на фокусировку фононов различных ветвей спектра. Как видно из рисунков 3.2а и 3.2в при

температуре 3 К основной вклад в теплопроводность вносят медленные поперечные фононы.

Они фокусируются в направлении [001], и их вклад в этом направлении максимален – он до-

стигает 61% полной теплопроводности. В направлении [101] вклад медленной поперечной моды

минимален (направление дефокусировки) и составляет 39%, тогда как вклад быстрой попереч-

ной моды максимален и составляет 46% (см. таблицу 3.1). Вклад продольных фононов для всех

направлений значительно меньше. Его максимальное значение 19% достигается в направлении

фокусировки [111], а минимальное 8% – в направлении дефокусировки [001] (см. таблицу 3.1).

Как видно из таблицы 3.1, при 𝑇 = 50 К качественных изменений в соотношении теплопро-

водностей различных ветвей фононного спектра не происходит. Однако при температурах выше

110 К в теплопроводности начинают преобладать продольные фононы. Они фокусируются уже

в направлении [001], и вклад 𝜅𝐿(𝑇 ) в этом направлении превышает вклады медленной и быст-

рой поперечных мод в 1.3 и 1.2 раза, соответственно (см. рис. 3.2б). Для направления [111],

при 𝑇 = 110 К вклад 𝜅𝐿(𝑇 ) сравнивается с вкладом быстрой поперечной моды и почти в три

раза превосходит вклад медленной моды (см. рис. 3.2г). Однако в направлении [101], в котором
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Таблица 3.1. Относительные вклады различных ветвей фононного спектра в полную теплопро-
водность 𝜅̃𝜆[𝐼](𝑇 ) = 𝜅𝜆[𝐼](𝑇 )/𝜅[𝐼](𝑇 ) для симметричных направлений [I] при температурах 𝑇 = 3,
50 и 110 K.

𝜅̃𝜆[𝐼](𝑇 )
[100] [101] [111]

3 K 50 K 110 K 3 K 50 K 110 K 3 K 50 K 110 K

𝜅̃𝑡1[𝐼] 0.31 0.38 0.33 0.46 0.54 0.45 0.30 0.51 0.42

𝜅̃𝑡2[𝐼] 0.61 0.50 0.29 0.39 0.31 0.19 0.51 0.28 0.16

𝜅̃𝐿[𝐼] 0.08 0.12 0.38 0.15 0.15 0.36 0.19 0.21 0.42

фокусируются фононы быстрой поперечной моды 𝑡1 при 𝑇 = 110 К, вклад продольных фононов

𝜅𝐿(𝑇 ) оказывается меньше вклада 𝜅𝑡1(𝑇 ) в 1.3 раза, но больше вклада 𝜅𝑡2(𝑇 ) в 1.9 раза (см. рис.

3.2г). Из таблицы 3.1 следует, что наиболее резко возрастает относительный вклад продольных

фононов в теплопроводность для направления [100]: при повышении температуры от 3 до 110 К

величина 𝜅̃𝐿[001](𝑇 ) = 𝜅𝐿[001](𝑇 )/𝜅[001](𝑇 ) возрастает в 4.7 раза, тогда как для направления [111] он

увеличивается только в 2.2 раза. В связи с этим мы проанализировали температурные зависи-

мости вклада продольных фононов в теплопроводность для всех симметричных направлений и

обнаружили достаточно любопытный эффект: изменение направления фокусировки продольных

фононов приводит к изменению температурной зависимости вклада продольных фононов в теп-

лопроводность в кристаллах Si. Как уже отмечалось в главе 1, при 𝑥 << 1 продольные фононы

фокусируются в направлениях типа [111], а при 𝑥 > 0.5 - уже в направлении [100]. Поэтому

с повышением температуры от 3 до 110 К меняется не только анизотропия вклада продольных

фононов в 𝜅(𝑇 ) (ее максимум, как видно из рисунка 3.2, переходит из направления [111] в [100]),

но и температурная зависимость теплопроводности для направления [100].

Исследование фононного транспорта в режиме граничного рассеяния фононов показало, что

наличие протяженных плоских участков в спектре поперечных фононов приводит к аномально

низким значениям групповой скорости и существенному уменьшению их вклада в теплопро-

водность с повышением температуры. Вклад продольных фононов с повышением температуры

возрастает, и при 𝑇 > 110 K становится доминирующим.

Изменение анизотропии спектра при переходе от длинноволновых к коротковолновым фо-

нонам может приводить не только к изменению анизотропии теплопроводности с повышением

температуры, но и к изменению температурных зависимостей 𝜅(𝑇 ) в режиме граничного рассе-

яния, как это имеет место для вклада продольных фононов в 𝜅(𝑇 ) кристаллов Si в направлении

[001].
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Рисунок 3.2. Угловые зависимости полной теплопроводности (Вт см−1 K−1 (a,в) и кВт см−1

K−1 (б,г)) (кривые 1) и вкладов в теплопроводность каждой из ветвей фононного спектра при
температурах 3 К – (a,в), 110 К – (б,г) для образцов с квадратным сечением (𝐿 = 2.9 см и
𝐷 = 0.293 см): кривые 2 – для быстрой поперечной моды, кривые 3 – для медленной попе-
речной моды, кривые 4 – для продольной моды; для случаев: (a,б) – ось образца (и градиент
температуры) вращается в плоскости грани куба, (б,г) - ось образца вращается в диагональной
плоскости. Символы – экспериментальные значения [17].

3.2 Механизмы релаксации и теплопроводность кристаллов

кремния

В настоящем разделе при расчете теплопроводности кремния, в отличие от ранее опубли-

кованных работ [3–10, 14–16, 18, 19, 21–23], мы учтем фокусировку фононов и обусловленную

ей зависимость теплопроводности кубических кристаллов от направления теплового потока и
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ориентации боковых граней образца относительно осей кристалла. Анализ теплопроводности

проведем в рамках трехмодовой модели Каллавея [31–34]. В этой модели выделяются вклады

резистивных 𝜈𝜆{𝐽}𝑅[𝐼(𝜓)](𝑞) и нормальных 𝜈𝜆𝑁(𝑞) процессов релаксации фононов в полную скорость

релаксации 𝜈
𝜆{𝐽}
[𝐼(𝜓)](𝑞), где q — волновой вектор фонона. Резистивные процессы рассеяния фо-

нонов — процессы рассеяния, приводящие к релаксации импульса фононной системы. К ним

относятся рассеяние фононов на фононах в процессах переброса — 𝜈𝜆𝑈(𝑞), на дефектах — 𝜈𝜆𝑖𝑠𝑜(𝑞)

и границах образца 𝜈𝜆{𝐽}𝐵[𝐼(𝜓)], поэтому 𝜈𝜆{𝐽}𝑅[𝐼(𝜓)] = 𝜈
𝜆{𝐽}
𝐵[𝐼(𝜓)] + 𝜈𝜆𝑖𝑠𝑜(𝑞) + 𝜈𝜆𝑈(𝑞). В нормальных процессах

релаксации импульс фононной системы сохраняется. Эти процессы перераспределяют энергию

и импульс между различными фононными модами и стремятся установить дрейфовое локально-

равновесное распределение, которое описывается смещенной функцией планка [31–34]. Если в

этих процессах участвуют фононы различных поляризаций, то они стремятся установить оди-

наковую скорость дрейфа для всех ветвей фононного спектра. В отличие от ранее опубликован-

ных работ [1, 31–36] при анализе фононного транспорта мы учитываем фокусировку фононов

и обусловленную ей зависимость теплопроводности от ориентации теплового потока. Решеточ-

ную теплопроводность в трехмодовой модели Каллавея можно представить в виде аддитивной

суммы диффузионного 𝜅
{𝐽}
𝑑𝑖𝑓 [𝐼(𝜓)] и дрейфового 𝜅

{𝐽}
𝑑𝑟[𝐼(𝜓)] вкладов. Как будет показано далее, для

образцов, исследованных в работе [17], в интервале температур от 3 до 40 К дрейфовый вклад в

теплопроводность можно не учитывать. Выражение для теплопроводности в этом случае имеет

вид (см. Приложение А):

𝜅
{𝐽}
𝑑𝑖𝑓 [𝐼(𝜓)] =

𝑘𝐵𝑞
3
𝑇

4(2𝜋)3

∑︁
𝜆

∫︁ 1

−1

𝑑(cos 𝜃)

∫︁ 2𝜋

0

𝑑𝜙𝑦3
∫︁ 1

0

(︀
𝑉 𝜆
𝑔3

)︀2
(𝑧𝜆)2𝑥2

𝜈
{𝐽}𝜆
[𝐼(𝜓)] (sh(𝑧𝜆/2))2

𝑑𝑥,

𝜅
{𝐽}(1)
𝑑𝑟[𝐼(𝜓)] =

𝑘𝐵𝑞
3
𝑇

12(2𝜋)3

∑︁
𝜆

𝐵
{𝐽}(1)
[𝐼(𝜓)] (𝑇 )Ψ

{𝐽}𝜆
𝑁 [𝐼(𝜓)]. (3.2)

Здесь 𝑧𝜆 = ~𝜔𝜆𝑞 /𝑘𝐵𝑇 , 𝑥 = 𝑞/𝑞max(𝜃, 𝜙), 𝑦(𝑇, 𝜃, 𝜙) = 𝑞max(𝜃, 𝜙)/𝑞𝑇 , 𝑞𝑇 = 𝑘𝐵𝑇/~, 𝑞max(𝜃, 𝜙) -

максимальный волновой вектор (1.18), углы (𝜃, 𝜙) определяют направление волнового вектора

фонона, 𝑉 𝜆
𝑔3 - проекция групповой скорости на направление градиента температуры, 𝜔𝜆𝑞 - частота

фонона с поляризацией 𝜆 при учете дисперсии тепловых фононов (см. формулу (1.16)). Функции

𝐵
{𝐼}(1)
[𝐽(𝜓)] (𝑇 ) и Ψ

{𝐼}𝜆
𝑁 [𝐽(𝜓)] определены в Приложении А.

Проанализируем температурные зависимости теплопроводности для образцов с квадратным

(𝐿 = 2.9 см, 𝐷 = 0.293 см) и прямоугольным (𝐿 = 3.5 см, 𝐷1 = 𝐷 = 0.185 см, 𝐷2 = 𝜇𝐷 = 0.638

см, 𝜇 = 3.45) сечениями, исследованных в [17]. Из (2.41) следует, что при выполнении неравенств⃒⃒
𝑉 𝜆
𝑔3/𝑉

𝜆
𝑔1

⃒⃒
≥ 𝑘0 при 𝜇

⃒⃒
𝑉 𝜆
𝑔1

⃒⃒
>
⃒⃒
𝑉 𝜆
𝑔2

⃒⃒
или

⃒⃒
𝑉 𝜆
𝑔3/𝑉

𝜆
𝑔2

⃒⃒
≥ 𝑘0/𝜇 при 𝜇

⃒⃒
𝑉 𝜆
𝑔1

⃒⃒
<
⃒⃒
𝑉 𝜆
𝑔2

⃒⃒
скорость релаксации

фононов при диффузном рассеянии на границах образца с прямоугольным сечением имеет вид:

𝜈
𝜆{𝐽}
𝐵[𝐼] (𝜃, 𝜙) =

⃒⃒
𝑉 𝜆
𝑔3

⃒⃒
𝑘0𝐷

{︃
1 − 𝑘0

2

(︀⃒⃒
𝑉 𝜆
𝑔2

⃒⃒
+ 𝜇

⃒⃒
𝑉 𝜆
𝑔1

⃒⃒)︀
𝜇
⃒⃒
𝑉 𝜆
𝑔3

⃒⃒ +
(𝑘0)

2

3
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𝑉 𝜆
𝑔1

⃒⃒ ⃒⃒
𝑉 𝜆
𝑔2

⃒⃒
𝜇
(︀
𝑉 𝜆
𝑔3

)︀2
}︃−1

, 𝑘0 =
𝐿

2𝐷
. (3.3)
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При выполнении противоположных неравенств
⃒⃒
𝑉 𝜆
𝑔3/𝑉

𝜆
𝑔1

⃒⃒
< 𝑘0 при 𝜇

⃒⃒
𝑉 𝜆
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⃒⃒
>
⃒⃒
𝑉 𝜆
𝑔2

⃒⃒
или

⃒⃒
𝑉 𝜆
𝑔3/𝑉

𝜆
𝑔2

⃒⃒
<
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𝑉 𝜆
𝑔1

⃒⃒
<
⃒⃒
𝑉 𝜆
𝑔2

⃒⃒

𝜈
𝜆{𝐽}
𝐵[𝐼] (𝜃, 𝜙) = 𝜈

𝜆{𝐽}
𝐵∞[𝐼](𝜃, 𝜙) =

⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩
6𝜇

𝐷

(︀
𝑉 𝜆
𝑔1

)︀2(︀
3𝜇
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𝑔2

⃒⃒)︀ , если |𝑉𝑔2| < 𝜇 |𝑉𝑔1| и
⃒⃒
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𝑔3/𝑉

𝜆
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6

𝜇𝐷

(︀
𝑉 𝜆
𝑔2

)︀2(︀
3
⃒⃒
𝑉 𝜆
𝑔2

⃒⃒
− 𝜇

⃒⃒
𝑉 𝜆
𝑔1

⃒⃒)︀ , если |𝑉𝑔2| > 𝜇 |𝑉𝑔1| и
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𝑉 𝜆
𝑔3/𝑉

𝜆
𝑔2

⃒⃒
< 𝑘0/𝜇.

(3.4)

Для того чтобы перейти к образцам с квадратным сечением [28], достаточно в формулах (3.3)

и (3.4) положить 𝜇 = 1. Зависимости теплопроводности от направления градиента температуры

[𝐼(𝜓)] и ориентации боковых граней образца относительно осей кристалла {𝐽} определяются

величинами компонент групповой скорости фононов. Они входят непосредственно в теплопро-

водность и в скорости релаксации 𝜈𝜆{𝐽}𝐵[𝐼] .

Для учета влияния фокусировки фононов на анизотропию теплопроводности монокристал-

лических образцов достаточно выразить ориентационные параметры [𝐼(𝜓)] и {𝐽} через компо-

ненты групповой скорости. Для этого рассмотрим вращение потока тепла в трех плоскостях,

совпадающих с ориентацией широкой грани образца с прямоугольным сечением: (1) широкая

грань образца с прямоугольным сечением совпадает с плоскостью грани куба YZ {𝐽}={100}, (2)

широкая грань образца совпадает с диагональной плоскостью J={110}, (3) широкая грань образ-

ца перпендикулярна диагонали куба {𝐽}={111}. Определим лабораторную систему координат,

связанную с образцом. Ось «3» направим вдоль оси образца и, соответственно, направления

теплового потока. Ось «1» (ось вращения) направим перпендикулярно широкой грани образца,

она определяет ориентацию плоскости {𝐽}. Ось «2» направим перпендикулярно двум узким

боковым граням образца. Учтем, что спектр и групповые скорости фононов определены в систе-

ме координат по ребрам куба. Тогда компоненты групповой скорости фононов в лабораторной

системе координат для рассматриваемых случаев могут быть представлены в следующем виде

(1) 𝑉 𝜆
𝑔3 = −𝑉 𝜆

𝑔𝑦 sin𝜓 + 𝑉 𝜆
𝑔𝑧 cos𝜓, 𝑉 𝜆

𝑔2 = 𝑉 𝜆
𝑔𝑦 cos𝜓 + 𝑉 𝜆

𝑔𝑧 sin𝜓, 𝑉 𝜆
𝑔1 = 𝑉 𝜆

𝑔𝑥, (3.5)

(2) 𝑉 𝜆
𝑔3 =

(︀
−𝑉 𝜆

𝑔𝑥 + 𝑉 𝜆
𝑔𝑦

)︀
sin𝜓/

√
2 + 𝑉 𝜆

𝑔𝑧 cos𝜓,

𝑉 𝜆
𝑔2 =

(︀
−𝑉 𝜆

𝑔𝑥 + 𝑉 𝜆
𝑔𝑦

)︀
cos𝜓/

√
2 − 𝑉 𝜆

𝑔𝑧 sin𝜓, 𝑉 𝜆
𝑔1 =

(︀
𝑉 𝜆
𝑔𝑥 + 𝑉 𝜆

𝑔𝑦

)︀
/
√

2, (3.6)

(3) 𝑉 𝜆
𝑔3 =

(︀
𝑉 𝜆
𝑔𝑥 − 𝑉 𝜆

𝑔𝑦

)︀
sin𝜓/

√
2 +

√︂
2

3

(︀
−
(︀
𝑉 𝜆
𝑔𝑥 + 𝑉 𝜆

𝑔𝑦

)︀
/2 + 𝑉 𝜆

𝑔𝑧

)︀
cos𝜓,

𝑉 𝜆
𝑔2 =

(︀
−𝑉 𝜆

𝑔𝑥 + 𝑉 𝜆
𝑔𝑦

)︀
cos𝜓/

√
2 +

√︂
2

3

(︀
−
(︀
𝑉 𝜆
𝑔𝑥 + 𝑉 𝜆

𝑔𝑦

)︀
/2 + 𝑉 𝜆

𝑔𝑧

)︀
sin𝜓,

𝑉 𝜆
𝑔1 =

(︀
𝑉 𝜆
𝑔𝑥 + 𝑉 𝜆

𝑔𝑦 + 𝑉 𝜆
𝑔𝑧

)︀
/
√

3. (3.7)

Как видно из рисунка 3.3, для данного сечения кубического кристалла {𝐽} зависимость на-

правления потока тепла и осей образца от угла 𝜓 определяется компонентой групповой скорости

𝑉 𝜆
𝑔3. Проекция групповой скорости 𝑉 𝜆

𝑔1 не зависит от угла 𝜓, поскольку является осью вращения и

определяет плоскость пленки. Компонента 𝑉 𝜆
𝑔2 зависит от угла 𝜓 и определяет ориентацию двух
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Рисунок 3.3. Схема, иллюстрирующая определение угла 𝜓 при вращении градиента темпе-
ратуры: (1) - в плоскости грани куба ZY ({𝐽} = {100}) и (2) - в диагональной плоскости
({𝐽} = {110}). 𝑉 𝜆

𝑔1, 𝑉
𝜆
𝑔2 и 𝑉 𝜆

𝑔3 - компоненты групповой скорости.

других граней образца. Для образцов с прямоугольным сечением, исследованных в работе [17],

первый случай, когда широкая грань совпадает с {100}, а узкая с {110}, а градиент температур

направлен вдоль [110], соответствует выражению (3.5) с углом 𝜓 = 𝜋/4. Второй случай, когда

широкая грань совпадает с {110}, а узкая с {100}, а градиент температур направлен вдоль [110],

соответствует выражению (3.6) с углом 𝜓 = 𝜋/2.

Итак, мы показали, что ориентационные параметры [𝐼(𝜓)] и {𝐽} для произвольного направ-

ления теплового потока относительно осей кристалла могут быть определены через компоненты

групповой скорости, параллельные и перпендикулярные тепловому потоку.

Выражение для скорости релаксации фононов на изотопическом беспорядке в кубических

кристаллах, согласно [67, 71], имеет вид:

𝜈𝑖𝑠𝑜(𝑞1, 𝜆1) =
𝜋

6
𝑔𝑉0(𝜔

𝜆1
𝑞1

)2𝐷
(︀
𝜔𝜆1𝑞1
)︀
, 𝐷

(︀
𝜔𝜆1𝑞1
)︀

=
1

𝑉

∑︁
𝑞2𝜆2

𝛿
(︀
𝜔𝜆1𝑞1 − 𝜔𝜆2𝑞2

)︀
. (3.8)

Здесь 𝑉0 - объем, приходящийся на один атом, 𝑔 - фактор изотопического беспорядка, 𝑔 =∑︀
𝑖𝐶𝑖

(︀
∆𝑀𝑖/𝑀̄

)︀2
, где ∆𝑀𝑖 = 𝑀𝑖 − 𝑀̄ , 𝑀𝑖 - масса 𝑖-го изотопа, 𝑀̄ =

∑︀
𝑖𝐶𝑖𝑀𝑖 - средняя масса

изотопной композиции, а 𝐶𝑖 — концентрация 𝑖-го изотопа, 𝐷 (𝜔) - плотность фононных состо-

яний, 𝑉 – нормировочный объем. В модели анизотропного континуума выражение (3.8) можно

представить в виде [72]:

𝜈𝜆𝑖𝑠𝑜
∼= 𝐴𝑖𝑠𝑜

(︀
𝑇𝑧𝜆

)︀4
, 𝐴𝑖𝑠𝑜 =

𝑔𝑉0
12𝜋

(𝑘𝐵/~)4 ⟨𝐹 ⟩ , ⟨𝐹 ⟩ =
∑︁
𝜆

⟨︀
𝐹 𝜆
⟩︀
, (3.9)
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Таблица 3.2. Параметры ангармонического фонон-фононного рассеяния и рассеяния на изотопи-
ческом беспорядке для кристаллов кремния с природным изотопическим составом (Si𝑛𝑎𝑡).

𝐴𝑖𝑠𝑜, K−4 с−1 𝐴𝐿𝑁 , K−5 с−1 𝐴𝑡𝑁 , K−5 с−1 𝐴𝐿𝑈 , K−3 с−1 𝐴𝑡𝑈 , K−3 с−1 𝐶𝐿
𝑈 , К 𝐶𝑡

𝑈 , К

0.46 0.8 2.0 · 10−3 2.0 · 103 0.70 · 103 310 98

⟨︀
𝐹 𝜆
⟩︀

=
1

4𝜋

∫︁
𝑑Ω𝐹 𝜆(𝜔; 𝜃, 𝜙), 𝐹 𝜆(𝜔; 𝜃, 𝜙) =

{︃ (︀
𝑆𝜆0 (𝜃, 𝜙)

)︀−3
, если 𝜔 ≤ 𝜔𝜆0𝑚(𝜃, 𝜙),

0 , если 𝜔 > 𝜔𝜆0𝑚(𝜃, 𝜙);

Для кристаллов кремния с природным изотопическим составом (Si𝑛𝑎𝑡) величина параметра

изотопического беспорядка 𝑔 = 2.01 · 10−4, а коэффициент ⟨𝐹 ⟩ = 14.5 · 10−18 (с/см)3, если

𝜔 ≤ 𝜔𝑡2max(𝜃[111], 𝜙[111]) [72]. При учете дисперсии фононов плотность фононных состояний 𝐷 (𝜔)

может быть определена из вида аппроксимационного спектра, согласно разделу 1.2. Выражение

для скорости релаксации фононов в процессах переброса, согласно [21,34,53,73–75], имеет вид

𝜈𝜆𝑈 = 𝐴𝜆𝑈(𝑧𝜆)2𝑇 3 exp

(︂
−𝐶

𝜆
𝑈

𝑇

)︂
. (3.10)

Параметры 𝐴𝜆𝑈 , 𝐶𝜆
𝑈 приведены в таблице 3.2.

Для продольных фононов основным механизмом N-процессов является механизм Херринга

[37], в котором слияние продольного фонона с медленным поперечным фононом (ST) порождает

быстрый фонон (FT):

𝜈𝐿𝑁
∼= 𝐴𝐿𝑁𝑇

5(𝑧𝐿)2. (3.11)

Согласно общепринятым представлениям [15,35,76] основным механизмом N-процессов релак-

сации поперечных фононов является механизм Ландау-Румера [38], в котором слияние попереч-

ного и продольного фононов порождает продольный фонон (𝑇1 + 𝐿2 → 𝐿3):

𝜈𝑡𝑁
∼= 𝐴𝑁𝑇𝐿𝐿 · 𝑇 5𝑧𝑡. (3.12)

Однако в работе [53] показано, что учет кубической анизотропии приводит к выполнению закона

сохранения энергии в механизмах релаксации ТТТ, и эти механизмы в длинноволновом прибли-

жении вносят значительно больший вклад в релаксацию поперечных фононов, чем механизм

Ландау-Румера. Для механизма ТТТ скорость релаксации 𝜈𝑡𝑁 определяется также выражением

типа (3.12), но c коэффициентом 𝐴𝑁𝑇𝑇𝑇 вместо 𝐴𝑁𝑇𝐿𝐿. Для значений подгоночных параметров,

приведенных в таблице 3.2, частота релаксации поперечных фононов в N-процессах на два

порядка меньше, чем для продольных в кристаллах Si. Нетрудно убедиться, что во всей тем-

пературной области для поперечных фононов выполняется неравенство 𝜈𝑡𝑁(𝑞) << 𝜈𝑡𝑅(𝑞), и их

вклад в теплопроводность определяется диффузионным движением. Для продольных фононов

отношение 𝜈𝐿𝑁/𝜈
𝐿
𝑅 < 1 в интервале температур 1 < 𝑇 < 12 K, однако при более высоких темпе-

ратурах оно оказывается больше единицы. Поэтому для них необходимо сделать оценку вклада
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дрейфового движения фононов в теплопроводность аналогично тому, как это сделано в рабо-

тах [31, 32].

3.3 Сравнение результатов расчета температурных

зависимостей теплопроводности с экспериментальными

данными для образцов Si

Ниже приведены результаты расчёта теплопроводности 𝜅(𝑇 ), согласно формулам (3.2)-(3.11),

для образцов кремния конечной длины с квадратным и прямоугольным сечениями, исследован-

ных в работе [17]. Подгонка результатов осуществлялась вариацией параметров ангармониче-

ских процессов рассеяния для того, чтобы добиться наилучшего совпадения результатов расчёта

𝜅(𝑇 ) и экспериментальных данных в области максимума 𝜅(𝑇 ). Расчетные параметры, получен-

ные с использованием результатов работ [21, 31, 32, 35, 74], приведены в таблице 3.2.

Прежде всего, рассмотрим влияние различных механизмов релаксации на температурные

зависимости теплопроводности кристаллов Si для значений подгоночных параметров, приве-

денных в таблице 3.2. Для этого возьмем образец с квадратным поперечным сечением [17]

(𝐷 = 0.293 см, 𝐿 = 2.9 см) и градиентом температуры вдоль направления [100]. При самых

низких температурах при учете граничного рассеяния (𝜈𝜆 = 𝜈𝜆𝐵) теплопроводность следует за-

висимости 𝜅(𝑇 ) ∼ 𝑇 3 (см. рис. 3.4, кривая 2).

В низкотемпературной области (𝑇 = 3 К) рассчитанные значения теплопроводности оказа-

лись на 4-8% выше экспериментальных значений. Для объяснения этого расхождения в рабо-

тах [27, 28] была предложена концепция дефектного поверхностного рассеивающего слоя. Дело

в том, что перед измерением теплопроводности поверхность образцов кремния обрабатывалась

наждаком для того, чтобы обеспечить диффузное рассеяние фононов границами [17]. При такой

обработке непосредственно под поверхностью образцов формируется дефектный слой материа-

ла [69], который не принимает участия в теплопереносе. Его толщина может достигать от одного

до нескольких размеров частиц абразива (см. [3,77]). Введение дефектного поверхностного слоя

позволило согласовать результаты расчета теплопроводности с экспериментальными данными

при 𝑇 = 3 К. Однако при этом в работах [27,28] не было учтено изотопическое рассеяние, вклад

которого составляет 5% при 𝑇 = 3 К. Учет его (𝜈𝜆 = 𝜈𝜆𝐵 + 𝜈𝜆𝑖𝑠𝑜) позволяет согласовать результа-

ты расчета с экспериментальными данными в пределах погрешности эксперимента без введения

дефектного слоя. Как видно из рисунка 3.4 (кривая 3), результаты расчета теплопроводности при

𝜈𝜆 = 𝜈𝜆𝐵 + 𝜈𝜆𝑖𝑠𝑜 согласуются с экспериментом в интервале температур от 3 до 16 K c погрешно-

стью, не превышающей 4%. Учет ангармонических процессов рассеяния позволяет согласовать

результаты расчета с экспериментом [17] в окрестности максимума и во всем измеренном ин-

тервале температур вплоть до 40 К (см. рис. 3.4, кривая 1). Следует отметить, что главную роль

в загибе температурной зависимости теплопроводности играют процессы переброса (сравните

кривые 3 и 5 на рисунке 3.4).
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Рисунок 3.4. Температурные зависимости теплопроводности кристаллов Si с квадратным сече-
нием (𝐿 = 2.9 см, 𝐷 = 0.293 см) для направления [100] при учете всех механизмов релакса-
ции фононов (кривая 1) и ее зависимостей для различных комбинаций механизмов релаксации
фононов: кривая 2 соответствует расчету теплопроводности в режиме граничного рассеяния;
кривая 3 - учет граничного рассеяния и рассеяния на изотопическом беспорядке; кривая 4 –
учет граничного рассеяния, рассеяния на изотопическом беспорядке и нормальных процессов
фонон-фононного рассеяния, кривая 5 - учет граничного рассеяния, рассеяния на изотопическом
беспорядке и процессов переброса. Символы – экспериментальные значения [17].

На рисунке 3.5 представлены рассчитанные температурные зависимости теплопроводности

образцов кремния с квадратным поперечным сечением для трех симметричных направлений

теплового потока. Как видно из рисунка 3.5, развитая нами теория корректно описывает анизо-

тропию теплопроводности для образцов кремния с квадратным сечением, т. е. первый эффект

из обнаруженных в работе [17]. Максимальная теплопроводность наблюдается для образцов с

направлением потока тепла вдоль [100], и она превышает теплопроводность для образцов с осью

вдоль [110] и [111] соответственно на 36 и 49%. Эти оценки согласуются с экспериментальной

анизотропией теплопроводности [17]. Заметим, что вычисленные зависимости теплопроводно-

сти для образцов с направлением потока тепла вдоль [100] и ориентациями широкой грани {100}
и {110} неразличимы в масштабе рисунка 3.5.

Наша теория также удовлетворительно описывает и температурные, и ориентационные зави-

симости теплопроводности для двух образцов с прямоугольным сечениям, имеющих одинако-

вую площадь поперечного сечения и одинаковое направление градиента температуры [110], но

различные ориентации широких граней образцов относительно кристаллографических осей (см.



83

Рисунок 3.5. Температурные зависимости теплопроводности кристаллов кремния с квадратным
сечением (𝐿 = 2.9 см, 𝐷 = 0.293 см) для симметричных направлений градиента температу-
ры. Кривая 1 относится к направлению [100], кривая 2 - к направлению [110] и кривая 3 - к
направлению [111]. Символы – экспериментальные значения [17].

рис. 3.6). При 𝑇 = 3 К рассчитанная теплопроводность образца с широкой гранью {100} и узкой

{110} оказалась на 30% выше, чем для образца с широкой гранью {110} и узкой {100}. В пре-

делах погрешности эксперимента этот результат согласуется с экспериментальной анизотропи-

ей [17], которая составила 33%. Отклонение рассчитанных значений 𝜅(𝑇 ) от экспериментальных

данных [17] для образцов с квадратным и прямоугольным сечениями (с различной ориентацией

градиента температуры) для значений релаксационных параметров, приведенных в таблице 3.2,

при 3 K < 𝑇 < 15 K не превышает погрешности эксперимента (4%), а в окрестности максимума

теплопроводности составляет (5—8)%.

Эксперимент [17] показывает, что при переходе от режима граничного рассеяния к объемным

механизмам релаксации (выше максимума) анизотропия теплопроводности, связанная с эффек-

том фокусировки, исчезает для образцов с квадратным и прямоугольным сечениями (см. рис. 3.5

и 3.6). Различие экспериментальных значений 𝜅(𝑇 ) для различных направлений в окрестности

максимума не превышает 6%, а при 𝑇 = 40 К их значения практически совпадают, т.е. эффект

фокусировки фононов уже не сказывается на величинах теплопроводности. Обращает на себя

внимание, что рассчитанные значения 𝜅(𝑇 ) для симметричных направлений в окрестности мак-

симума и при 𝑇 ≈ 40 К заметно различаются. Так, например, при 𝑇max = 25 K значения 𝜅[001](𝑇 )

оказываются выше, чем 𝜅exp[001](𝑇 ) на 5%, а значения 𝜅[111](𝑇 ) и 𝜅[101](𝑇 ) оказываются ниже ве-

личин 𝜅exp(𝑇 ) на 6% и 4%, соответственно. При 𝑇 = 38.5 K рассчитанные значения 𝜅(𝑇 ) для

направлений [001], [101] и [111] отличаются от 𝜅exp(𝑇 ) на 2.5%, 5% и 7%, соответственно. Хотя



84

Рисунок 3.6. Температурные зависимости теплопроводности для стержня прямоугольного се-
чения (𝐿 = 3.5 см, 𝐷1 = 0.185 см, 𝐷2 = 𝜇𝐷1 = 0.638 см, 𝜇 = 3.45) с ориентацией градиента
температуры в направлении [110]. Кривая 1 относится к образцам с широкой гранью {100},
кривая 2 относится к образцам с широкой гранью {110}. Символы – экспериментальные значе-
ния [17].

отклонение теоретических зависимостей от экспериментальных данных в окрестности макси-

мума не велико, однако результаты расчета дают для рассчитанных значений анизотропию 19%

(𝜅[001](25)/𝜅[111](25) ≈ 1.19). При более высоких температурах анизотропия теплопроводности

уменьшается: значения 𝜅[001] оказываются выше 𝜅[111] при 𝑇 = 50 К на 5%, при 𝑇 = 60 К на 4%,

а при 𝑇 = 100 К на 1%. Возможной причиной расхождения с экспериментальными данными яв-

ляется использование правила Маттиссена для перехода от граничного рассеяния к объемному.

Это приближение дает слишком медленное уменьшение анизотропии теплопроводности, свя-

занное с фокусировкой и, видимо, не является достаточно точной процедурой в данном случае.

Херринг [37,57], анализируя роль низкоэнергетических фононов в теплопроводности и термоэдс

монокристаллических полупроводников, также указал на слабость правила Маттиссена при тем-

пературах вблизи максимума 𝜅(𝑇 ). Поскольку граничное рассеяние фононов происходит вблизи

поверхности образца, а объёмные процессы рассеяния происходят равномерно по всему объему

образца, поэтому они не могут аддитивно складываться, как это следует из правила Маттиссена.

Очевидно, что максимальное отклонение от правила Маттиссена будет иметь место в условиях,

когда скорости релаксации фононов в объёмных механизмах и граничном рассеянии сравнивают-

ся. Для того, чтобы корректно учесть совместное действие граничного и объёмных механизмов

рассеяние фононов, необходимо решить кинетическое уравнение Больцмана при неоднородном
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Рисунок 3.7. Температурные зависимости полной теплопроводности (кривая 1) и зависимости
ее для различных механизмов релаксации фононов: кривая 2 - теплопроводность в режиме гра-
ничного рассеяния, кривая 3 - для моноизотопного образца Si28, кривая 4 – для ангармонических
процессов рассеяния, кривая 5 - для объемных механизмов рассеяния.

распределении теплового потока по поперечному сечению образца. При учете фокусировки фо-

нонов эта задача является достаточно сложной и требует отдельного рассмотрения.

Сравним роль граничного и объемных механизмов рассеяния фононов в теплопроводности

кристаллов кремния. Для этого по формуле (3.2) рассчитаем 𝜅(𝑇 ) в режиме граничного рассея-

ния фононов и при учете только объемных механизмов рассеяния фононов. При температурах

ниже максимума теплопроводности доминирующий вклад в теплосопротивление вносят рассе-

яние на границах и изотопическом беспорядке. Причем, при 𝑇 = 3 К рассеяние на границах

обеспечивает 95 % теплосопротивления, а изотопическое рассеяние – 5%. С увеличением темпе-

ратуры относительный вклад рассеяния на границах уменьшается, а вклад изотопического рассе-

яния возрастает. Кривая 2 на рисунке 3.7 характеризует теплопроводность в режиме граничного

рассеяния 𝜅𝐵(𝑇 ) (𝜈𝜆(2)(𝑞) = 𝜈𝜆𝐵(𝑞)), а кривая 5 – теплопроводность при наличии только объемных

механизмов релаксации (𝜈𝜆(5) = 𝜈𝜆𝑖𝑠𝑜(𝑞)+𝜈𝜆𝑈(𝑞)+𝜈𝜆𝑁(𝑞)). Пересечение этих кривых показывает, что

при 𝑇𝐵 = 18.5 K для кристаллов с натуральным составом изотопов Si𝑛𝑎𝑡 вклады в теплосопро-

тивление от объемных механизмов релаксации и граничного рассеяния сравниваются. Поэтому

при 𝑇 = 18.5 К происходит переход от режима граничного рассеяния к доминирующей роли

объемных механизмов релаксации, и граничное рассеяние дает 50% полного теплосопротивле-

ния. Как видно из рисунка 3.7, из сравнения зависимостей 𝜅𝑖𝑠𝑜(𝑇 ) для изотопически чистого

образца (кривая 3 𝜈𝜆(3)(𝑞) = 𝜈𝜆𝐵(𝑞) + 𝜈𝜆𝑈(𝑞) + 𝜈𝜆𝑁(𝑞)) и образцов с натуральным составом изотопов

Si𝑛𝑎𝑡 𝜅𝑛𝑎𝑡(𝑇 ) (кривая 1 𝜈𝜆(1) = 𝜈𝜆𝐵(𝑞) + 𝜈𝜆𝑖𝑠𝑜(𝑞) + 𝜈𝜆𝑈(𝑞) + 𝜈𝜆𝑁(𝑞)) при учете только диффузионного
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вклада температура максимума теплопроводности уменьшается от 25 К для 𝜅𝑛𝑎𝑡(𝑇 ) и до 20 К

для изотопически чистого кремния 𝜅𝑖𝑠𝑜(𝑇 ). Причем, максимальные значения 𝜅𝑖𝑠𝑜(𝑇 ) больше, чем

𝜅𝑛𝑎𝑡(𝑇 ), и при 𝑇 = 𝑇max вклад изотопического рассеяния в теплосопротивление в 3.5 раза боль-

ше, чем суммарный вклад остальных механизмов релаксации. Заметим, что для изотопически

чистого кремния переход от доминирующей роли граничного рассеяния (кривая 2) к домини-

рующей роли объемных механизмов релаксации (кривая 4, 𝜈𝜆(4)(𝑞) = 𝜈𝜆𝑈(𝑞) + 𝜈𝜆𝑁(𝑞)), которые

включают в себя только ангармонические процессы рассеяния, происходит при более высокой

температуре, а именно при 𝑇 = 22.4 К.

Рисунок 3.8. Температурные зависимости теплопроводности (кривые 1, 1a), а также вкладов в
теплопроводность медленных (кривые 2, 2a), быстрых (кривые 3, 3a) поперечных и продольных
(кривые 4, 4a, 4b) фононов для образцов с квадратным сечением для направления [001]. Кривые
1,2,3,4 рассчитаны с учетом дисперсии, кривые 1а,2а,3а,4а рассчитаны в модели анизотропного
континуума. Кривая 4b – вклад продольных фононов с учетом их дрейфового движения. Симво-
лы – экспериментальные значения [17].

Рассмотрим влияние дисперсии тепловых фононов на зависимость теплопроводности 𝜅(𝑇 )

кристаллов Si от температуры. Из рисунка 3.8 видно, что для направления [100] при температу-

рах ниже 15 К кривые, рассчитанные с учетом дисперсии (сплошные кривые) и в модели ани-

зотропного континуума (штриховые кривые), практически совпадают: их отличие не превышает

3%. При более высоких температурах различие возрастает, но для рассматриваемого интервала

3 K < 𝑇 < 40 K оно невелико: при температурах 25 и 40 К теплопроводность, рассчитанная в

модели анизотропного континуума оказывается выше, чем при учете дисперсии приблизительно

на 5% и 14%, соответственно (см. рис. 3.8). Максимальное влияние дисперсия оказывает на мед-

ленную поперечную моду: для неё модель анизотропного континуума дает значения 𝜅(𝑇 ) при

𝑇 = 40 К на 15% большие, чем при учете дисперсии. Значительно меньшее влияние оказывает
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дисперсия на продольные фононы и быструю поперечную моду: ее учет приводит к уменьшению

теплопроводности при 𝑇 = 40 К на 9% и 12%, соответственно.

На этом же рисунке приведена температурная зависимость полной теплопроводности с уче-

том дрейфового движения продольных фононов (кривая 4b). Из сравнения этой зависимости с

диффузионной теплопроводностью (кривая 4) следует, что максимальное значение дрейфовый

вклад достигает в области максимума 𝜅𝐿[001](𝑇 ). При 𝑇𝐿max = 17 K он составляет 18%.

Поскольку, сам вклад продольных фононов в полную теплопроводность мал – он составляет

7.6%, то вклад дрейфового движения продольных фононов в полную теплопроводность ока-

зывается пренебрежимо малым – порядка 1%. При увеличении температуры роль продольных

фононов уменьшается. Их вклад становится менее 1% при 𝑇 = 40 K, а дрейфовый вклад - на

порядок меньше. Итак, дрейфовым движением продольных фононов для кристаллов кремния

с натуральным изотопическим составом в рассматриваемом температурном интервале можно

пренебречь.

3.4 Анизотропия теплопроводности и вкладов в нее от каждой

из ветвей фононного спектра

Проанализируем угловые зависимости теплопроводности образцов Si с квадратным сече-

нием [17] (𝐷 = 0.293 см, 𝐿 = 2.9 см) при вращении потока тепла в плоскости грани куба

{𝐽} = {100} и в диагональной плоскости {𝐽} = {110} (см. формулы (3.3) и (3.4)). Как видно

из рисунков 3.9, изменения угловых зависимостей полной теплопроводности и вкладов от каж-

дой из ветвей фононного спектра при увеличении температуры выглядят достаточно любопыт-

но. анизотропия теплопроводности в исследованном интервале обусловлена, главным образов,

вкладом медленных поперечных фононов, которые фокусируются в направлениях типа [001]

и обеспечивают максимум теплопроводности именно в этом направлении. При низких темпе-

ратурах отклонение теоретических зависимостей от экспериментальных данных не превышает

погрешности (4%). Анизотропия полной теплопроводности 𝜅(𝑇 ) при 𝑇 = 3 K максимальна и

достигает 50% (𝜅[001](3)/𝜅[110](3) ≈ 1.4, 𝜅[001](3)/𝜅[111](3) ≈ 1.5, см. рис. 3.9а, 3.9б). При уве-

личении температуры до 𝑇max = 25 K анизотропия теплопроводности уменьшается (рис. 3.9в,

3.9г), и для экспериментальных данных она составляет 6% (𝜅exp[001](25)/𝜅exp[111](25) ≈ 1.06). Хо-

тя отклонение теоретических зависимостей от экспериментальных данных не превышает (5 —

8) %, однако для рассчитанных значений анизотропия достигает 19% (𝜅[001](25)/𝜅[111](25) ≈ 1.19,

𝜅[001](25)/𝜅[110](25) ≈ 1.15). Как видно из рисунков 3.9, мы получили вполне удовлетворительное

согласие результатов расчета с экспериментом.

Следует отметить, что при вращении градиента температуры в диагональной плоскости мы

предварительно разворачиваем образец в плоскости основания на угол 𝜋/4 (относительно случая

вращения в плоскости грани куба), чтобы одна из боковых граней образца стала перпендику-

лярной оси вращения. Поэтому при вращении градиента температуры (образца) в диагональной

плоскости направление [001] (𝜓 = 0) соответствует случаю, когда основание образца повернуто

в плоскости 𝑋𝑌 на угол 𝜋/4. Для образцов с квадратным сечением при фиксированном на-
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Рисунок 3.9. Угловые зависимости полной теплопроводности 𝜅(𝜓) (Вт см−1 K−1) (кривые 1) и
вкладов в нее от каждой из ветвей фононного спектра при температурах (а,б) – 3 К, (в,г) – 25
К для образцов с квадратным сечением (𝐿 = 2.9 см, 𝐷 = 0.293 см): кривые 2 – для быстрой
поперечной моды, кривые 3 – для медленной поперечной моды, кривые 4 – для продольной
моды; для случаев: (а,в) – ось образца (и градиент температуры) вращается в плоскости грани
куба, (б,г) - ось образца вращается в диагональной плоскости. Символы – экспериментальные
значения [17].

правлении градиента температуры зависимость теплопроводности от ориентации боковых гра-

ней образца является слабой. Значение теплопроводности 𝜅
{110}
[100] (𝑇 ) при вращении градиента

температуры в диагональной плоскости оказывается меньше на 1.3 % значения 𝜅{100}[100] (𝑇 ) при

вращении градиента температуры в плоскости грани куба (рис. 3.9а, 3.9в). С другой стороны

значения теплопроводности для направления градиента температуры [110] 𝜅{100}[110] (𝑇 ) будет равно

соответствующим значениям 𝜅
{110}
[110] (𝑇 ).
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Для образцов с прямоугольными сечениями при одинаковом направлении градиента темпе-

ратуры зависимость теплопроводности от ориентации боковых граней образца является более

существенной (см. рис. 3.10). Так например, для направления градиента температуры [110] при

𝑇 = 3 К теплопроводность образца с широкой гранью {100} и узкой {110} оказалась в 1.3

раза больше, чем для образца с широкой гранью {110} и узкой {100}. Как видно из рисунка

3.10, этот результат достаточно хорошо согласуется с экспериментом [17]. Однако в направле-

нии [100] анизотропия теплопроводности значительно меньше: для образца с широкой гранью

{100} теплопроводность на 5% выше, чем для образца с широкой гранью {110}.

Таблица 3.3. Относительные вклады различных ветвей фононного спектра в полную теплопро-
водность 𝜅̃𝜆[𝐽 ](𝑇 ) = 𝜅𝜆[𝐽 ](𝑇 )/𝜅[𝐽 ](𝑇 ) в симметричных направлениях [I] при температурах T = 3,
25, и 40 К для образцов с квадратным сечением [17].

𝜅̃𝜆[𝐼](𝑇 )
[100] [101] [111]

3 K 25 K 40 K 3 K 25 K 40 K 3 K 25 K 40 K

𝜅̃𝑡1[𝐼] 0.31 0.40 0.43 0.46 0.45 0.46 0.30 0.42 0.44

𝜅̃𝑡2[𝐼] 0.61 0.55 0.54 0.39 0.49 0.50 0.51 0.52 0.52

𝜅̃𝐿[𝐼] 0.08 0.05 0.03 0.15 0.06 0.04 0.19 0.06 0.04

Следует отметить, что в рассматриваемой области температур 3 K < 𝑇 < 40 K домини-

рующий вклад в теплопроводность вносят поперечные фононы (см. таблицу 3.3). Медленные

поперечные фононы фокусируются в направлении [100], и их вклад в этом направлении макси-

мален – при температуре 𝑇 = 3 K он достигает 61% полной теплопроводности, а вклад быстрой

поперечной моды в два раза меньше - 31% (см. рис. 3.9а). При увеличении температуры до

40 К для направления [001] вклад медленной поперечной моды уменьшается до 54%, а быст-

рой поперечной моды возрастает до 43% (см. рис. 3.9а). Для продольных фононов направление

[001] соответствует направлению дефокусировки, поэтому их вклад минимален – при 𝑇 = 3 K

он составляет 8%. Продольные фононы при низких температурах фокусируются в направлениях

[111], и их вклад в этом направлении максимален – при 𝑇 = 3 K он достигает 19% полной

теплопроводности (см. в таблицу 3.3). С увеличением температуры в интервале от 3 до 40 K

суммарный вклад поперечных фононов возрастает от 92% при 𝑇 = 3 K, до 97% при 𝑇 = 40

K. При этом вклад продольных фононов монотонно уменьшается: для направления [100] от 8%

до 3% при 𝑇 = 40 K, а для направления [111] уменьшение более значительно – от 19% до 4%

при 𝑇 = 40 K (см. таблицу 3.3). Такое поведение вкладов продольных и поперечных фононов в

теплопроводность кремния обусловлено различным влиянием ангармонических механизмов рас-

сеяния. Для продольных фононов в окрестности максимума теплопроводности основную роль

играют нормальные процессы рассеяния, тогда как для поперечных – процессы переброса. По-

этому температура максимума теплопроводности для поперечных фононов оказывается на 9 К

выше, чем для продольных фононов. Заметим, что переход от граничного к объемным механиз-
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Рисунок 3.10. Угловые зависимости полной теплопроводности 𝜅(𝜓) (Вт см−1 K−1) (кривые 1)
и вкладов в нее от каждой из ветвей фононного спектра при температуре 3 К для образцов с
прямоугольным сечением (𝐿 = 3.5 см, 𝐷 = 0.185 см и 𝜇 = 3.45). (a) – ось образца (и градиент
температуры) вращается в плоскости грани куба, (б) - ось образца вращается в диагональной
плоскости: кривые 2 – для быстрой поперечной моды, кривые 3 – для медленной поперечной
моды, кривые 4 – для продольной моды. Символы – экспериментальные значения [17].
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мам релаксации для продольных фононов происходит при 𝑇𝐵 ≈ 14 K, тогда как для поперечных

фононов при 𝑇𝐵 ≈ 18 K.

Предложенный метод учета фокусировки фононов и параметры ангармонического рассеяния

фонов будут использованы в интерпретации экспериментальных данных по теплопроводности

монокристаллических пленок и нанопроводов в следующих главах.

3.5 Выводы

Основные результаты третьей главы могут быть сформулированы следующим образом:

1. Предложен метод учета фокусировки фононов при расчете теплопроводности монокри-

сталлических образцов. Этот метод заключается в введении двух ориентационных пара-

метров, которые учитывают зависимость теплопроводности от направления теплового по-

тока и ориентации боковых граней образца относительно осей кристалла. Показано, что

ориентационные параметры определяются через компоненты групповой скорости, парал-

лельные и перпендикулярные направлению теплового потока.

2. Показано, что использование вычисленных нами времен релаксации фононов для диффуз-

ного рассеяния на границах образцов конечной длины позволяет адекватно описать экс-

периментальные данные теплопроводности кристаллов кремния для различных направле-

ний градиента температуры и боковых граней образцов во всем исследованном интервале

температур. Определены параметры ангармонического рассеяния фононов для кристаллов

кремния.

3. Анализ вкладов в теплопроводность от различных ветвей фононного спектра показал, что

максимальный вклад в анизотропию полной теплопроводности вносят медленные попе-

речные фононы.
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Глава 4

Анизотропия теплопроводности

монокристаллических пленок и

нанопроводов при низких температурах

В этой главе рассмотрим анизотропию длин свободного пробега фононов монокристалличе-

ских пленок и нанопроводов на основе кубических кристаллов в режиме граничного рассеяния.

Используем метод учета фокусировки фононов, сформулированный в главе 3. Предложен-

ный метод является актуальным, поскольку в значительном числе публикаций, посвященных

исследованию фононного транспорта в пленках и нанопроводах, эффекты, связанные с фокуси-

ровкой фононов, не учитывались. Так, например, в работах [21,22,41] для граничного рассеяния

в наноструктурах на основе кремния и алмаза использовалась теория Казимира [14], справед-

ливая только для модели изотропной среды. А при изложении экспериментальных результатов

в обзорах [4, 7, 8] не указывались направления теплового потока и ориентации плоскостей пле-

нок относительно кристаллографических осей. Нами будет показано, что изменение ориентации

плоскости пленки может приводить к изменению значений теплопроводности в 2—3 раза. Сле-

дует отметить, что ориентационные зависимости теплопроводности определяются типом анизо-

тропии упругой энергии.

Влияние анизотропии упругой энергии на спектр и вектора поляризации колебательных мод

определяется безразмерным параметром 𝑘− 1 = (𝑐12 + 2𝑐44 − 𝑐11)/(𝑐11 − 𝑐44) [25] (см. уравнения

(1.2), (1.3) и (1.6) в главе 1). В зависимости от знака параметра 𝑘 − 1 все кубические кристаллы

могут быть разделены на кристаллы с положительной 𝑘 − 1 > 0 (LiF, GaAs, Ge, Si, алмаз,

YAG) и отрицательной 𝑘 − 1 < 0 (CaF2, NaCl, YIG) анизотропией упругих модулей второго

порядка (см. Таблицу 4.1). Для изотропных сред параметр 𝑘 = 1. Вид спектра и поведение

векторов поляризации колебательных мод для кристаллов первого (𝑘 − 1 > 0) и второго типа

(𝑘 − 1 < 0) качественно различны (см. подробнее [25]). Проведенный нами анализ показал, что

направления фокусировки фононов для каждой из акустических мод в кристаллах одного типа

совпадают, тогда как для кристаллов разного типа они отличаются. Причем, как показано в главе

1, направления фокусировки фононов в кристаллах первого типа соответствуют направлениям

дефокусировки в кристаллах второго типа и наоборот. Поэтому следует ожидать, что это может
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привести к качественному отличию анизотропии теплопроводности наноструктур из кристаллах

разного типа.

В настоящей главе (см. также [24]) рассмотрим изменение зависимостей длин свободного

пробега фононов от геометрических параметров при изменении параметра 𝑘 − 1 от значений

0.90 (для кристаллов GaAs) к значениям 0.03 (для кристаллов YAG), далее к изотропной сре-

де, для которой 𝑘 − 1 = 0, затем к кристаллам второго типа YIG (𝑘 − 1 = −0.04) и NaCl

(𝑘 − 1 = −0.48) (см. Таблицу 4.1). Показано, что включение в рассмотрение кристаллов YAG

и YIG с малой анизотропией упругой энергии позволяет практически осуществить переход к

модели изотропной среды: при уменьшении параметра |𝑘 − 1| зависимости длин пробега от

геометрических параметров стремятся к значениям, рассчитанным в модели изотропной среды.

Таблица 4.1. Упругие модули второго порядка 𝑐𝑖𝑗 (1012 дин/см2), плотность 𝜌 (г/см3) и параметр
анизотропии 𝑘 − 1 для ряда кубических кристаллов.

Кристалл 𝑐11 𝑐12 𝑐44 𝜌 𝑘 − 1

GaAs [50] 1.1904 0.5384 0.5952 5.317 0.90

Ge [44] 1.289 0.483 0.671 5.32 0.87

LiF [51] 1.246 0.424 0.649 2.646 0.78

Si [47] 1.677 0.65 0.804 2.3301 0.67

Алмаз [46] 10.76 1.25 5.76 3.512 0.40

YAG [43] 3.281 1.064 1.137 4.55 0.03

YIG [43] 2.69 1.077 0.764 5.17 -0.04

CaF2 [48] 1.74 0.56 0.359 3.211 -0.33

NaCl [45] 0.575 0.099 0.133 2.214 -0.48

При изучении фононного транспорта в наноразмерных образцах важную роль играет иссле-

дование зависимости теплопроводности от их геометрических размеров. В работе [22] была про-

анализирована длина свободного пробега фононов тонких пленок бесконечной длины в модели

изотропной среды. Авторы обратили внимание на интересную особенность – в режиме гранич-

ного рассеяния длина свободного пробега фононов логарифмически расходится при стремлении

ширины пленки к бесконечности. Эта расходимость для модели изотропной среды отмечалась

ранее в работе [77]. Однако вопрос о влиянии конечных размеров наноструктур на длины сво-

бодного пробега фононов не рассматривался. Также не исследовались такие важные проблемы,

как влияние упругой анизотропии кубических кристаллов на зависимости теплопроводности от

геометрических параметров пленок, от направлений теплового потока и ориентаций плоскостей

пленок относительно осей кристалла. Решение этих проблем позволяет определить оптимальные

ориентации плоскостей пленок и направления потока тепла, обеспечивающие максимальный или

минимальный теплоотвод от элементов микросхем. Эти проблемы являются актуальными для

полупроводниковых пленок, широко используемых в микроэлектронике [4, 7, 8].
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В разделе 4.1 анализируются длины свободного пробега фононов в монокристаллических

наноразмерных образцах в режиме граничного рассеяния. В разделе 4.2 исследованы зависи-

мости длин свободного пробега фононов от геометрических параметров наноразмерных образ-

цов. В разделе 4.3 проанализированы угловые зависимости длин свободного пробега фононов в

пленках из кристаллов с различной анизотропией упругой энергией для различных ориентаций

плоскостей пленок. Изложение материала настоящей главы основано на работах [24, 78].

4.1 Длины свободного пробега фононов в

монокристаллических наноразмерных образцах

Проанализируем фононный транспорт в пленках длины 𝐿, имеющих прямоугольное сечение

со сторонами 𝐷 (толщина) и 𝑊 = 𝜇𝐷 (ширина). Исследуем теплопроводность наноразмерных

образцов в режиме граничного рассеяния, когда теплосопротивление обусловлено диффузным

рассеянием фононов на границах. Рассмотрим область температур гораздо меньших температу-

ры Дебая (𝑇 << 𝑇𝐷), когда применима модель анизотропного континуума. Из выражения для

теплопроводности

𝜅
{𝐽}
[𝐼(𝜓)](𝑇 ) = (1/3)𝐶𝑉 (𝑇 )𝑆Λ

{𝐽}
[𝐼(𝜓)]

следует, что анизотропия теплопроводности определяется длинной свободного пробега фононов,

поскольку удельная теплоемкость 𝐶𝑉 и средняя скорость фонона 𝑆 не зависят от направления

потока тепла. Средние длины пробега фононов Λ, а также длины пробега Λ𝜆 для фононов с

поляризацией 𝜆 при диффузном рассеянии фононов на границах определены в работах [28, 29]

(см. главу 2). С учетом фокусировки фононов для направления потока тепла [𝐼(𝜓)] и ориентации

широкой грани пленки относительно осей кристалла {𝐽} их можно представить в виде

Λ
{𝐽}
[𝐼(𝜓)] =

3

4𝜋
· 1∑︀

𝜆1

⟨(︀
𝑆𝜆10
)︀−2
⟩∑︁

𝜆

∫︁
𝑑Ω𝑞

𝐼
𝜆{𝐽}
[𝐼(𝜓)](𝜃, 𝜙)

(𝑆𝜆0 (𝜃, 𝜙))3
,

Λ
𝜆{𝐽}
[𝐼(𝜓)] =

3

4𝜋
· 1⟨(︀

𝑆𝜆0
)︀−2
⟩ ∫︁ 𝑑Ω𝑞

𝐼
𝜆{𝐽}
[𝐼(𝜓)](𝜃, 𝜙)

(𝑆𝜆0 (𝜃, 𝜙))3
, (4.1)

где 𝜆 - индексы поляризации, 𝑑Ω𝑞 = sin 𝜃𝑑𝜃𝑑𝜙, 𝜃 ∈ [0, 𝜋], 𝜙 ∈ [0, 2𝜋], 𝜃 и 𝜙 - угловые пере-

менные вектора q. В системе координат по ребрам куба фазовые скорости 𝑆𝜆0 (𝜃, 𝜙) определены

формулами (1.4), (1.5). Индекс поляризации 𝐿 соответствует продольным фононам, а 𝑡1 и 𝑡2 со-

ответствуют «быстрой» (верхней) и «медленной» (нижней) поперечным колебательным модам.

Релаксационные функции 𝐼
𝜆{𝐽}
[𝐼(𝜓)](𝜃, 𝜙) для пленок с прямоугольным сечением при выполнении

неравенств
⃒⃒
𝑉 𝜆
𝑔3/𝑉

𝜆
𝑔1

⃒⃒
≥ 𝑘0 при 𝜇

⃒⃒
𝑉 𝜆
𝑔1

⃒⃒
>
⃒⃒
𝑉 𝜆
𝑔2

⃒⃒
или

⃒⃒
𝑉 𝜆
𝑔3/𝑉

𝜆
𝑔2

⃒⃒
≥ 𝑘0/𝜇 при 𝜇

⃒⃒
𝑉 𝜆
𝑔1

⃒⃒
<
⃒⃒
𝑉 𝜆
𝑔2

⃒⃒
определя-

ются выражениями [29] (см. также главу 2, раздел 2.2):

𝐼
𝜆{𝐽}
[𝐼(𝜓)](𝜃, 𝜙) =

𝐷𝑘0
⃒⃒
𝑉 𝜆
𝑔3

⃒⃒
𝜇

{︃
𝜇− 𝑘0

2

(︀⃒⃒
𝑉 𝜆
𝑔2

⃒⃒
+ 𝜇

⃒⃒
𝑉 𝜆
𝑔1

⃒⃒)︀⃒⃒
𝑉 𝜆
𝑔3

⃒⃒ +
(𝑘0)

2

3

⃒⃒
𝑉 𝜆
𝑔1

⃒⃒ ⃒⃒
𝑉 𝜆
𝑔2

⃒⃒(︀
𝑉 𝜆
𝑔3

)︀2
}︃
. (4.2)
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Если
⃒⃒
𝑉 𝜆
𝑔3/𝑉

𝜆
𝑔1

⃒⃒
< 𝑘0 при 𝜇

⃒⃒
𝑉 𝜆
𝑔1

⃒⃒
>
⃒⃒
𝑉 𝜆
𝑔2

⃒⃒
или

⃒⃒
𝑉 𝜆
𝑔3/𝑉

𝜆
𝑔2

⃒⃒
< 𝑘0/𝜇 при 𝜇

⃒⃒
𝑉 𝜆
𝑔1

⃒⃒
<
⃒⃒
𝑉 𝜆
𝑔2

⃒⃒
, то функции

𝐼
𝜆{𝐽}
[𝐼(𝜓)](𝜃, 𝜙) определяются выражениями для образцов бесконечной длины

𝐼
𝜆{𝐽}
[𝐼(𝜓)](𝜃, 𝜙) =

⎧⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎩
𝐷

6𝜇

(︃
𝑉 𝜆
𝑔3

𝑉 𝜆
𝑔1

)︃2 (︀
3𝜇
⃒⃒
𝑉 𝜆
𝑔1

⃒⃒
−
⃒⃒
𝑉 𝜆
𝑔2

⃒⃒)︀
, если 𝜇

⃒⃒
𝑉 𝜆
𝑔1

⃒⃒
>
⃒⃒
𝑉 𝜆
𝑔2

⃒⃒
,

𝜇
𝐷

6

(︃
𝑉 𝜆
𝑔3

𝑉 𝜆
𝑔2

)︃2 (︀
3
⃒⃒
𝑉 𝜆
𝑔2

⃒⃒
− 𝜇

⃒⃒
𝑉 𝜆
𝑔1

⃒⃒)︀
, если 𝜇

⃒⃒
𝑉 𝜆
𝑔1

⃒⃒
<
⃒⃒
𝑉 𝜆
𝑔2

⃒⃒
.

(4.3)

Здесь 𝑉 𝜆
𝑔3(𝜃, 𝜙), 𝑉 𝜆

𝑔1(𝜃, 𝜙), 𝑉 𝜆
𝑔2(𝜃, 𝜙) - проекции групповой скорости на направление градиента

температуры, и стороны 𝐷 и 𝑊 , соответственно. Для образцов с квадратным сечением [28]

достаточно в формулах (4.2)-(4.3) положить 𝜇 = 1.

Проанализируем зависимости длин пробега фононов от геометрических и ориентационных

параметров, когда тепловой поток вращается в плоскости пленки для трех случаев: (1) плоскость

пленки совпадает с плоскостью грани куба YZ {𝐽} = {100}, (2) плоскость пленки совпадает с

диагональной плоскостью {𝐽} = {110}, (3) плоскость пленки перпендикулярна диагонали куба

{𝐽} = {111}. Ориентационные параметры [𝐼(𝜓)] и {𝐽} для произвольного направления тепло-

вого потока относительно осей кристалла могут быть определены через параллельные и перпен-

дикулярные тепловому потоку компоненты групповой скорости. Определим систему координат

с осью «3» вдоль направления теплового потока. Ось «1» (ось вращения) направим перпен-

дикулярно плоскости пленки, она определяет ориентацию плоскости {𝐽}. Ось «2» направим

перпендикулярно двум узким боковым граням пленки. Тогда компоненты групповой скорости

фононов V𝜆
𝑔 для рассматриваемых случаев могут быть представлены в следующем виде (см.

(3.5) - (3.7)):

(1) 𝑉 𝜆
𝑔3 = −𝑉 𝜆

𝑔𝑦 sin𝜓 + 𝑉 𝜆
𝑔𝑧 cos𝜓, 𝑉 𝜆

𝑔2 = 𝑉 𝜆
𝑔𝑦 cos𝜓 + 𝑉 𝜆

𝑔𝑧 sin𝜓, 𝑉 𝜆
𝑔1 = 𝑉 𝜆

𝑔𝑥,

(2) 𝑉 𝜆
𝑔3 =

(︀
−𝑉 𝜆

𝑔𝑥 + 𝑉 𝜆
𝑔𝑦

)︀
sin𝜓/

√
2 + 𝑉 𝜆

𝑔𝑧 cos𝜓,

𝑉 𝜆
𝑔2 =

(︀
−𝑉 𝜆

𝑔𝑥 + 𝑉 𝜆
𝑔𝑦

)︀
cos𝜓/

√
2 − 𝑉 𝜆

𝑔𝑧 sin𝜓, 𝑉 𝜆
𝑔1 =

(︀
𝑉 𝜆
𝑔𝑥 + 𝑉 𝜆

𝑔𝑦

)︀
/
√

2,

(3) 𝑉 𝜆
𝑔3 =

(︀
𝑉 𝜆
𝑔𝑥 − 𝑉 𝜆

𝑔𝑦

)︀
sin𝜓/

√
2 +

√︂
2

3

(︀
−
(︀
𝑉 𝜆
𝑔𝑥 + 𝑉 𝜆

𝑔𝑦

)︀
/2 + 𝑉 𝜆

𝑔𝑧

)︀
cos𝜓,

𝑉 𝜆
𝑔2 =

(︀
−𝑉 𝜆

𝑔𝑥 + 𝑉 𝜆
𝑔𝑦

)︀
cos𝜓/

√
2 +

√︂
2

3

(︀
−
(︀
𝑉 𝜆
𝑔𝑥 + 𝑉 𝜆

𝑔𝑦

)︀
/2 + 𝑉 𝜆

𝑔𝑧

)︀
sin𝜓,

𝑉 𝜆
𝑔1 =

(︀
𝑉 𝜆
𝑔𝑥 + 𝑉 𝜆

𝑔𝑦 + 𝑉 𝜆
𝑔𝑧

)︀
/
√

3.

Зависимость направления теплового потока от угла 𝜓 определяется компонентой групповой

скорости 𝑉 𝜆
𝑔3. Проекция групповой скорости 𝑉 𝜆

𝑔1 не зависит от угла 𝜓, поскольку, является осью

вращения (см. формулы (3.5) - (3.7)). Итак, формулы (4.1)-(4.3) позволяют анализировать осо-

бенности фононного транспорта в тонких пленках и нанопроводах при низких температурах.

Необходимым условием правомерности такого подхода является применимость модели анизо-

тропного континуума для анализа фононного транспорта в наноразмерных образцах. В работе [6]

показано, что для нанопроводов с диаметрами 56 и 115 нм в интервале температур от 20 до 60
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К теплопроводность следовала зависимости 𝜅(𝑇 ) ∼ 𝑇 3, как и теплоемкость объемных образцов

в теории Дебая. Поэтому для пленок с толщинами большими 50 нм теория, развитая в этой

работе, применима в достаточно широкой низкотемпературной области.

В изотропных средах фазовые скорости фононов 𝑆𝜆0 не зависят от углов 𝜃 и 𝜙. Поэтому из

формул (4.1) - (4.3) следует, что длины свободного пробега фононов различных поляризаций

равны друг другу и средней длине пробега:

Λ𝐿 = Λ𝑡 = Λ = 𝐷
3

4𝜋

∫︁
𝑑Ω𝑞𝐼(𝜃, 𝜙), 𝐼(𝜃, 𝜙) =

𝐼𝜆(𝜃, 𝜙)

𝐷𝑆𝜆0
, 𝐼(𝜃, 𝜙) = (4.4)

= 𝑘0 |𝑛3|

{︃
1 − 𝑘0

2𝜇

|𝑛2| + 𝜇 |𝑛1|
|𝑛3|

+
(𝑘0)

2

3𝜇

|𝑛1| |𝑛2|
(𝑛3)

2

}︃
при

⎧⎪⎨⎪⎩
(𝜇 |𝑛1| > |𝑛2| и |𝑛3/𝑛1| ≥ 𝑘0)

или

(𝜇 |𝑛1| < |𝑛2| и |𝑛3/𝑛2| ≥ 𝑘0/𝜇)

,

𝐼(𝜃, 𝜙) =

{︃
(𝑛3/𝑛1)

2 (3𝜇 |𝑛1| − |𝑛2|) /6𝜇 при (𝜇 |𝑛1| > |𝑛2| и |𝑛3/𝑛1| < 𝑘0) ,

(𝑛3/𝑛2)
2 (3 |𝑛2| − 𝜇 |𝑛1|)𝜇/6 при (𝜇 |𝑛1| < |𝑛2| и |𝑛3/𝑛2| < 𝑘0/𝜇) .

Здесь 𝑛1, 𝑛2 и 𝑛3 – компоненты единичного волнового вектора n. Как видно из выражений (4.4),

длины пробега фононов в изотропных средах не зависят от упругих модулей, а определяются

полностью геометрическими параметрами образцов. Однако в упруго анизотропных кристаллах

они различны для фононов разных поляризаций и зависят от направления теплового потока в

кристалле. Из выражения (4.4) следует результат Смолуховского [79] для длины пробега молекул

при течении разреженного молекулярного газа по бесконечной трубе с прямоугольным сечением

(𝑎× 𝑏):

Λ =
3

4
(𝑎𝑏)1/2

{︃(︁𝑎
𝑏

)︁1/2
ln

⎡⎣ 𝑏
𝑎

+

√︃
1 +

(︂
𝑏

𝑎

)︂2
⎤⎦+

(︂
𝑏

𝑎

)︂1/2

ln

[︃
𝑎

𝑏
+

√︂
1 +

(︁𝑎
𝑏

)︁2]︃
+

+
1

3

[︃(︃(︁𝑎
𝑏

)︁3/2
+

(︂
𝑏

𝑎

)︂3/2
)︃

−
(︂
𝑎

𝑏
+
𝑏

𝑎

)︂3/2
]︃}︃

. (4.5)

Из формулы (4.5) для кнудсеновского течения фононного газа по бесконечному стержню с пря-

моугольным сечением (𝑎 = 𝐷 и 𝑏 = 𝑊 = 𝜇𝐷) мы получаем результат МакКарди и др. [17] для

длины Казимира

Λ𝐶 =
3𝐷

4

{︂
ln
[︁
𝜇+

√︀
1 + 𝜇2

]︁
+ 𝜇 ln

[︁
𝜇−1 +

√︀
1 + 𝜇−2

]︁
+

1

3

[︁(︀
𝜇−1 + 𝜇2

)︀
− 𝜇1/2

(︀
𝜇−1 + 𝜇

)︀3/2]︁}︂
.

(4.6)

Для теплопроводности цилиндрического стержня бесконечной длины с диаметром d в моде-

ли изотропной среды следует результат Казимира [14] : Λ𝐶 = 𝑑, что совпадает с результатом

Кнудсена [13] для течения разреженного молекулярного газа по бесконечной трубе с круглым

сечением. Эти совпадения не является случайным. Займан в монографии [12] (стр. 415) под-

черкнул: «Эти рассуждения (как, впрочем, и вся теория рассеяния на границах) точно такие

же, как и в случае потока сильно разреженного газа через трубку (Кнудсен [344], Смолухов-
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ский [615])». Поэтому режим граничного рассеяния получил название кнудсеновского течения

фононного газа [13].

4.2 Зависимости длин свободного пробега фононов от

геометрических параметров пленок и нанопроводов с раз-

личным типом анизотропии упругой энергии

Рассмотрим особенности фононного транспорта в монокристаллических пленках при низких

температурах. Прежде, чем переходить к анализу влияния упругой анизотропии наноразмерных

образцов на длины пробега фононов, отметим, что для их оценок в монокристаллических плен-

ках кубической симметрии, как правило, использовалась теория Казимира и модель изотропной

среды [21, 22, 41]. В качестве примера можно привести работу [41], в которой сделана попытка

определить длины пробега фононов в тонких пленках и нанопроводах при низких температурах,

исходя из результатов Казимира и соображений размерности. Авторы [41] предполагали, что

длина пробега фононов в пленке зависит только от ее толщины, а цилиндрический стержень,

рассмотренный Казимиром, является одномерной системой. Поскольку для цилиндрического

стержня длина Казимира Λ𝐶 = 1 · 𝐷 (где D – диаметр стержня), а пленка является двумерной

структурой, то авторы [41] постулировали, что для теплового потока вдоль пленки длина Кази-

мира равна удвоенной толщине Λ𝐶 = 2 ·𝐷 (где 𝐷 – толщина пленки), т.е. она не зависит ни от

ширины, ни от длины пленки. Эти результаты использовались в [41] для анализа температурных

зависимостей теплопроводности в кремниевых пленках и нанопроводах. В связи с этим «ре-

зультатом» в работе Мариса и Тамуры [22] была рассмотрена теплопроводность тонких пленок

бесконечной длины в модели изотропного континуума и указано на ошибочность этого резуль-

тата. Было показано, что длины Казимира не только существенным образом зависят от ширины

пленки, но и, более того, они логарифмически расходятся при стремлении ширины пленки к

бесконечности. Эта расходимость для пленок в модели изотропной среды отмечалась ранее в

работе [77]. Действительно, из формулы (4.6) следует результат [22, 77]

Λ̃𝐶 (𝜇) = Λ𝐶 (𝜇) /𝐷 ∼= 𝐴+𝐵 ln𝜇, 𝜇 >> 1, 𝐴 ≈ 0.90, 𝐵 = 0.75, (4.7)

где Λ𝐶 (𝜇) - длина Казимира для пленки толщиной 𝐷 и шириной 𝜇𝐷. Как отмечалось в [22,77],

логарифмическая расходимость (4.7) обусловлена фононами, распространяющимися почти па-

раллельно плоскости пленки. Вопрос о влиянии конечной длины пленки на логарифмическую

расходимость длин Казимира в работах [22, 77] не рассматривался. Также не исследовались та-

кие важные проблемы, как влияние упругой анизотропии кубических кристаллов на зависимости

длин пробега фононов от геометрических параметров пленок и от направлений теплового пото-

ка. Эти проблемы являются актуальными для полупроводниковых пленок, широко используемых

в микроэлектронике [4, 6–9, 19, 21].

Численный анализ теплопроводности с использованием выражений (4.1) - (4.3) показал, что

длины Казимира для монокристаллических пленок также логарифмически расходятся, когда ши-
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Рисунок 4.1. Зависимости средних длин свободного пробега Λ̃
{100}
[100] (𝜇) (кривые 1 и 1a), а также

длин пробега фононов различных поляризаций Λ̃
𝜆{100}
[100] (𝜇) в пленках германия от приведенной

ширины. Сплошные кривые (1, 2, 3, 4, 5) соответствуют длинам пробега фононов в нанораз-
мерных образцах с параметрами 𝐿 = 100𝐷, 𝐷 = 50 нм. Пунктирные кривые (1a, 2a, 3a, 4a, 5a)
соответствуют длинам Казимира. Кривые (2, 2a) — для быстрой поперечной моды, (3, 3a) — для
медленной поперечной моды, (4, 4a) — для продольной моды. Кривые (5, 5a) относятся к модели
изотропной среды, кривая 5a –– результат Мариса и Тамуры [22] для длины Казимира.

рина пленки стремится к бесконечности. Однако их значения для фононов различных поляри-

заций в отличие от изотропной среды значительно различаются (см. рис. 4.1). Кривая 5а на

этом рисунке соответствует результату Мариса и Тамуры [22] для длины Казимира в модели

изотропной среды. Для нанопроводов с квадратным сечением длины Казимира в значительной

степени определяются эффектом фокусировки фононов. Как видно из таблицы 4.2, они дости-

гают максимальных значений в направлениях фокусировки фононов. В этих направлениях они

превышают длины пробега остальных колебательных мод, а также значение для изотропной

среды Λ̃𝐶𝑖𝑠𝑜
∼= 1.115. Так, например, для Ge: Λ̃𝐿

𝐶[111] = 1.48, Λ̃𝑡1
𝐶[110] = 1.85 и Λ̃𝑡2

𝐶 [100] = 2.49.

Длины Казимира достигают минимальных значений в направлениях дефокусировки, в которых

они оказываются заметно меньше, чем для изотропных сред, например для Ge: Λ̃𝐿
𝐶[100] = 0.81,

Λ̃𝑡1
𝐶[111] = 0.77 и Λ̃𝑡2

𝐶[110] = 0.89. При переходе к нанопроводам из кристаллов второго типа на-

правления фокусировки и дефокусировки фононов и, соответственно, минимальные и макси-

мальные значения длин пробега меняются местами. Например, для NaCl минимальные значения

Λ̃𝑙
𝐶 [111] = 0.86, Λ̃𝑡1

𝐶[100]
= 0.81 и Λ̃𝑡2

𝐶 [100] = 0.94 имеют место в тех направлениях, где для Ge имели
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Рисунок 4.2. Зависимости средних длин свободного пробега Λ̃
{𝐽}
[100](𝜇) от приведенной ширины

в наноструктурах с параметрами 𝐿 = 100𝐷, 𝐷 = 50 нм для направления градиента температур
[100]. Сплошные кривые (1, 2, 3, 4, 5) соответствуют ориентации {𝐽} = {100}. Пунктирные
кривые (1a, 2a, 3a, 4a, 5a) – для ориентации {𝐽} = {110}. Кривые (1, 1a) – Ge, (2, 2a) - GaAs, (3,
3a) – алмаз, (4,4a) – NaCl, (5,5a) – CaF2. Кривая 6 относится к модели изотропной среды.

место максимальные. При этом для NaCl максимальные значения Λ̃𝑙
𝐶[100] = 1.91, Λ̃𝑡1

𝐶[110] = 1.72 и

Λ̃𝑡2
𝐶[111] = 1.77 реализуются в направлениях, где для Ge имели место минимумы длин свободного

пробега фононов.

Следует учесть, что в кристаллах первого и второго типа поперечные моды 𝑡1 и 𝑡2 также

меняются местами [25]. Отметим, что для нанопроводов с существенной анизотропией упругой

энергии (GaAs, Ge, LiF, Si) значения минимальных и максимальных длин Казимира существен-

но отличаются от величины Λ̃𝐶𝑖𝑠𝑜. Однако для кристаллов YAG и YIG со слабой анизотропией

упругой энергии (|𝑘 − 1| << 1) они близки к значениям Λ̃𝐶𝑖𝑠𝑜 (см. Таблицу 4.2). При этом для

каждой моды в зависимости от направления они могут быть как больше, так и меньше значения

Λ̃𝐶𝑖𝑠𝑜. Как видно из таблицы 4.2, наши результаты для длин Казимира согласуются с получен-

ными в [17], в пределах погрешности 1-4 %. Для изотропных сред длины свободного пробега в

режиме граничного рассеяния определяются полностью геометрическими параметрами нанораз-

мерных образцов. Поэтому они могут быть использованы в качестве удобной системы сравнения

для длин пробега Λ̃
{𝐽}
[𝐼(𝜓)](𝑘0, 𝜇) в упруго анизотропных кристаллах при изменении направления
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теплового потока или при сравнении длин пробега в наноразмерных образцах, выполненных из

различных материалов (см. рис. 4.1, 4.2).

Длины Казимира для монокристаллических пленок определяются не только геометрически-

ми параметрами, но и в значительной степени зависят от ориентации теплового потока и плоско-

сти пленки, т. е. Λ̃𝐶(𝜇) ⇒ Λ̃
{𝐽}
𝐶[𝐼](𝜇). В предельном случае 𝜇 >> 1 длины пробега Λ̃

{𝐽}
𝐶[𝐼](𝜇) могут

быть представлены в виде (4.7). При этом значения коэффициентов А и В становятся завися-

щими от параметров [𝐼(𝜓)] и {𝐽}. Как видно из рисунка 4.1, учет конечной длины приводит к

устранению расходимости длин пробега, как в изотропных, так и в монокристаллических плен-

ках. При фиксированной длине 𝐿 = 100𝐷 и толщине пленки 𝐷 = 50 нм интервал интенсивного

роста длин свободного пробега фононов с увеличением ширины пленки 𝑊 = 𝜇𝐷 ограничены

ее длиной. При значениях 𝑊 > 10𝐿 длины пробега Λ̃
{𝐽}
[𝐼(𝜓)](𝜇) выходят на насыщение (см. рис.

4.1 и 4.2).

Проанализируем зависимости теплопроводности пленок для кристаллов первого и второго

типа от ориентации боковых граней наноразмерных образцов {𝐽}. Для этого фиксируем на-

правление градиента температуры [𝐼] = [100] и рассмотрим зависимости теплопроводности от

приведенной ширины пленки 𝜇 = 𝑊/𝐷 при 𝐿/𝐷 = 100 (𝑘0 = 50) для двух ориентаций плоскости

пленки {𝐽} = {100} и {𝐽} = {110}. Как видно из рисунка 4.2, отличие сплошных и пунктирных

линий для средних длин пробега Λ̃
{100}
[100] (𝜇) и Λ̃

{110}
[100] (𝜇) при 𝜇 = 1 составляет менее 3%. Поэтому

для нанопроводов с квадратным сечением (𝜇 = 1) зависимости теплопроводности от ориентации

боковых граней для всех рассмотренных кристаллов малы, и ими можно пренебречь. Однако

в достаточно широких монокристаллических пленках значения длин пробега фононов в значи-

тельной степени определяются ориентацией плоскости пленки. Следует отметить, что для ори-

ентации плоскости пленки {𝐽} = {100} и направления градиента температуры [𝐼] = [100] длины

пробега в кристаллах первого типа больше, чем в изотропных средах, а в кристаллах второго ти-

па – меньше (см. рис. 4.2). Причем, в монокристаллических пленках из кристаллов первого типа

с существенной анизотропией упругой энергии (LiF, GaAs, Ge, Si) значения Λ̃
{100}
[100] (𝜇) для ориен-

тации {𝐽} = {100} растут значительно быстрее с увеличением ширины пленки 𝜇, чем Λ̃
{110}
[100] (𝜇)

для {𝐽} = {110} (см. рис. 4.2). При переходе от нанопроводов (𝜇 = 1) к широким пленкам с 𝜇

= 100 и {𝐽} = {100} полная теплопроводность и длины пробега Λ̃
{100}
[100] (𝜇) для кристаллов LiF,

GaAs, Ge, Si, алмаз, YAG возрастают в 4.39, 4.06, 4.25, 4.40, 3.03, 3.08 раза, соответственно.

Для ориентации {𝐽} = {110} в этом случае рост менее значителен: длины пробега Λ̃
{110}
[100] (𝜇)

для кристаллов LiF, GaAs, Ge, Si, алмаз, YAG возрастают в 2.73, 2.68, 2.72, 2.72, 3.63, 3.24 раза,

соответственно. Отношения теплопроводностей 𝜅{100}[100] (𝜇)/𝜅
{110}
[100] (𝜇) для пленок Ge с ориентаци-

ями {𝐽} = {100} и {𝐽} = {110} при 𝜇 = 10 и 𝜇 = 100 равны 1.3 и 1.6, соответственно. Для

алмазных пленок ситуация качественно отличается. Для них, в отличие от пленок из кристаллов

LiF, GaAs, Ge, Si, длины пробега Λ̃
{100}
[110] (𝜇) при {𝐽} = {100} с увеличением ширины пленки 𝜇

возрастают медленнее, чем для {𝐽} = {110} (см. рис. 4.2). Поэтому при 𝜇 = 100 отношение

Λ̃
{100}
[100] (100)/Λ̃

{110}
[100] (100) = 0.83, т.е. становится меньше единицы. Для наноразмерных образцов

из кристаллов второго типа CaF2 и NaCl зависимости длин пробега Λ̃
{100}
[100] (𝜇) и Λ̃

{110}
[100] (𝜇) мало

отличаются от зависимостей Λ̃𝑖𝑠𝑜(𝜇). При 𝜇 = 1 их значения для обеих ориентаций {𝐽} меньше,
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Таблица 4.2. Нормированные длины Казимира Λ̃𝜆
𝐶[𝐼(𝜓)] и Λ̃𝐶[𝐼(𝜓)] в стержнях с квадратным сече-

нием для симметричных направлений [𝐼(𝜓)].

Соединение 𝑘 − 1 [𝐼(𝜓)] Λ̃𝐿
𝐶[𝐼(𝜓)] Λ̃𝑡1

𝐶[𝐼(𝜓)] Λ̃𝑡2
𝐶[𝐼(𝜓)] Λ̃𝐶[𝐼(𝜓)] Λ̃𝐶[𝐼(𝜓)] [17]

GaAs 0.90

[100] 0.80 1.34 2.29 1.74 -

[110] 1.25 1.73 0.89 1.25 -

[111] 1.52 0.77 1.20 1.09 -

Ge 0.87

[100] 0.81 1.32 2.49 1.80 -

[110] 1.24 1.85 0.89 1.29 -

[111] 1.48 0.77 1.24 1.11 -

LiF 0.78

[100] 0.82 1.30 2.64 1.86 1.80

[110] 1.22 1.93 0.89 1.33 1.28

[111] 1.44 0.78 1.27 1.11 1.10

Si 0.67

[100] 0.84 1.30 2.75 1.92 1.86

[110] 1.22 1.97 0.89 1.34 1.29

[111] 1.42 0.78 1.26 1.10 1.09

Алмаз 0.40

[100] 0.93 1.18 2.11 1.53 1.55

[110] 1.17 1.32 0.96 1.14 1.11

[111] 1.27 0.86 1.40 1.17 1.13

YAG 0.03

[100] 1.09 1.12 1.16 1.13 -

[110] 1.12 1.13 1.08 1.11 -

[111] 1.13 1.04 1.25 1.15 -

YIG -0.04

[100] 1.14 1.00 1.10 1.06 -

[110] 1.10 1.18 1.09 1.13 -

[111] 1.09 1.05 1.49 1.25 -

CaF2 -0.33

[100] 1.59 0.78 0.95 0.97 0.98

[110] 1.04 1.86 0.98 1.33 1.30

[111] 0.92 1.13 1.86 1.46 1.45

NaCl -0.48

[100] 1.91 0.81 0.94 1.03 1.05

[110] 1.01 1.72 0.99 1.26 1.23

[111] 0.86 1.19 1.77 1.42 1.43
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Рисунок 4.3. Зависимости приведенных длин свободного пробега фононов от параметра 𝑘0 для
градиента температуры в направлении [100] и ориентации плоскости пленки {100} в монокри-
сталлических нанопроводах (а) и пленках (б) на основе Ge, GaAs, алмаз, NaCl, CaF2, YAG и YIG
— сплошные кривые 1, 2, 3, 4, 5, 6 и 7, соответственно. Штрихпунктирные кривые 8 относятся
к модели изотропной среды.

чем для изотропной среды в 1.15 и 1.07 раза для CaF2 и NaCl, соответственно. При увеличении

ширины пленки длины пробега возрастают, причем, для {𝐽} = {100} они остаются меньше,

чем Λ̃𝑖𝑠𝑜(100) на 11% и 4% для CaF2 и NaCl, соответственно. Однако для ориентации плоскости

пленки {110} они возрастают быстрее, и при 𝜇 = 100 длины пробега Λ̃
{110}
[100] (100) для CaF2 и NaCl

становятся больше, чем Λ̃𝑖𝑠𝑜(100) на 7%.

Рассмотрим зависимости длин свободного пробега фононов, нормированных на толщину

пленки, от приведенной длины пленки 𝑘0 = 𝐿/2𝐷. Сравним эти зависимости для нанопроводов

(𝜇 = 1) и достаточно широких пленок с 𝜇 = 100. С увеличением длины наноразмерного образца

величины теплопроводности и длины пробега фононов Λ̃
{𝐽}
[𝐼] (𝑘0, 𝜇) возрастают тем быстрее, чем

больше ширина пленки и чем больше анизотропия упругой энергии кристалла (см. рис. 4.3 и

Таблицу 4.1). Так, например, при увеличении параметра 𝐿/𝐷 от 1 до 100 величины теплопро-

водности и длины пробега фононов Λ̃
{100}
[100] (𝑘0, 𝜇) в нанопроводах (𝜇 = 1) из кристаллов первого

типа LiF, GaAs, Ge, Si, алмаз, YAG возрастают в 3.59, 3.31, 3.49, 3.69, 3.02 и 2.29 раза, соответ-

ственно. Для кристаллов второго типа CaF2, NaCl, YIG рост значительно меньше: длины пробега

Λ̃
{100}
[100] (𝑘0, 1) возрастают соответственно в 1.85, 1.98 и 2.16 раза. Для широких пленок (𝜇 = 100)

рост оказывается значительно больше: значения Λ̃
{100}
[100] (𝑘0, 100) при увеличении параметра 𝐿/𝐷

от 1 до 100 для кристаллов первого типа LiF, GaAs, Ge, Si, алмаз, YAG возрастают соответствен-

но в 13.61, 11.62, 12.58, 13.98, 7.68 и 6.22 раза. Для кристаллов второго типа CaF2, NaCl, YIG

значения длин пробега в этом случае возрастают в 5.16, 5.48 и 5.92 раза, соответственно. От-

метим, что для кристаллов YAG и YIG со слабой анизотропией упругой энергии (|𝑘 − 1| << 1)

зависимости Λ̃
{𝐽}
[𝐼] (𝑘0, 𝜇) и Λ̃𝑖𝑠𝑜(𝑘0, 𝜇) от 𝑘0 мало отличаются друг от друга (см. рис. 4.3). При

длинах пленок, превышающих их ширину на два порядка величины, зависимости длин пробега

фононов выходят на насыщение. Обращает на себя внимание качественное отличие зависимо-
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стей Λ̃
{100}
[100] (𝑘0, 𝜇) для пленок и нанопроводов при 𝑘0 > 1. Для пленок с плоскостью {100} и

направлением теплового потока [100] значения длин свободного пробега в кристаллах первого

(LiF, GaAs, Ge, Si, алмаз, YAG) оказываются выше, чем в изотропных средах, как в тонких плен-

ках, так и в нанопроводах (см. рис. 4.3). Тогда, как для кристаллов второго типа (CaF2, NaCl,

YIG) в этом случае они оказываются ниже, чем в изотропных средах.

4.3 Анизотропия теплопроводности и длин свободного

пробега фононов в монокристаллических наноразмерных

образцах двух типов

В этом разделе проанализируем угловые зависимости теплопроводности 𝜅{𝐽}[𝐼(𝜓)](𝑇 ) и средних

длин пробега фононов Λ̃
{𝐽}
[𝐼(𝜓)](𝜇) при вращении градиента температуры в плоскости пленок для

различных ориентаций. Поскольку теплопроводность 𝜅
{𝐽}
[𝐼(𝜓)](𝑇 ) = (1/3)𝐶𝑉 (𝑇 )𝑆Λ

{𝐽}
[𝐼(𝜓)], то при

фиксированной температуре их зависимости от угла 𝜓 отличаются только постоянным множите-

лем (1/3)𝐶𝑉 (𝑇 )𝑆. Определим ориентации плоскостей монокристаллических пленок и направ-

ления потока тепла, обеспечивающие максимальные или минимальные значения длин пробега

фононов (и теплопроводностей). Сначала рассмотрим изменение анизотропии средних длин сво-

бодного пробега фононов при переходе от нанопроводов с квадратным сечением к достаточно

широким пленкам. Затем проанализируем изменение анизотропии длин пробега Λ̃
{𝐽}
[𝐼(𝜓)](𝜇) для

различных ориентаций плоскостей пленок относительно осей кристаллов и сравним с результа-

тами, следующими из модели изотропной среды. Длины пробега Λ̃𝑖𝑠𝑜(𝑘0, 𝜇) изотропны и опреде-

ляются полностью геометрическими параметрами. Здесь они используются в качестве системы

сравнения для длин пробега Λ̃
{𝐽}
[𝐼(𝜓)](𝜇) в различных упруго анизотропных наноразмерных образ-

цах. Как видно из рисунков 4.4 - 4.6, угловые зависимости длин свободного пробега фононов

в монокристаллических наноразмерных образцах при вращении теплового потока в плоскостях

{100}, {110} и {111} значительно отличаются, как друг от друга, так и от рассчитанных в моде-

ли изотропной среды. Для кристаллов одного типа угловые зависимости длин пробега Λ̃
{𝐽}
[𝐼(𝜓)](𝜇)

для всех направлений теплового потока и рассмотренных ориентаций плоскостей пленок ка-

чественно подобны, отличаясь только большей или меньшей степенью анизотропии. Поэтому

на рисунках 4.4 - 4.6 мы привели угловые зависимости Λ̃
{𝐽}
[𝐼(𝜓)](𝜇) только для двух кристаллов

первого типа Ge и алмаза и одного кристалла второго типа - CaF2.

Рассмотрим анизотропию фононного транспорта в нанопроводах. Для кристаллов первого

типа (LiF, GaAs, Ge, Si, алмаз, YAG) максимум теплопроводности нанопроводов достигается в

направлениях типа [100] и обеспечивается медленной поперечной модой, которая фокусируется

в этом направлении (см. рис. 4.4, 4.5). В направлениях [110] и [111] угловые зависимости теп-

лопроводности и Λ̃
{𝐽}
[𝐼(𝜓)](1) имеют локальные максимумы, которые обусловлены фокусировкой

быстрой поперечной и продольной модами, соответственно (см. рис. 4.4, 4.5). При вращении

теплового потока в плоскости {100} длины пробега фононов в нанопроводах Λ̃
{100}
[𝐼(𝜓)](1) для кри-

сталлов первого типа оказываются выше, чем для изотропной среды Λ̃𝑖𝑠𝑜(1). В плоскости {110}
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Рисунок 4.4. Угловые зависимости длин свободного пробега Λ̃
{𝐽}
[𝐼(𝜓)], нормированных на толщину

𝐷, для наноразмерных монокристаллических образцов Ge длиной 𝐿 = 100𝐷 для случаев, когда
градиент температур вращается в плоскости пленки: (a) – {100}, (б) – {110} и (в) – {111}. Кривые
(1, 1a), (2, 2a) и (3, 3a) рассчитаны для значений параметра 𝜇 = 1, 10 и 100, соответственно.
Кривые (1, 2, 3) рассчитаны в модели анизотропного континуума, штриховые кривые (1a, 2a, 3a)
– в модели изотропной среды.
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Рисунок 4.5. То же, что на рис. 4.4 для наноразмерных монокристаллических алмазных образ-
цов.
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Рисунок 4.6. То же, что на рис. 4.4 для наноразмерных монокристаллических образцов CaF2.
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длины пробега Λ̃
{110}
[𝐼(𝜓)](1) для кристаллических нанопроводов первого типа имеют большие зна-

чения, чем величина Λ̃𝑖𝑠𝑜(1) только для направлений теплового потока близких к [100] и [110].

В плоскости {111} длины пробега фононов Λ̃
{111}
[𝐼(𝜓)](1) в широком интервале углов 𝜓 оказываются

меньше, чем в изотропной среде (см. рис. 4.4в, 4.5в). Однако для направлений близких к [110]

они превышают значения для изотропных сред. В противоположность этому, для кристалличе-

ских нанопроводов второго типа (CaF2, NaCl, YIG) максимум теплопроводности нанопроводов

достигается в направлениях типа [110] и обеспечивается быстрой поперечной модой, которая

фокусируется в этом направлении (см. рис. 4.6). Для направлений [111] и [100] угловые за-

висимости теплопроводности и длин пробега Λ̃
{𝐽}
[𝐼(𝜓)](1) имеют локальные максимумы, которые

обусловлены фокусировкой медленной поперечной и продольной модами, соответственно. В

плоскости {100} длины пробега фононов Λ̃
{100}
[𝐼(𝜓)](1) для нанопроводов на основе кристаллов вто-

рого типа оказываются ниже, чем в изотропных средах Λ̃𝑖𝑠𝑜(1), за исключением направлений

теплового потока близких к [110] (см. рис. 4.6). В плоскости {111} длины пробега Λ̃
{111}
[𝐼(𝜓)](1) в

широком интервале углов 𝜓 оказываются больше, чем в изотропных средах, за исключением

направлений близких к [110].

Как видно из рисунков 4.4 - 4.6, рост ширины пленок приводит к увеличению длин свобод-

ного пробега и к качественному изменению их угловых зависимостей Λ̃
{𝐽}
[𝐼(𝜓)](𝜇) по сравнению

с нанопроводами. Для пленок с плоскостями {100} и {111} при 𝜇 = 100 они становятся по-

чти изотропными для кристаллов обоих типов, хотя при 𝜇 = 10 небольшая анизотропия еще

остается (см. рис. 4.4а, 4.4в, 4.5а, 4.5в). Причем, в кристаллах первого типа для пленок с ори-

ентацией {100} длины пробега Λ̃
{100}
[𝐼(𝜓)](100) больше, чем в изотропных средах, однако для ориен-

тации {111} ситуация обратная – для всех направлений длины пробега Λ̃
{111}
[𝐼(𝜓)](100) меньше, чем

в изотропной среде. В пленках из кристаллов второго типа угловые зависимости длин пробега

Λ̃
{𝐽}
[𝐼(𝜓)](𝜇) качественно отличаются. Для них выполняются обратные неравенства: для ориентации

{100} при 𝜇 = 100 длины пробега Λ̃
{100}
[𝐼(𝜓)](100) для всех углов 𝜓 меньше, а величины Λ̃

{111}
[𝐼(𝜓)](100) –

больше, чем в изотропных средах. Для плоскости {110} угловые зависимости Λ̃
{110}
[𝐼(𝜓)](𝜇) в доста-

точно широких пленках принимают эллипсоидальный вид. Причем, в кристаллах первого типа с

длинной осью вдоль направления [100], а в кристаллах второго типа – вдоль направления [110]

(см. рис. 4.4б – 4.6б). Отношения длин пробега Λ̃
{110}
[100] (𝜇)/Λ̃

{110}
[110] (𝜇) для пленок с плоскостью

{110} при 𝜇 = 100 для кристаллов LiF, GaAs, Ge, Si, алмаза и YAG составляют 1.45, 1.39, 1.42,

1.50, 1.44 и 1.03, соответственно. В кристаллах первого типа LiF, GaAs, Ge, Si YAG длины про-

бега Λ̃
{110}
[𝐼(𝜓)](𝜇) в плоскости {110} оказываются меньше, чем в плоскости {100} при всех углах 𝜓.

Однако для алмазных пленок в направлениях близких к [100] длины пробега Λ̃
{110}
[𝐼(𝜓)](100) оказы-

ваются больше, чем Λ̃
{100}
[𝐼(𝜓)](100), тогда как для направлений близких к [110] ситуация обратная.

Причем, длины пробега Λ̃
{110}
[𝐼(𝜓)](100) для алмазных пленок с ориентацией {𝐽} = {110} оказыва-

ются больше, чем в изотропных средах при всех углах 𝜓 (см. рис. 4.5б). В противоположность

этому, для кристаллов первого типа LiF, GaAs, Ge, Si в области углов − (𝜋/3) < 𝜓 < (𝜋/3)

длины пробега Λ̃
{110}
[𝐼(𝜓)](100) > Λ̃𝑖𝑠𝑜(100), тогда как вне этого интервала Λ̃

{110}
[𝐼(𝜓)](100) < Λ̃𝑖𝑠𝑜(100).

Следует отметить, что максимальные значения теплопроводности при 𝜇 = 100 в кристаллах пер-

вого типа LiF, GaAs, Ge, Si и YAG достигаются для ориентации пленки {100}, а минимальные
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– для ориентации пленки {111} (см. рис. 4.4б). В противоположность этому для ориентации

пленки {100} длины пробега в кристаллах второго типа CaF2, NaCl, YIG имеют минимальные

значения. максимальные значения теплопроводности для них при 𝜇 = 100 достигаются для ори-

ентации пленки {110} и направления теплового потока [110]. При этом отношения длин пробега

Λ̃
{110}
[100] (100)/Λ̃

{110}
[110] (100) в кристаллах CaF2, NaCl, YIG составляют 0.69, 0.77 и 0.94, соответствен-

но.

Итак, нами показано, во-первых, что в наноразмерных образцах из кристаллов с положи-

тельной (𝑘 − 1 > 0) и отрицательной (𝑘 − 1 < 0) анизотропией упругих модулей второго по-

рядка не только спектр и вектора поляризации [25], но и анизотропия длин свободного пробега

фононов качественно отличаются. Во-вторых, угловые зависимости теплопроводности и длин

свободного пробега фононов для кристаллов обоих типов качественно изменяются при перехо-

де от нанопроводов к достаточно широким пленкам. В-третьих, для получения максимальных

значений теплопроводности в кристаллах первого типа LiF, GaAs, Ge, Si и YAG необходимо

использовать пленки с плоскостью {100}, а для получения минимальных значений - пленки с

плоскостью {111}. Для алмазных пленок максимальные значения теплопроводности при 𝜇 = 100

достигаются для плоскости {110}, в направлении [100], а минимальные значения – для пленок с

плоскостью {111}. Максимальные значения теплопроводности в пленках из кристаллов второго

типа CaF2, NaCl, YIG при 𝜇 = 100 достигаются для ориентации плоскости {110} и направления

теплового потока [110], а минимальные - для ориентации плоскости пленки {100}.
Результаты проведенного нами анализа показывают, что при интерпретации эксперименталь-

ных результатов по теплопроводности тонких пленок необходимо указывать направления тепло-

вого потока и ориентации плоскостей пленок относительно осей кристалла. Отсутствие такой

информации в [4, 7, 8] существенно затрудняет использование их для сравнения с результатами

теоретических исследований.

4.4 Выводы

Рассмотрены особенности фононного транспорта в монокристаллических пленках и нано-

проводах, полученных из кристаллов с положительной (LiF, GaAs, Ge, Si алмаз и YAG) и от-

рицательной (CaF2, NaCl и YIG) анизотропией упругих модулей второго порядка при низких

температурах в рамках метода Казимира–МакКарди [14, 17]. Проанализированы зависимости

длин пробега фононов от геометрических параметров, а также от направлений теплового потока

и ориентаций боковых граней наноразмерного образца для двух типов кристаллов.

Основные результаты четвертой главы можно сформулировать следующим образом:

1. Для изотропных сред длины свободного пробега фононов разных поляризаций совпадают

и равны средней длине свободного пробега. Они не зависят от упругих модулей, а опре-

деляются полностью геометрическими параметрами. Поэтому являются удобной системой

сравнения для длин пробега фононов в упруго анизотропных наноразмерных образцах.

2. В упруго анизотропных наноразмерных образцах длины пробега фононов разных поляри-

заций различны и существенно зависят не только от их геометрических параметров, но
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и от направлений теплового потока и ориентации боковых граней. Для нанопроводов с

квадратным сечением величины теплопроводности и длин пробега фононов определяют-

ся, главным образом, направлением теплового потока, а их зависимость от ориентации

боковых граней мала. Однако в достаточно широких пленках величины теплопроводности

в значительной степени определяются ориентацией плоскости пленки.

3. Анизотропия теплопроводности и длин свободного пробега фононов в нанопроводах и

тонких пленках из кристаллов первого и второго типа качественно отличается. Угловые за-

висимости длин пробега для всех направлений теплового потока и ориентаций плоскостей

пленок для кристаллов одного типа качественно подобны, отличаясь только большей или

меньшей степенью анизотропии.

4. В монокристаллических нанопроводах первого типа направления фокусировки фононов

соответствуют направлениям дефокусировки для нанопроводов из кристаллов второго ти-

па. Поэтому длины пробега фононов в монокристаллических нанопроводах первого типа

достигают максимальных значений в тех направлениях, в которых они имеют минималь-

ные значения для кристаллов второго типа и наоборот.

5. Определены ориентации плоскостей монокристаллических пленок и направления пото-

ка тепла, обеспечивающие максимальные или минимальные значения теплопроводности в

плоскости пленок. В кристаллах первого типа (LiF, GaAs, Ge, Si и YAG) для получения

максимальных значений теплопроводности в плоскости пленок необходимо использовать

пленки с плоскостью {100}, а для получения минимальных значений - пленки с плоско-

стью {111}. Для алмазных пленок максимальные значения теплопроводности достигаются

для плоскости {110} в направлении [100], а минимальные значения – для пленок с плос-

костью {111}. Максимальные значения теплопроводности в пленках на основе кристаллов

второго типа (CaF2, NaCl и YIG) достигаются для ориентации плоскости {110} и направ-

ления теплового потока [110], а минимальные - для ориентации плоскости пленки {100}.

6. Учет конечной длины пленки приводит к устранению логарифмической расходимости

длин Казимира при стремлении ширины пленки к бесконечности, как в изотропных сре-

дах, так и в упруго анизотропных материалах. Интервал интенсивного роста длин пробега

фононов с увеличением ширины пленки ограничен ее длиной. При значениях ширины

пленки, в 10 раз превосходящих её длину, зависимости длин пробега фононов выходят на

насыщение.
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Глава 5

Анизотропия и температурные

зависимости теплопроводности

кремниевых нанопроводов и пленок

В настоящей главе рассмотрим фононный транспорт в кремниевых нанопроводах и пленках в

трехмодовой модели Каллавея [31–34] в рамках стандартного релаксационного метода [1,35,36].

Проведем анализ температурных зависимостей теплопроводности кремниевых нанопроводов и

пленок для различных направлений теплового потока и ориентаций боковых граней, экспери-

ментально исследованные в работах [5, 6, 9, 10].

В работах [5, 6, 9, 10] были измерены температурные зависимости теплопроводности моно-

кристаллических кремниевых нанопроводов с диаметрами от 22 до 115 нм в интервале от 20 до

300 К и кремниевых пленок с толщинами от 1.6 до 0.02 мкм в интервале от 17 до 350 К. Для

кремниевых нанопроводов с диаметрами большими 50 нм и пленок с толщинами большими 0.02

мкм в интервале температур от 20 до 60 К теплопроводность следовала зависимости 𝜅(𝑇 ) ∼ 𝑇 3,

как и теплоемкость объемных образцов в теории Дебая. Поэтому для кремниевых наноразмер-

ных образцов с указанными поперечными размерами может быть использован фононный спектр

для объемных кристаллов Si (1.16).

Теплопроводность кремниевых пленок, измеренная в работах [5,9,10], интерпретировалась в

модели изотропной среды согласно теории Фукса и Зондгеймера [80,81]. В этой теории предпо-

лагалось, что пленка является двумерной структурой, и её теплопроводность зависит только от

одного параметра - толщины пленки. В значительном числе публикаций [5,6,9,10,22,41], посвя-

щенных исследованию фононного транспорта в пленках и нанопроводах, эффекты, обусловлен-

ные фокусировкой фононов, не учитывались. Так, например, в работах [22, 41] для граничного

рассеяния в наноструктурах на основе кремния и алмаза использовалась теория Казимира [14],

справедливая только для модели изотропной среды. А при изложении экспериментальных ре-

зультатов в обзорах [4,7,8], а также в работах [5,6,9,10], не указывались направления теплового

потока и ориентации плоскостей пленок относительно кристаллографических осей.

Поэтому в настоящей главе при описании температурных зависимостей теплопроводности

кремниевых нанопроводов и пленок учтем фокусировку фононов и используем времена релак-
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сации фононов при рассеянии на границах образцов, расчитанные в работах [28, 29] (см. также

главу 2), а также параметры ангармонического рассеяния, найденные для объемных кристаллов

Si [30] (см. также главу 3). Покажем, что при учете фокусировки фононов изменение ориента-

ции кремниевой пленки может приводить к изменению значений теплопроводности более, чем

в 2 раза. Далее будет видно, что отсутствие информации об ориентации создает определенные

трудности при интерпретации результатов эксперимента [5, 9, 10].

Исследуем вклады граничного рассеяния и объемных механизмов релаксации фононов в теп-

лосопротивление (теплосопротивление — величина, обратная коэффициенту теплопроводности)

и определим температуры перехода от граничного рассеяния фононов к объемным механизмам

релаксации. Проанализируем влияние дисперсии тепловых фононов на температурные зависи-

мости теплопроводности кремниевых нанопроводов и пленок. Определим оптимальные ори-

ентации плоскостей пленок и направления потока тепла, обеспечивающие максимальный или

минимальный теплоотвод от элементов кремниевых микросхем как при низких, так и при ком-

натных температурах.

В разделе 5.1 рассчитаны температурные и угловые зависимости теплопроводности кремние-

вых нанопроводов. В разделе 5.2 проанализированы температурные зависимости и анизотропия

теплопроводности кремниевых пленок. Изложение материала настоящей главы основано на ра-

ботах [11, 82, 83].

5.1 Фононный транспорт в кремниевых нанопроводах

В этом разделе проанализируем температурные зависимости теплопроводности кремниевых

цилиндрических нанопроводов [6] с диаметрами 𝐷 = 115 нм и 𝐷= 56 нм, длиной 𝐿 = 3 мкм в

интервале температур от 20 до 300 K. Экспериментальные исследования, проведенные в рабо-

те [6], показали, что теплопроводность для нанопроводов с диаметрами 56 нм и 115 нм в интер-

вале температур от 20 до 60 К следовала зависимости 𝜅(𝑇 ) ∼ 𝑇 3, как и теплоемкость объемных

образцов в теории Дебая. Поэтому при расчете теплопроводности этих нанопроводов, может

быть использован фононный спектр для объемных кристаллов Si. Очевидно, что при анализе

теплопроводности наноразмерных образцов в интервале от 20 до 300 К необходимо учитывать

дисперсию спектра и изменение направлений фокусировки при переходе от длинноволновых

фононов к коротковолновым. Для учета дисперсии спектр тепловых фононов, определенный из

данных по неупругому рассеянию нейтронов для симметричных направлений [58], аппроксими-

руется полиномом седьмой степени по приведенному волновому вектору фонона 𝑥 (𝑥 = 𝑞/𝑞max,

𝑞max - максимальный волновой вектор). При экстраполяции спектра на всю зону Бриллюэна, ис-

пользуется разложение по кубическим гармоникам (см. подробнее [27, 40], а также раздел 1.2).

Эта аппроксимация сохраняет кубическую симметрию и позволяет анализировать изменение

фокусировки фононов при переходе от длинноволнового 𝑥 << 1 к коротковолновому пределу

(𝑥 ∼ 1). В длинноволновом пределе 𝑥 << 1 она переходит в модель анизотропного континуума,

в которой анизотропия спектра определяется фазовой скоростью 𝑆𝜆0 (𝜃, 𝜙) (см. формулы (1.4),

(1.5)).
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5.1.1 Температурные зависимости теплопроводности кремниевых

нанопроводов

Решеточная теплопроводность кремниевых нанопроводов, как и объёмных кристаллов крем-

ния, анализируется в трехмодовой модели Каллавея с выделением вкладов диффузионного и

дрейфового движения фононов (см. Приложение А). Полную теплопроводность [31–34] можно

представить в виде аддитивной суммы этих вкладов (см. Приложение А):

𝜅𝑑𝑖𝑓 [𝐼(𝜓)] =
𝑘𝐵𝑞

3
𝑇

4(2𝜋)3

∑︁
𝜆

∫︁ 1

−1

𝑑(cos 𝜃)

∫︁ 2𝜋

0

𝑑𝜙𝑦3
∫︁ 1

0

(︀
𝑉 𝜆
𝑔3

)︀2
(𝑧𝜆)2𝑥2

𝜈𝜆[𝐼(𝜓)] sh
2(𝑧𝜆/2)

𝑑𝑥,

𝜅
(1)
𝑑𝑟[𝐼(𝜓)] =

𝑘𝐵𝑞
3
𝑇

12(2𝜋)3

∑︁
𝜆

𝐵
(1)
[𝐼(𝜓)](𝑇 )Ψ𝜆

𝑁 [𝐼(𝜓)]. (5.1)

Обозначения приведены в приложении А. В отличие от образцов с квадратным и прямоугольным

сечением, рассмотренных в Главе 3, в нанопроводах с круглым поперечным сечением теплопро-

водность зависит только от одного ориентационного параметра [𝐼] – направления потока теп-

ла относительно осей кристалла. В полную скорость релаксации фононов 𝜈𝜆[𝐼(𝜓)](𝑞) дают вклад

резистивные 𝜈𝜆𝑅[𝐼(𝜓)](𝑞) и нормальные 𝜈𝜆𝑁(𝑞) процессы релаксации фононов. нормальные про-

цессы обуславливают дрейфовый вклад в теплопроводность (см. Приложение А). В качестве

резистивных процессов рассеяния рассматривается рассеяние фононов на изотопическом бес-

порядке 𝜈𝜆𝑖𝑠𝑜(𝑞), границах образца 𝜈𝜆𝐵[𝐼(𝜓)](𝑞) и в процессах фонон-фононного переброса 𝜈𝜆𝑈(𝑞).

Скорости релаксации фононов 𝜈𝜆𝑖𝑠𝑜(𝑞), 𝜈
𝜆
𝑈(𝑞) и 𝜈𝜆𝑁(𝑞) определены формулами (3.8) – (3.12).

Скорость релаксации фононов при диффузном рассеянии на границах цилиндрических об-

разцов определяется кусочно-гладкими функциями для различных интервалов углов, граница

между которыми определяется параметром ∆𝜆(𝜓, 𝑥, 𝜃, 𝜙) = (𝐿/4𝑅)𝑉 𝜆
𝑔⊥/

⃒⃒
𝑉 𝜆
𝑔3

⃒⃒
, который зави-

сит от соотношения между компонентами групповой скорости и геометрическим параметром

𝑘0 = 𝐿/2𝐷. При условии ∆𝜆(𝜓, 𝑥, 𝜃, 𝜙) ≤ 1 скорость релаксации имеет вид (см. раздел 2.2)

𝜈𝜆𝐵[𝐼(𝜓)](𝑥, 𝜃, 𝜙) =
3𝜋𝑉 𝜆

𝑔⊥

4𝐷

{︃
1 − 3

2

[︃(︁
1 +

(︀
∆𝜆
)︀2)︁√︁

1 − (∆𝜆)2 − 1

3

(︂√︁
1 − (∆𝜆)2

)︂3

−

−∆𝜆

(︂
arccos ∆𝜆 + ∆𝜆

√︁
1 − (∆𝜆)2

)︂]︃}︃−1

, (5.2)

а при выполнении противоположного неравенства ∆𝜆(𝜓, 𝑥, 𝜃, 𝜙) > 1

𝜈𝜆𝐵[𝐼(𝜓)](𝑥, 𝜃, 𝜙) =
(︀
3𝜋𝑉 𝜆

𝑔⊥
)︀
/4𝐷. (5.3)

Рассмотрим вращение потока тепла (оси образца) в диагональной плоскости куба {110}.
Пусть угол 𝜓 задает отклонение потока тепла от оси 𝑍, направленной по ребру куба. Тогда, как

следует из (2.47), проекции групповой скорости на направление градиента температуры 𝑉 𝜆
𝑔3 и
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перпендикулярное ему 𝑉 𝜆
𝑔⊥ имеют вид

𝑉 𝜆
𝑔3 =

(︀
−𝑉 𝜆

𝑔𝑥 + 𝑉 𝜆
𝑔𝑦

)︀
sin𝜓/

√
2 + 𝑉 𝜆

𝑔𝑧 cos𝜓, 𝑉 𝜆
𝑔⊥ =

√︁(︀
𝑉 𝜆
𝑔

)︀2 − (︀𝑉 𝜆
𝑔3

)︀2
.

Рисунок 5.1. Температурные зависимости теплопроводности нанопровода с 𝐷 = 115 нм, 𝐿 =
3 мкм и 𝑃 = 0.15 для направления градиента температуры [111] при включении различных
механизмов рассеяния фононов: кривая 1 – режим граничного рассеяния 𝜈 = 𝜈𝜆𝐵[111], кривая 2 –
𝜈 = 𝜈𝜆𝐵[111] + 𝜈𝑖𝑠𝑜, кривая 3 - 𝜈 = 𝜈𝜆𝐵[111] + 𝜈𝑖𝑠𝑜 + 𝜈𝑈 , кривая 4 – вклад диффузионного движения
- 𝜅𝑑𝑖𝑓 [111](𝑇 ), кривая 5 – полная теплопроводность, кривая 6 - режим граничного рассеяния при
𝑃 = 0 (𝜈 = 𝜈𝜆𝐵[111]). Символы � – экспериментальные данные [6].

Учет дисперсии фононов приводит к тому, что групповая скорость, параметр ∆𝜆(𝜓, 𝑥, 𝜃, 𝜙), а

также скорости релаксации 𝜈𝜆𝐵[𝐼(𝜓)] в формулах (5.2) и (5.3) зависят не только от углов 𝜓, 𝜃, 𝜙, но

и от приведенного волнового вектора фонона 𝑥. Как видно из формул (5.2) и (5.3), зависимости

теплопроводности от ориентации градиента температуры относительно осей кристалла [𝐼(𝜓)]

определяются величинами компонент групповой скорости фононов 𝑉 𝜆
𝑔3(𝜓) и 𝑉 𝜆

𝑔⊥(𝜓), которые

входят непосредственно в теплопроводность и в скорости релаксации 𝜈𝜆𝐵[𝐼(𝜓)].

Следует отметить, что при измерении температурных зависимостей теплопроводности [17]

объёмные образцы кремния предварительно обрабатывались наждаком для того, чтобы обеспе-

чить диффузное рассеяние фононов границами. Диффузный характер рассеяния фононов реали-

зуется, если геометрические параметры шероховатостей на границе образца будут больше или

сравнимы с длиной волны фонона [15, 16, 35]. Для наноразмерных образцов такая процедура
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Таблица 5.1. Параметры ангармонического фонон-фононного рассеяния и рассеяния на изотопи-
ческом беспорядке для кристаллов Si𝑛𝑎𝑡.

𝐴𝐿𝑁 , K−5 с−1 𝐴𝑡𝑁 , K−5 с−1 𝐴𝐿𝑈 , K−3 с−1 𝐴𝑡1𝑈 , K−3 с−1 𝐴𝑡2𝑈 , K−3 с−1 𝐶𝐿
𝑈 , К 𝐶𝑡

𝑈 , К

0.8 2.0 · 10−3 2.0 · 103 1.80 · 103 0.70 · 103 310 98

технически невозможна. Поэтому учтем частичную зеркальность отражения фононов от границ

нанопроводов. Учет её производится обычным образом [1, 15, 16, 35]:

𝜈𝜆𝐵[𝐼(𝜓)](𝜃, 𝜙) =
(1 − 𝑃 )

(1 + 𝑃 )
𝜈𝜆𝐵[𝐼(𝜓)](𝜃, 𝜙). (5.4)

Для иллюстрации влияния различных механизмов релаксации на температурные зависимо-

сти теплопроводности кремниевых нанопроводов в различных температурных интервалах на

рисунке 5.1 приведены результаты расчета при включении различных механизмов рассеяния

фононов. В низкотемпературной области теплопроводность следует зависимости 𝜅(𝑇 ) ∼ 𝑇 3.

Однако для полностью диффузного рассеяния фононов на границах нанопровода теоретическая

кривая (кривая 6) идет на 26% ниже экспериментальных данных. Учет зеркальности отражения

(𝑃 = 0.15) позволяет согласовать результаты расчета теплопроводности с данными эксперимента.

Учет граничного и изотопического рассеяния дает возможность согласовать результаты расчета

для нанопроводов диаметрами 115 и 56 нм с экспериментальными данными в интервале темпе-

ратур от 20 до 60 K с точностью до 4% без использования подгоночных параметров (см. рис 5.1,

кривая 2). Ниже параметр 𝑃 = 0.15 используется нами во всех расчетах, приведенных на рисун-

ках 5.1 – 5.6. Как видно из рисунка 5.1, при температурах выше 60 К значительную роль в теп-

лосопротивлении играют ангармонические процессы рассеяния. В этих расчетах за основу мы

взяли параметры ангармонических процессов рассеяния, найденные ранее для объемных кри-

сталлов Si в работе [30] (см. также таблицу 3.2). Для этих параметров нам удалось согласовать

результаты расчета температурных зависимостей теплопроводности объемных кристаллов Si с

прямоугольным и квадратным сечениями с экспериментальными данными [17] для различных

направлений градиента температуры и боковых граней образцов [30] в интервале температур

3 – 40 К. Следует отметить, этот интервал захватывает фактически только область максимума

теплопроводности объемных образцов. Он является слишком узким для точного определения па-

раметров ангармонического рассеяния в кристаллах Si. Поэтому при анализе теплопроводности

кремниевых нанопроводов в интервале 20 – 300 К следовало ожидать, что параметры ангар-

монизма могут быть уточнены. Для лучшего согласия результатов расчета с данными [6] мы

уточнили частоту релаксации фононов в процессах переброса для быстрой поперечной моды,

увеличив параметр 𝐴𝑡1𝑈 (см. таблицу 3.2 и таблицу 5.1). С другой стороны, для наноразмерных

образцов величины теплопроводности в температурном интервале 20 – 300 К значительно сла-

бее зависят от параметров ангармонизма (чем в объёмных материалах) из-за более существенной

роли граничного рассеяния (см. далее).
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Рассмотрим вклад дрейфового движения фононов в теплопроводность от различных ветвей

фононного спектра для кремниевых нанопроводов с диаметрами 56 и 115 нм в интервале тем-

ператур от 20 до 300 К. Для поперечных фононов диффузионный вклад в теплопроводность во

всем температурном интервале значительно превосходит вклад дрейфового движения (см. рис.

5.2). Для продольных фононов при 𝑇 < 60 K дрейфовый вклад в теплопроводность 𝜅
(1)𝐿
𝑑𝑟 (𝑇 )

значительно меньше диффузионного. Однако в интервале температур от 100 до 300 К для про-

дольных фононов доминируют нормальные процессы фонон-фононного рассеяния, и дрейфо-

вый вклад в теплопроводность 𝜅(1)𝐿[111]𝑑𝑟(𝑇 ) значительно превосходит диффузионный 𝜅𝐿[111]𝑑𝑖𝑓 (𝑇 )

(см. рис. 5.2). Вклад дрейфового движения фононов в полную теплопроводность при 𝑇 = 100

К составляет 13% и 9% для нанопроводов с диаметрами 𝐷 = 115 и 56 нм, а при 𝑇 = 300 К он

достигает 35%. Как видно из рисунка 5.2, учет 𝜅(1)[111]𝑑𝑟(𝑇 ) позволяет согласовать результаты рас-

чета с экспериментальными данными [6] во всем исследованном интервале температур. Вклад

дрейфового движения поперечных фононов на порядок меньше, чем 𝜅
(1)𝐿
[111]𝑑𝑟(𝑇 ), и им можно

пренебречь. Из сравнения кривых 1 и 7 на рис. 5.2а видно, что анизотропия теплопроводности

в кремниевых нанопроводах при низких температурах значительно больше, чем для объемных

стержней: для нанопроводов с диаметрами 115 и 56 нм она составляет 69% и 74%, соответ-

ственно. Для объемных стержней кремния при 𝑇 = 3 К, согласно [17], она достигает 50%. С

повышением температуры анизотропия уменьшается как для нанопроводов, так и для объемных

стержней. Причем, для нанопроводов при 𝑇 = 300 К до 19%, а для объемных стержней при

𝑇 = 40 К она сравнивается с погрешностью эксперимента [17] – 4%.

Роль различных ветвей фононного спектра в теплопроводности нанопроводов с ростом тем-

пературы значительно изменяется. Эти изменения обусловлены как дисперсией тепловых фоно-

нов, так и дрейфовым движением продольных фононов. Как видно из рисунка 5.2, при низких

температурах T < 30 K доминирующий вклад в теплопроводность вносит медленная поперечная

мода 𝜅𝑡2(𝑇 ). При 𝑇 = 20 К ее вклад составляет 49% и в два раза превосходит вклад быстрой

моды. Однако с повышением температуры вклад быстрой поперечной моды 𝜅𝑡1(𝑇 ) возраста-

ет значительно быстрее, чем вклад медленной моды 𝜅𝑡2(𝑇 ), и при 𝑇 > 30 K значения 𝜅𝑡1(𝑇 )

становятся больше, чем 𝜅𝑡2(𝑇 ) (см. рис. 5.2). Поэтому во всем интервале температур от 30 до

300 К доминирующий вклад в теплопроводность вносит быстрая поперечная мода. Замедление

роста вклада 𝜅𝑡2(𝑇 ) с повышением температуры связано с сильной дисперсией моды 𝑡2. На-

личие протяженных плоских участков в коротковолновом спектре медленной поперечной моды

при 𝑞max/2 < 𝑞 < 𝑞max (см. Главу 1, рис. 1.4) приводит к аномально низким значениям груп-

повой скорости и, соответственно, к значительному уменьшению вклада 𝜅𝑡2(𝑇 ) с повышением

температуры. Вклад продольных фононов в теплопроводность при 𝑇 = 20 K значительно мень-

ше вкладов поперечных фононов. Он составляет 19%. Однако с повышением температуры этот

вклад быстро возрастает за счет дрейфового движения и при 𝑇 > 65 K становится больше вкла-

да медленной поперечной моды. При 𝑇 = 190 K вклад 𝜅𝐿(𝑇 ) достигает максимума и составляет

36% полной теплопроводности.

На рисунке 5.3 приведен расчет температурных зависимостей полной теплопроводности

(кривые 1, 2) и ее диффузионной части (кривая 3) в режиме объемных механизмов релакса-
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Рисунок 5.2. Температурные зависимости теплопроводности для направления градиента темпе-
ратуры [111] и параметров нанопроводов: (а) диаметр 𝐷 = 115 нм и (б) диаметр 𝐷 = 56 нм.
Кривые 1 – полные теплопроводности, кривые 1а – диффузионные вклады, кривые 2 – вклады
быстрых поперечных мод, кривые 3 – вклады медленных поперечных мод, кривые 4 – вклады
продольных мод, кривые 5 – диффузионные вклады продольных мод, кривые 6 – вклады дрей-
фового движения фононов. На рисунке (а) кривая 7 – полная теплопроводность для направления
[100]. Символы � – экспериментальные данные [6].



117

Рисунок 5.3. Температурные зависимости теплопроводности нанопроводов в направлении [111]
для объемных механизмов релаксации фононов с учетом дрейфа фононов для нанопроводов
с 𝐷 = 115 нм и 𝐷 = 56 нм (кривые 1 и 2), кривая 3 – вклад диффузионного движения в
теплопроводность. Кривые 4, 5 - теплопроводность в режиме граничного рассеяния фононов
для нанопроводов с 𝐷 = 115 нм и 𝐷 = 56 нм, соответственно.

ции фононов (𝜈 = 𝜈𝑖𝑠𝑜 + 𝜈𝑈 + 𝜈𝑁 ). Пересечение этих кривых с зависимостями теплопроводности

в режиме граничного рассеяния фононов (рис. 5.3, кривые 3, 4) дает температуры перехода от

граничного рассеяния к объемным механизмам релаксации 𝑇𝐵𝑉 . При этой температуре длины

свободного пробега для граничного рассеяния Λ𝐵[𝐼(𝜓)] и для объемных механизмов Λ𝑉 срав-

ниваются, и граничное рассеяние обеспечивает 50% полного теплосопротивления. Численный

анализ показал, что для кремниевых нанопроводов с диаметрами 115 и 56 нм при учете толь-

ко диффузионной части теплопроводности температуры перехода 𝑇𝐵𝑉 составляют 252 и 337 К,

соответственно. При учете вклада дрейфового движения фононов в объемную часть теплопро-

водности эти температуры возрастают до 265 и 353 К, соответственно. Причем, при комнатной

температуре для нанопроводов с диаметрами 56 и 115 нм вклад граничного рассеяния в тепло-

сопротивление составляет соответственно 60% и 42%.

Как видно из рисунка 5.4, при комнатной температуре значения теплопроводности нанопро-

водов конечной длины 𝐿 = 3 мкм при 𝐷 < 𝐿 существенно возрастают с увеличением диаметра.

Однако при 𝐷 > 𝐿 теплопроводность как функция 𝐷 выходит на насыщение. В направлени-

ях [110] и [111] теплопроводность c ростом 𝐷 возрастает быстрее, чем в направлении [100], и

анизотропия теплопроводности уменьшается. Когда диаметр образца совпадает с его длиной, то
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Рисунок 5.4. Зависимость теплопроводности нанопровода длины 𝐿 = 3 мкм от его диаметра 𝐷
при температуре 300 К. Кривая 1 – для направления [001], кривая 2 – для направления [101],
кривая 3 – для направления [111]. Символы – экспериментальные данные [6].

кривые 𝜅[𝐼](𝐷) для симметричных направлений пересекаются, и анизотропия теплопроводности

исчезает. При 𝐷 << 𝐿 максимум теплопроводности имеет место для направления [001], и он

обусловлен фокусировкой медленной поперечной моды. Для нанопровода с 𝐷 = 56 нм отноше-

ние 𝜅[001] : 𝜅[111] = 1.20. Однако при 𝐷 > 𝐿 максимум теплопроводности переходит в направле-

ние [111], анизотропии теплопроводности уменьшается до 2%, и отношение 𝜅[001] : 𝜅[111] = 0.98.

Рассмотрим и сравним температурные зависимости теплопроводности кремниевых нанопро-

водов с круглым и квадратным сечениями. В разделе 3.2 отмечалось, что длины свободного

пробега фононов для образцов бесконечной длины с круглым и квадратным сечениями при

равенстве площадей поперечных сечений отличаются менее, чем на 1%. Поэтому представля-

ет интерес рассчитать температурные зависимости теплопроводности нанопроводов с квадрат-

ным сечением и сравнить их с экспериментальными данными [6] и результатами, полученными

в [11,82] для нанопроводов с диаметрами 56 и 115 нм в интервале температур от 20 до 300 К. Мы

полагаем, что сторона квадрата 𝐷 и радиус нанопровода 𝑅 определяется из условия 𝐷 =
√
𝜋𝑅,

а их длины совпадают. Параметр зеркальности отражения для нанопроводов взят одинаковым 𝑃

= 0.15. Как видно из рисунка 5.5, результаты расчетов для нанопроводов квадратным и круглым

сечениями [11, 82] хорошо согласуются друг с другом и с экспериментальными данными [6]:

при 𝑇 = 20 К отличие двух расчетов составляет 3.7%, а при 𝑇 = 300 К - 0.6%, что значительно

меньше погрешности эксперимента (5 — 10%). Причем, хорошо согласуются не только полные

теплопроводности, но и вклады всех колебательных мод, а также дрейфового и диффузионного

движения фононов (см. рис. 5.5). Эти результаты свидетельствуют, что аналитические реше-
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Рисунок 5.5. Температурные зависимости теплопроводности кремниевых нанопроводов с круг-
лым (сплошные кривые 1,3) и квадратным (пунктирные кривые 2,4) поперечными сечениями,
равными по площади (𝐷𝑛 =

√
𝜋𝑅𝑛) для 2𝑅1 = 115 нм (кривые 1,2) и 2𝑅2 = 56 нм (кривые 3,4),

также вкладов в теплопроводность для нанопроводов с 𝐷2 =
√
𝜋𝑅2 и 2𝑅2 = 56 нм: от быстрых

поперечных фононов - кривые 5,6; медленных поперечных фононов – кривые 7, 8; диффузион-
ного движения продольных фононов – кривые 9,10, дрейфового движения продольных фононов
– кривые 11,12. Символы - экспериментальные данные [6].

ния для скоростей релаксации фононов при диффузном рассеянии на границах, полученные в

главе 2, вполне адекватны реальной ситуации и могут быть использованы при интерпретации

особенностей фононного транспорта в наноразмерных образцах различной геометрии.

5.1.2 Анизотропия теплопроводности кремниевых нанопроводов

Рассмотрим изменение анизотропии полной теплопроводности и вкладов в неё от различных

ветвей фононного спектра при повышении температуры. Для этого проанализируем изменение

угловых зависимостей теплопроводности с повышением температуры для нанопровода с𝐷 = 115

нм при вращении градиента температуры (оси образца) в диагональной плоскости куба {110}.
В этом случае выражение для проекции групповой скорости фонона на направление градиента

температур имеет вид (3.6):

𝑉 𝜆
𝑔3 =

(︀
−𝑉 𝜆

𝑔𝑥 + 𝑉 𝜆
𝑔𝑦

)︀
sin𝜓/

√
2 + 𝑉 𝜆

𝑔𝑧 cos𝜓.
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Рисунок 5.6. Угловые зависимости полной теплопроводности (Вт/мК) — кривая 1, и вкладов в
нее от различных ветвей фононного спектра для нанопровода с 𝐷 = 115 нм в случае вращения
оси нанопровода в диагональной плоскости для температур: (a) – 20 K, (б) – 100 K, (в) - 300 K.
Кривая 2 – вклад быстрой поперечной моды, кривая 3 – вклад медленной поперечной моды и
кривая 4 – вклад продольной моды. Символы � – экспериментальные данные [6].
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Это выражение определяет изменение времени релаксации фононов на границах при изменении

направления теплового потока (𝜓 - угол между направлением потоком тепла и осью 𝑍).

При 𝑇 = 20 K доминирующий вклад в теплопроводность (49%) вносят медленные попереч-

ные фононы. При этой температуре граничное рассеяние фононов обеспечивает 94% полного

теплосопротивления, поэтому его анизотропия максимальна. Максимальные значения теплопро-

водности реализуются в направлениях [001] за счет фокусировки медленных поперечных фо-

нонов, а минимальные – при 𝜓min ≈ 68∘ (см. рис. 5.6а). Максимальная анизотропия при этой

температуре определяется отношением 𝜅[001]/𝜅min = 1.79. В направлениях [011] и [111] достига-

ются локальные максимумы за счет фокусировки быстрых поперечных и продольных фононов,

соответственно (см. рис. 5.6а). Отношения величин теплопроводности для нанопровода с 𝐷 =

115 нм в симметричных направлениях составляют 𝜅[001] : 𝜅[011] : 𝜅[111] = 1.69 : 1.12 : 1, од-

нако, для нанопровода с 𝐷 = 56 нм анизотропия оказывается несколько выше: 𝜅[001] : 𝜅[011] :

𝜅[111] = 1.74 : 1.13 : 1. Как видно из рисунков 5.6, анизотропия теплопроводности в кремниевых

нанопроводах обеспечивается, главным образом, медленной поперечной модой, для которой от-

ношение 𝜅𝑡2[100]/𝜅
𝑡2
[110] равно 2.70, 2.27 и 1.85 при температурах 20, 100 и 300 К, соответственно.

Это позволяет считать, что уменьшение анизотропии теплопроводности с ростом температу-

ры обусловлено главным образом уменьшением вклада медленной моды. При 𝑇 = 20 K вклад

быстрой поперечной моды 𝜅𝑡1[100] для направлений [001] оказывается меньше вклада 𝜅𝑡2[100] в 2.7

раза, однако в направлениях [011] он превышает вклад медленной моды в 1.3 раза и обеспе-

чивает локальный максимум теплопроводности при 𝑇 = 20 K. При повышении температуры

вклад медленных поперечных фононов 𝜅𝑡2[111](𝑇 ) уменьшается с 49% при 𝑇 = 20 К до 21% при

𝑇 = 100 К. С другой стороны, вклады быстрых поперечных и продольных фононов в теплопро-

водность в этом направлении возрастают, достигая при 𝑇 = 100 K соответственно 49 и 30%.

При 𝑇 = 100 K эти вклады становятся почти изотропными, поэтому анизотропия полной теп-

лопроводности уменьшается до 26% (см. рис. 5.6б). Отношения величин теплопроводности для

симметричных направлений при 𝑇 = 100 K составляют 𝜅[001] : 𝜅[111] : 𝜅[011] = 1.28 : 1.02 : 1.

Минимальные значения теплопроводности достигаются при 𝜓min ≈ 74∘, они на 3% ниже, чем

значения 𝜅[011]. При дальнейшем повышении температуры до 𝑇 = 300 К вклад продольных

фононов в теплопроводность для направлений [111] возрастает до 36% за счет дрейфового дви-

жения фононов, тогда как вклады быстрых и медленных поперечных фононов в теплопровод-

ность уменьшаются до 43% и 21%, соответственно. анизотропия полной теплопроводности при

этом уменьшается. Отношение величин теплопроводности для нанопровода с 𝐷 = 115 нм в

симметричных направлениях при 𝑇 = 300 K составляет 𝜅[001] : 𝜅[111] : 𝜅[011] = 1.18 : 1 : 1.

Хотя при 𝑇 = 300 К для нанопровода с 𝐷 = 115 нм доминируют объемные механизмы ре-

лаксации (𝑇𝐵𝑉 = 265 K), а для нанопровода с 𝐷 = 56 нм доминирует граничное рассеяние

(𝑇𝐵𝑉 = 353 K), но на анизотропию теплопроводности это оказывает слабое влияние. Для на-

нопровода с 𝐷 = 56 нм отношение значений теплопроводности в симметричных направлениях

меняется незначительно 𝜅[001] : 𝜅[111] : 𝜅[011] = 1.20 : 1 : 1. Итак, проведенный анализ показал,

что анизотропия теплопроводности в кремниевых нанопроводах обеспечивается, главным обра-
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зом, медленной поперечной модой, которая фокусируется в направлении [100] и обеспечивает

максимум теплопроводности в этом направлении.

5.2 Фононный транспорт в кремниевых пленках

В этом разделе проанализируем фононный транспорт в пленках, имеющих прямоугольное се-

чение, с толщиной 𝐷, шириной 𝑊 = 𝜇𝐷 и длиной 𝐿. Сравним с результатами эксперименталь-

ных работ [5,9,10], в которых исследовалась теплопроводность кремниевых пленок с толщинами

𝐷 = 1.6, 0.83, 0.42, 0.10 и 0.02 мкм в интервале температур от 17 до 350 K. Теплопроводность

кремниевых пленок с толщинами 𝐷 = 1.6, 0.83, 0.42 мкм при низких температурах следовала

зависимости 𝜅(𝑇 ) ∼ 𝑇 3 [9, 10], как и теплоемкость объемных образцов в теории Дебая. Поэто-

му при расчете теплопроводности пленок (как и нанопроводов) мы использовали трехмерный

спектр фононов. Для учета дисперсии тепловых фононов воспользуемся аппроксимационным

спектром [27,40] (см. также Главу 1, раздел 1.2).

5.2.1 Температурные зависимости теплопроводности кремниевых пленок

Для анализа теплопроводности пленок, как и нанопроводов, используется трехмодовая мо-

дель Каллавея [31–34]. Решеточная теплопроводность в этой модели выражается в виде аддитив-

ной суммы диффузионного 𝜅{𝐽}𝑑𝑖𝑓 [𝐼(𝜓)] и дрейфового 𝜅{𝐽}𝑑𝑟[𝐼(𝜓)] вкладов. В отличие от нанопроводов

с круглым сечением теплопроводность пленок зависит не только от направления потока тепла

[𝐼(𝜓)], но и от ориентации плоскости пленки {𝐽} (см. Приложение А):

𝜅
{𝐽}
𝑑𝑖𝑓 [𝐼(𝜓)] =

𝑘𝐵𝑞
3
𝑇

4(2𝜋)3

∑︁
𝜆

∫︁ 1

−1

𝑑(cos 𝜃)

∫︁ 2𝜋

0

𝑑𝜙𝑦3
∫︁ 1

0

(︀
𝑉 𝜆
𝑔3

)︀2
(𝑧𝜆)2𝑥2

𝜈
{𝐽}𝜆
[𝐼(𝜓)] sh

2(𝑧𝜆/2)
𝑑𝑥,

𝜅
{𝐽}(1)
𝑑𝑟[𝐼(𝜓)] =

𝑘𝐵𝑞
3
𝑇

12(2𝜋)3

∑︁
𝜆

𝐵
{𝐽}(1)
[𝐼(𝜓)] (𝑇 )Ψ

{𝐽}𝜆
𝑁 [𝐼(𝜓)]. (5.5)

В полную скорость релаксации фононов 𝜈{𝐽}𝜆[𝐼(𝜓)](𝑞) дают вклад резистивные 𝜈{𝐽}𝜆𝑅[𝐼(𝜓)](𝑞) и нормаль-

ные 𝜈𝜆𝑁(𝑞) процессы релаксации фононов, последние обуславливают дрейфовый вклад в теп-

лопроводность (см. Приложение А). В качестве резистивных процессов рассеяния учитывается

рассеяние фононов на изотопическом беспорядке 𝜈𝜆𝑖𝑠𝑜(𝑞), границах образца 𝜈{𝐽}𝜆𝐵[𝐼(𝜓)](𝑞) и в про-

цессах фонон-фононного переброса 𝜈𝜆𝑈(𝑞). Скорости релаксации фононов 𝜈𝜆𝑖𝑠𝑜(𝑞), 𝜈
𝜆
𝑈(𝑞) и 𝜈𝜆𝑁(𝑞)

определены формулами (3.8) – (3.12).

Для пленок скорость релаксации фононов на границах 𝜈
{𝐽}𝜆
𝐵[𝐼(𝜓)](𝑞) определяется кусочно-

гладкими функциями для различных интервалов углов, определяемых соотношениями между

компонентами групповой скорости и геометрическими параметрами 𝑘0 = 𝐿/2𝐷 и 𝜇 = 𝑊/𝐷.

При выполнении неравенств 𝜇
⃒⃒
𝑉 𝜆
𝑔1

⃒⃒
>
⃒⃒
𝑉 𝜆
𝑔2

⃒⃒
и
⃒⃒
𝑉 𝜆
𝑔3/𝑉

𝜆
𝑔1

⃒⃒
≥ 𝑘0 или 𝜇

⃒⃒
𝑉 𝜆
𝑔1

⃒⃒
<
⃒⃒
𝑉 𝜆
𝑔2

⃒⃒
и
⃒⃒
𝑉 𝜆
𝑔3/𝑉

𝜆
𝑔2

⃒⃒
≥
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𝑘0/𝜇 скорости релаксации фононов на границах имеют вид (см. раздел 2.2):

𝜈
𝜆{𝐽}
𝐵[𝐼(𝜓)](𝑥, 𝜃, 𝜙) =

⃒⃒
𝑉 𝜆
𝑔3

⃒⃒
𝑘0𝐷

{︃
1 − 𝑘0

2

(︀⃒⃒
𝑉 𝜆
𝑔2

⃒⃒
+ 𝜇

⃒⃒
𝑉 𝜆
𝑔1

⃒⃒)︀
𝜇
⃒⃒
𝑉 𝜆
𝑔3

⃒⃒ +
(𝑘0)

2

3

⃒⃒
𝑉 𝜆
𝑔1

⃒⃒ ⃒⃒
𝑉 𝜆
𝑔2

⃒⃒
𝜇
(︀
𝑉 𝜆
𝑔3

)︀2
}︃−1

, 𝑘0 =
𝐿

2𝐷
. (5.6)

Если 𝜇
⃒⃒
𝑉 𝜆
𝑔1
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>
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𝑉 𝜆
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<
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⃒⃒
𝑉 𝜆
𝑔3/𝑉

𝜆
𝑔2

⃒⃒
< 𝑘0/𝜇, то скорости

релаксации определяются выражениями для образцов бесконечной длины

𝜈
𝜆{𝐽}
𝐵[𝐼(𝜓)](𝜃, 𝜙) =

6

𝐷

𝜇
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)︀2(︀
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𝑔2

⃒⃒
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> 𝜇
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𝑉 𝜆
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⃒⃒
. (5.7)

Случай 𝜇 = 1 соответствует нанопроводу с квадратным поперечным сечением. Компоненты груп-

повой скорости (𝑉 𝜆
𝑔1, 𝑉

𝜆
𝑔2, 𝑉

𝜆
𝑔3) для различных ориентаций плоскости пленки {𝐽} и направлений

потока тепла [𝐼] определены в Главе 3 формулами (3.5) - (3.7). Учет дисперсии фононов приво-

дит к тому, что групповая скорость, а также скорости релаксации 𝜈𝜆{𝐽}𝐵[𝐼(𝜓)] в формулах (5.6) и (5.7)

зависят не только от углов 𝜓, 𝜃, 𝜙, но и от приведенного волнового вектора фонона 𝑥.

В отличие от объемных кристаллов, для кремниевых тонких пленок, как и для нанопрово-

дов, мы не можем обеспечить полностью диффузный характер рассеяния фононов на границах.

Поэтому учтем частичную зеркальность отражения фононов от границ пленок стандартным об-

разом [1, 15, 16, 35]

𝜈
𝜆{𝐽}
𝐵[𝐼(𝜓)](𝑃, 𝑥, 𝜃, 𝜙) =

(1 − 𝑃 )

(1 + 𝑃 )
𝜈
𝜆{𝐽}
𝐵[𝐼(𝜓)](𝑥, 𝜃, 𝜙), (5.8)

где 𝑃 - фактор зеркальности, который определяется из сопоставления результатов расчета тепло-

проводности с экспериментальными данными. Для кремниевых нанопроводов с круглым сечени-

ем в разделе 5.1 показано, что при учете фактора зеркальности 𝑃 = 0.15 результаты расчета теп-

лопроводности нанопроводов хорошо согласуются с экспериментальными данными [6] во всей

температурной области. К сожалению, для пленок при изложении экспериментальных результа-

тов в работах [5, 9, 10] не указывались направления теплового потока и ориентации плоскостей

пленок относительно кристаллографических осей. Обычно в технологии «SOI» (кремний на изо-

ляторе) пленки кремния выращивают с ориентациями {100} или {111} [84]. Нами показано, что

для этих ориентаций в достаточно широких пленках (𝐿 >> 𝐷 и 𝑊 >> 𝐷) теплопроводность

в плоскости пленки практически не зависит от направления потока тепла (см. раздел 5.2.2).

Однако ее зависимость от ориентации плоскости пленки является существенной: при переходе

от ориентации {100} к {111} теплопроводность может увеличиваться более, чем в 2 раза. По-

скольку информация об ориентации плоскостей пленок в [5,9,10] отсутствует, то мы рассчитали

температурные зависимости теплопроводности для трех ориентаций {𝐽} = {100}, {110} и {111}
и согласовали результаты расчета с экспериментальными данными, воспользовавшись парамет-

ром 𝑃 в качестве подгоночного. Результаты такой подгонки для пленок различной толщины

приведены на рисунке 5.7. В пленках с 𝐷 = 1.6 мкм и ориентацией {100} значения теплопро-

водности хорошо согласуются с данными эксперимента [9, 10] при 𝑃{100} = 0.48. Отметим, что
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при 𝑃 = 0.48 и 𝑇 = 20 K для ориентаций {110} и {111} они оказываются соответственно на

7 и 21% меньше, чем для {100}, а отношения значений теплопроводности для них составляет

𝜅
{100}
[𝐼(𝜓)] : 𝜅

{110}
[𝐼(𝜓)] : 𝜅

{111}
[𝐼(𝜓)] = 1.21 : 1.13 : 1. При значениях параметров 𝑃{110} = 0.51 и 𝑃{111} = 0.56

величины теплопроводности 𝜅{110}[𝐼(𝜓)](𝑇 ) и 𝜅{111}[𝐼(𝜓)](𝑇 ) также хорошо согласуются с эксперименталь-

ными данными и близки к значениям 𝜅
{100}
[𝐼(𝜓)](𝑇 ) при 𝑃{100} = 0.48. Для пленок с 𝐷 = 0.83 и 0.42

мкм с ориентацией {100} результаты расчета согласуются с экспериментальными данными при

𝑃{100} = 0.29. Однако для ориентаций {110} и {111} в этих пленках экспериментальные данные

согласуются с результатами расчета при 𝑃{110} = 0.37 и 𝑃{111} = 0.50 (см. рис. 5.7). Отноше-

ния значения теплопроводности для пленок с 𝐷 = 0.42 мкм при 𝑃{100} = 0.29 и 𝑇 = 20 K с

различной ориентацией плоскости пленки составляют 𝜅{100}[𝐼(𝜓)] : 𝜅
{110}
[𝐼(𝜓)] : 𝜅

{111}
[𝐼(𝜓)] = 1.62 : 1.36 : 1.

Рисунок 5.7. Температурные зависимости теплопроводности кремниевых пленок для различных
толщин 𝐷, параметров зеркальности 𝑃 и длин пленок 𝐿: кривые 1,2,3 - 𝐷 = 1.6 мкм, 𝑃 = 0.48,
𝐿 = 8 мкм; кривая 4 - 𝐷 = 0.83 мкм, 𝑃 = 0.29, 𝐿 = 8 мкм; кривые 5,6,7 - 𝐷 = 0.42 мкм,
𝑃 = 0.29, 𝐿 = 8 мкм; кривая 8 - 𝐷 = 0.10 мкм, 𝑃 = 0.14, 𝐿 = 100𝐷 и кривая 9 - 𝐷 = 0.02
мкм, 𝑃 = 0, 𝐿 = 100𝐷; для ориентаций плоскости пленки: {100} — кривые 1,4,5,8,9; {110}
— кривые 2,6; {111} — кривые 3,7. Ширина пленок 𝑊 = 100𝐷. Символы � (𝐷 = 1.6 мкм),
�(𝐷 = 0.83 мкм), ∙ (𝐷 = 0.42 мкм), K(𝐷 = 0.10 мкм), � (𝐷 = 0.02 мкм) – экспериментальные
данные [5, 9, 10].

Как видно из рисунка 5.7, результаты расчета теплопроводностей для нанопленок с 𝐷 = 100

и 20 нм и ориентацией плоскости {100} также удовлетворительно согласуются с эксперимен-

тальными данными [5]. Уменьшение толщины пленки приводит к возрастанию роли граничного

рассеяния и, соответственно, к увеличению анизотропии теплопроводности. Отношения значе-

ния теплопроводности в пленках с 𝐷 = 100 нм при 𝑃{100} = 0.14 и температуры 𝑇 = 20 K для
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Рисунок 5.8. Зависимости теплопроводности кремниевых пленок от параметра 𝜇 при 𝐿 = 8 мкм
и толщинах пленки 𝐷: кривые 1,2,3 - 1.6 мкм, кривые 4,5,6 - 0.42 мкм; и ориентаций плоскости
пленки {𝐽}: кривые 1,4 – для {𝐽} = {100}, кривые 2,5 – для {𝐽} = {110}, кривые 3,6 – для
{𝐽} = {111}.

различных ориентаций плоскости пленки составляют 𝜅{100}[𝐼(𝜓)] : 𝜅
{110}
[𝐼(𝜓)] : 𝜅

{111}
[𝐼(𝜓)] = 2.17 : 1.53 : 1.

Для пленки с 𝐷 = 20 нм параметр зеркальности 𝑃 , по-видимому, близок к нулю – температур-

ная зависимость теплопроводности для нее удовлетворительно описывается для значения 𝑃 = 0.

Итак, при диффузном рассеянии фононов на границах кремниевых пленок максимальной теп-

лопроводностью обладает плоскость с ориентацией {100}, а минимальной теплопроводностью

– плоскость с ориентацией {111}.

Анализ зависимости теплопроводности пленок от геометрических параметров показал, что

при фиксированных величинах 𝐷 и 𝐿 увеличение ширины пленки приводит к возрастанию теп-

лопроводности (см. рис. 5.8). При этом область её интенсивного роста ограничена значениями

𝜇 < 20 (𝐿/𝐷) или 𝑊 < 20𝐿. При 𝜇 > 20 (𝐿/𝐷) зависимости теплопроводности выходят на

насыщение (см. рис. 5.8). При 𝜇 = 20 (𝐿/𝐷) (например, для 𝐷 = 1.6 мкм величина 𝜇 = 100)

теплопроводность всего лишь на 0.5% меньше предельного значения. Что касается зависимости

теплопроводности от длины пленки, то при фиксированных величинах 𝐷 и 𝑊 , то область её

интенсивного роста ограничена значениями 𝐿 < 𝜇𝐷. При длинах 𝐿 > 20𝜇𝐷 она выходит на

насыщение.

Следует отметить, что в значительном числе публикаций (см., например, [5, 9, 10, 41, 85, 86])

граничное рассеяние фононов в достаточно тонких пленках (𝐷 << 𝐿 и 𝐷 << 𝑊 ) учитывалось

аналогично тому, как это было сделано в работах Фукса [81] и Зондгеймера [80] при анализе про-
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водимости тонких металлических пленок. При этом предполагалось, что длины свободного про-

бега и времена релаксации фононов в пленках зависят только от её толщины [5, 9, 10, 41, 85, 86].

В модели изотропной среды граничное рассеяние не приводило к анизотропии теплопровод-

ности [5, 9, 10, 41]. Непосредственное обобщение результатов [80, 81] на упруго анизотропные

кристаллы дает выражение для скорости релаксации на границах, которое зависит только от

толщины 𝐷 и компоненты групповой скорости 𝑉 𝜆
𝑔1, перпендикулярной плоскости пленки [86]

𝜈𝜆𝐵(𝜃, 𝜙) =

(︂
1 − 𝑃

1 + 𝑃

)︂
𝑉 𝜆
𝑔1

𝐷
, (5.9)

Способ определения фактора зеркальности 𝑃 и его связь с шероховатостью поверхности не

меняет суть проблемы [12,15,16,80,81,85–87]. Учет граничного рассеяния в виде (5.9) приводит

к некорректным результатам для зависимости теплопроводности от геометрических параметров

и ориентаций плоскостей пленок. Согласно [5, 24, 77] теплопроводность пленок и длин пробега

фононов существенно зависит от геометрических размеров. Более того, в [22,24,77,78] показано,

что длины Казимира в модели изотропной среды не только существенно зависят от ширины

пленки, но и логарифмически расходятся при стремлении её ширины к бесконечности. Как

отмечалось в [22, 77], эта расходимость обусловлена фононами, распространяющимися почти

параллельно плоскости пленки. Как показано в [24, 78] (см. также раздел 4.2), учет конечной

длины приводит к устранению этой расходимости.

Результаты, полученные в [86], для анизотропии теплопроводности также являются некор-

ректными. Расчет температурных зависимостей теплопроводности кремниевых пленок в [86]

с использованием выражения (5.9) показал, что её максимальные значения достигаются для

ориентации {110}, а минимальные – для ориентации {100} (см. [86], рис. 4а). Авторы делают

вывод, что при диффузном рассеянии фононов на границах пленок наименьшей рассеивающей

способностью (и максимальной теплопроводностью) обладает плоскость с ориентацией {110}, а

максимальной рассеивающей способностью (и минимальной теплопроводностью) - плоскость с

ориентацией {100}. Эти результаты являются ошибочными. Они противоречат эксперименталь-

ным данным [17] и результатам [24, 78]. В [17] показано, что в двух одинаковых образцах Si

с прямоугольным сечением и градиентом температуры в направлении [110] теплопроводность

образца с широкой гранью {100} оказалась на 33% выше, чем для образца с широкой гранью

{110}. Этот результат диаметрально противоположен выводу, полученному в [86]. Следует отме-

тить, что расчеты теплопроводности объемных образцов Si с использованием выражений (5.6) и

(5.7) хорошо согласуются с экспериментальными данными [17]. Они количественно описывают

зависимости теплопроводности Si, как от направления теплового потока, так и от ориентации

боковых граней образцов [30]. Итак, при диффузном рассеянии на границах пленок Si макси-

мальной теплопроводностью обладает плоскость с ориентацией {100}, а минимальной - плос-

кость с ориентацией {111} (см. также [83]). Мы привели подробное обсуждение ориентационной

зависимости теплопроводности, поскольку эта проблема играет важную роль в кремниевой мик-

роэлектронике.
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Рисунок 5.9. Температурные зависимости теплопроводности кремниевой пленки с 𝐷 = 0.42
мкм, 𝐿 = 8 мкм, 𝑊 = 100𝐷 и 𝑃 = 0.29 для направления градиента температуры [100] и ориен-
тации пленки {100} при включении различных механизмов рассеяния фононов: кривая 1 соот-
ветствует расчету теплопроводности в режиме граничного рассеяния, кривая 2 - учет граничного
рассеяния и рассеяния на изотопическом беспорядке, кривая 3 - учет граничного рассеяния, рас-
сеяния на изотопическом беспорядке и процессов переброса, кривая 4 – вклад диффузионного
движения, кривая 5 – полная теплопроводность, кривая 6 - режим граничного рассеяния при
𝑃 = 0. Кривая 7 – вклад быстрой поперечной моды, кривая 8 – вклад медленной поперечной
моды, кривые 9 – суммарный вклад продольных фононов, кривая 10 – диффузионный вклад
продольной моды, кривая 11 – вклад дрейфового движения продольных фононов. Символы � –
экспериментальные данные [9, 10].

Для иллюстрации влияния различных механизмов релаксации на температурные зависимости

теплопроводности кремниевых пленок в различных температурных интервалах на рисунке 5.8

приведены результаты расчета для пленки с 𝐷 = 0.42 мкм. В низкотемпературной области основ-

ными механизмами релаксации фононов для пленок с 𝐷 = 1.6 и 0.42 мкм являются граничное и

изотопическое рассеяние. В интервале температур от 17 до 40 K учет этих механизмов позволяет

согласовать результаты расчета с экспериментальными данными [9, 10]. Вклады изотопического

рассеяния при 𝑇 = 20 К составляют 33 и 21% для пленок с 𝐷 = 1.6 и 0.42 мкм, соответствен-

но. Отметим, что при диффузном рассеянии фононов на границах теоретические кривые для

ориентации плоскостей пленок {100} идут на 57 и 36% ниже экспериментальных данных для

𝐷 = 1.6 и 0.42 мкм, соответственно (см. рис. 5.9, кривая 6). Далее при анализе температурных

зависимостей теплопроводности пленок с 𝐷 = 1.6 и 0.42 мкм мы фиксируем ориентацию плос-
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кости пленки {𝐽} = {100} и параметры зеркальности соответственно 𝑃{100} = 0.48 и 0.29. Как

видно из рисунка 5.9, при температурах выше 50 К значительную роль в теплосопротивлении

играют ангармонические процессы рассеяния. При анализе теплопроводности кремниевых пле-

нок мы используем те же самые параметры ангармонических процессов рассеяния, что и для

нанопроводов (см. таблицу 5.1). С ростом температуры роль различных ветвей фононного спек-

тра в теплопроводности пленок значительно изменяется. Эти изменения обусловлены главным

образом дисперсией тепловых фононов, а также дрейфовым движением продольных фононов.

Как видно из рисунка 5.9, при 𝑇 < 54 K доминирующий вклад в теплопроводность вносит

медленная поперечная мода (см. рис. 5.9, кривая 8). При 𝑇 = 20 К ее вклад составляет 48%,

а вклад быстрой моды – 42%. Наличие протяженных плоских участков в спектре медленной

поперечной моды 𝑡2 при 𝑞max/2 < 𝑞 < 𝑞max (см., раздел 1.2, рис. 1.4) приводит к аномально низ-

ким значениям групповой скорости и, соответственно, к значительному уменьшению её вклада в

теплопроводность с повышением температуры. В противоположность этому вклад быстрой по-

перечной моды 𝑡1 с повышением температуры возрастает быстрее, и при 𝑇 > 54 K он становится

больше вклада моды 𝑡2 (см. рис. 5.9, кривая 8). Поэтому во всем интервале температур от 54 до

350 К доминирующий вклад в теплопроводность вносит поперечная мода 𝑡1. Для поперечных

фононов диффузионный вклад в теплопроводность во всем интервале температур значительно

превосходит вклад дрейфового движения.

Рисунок 5.10. Температурные зависимости теплопроводности для пленок с ориентацией {100}
для объемных механизмов релаксации - кривая 1, и для граничного рассеяния в пленках с пара-
метрами: 𝐷 = 1.6 мкм, 𝐿 = 8 мкм и 𝑃 = 0.48 - кривая 2; 𝐷 = 0.42 мкм, 𝐿 = 8 мкм и 𝑃 = 0.29 -
кривая 3; 𝐷 = 0.10 мкм, 𝐿 = 100𝐷 и 𝑃 = 0.14 - кривая 4, 𝐷 = 0.05 мкм, 𝐿 = 100𝐷 и 𝑃 = 0.14-
кривая 5 и 𝐷 = 0.02 мкм, 𝐿 = 100𝐷 и 𝑃 = 0 - кривая 6.

Вклад продольных фононов в теплопроводность при 𝑇 = 20 K мал - он составляет 10%. Од-

нако с повышением температуры этот вклад быстро возрастает, главным образом, за счет дрей-

фового движения и при 𝑇 > 200 K становится сравнимым с вкладом медленной поперечной
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моды (см. рис. 5.9, кривая 11). При 𝑇 < 60 K дрейфовый вклад в теплопроводность оказыва-

ется значительно меньше диффузионного. Однако в интервале температур от 100 до 300 К для

продольных фононов доминируют нормальные процессы фонон-фононного рассеяния, и дрей-

фовый вклад в теплопроводность значительно превосходит диффузионный (см. рис. 5.9, кривые

10, 11). Вклады дрейфового движения фононов в полную теплопроводность пленок с 𝐷 = 1.6

и 0.42 мкм при 𝑇 = 100 К составляют 15%, а при 𝑇 = 300 К они достигают соответственно 26

и 28%. С уменьшением толщины пленки относительный вклад продольных фононов в тепло-

проводность возрастает. Однако для пленок с 𝐷 = 1.6 и 0.42 мкм он остается меньше вклада

медленной поперечной моды. Как видно из рисунка 5.9, учет дрейфового движения продольных

фононов позволяет согласовать результаты расчета теплопроводности пленок с эксперименталь-

ными данными [9, 10].

На рисунке 5.10 приведены температурные зависимости теплопроводности для пленок раз-

личной толщины, вычисленные в режиме граничного рассеяния фононов (𝜈 = 𝜈𝐵, кривые 2 - 6)

и в режиме объемных механизмов релаксации фононов (𝜈𝑉 = 𝜈𝑖𝑠𝑜+𝜈𝑈 +𝜈𝑁 , кривая 1). Пересече-

ние этих кривых дает температуры перехода от граничного рассеяния к объемным механизмам

релаксации 𝑇𝐵𝑉 . При этой температуре вклады в теплосопротивление, обусловленные гранич-

ным рассеянием и объемными механизмами, сравниваются и граничное рассеяние обеспечивает

50% полного теплосопротивления. Численный анализ показал, что для кремниевых пленок с 𝐷

= 1.6 и 0.42 мкм температуры перехода 𝑇𝐵𝑉 составляют соответственно 61 и 89 К. Уменьшение

толщины пленки и параметра зеркальности приводит к увеличению роли граничного рассеяния

и к достаточно быстрому возрастанию температуры перехода 𝑇𝐵𝑉 . Так, например, уменьшение

толщины пленки (при остальных фиксированных параметрах) до значений 𝐷 = 0.1 и 0.05 мкм

при 𝑃 = 0.14 дает соответственно 𝑇𝐵𝑉 = 143 и 196 K, а для 𝐷 = 0.02 мкм при 𝑃 = 0 имеем

𝑇𝐵𝑉 = 345 K. При комнатных температурах вклады граничного рассеяния для пленок с 𝐷 =

1.6, 0.42, 0.1, 0.05 и 0.02 мкм составляют соответственно 2, 6, 17, 29 и 58%. Итак, граничное

рассеяние фононов играет существенную роль в теплопроводности достаточно тонких пленок

при комнатных температурах.

5.2.2 Анизотропия теплопроводности кремниевых пленок

Проанализируем изменение анизотропии теплопроводности пленок различной ширины (𝜇

= 1, 10 и 100) с повышением температуры. Параметр зеркальности отражения возьмем 𝑃 =

0.14, длина пленки считается фиксированной 𝐿 = 100𝐷, а толщина 𝐷 = 0.1 мкм. Определим

ориентации плоскостей пленок и направления потока тепла, обеспечивающие максимальную или

минимальную теплопроводность в плоскости пленки. Для этого рассмотрим изменение угловых

зависимостей теплопроводности 𝜅{𝐽}[𝐼(𝜓)](𝑇 ), когда тепловой поток вращается в плоскости пленки

для трех случаев: (1) {𝐽} = {100}, (2) {𝐽} = {110} и (3) {𝐽} = {111}. В системе координат

по осям образца компоненты групповой скорости фононов для рассматриваемых случаев могут
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быть представлены в следующем виде (подробнее см. раздел 3.2, формулы (3.5) - (3.7))

(1) 𝑉 𝜆
𝑔3 = −𝑉 𝜆

𝑔𝑦 sin𝜓 + 𝑉 𝜆
𝑔𝑧 cos𝜓, 𝑉 𝜆

𝑔2 = 𝑉 𝜆
𝑔𝑦 cos𝜓 + 𝑉 𝜆

𝑔𝑧 sin𝜓, 𝑉 𝜆
𝑔1 = 𝑉 𝜆

𝑔𝑥,

(2) 𝑉 𝜆
𝑔3 =

(︀
−𝑉 𝜆

𝑔𝑥 + 𝑉 𝜆
𝑔𝑦

)︀
sin𝜓/

√
2 + 𝑉 𝜆

𝑔𝑧 cos𝜓,

𝑉 𝜆
𝑔2 =

(︀
−𝑉 𝜆

𝑔𝑥 + 𝑉 𝜆
𝑔𝑦

)︀
cos𝜓/

√
2 − 𝑉 𝜆

𝑔𝑧 sin𝜓, 𝑉 𝜆
𝑔1 =

(︀
𝑉 𝜆
𝑔𝑥 + 𝑉 𝜆

𝑔𝑦

)︀
/
√

2,

(3) 𝑉 𝜆
𝑔3 =

(︀
𝑉 𝜆
𝑔𝑥 − 𝑉 𝜆

𝑔𝑦

)︀
sin𝜓/

√
2 +

√︂
2

3

(︀
−
(︀
𝑉 𝜆
𝑔𝑥 + 𝑉 𝜆

𝑔𝑦

)︀
/2 + 𝑉 𝜆

𝑔𝑧

)︀
cos𝜓,

𝑉 𝜆
𝑔2 =

(︀
−𝑉 𝜆

𝑔𝑥 + 𝑉 𝜆
𝑔𝑦

)︀
cos𝜓/

√
2 +

√︂
2

3

(︀
−
(︀
𝑉 𝜆
𝑔𝑥 + 𝑉 𝜆

𝑔𝑦

)︀
/2 + 𝑉 𝜆

𝑔𝑧

)︀
sin𝜓,

𝑉 𝜆
𝑔1 =

(︀
𝑉 𝜆
𝑔𝑥 + 𝑉 𝜆

𝑔𝑦 + 𝑉 𝜆
𝑔𝑧

)︀
/
√

3,

где 𝜓 - угол между потоком тепла и оси 𝑍, направленной по ребру куба.

При 𝜇 =1 или 𝑊 = 𝐷 мы имеем нанопровод с квадратным сечением. Поэтому развитая нами

аналитическая теория дает нам уникальную возможность исследовать изменение рассчитанной

анизотропии теплопроводности при переходе от нанопровода (𝜇 = 1) к достаточно широким

пленкам (𝜇 = 100) при фиксированной температуре. На рисунке 5.11 приведены такие зависимо-

сти для двух температур 20 и 320 К и трех ориентаций плоскостей пленок {𝐽} = {100}, {110}
и {111}.

Рассмотрим сначала особенности фононного транспорта в кремниевых нанопроводах с квад-

ратным сечением. Зависимость величин теплопроводности от ориентации боковых граней нано-

провода мала. В случае, когда ось вращения и градиент температуры фиксированы и направлены

вдоль [111], то анизотропия теплопроводности, обусловленная изменением ориентаций боковых

граней нанопровода составляет менее 0.1%. Для направления оси вращения и градиента темпе-

ратуры [100] анизотропия теплопроводности не превышает 0.8%. В противоположность этому

изменение направления теплового потока относительно осей кристалла приводит к значитель-

ной анизотропии теплопроводности. При вращении градиента температуры в плоскостях {100}
и {110} максимум теплопроводности нанопроводов достигается в направлениях типа [100], и

обеспечивается медленной поперечной модой, которая фокусируется в этом направлении (см.

рис. 5.11а,в). В направлениях [110] и [111] угловые зависимости теплопроводности имеют ло-

кальные максимумы, которые обусловлены фокусировкой быстрой поперечной и продольной

модами, соответственно (см. рис. 5.11в). При 𝑇 = 20 К отношения значений теплопроводности

для симметричных направлений составляют 𝜅{110}[100] : 𝜅
{110}
[110] : 𝜅

{110}
[111] = 1.72 : 1.14 : 1. При комнат-

ных температурах благодаря объёмным механизмам релаксации анизотропия теплопроводности

значительно уменьшается: 𝜅{110}[100] : 𝜅
{110}
[110] : 𝜅

{110}
[111] = 1.10 : 1.01 : 1. При вращении градиента

температуры в плоскости {111} угловые зависимости теплопроводности имеют локальные мак-

симумы, которые обусловлены фокусировкой быстрой поперечной модой в направлениях типа

[110] (см. рис. 5.11д). Анизотропия теплопроводности в кремниевых нанопроводах с квадратным

сечением обеспечивается, главным образом, медленной поперечной модой, для которой отноше-

ние 𝜅𝑡2{110}[100] /𝜅
𝑡2{110}
[110] равно 2.9, 2.2 и 1.8 при температурах соответственно 20, 100 и 320 К. Про-

веденный анализ показал, что для нанопроводов уменьшение анизотропии теплопроводности с

ростом температуры обусловлено главным образом уменьшением вклада медленной поперечной
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Рисунок 5.11. Угловые зависимости теплопроводности (Вт/мК) кремниевых пленок с 𝐷 = 0.10
мкм, 𝐿 = 100𝐷 и 𝑃 = 0.14 для двух температур 20 К (a,в,д) и 320 К (б,г,е) для трех ориен-
таций плоскостей пленок {𝐽} = {100} (a,б), {110} (в,г) и {111} (д,е), рассчитанные для трех
значений параметра 𝜇: кривые 1 - 𝜇 = 1, кривые 2 - 𝜇 = 10, кривые 3 - 𝜇 = 100. Символы � –
экспериментальные данные [5].
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моды в полную теплопроводность (см. рис. 5.5, кривые 7,8). Вклад её при 𝑇 = 20 К составляет

48%, тогда как при комнатной температуре - 18%.

Таблица 5.2. Отношения теплопроводностей кремниевых пленок и нанопроводов с квадратным
сечением в симметричных направлениях для 𝐷 = 0.10 мкм при температурах 20 и 320 К.

𝑇 , K 𝜇 𝜅
{100}
[100] /𝜅

{100}
[110] 𝜅

{110}
[100] /𝜅

{110}
[110] 𝜅

{110}
[100] /𝜅

{110}
[111] 𝜅

{100}
[110] /𝜅

{111}
[110]

20

1 1.52 1.51 1.72 1.01

10 1.19 1.60 1.50 1.58

100 1.00 1.51 1.29 2.17

320

1 1.16 1.17 1.19 1.02

10 1.01 1.16 1.12 1.16

100 1.00 1.15 1.10 1.20

В противоположность нанопроводам, анизотропия теплопроводности в достаточно широких

пленках связана, главным образом, с её зависимостью от ориентации плоскости пленки. Как вид-

но из рисунков 5.11, угловые зависимости теплопроводности кремниевых пленок при вращении

градиента температуры в плоскостях {100}, {110} и {111} значительно отличаются, как друг от

друга, так и от рассчитанных для нанопроводов. С ростом ширины пленок величины теплопро-

водности значительно увеличиваются по сравнению с нанопроводами. Так, например, при 𝑇 =

20 К и изменении параметра 𝜇 от 1 до 100 приводит к возрастанию величин теплопроводности

𝜅
{100}
[𝐼(𝜓)] с плоскостью {100} в направлениях [100] и [110] соответственно в 3.53 и 5.35 раза. Для

плоскости {110} величины теплопроводности 𝜅{110}[𝐼(𝜓)] в направлениях 𝐼 = [100] и [110] возрастают

соответственно в 2.50 и 2.51 раза. Увеличение ширины пленки приводит к качественному изме-

нению угловых зависимостей теплопроводности по сравнению с нанопроводами: зависимость

теплопроводности от направления потока тепла ослабляется. для пленок с плоскостями {100} и

{111} при 𝜇 = 100 она становится почти изотропной, хотя при 𝜇 = 10 небольшая анизотропия

еще остается (см. рис. 5.11а, б, д, е): при 𝑇 = 20 К для наноструктур с 𝜇 = 1, 10 и 100 отноше-

ния 𝜅{100}[100] (𝜇)/𝜅
{100}
[110] (𝜇) оказываются равными соответственно 1.52, 1.19 и 1.00 (см. Таблицу 5.2).

Следует отметить, что максимальные значения теплопроводности достигаются для ориентации

{100}, а минимальные – для ориентации {111} (см. рис. 5.11). Для достаточно широких пленок

Si (𝜇 = 100) при 𝑇 = 20 К и 𝑃 = 0.14 отношение теплопроводностей 𝜅{100}[𝐼(𝜓)](100)/𝜅
{111}
[𝐼(𝜓)](100) для

этих ориентаций составляет 2.17 (см. Таблицу 5.2). С увеличением температуры возрастает роль

объемных механизмов рассеяния и анизотропия теплопроводности уменьшается, так например,

для наноструктур с 𝜇 = 1 и 10 отношение 𝜅{100}[100] (𝜇)/𝜅
{100}
[110] (𝜇) при 𝑇 = 320 К уменьшается до

значений соответственно 1.16 и 1.01 (см. Таблицу 5.2). С увеличением температуры ослабляет-

ся также анизотропия, связанная с зависимостью теплопроводности от ориентации плоскости

пленки. Если при 𝑇 = 20 К и 𝜇 = 100 отношение теплопроводностей для ориентаций {100}
и {111} равно 2.17, то при 𝑇 = 320 К оно уменьшается до 1.20 (см. Таблицу 5.2). При этом

вклад граничного рассеяния в теплосопротивление нанопленки с 𝐷 = 0.1 мкм при комнатной
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температуре составляет 17%. Для плоскости {110} угловые зависимости 𝜅{110}[𝐼(𝜓)](𝜇) в достаточно

широких пленках принимают эллипсоидальный вид с длинной осью вдоль направления [100].

Для этой ориентации при 𝑇 = 20 К и 𝜇 = 1, 10, 100 отношение значений теплопроводности

𝜅
{110}
[100] (𝜇)/𝜅

{110}
[110] (𝜇) составляет 1.51, 1.60 и 1.51, а при 𝑇 = 320 К оно уменьшается до значений

соответственно 1.17, 1.16 и 1.15 (см. Таблицу 5.2).

Итак, показано, что угловые зависимости теплопроводности качественно изменяется при пе-

реходе от нанопроводов с квадратным сечением к достаточно широким пленкам. Во-вторых,

при диффузном рассеянии на границах пленок Si максимальной теплопроводностью обладают

пленки с ориентацией {100}, а минимальной теплопроводностью - пленки с ориентацией {111}.

5.3 Выводы

Основные выводы пятой главы могут быть сформулированы следующим образом:

1. Показано, что температурные зависимости теплопроводности кремниевых нанопроводов

диаметром более 50 нм и пленок толщиной более 20 нм могут быть адекватно описаны в

рамках трехмодовой модели Каллавея с использованием трехмерного спектра фононов.

2. Использование вычисленных нами времен релаксации фононов на границах наноразмер-

ных образцов, а также параметров ангармонического рассеяния позволило адекватно опи-

сать экспериментальные данные теплопроводности кремниевых нанопроводов с диаметра-

ми 115 и 56 нм и пленок с толщинами 1.6, 0.83, 0.42, 0.10 и 0.02 мкм во всем температурном

интервале вплоть до 350 К.

3. Исследование вкладов граничного рассеяния и объемных механизмов релаксации в теп-

лосопротивление показало, что переход от граничного рассеяния к объемным механизмам

релаксации для нанопроводов с диаметрами 115 и 56 нм происходит при температурах

соответственно 265 и 353 К, а для пленок толщиной 1.6, 0.42, 0.10 и 0.02 мкм – при темпе-

ратурах соответственно 61, 89, 143 и 345 К. При комнатных температурах вклад граничного

рассеяния в теплосопротивление достигает 40 и 60% для нанопроводов с диаметрами 115

и 56 нм и 17 и 58% для пленок с толщинами 0.1 и 0.02 мкм, соответственно.

4. Показано, что анизотропия теплопроводности нанопроводов определяется фокусировкой и

дефокусировкой фононов, тогда как для тонких пленок она в значительной степени опре-

деляется рассеивающей способностью плоскости пленки.

5. Показано, что дисперсия тепловых фононов оказывает значительное влияние на тепло-

проводность кремниевых нанопроводов и тонких пленок. Наличие протяженных плоских

участков в спектре медленных поперечных коротковолновых фононов приводит к аномаль-

но низким значениям групповой скорости и, соответственно, к значительному уменьшению

их вклада в теплопроводность с ростом температуры.

6. Определены оптимальные ориентации плоскостей пленок и направления потока тепла,

обеспечивающие максимальный или минимальный теплоотвод от кремниевых пленок как
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при низких, так и при комнатных температурах. Показано, что при диффузном рассея-

нии фононов на границах пленок Si максимальной теплопроводностью обладают пленки с

ориентацией {100}, а минимальной теплопроводностью - пленки с ориентацией {111}.
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Заключение

В диссертационной работе исследовано влияние фокусировки фононов, анизотропии упру-

гих свойств и дисперсии тепловых фононов на анизотропию и температурные зависимости

теплопроводности объемных и наноразмерных материалов на основе кубических кристаллов.

Разработан метод учета фокусировки фононов при расчете теплопроводности монокристалличе-

ских образцов и описаны имеющиеся экспериментальные данные по теплопроводности кремни-

евых образцов. Проанализированы особенности фононного транспорта в монокристаллических

тонких пленках и нанопроводах, обусловленные фокусировкой фононов. Изучены зависимости

теплопроводности и длин пробега фононов для ряда наиболее актуальных полупроводников от

геометрических параметров, от направлений теплового потока и ориентаций боковых граней

наноразмерных образцов.

Основные выводы диссертационной работы можно отразить в следующих пунктах:

1. Дано полное аналитическое решение задачи о кнудсеновском течении фононного газа в

образцах конечной длины с круглым, квадратным и прямоугольным сечениями. Показано,

что при низких температурах для образцов с квадратным и круглым сечениями длины

свободного пробега фононов для каждой колебательной моды достигают максимальных

значений в направлениях их фокусировки, причем в этих направлениях они превосходят

длины пробега фононов остальных колебательных мод.

2. Использование развитого метода учета фокусировки фононов и вычисленных нами времен

релаксации фононов для диффузного рассеяния на границах образцов позволяет адекват-

но описать экспериментальные данные теплопроводности объемных образцов кремния с

квадратным и прямоугольным сечениями для различных направлений градиента темпера-

туры и ориентаций боковых граней образцов во всем исследованном интервале температур.

3. Показано, что анизотропия теплопроводности в нанопроводах определяется фокусиров-

кой и дефокусировкой фононов, тогда как для тонких пленок она в значительной степени

определяется ориентацией плоскости пленки, имеющих различную симметрию. Причем, в

кристаллах с положительной анизотропией модулей упругости второго порядка (LiF, GaAs,

Ge, Si и YAG) для получения максимальных значений теплопроводности необходимо ис-

пользовать пленки с плоскостью {100}, а для получения минимальных значений - пленки

с плоскостью {111}. Максимальные значения теплопроводности в пленках на основе кри-

сталлов с отрицательной анизотропией модулей упругости второго порядка (CaF2, NaCl,
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YIG) достигаются для ориентации плоскости {110} и направления теплового потока [110],

а минимальные - для ориентации плоскости пленки {100}.

4. Использование полученных времен релаксации фононов на границах образца и аппрокси-

мационного спектра тепловых фононов позволило в трехмодовой модели Каллавея адек-

ватно описать температурные зависимости теплопроводности кремниевых нанопроводов с

диаметрами 115 и 56 нм и кремниевых пленок с толщинами 1.6, 0.83, 0.42, 0.10 и 0.02 мкм

во всем температурном интервале вплоть до 350 К.

5. Показано, что при комнатных температурах существенную роль в теплосопротивлении на-

норазмерного образца играет рассеяние фононов на границах: его вклад достигает 60% для

кремниевого нанопровода с диаметром 56 нм и 58% для кремниевой пленки с толщиной

20 нм.

Полученные результаты могут быть использованы для оптимизации работы кремниевых микро-

схем, а также при создании новых полупроводниковых устройств.
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Приложение А

Нормальные процессы фонон-фононного

рассеяния и решеточная теплопроводность

кубических кристаллов

В рамках стандартного релаксационного метода [1, 35, 36] решеточную теплопроводность

кубических кристаллов в трехмодовой модели Каллавея [31–34] можно представить в виде ад-

дитивной суммы диффузионного и дрейфового вкладов. Получим выражения для этих вкладов.

Для простоты у частот релаксаций фононов опустим индексы, указывающие на направление

потока тепла [𝐼] и ориентацию широкой грани образца {𝐽}.

Система кинетических уравнений для неравновесных функций распределения 𝑁𝜆
𝑞 с учетом

нормальных процессов рассеяния имеет вид [1, 31–36]:

V𝜆
𝑔 (𝑞) · ∇𝑟𝑁

𝜆
𝑞 = −(𝑁𝜆

𝑞 −𝑁 (0)𝜆
𝑞 )𝜈𝜆𝑅 −

(︀
𝑁𝜆
𝑞 −𝑁

(︀
q,u𝜆

)︀)︀
𝜈𝜆𝑁 . (𝐴.1)

Здесь 𝜈𝜆𝑁(𝑞) и 𝜈𝜆𝑅(𝑞)- скорости релаксации фононов в нормальных (N-процессах) и резистив-

ных процессах рассеяния. N-процессы стремятся установить дрейфовое локально-равновесное

распределение [1, 31–36], которое описывается смещенной функцией Планка

𝑁
(︀
q,u𝜆

)︀
=

(︃
exp

(︃
~𝜔𝜆𝑞 − ~qu𝜆

𝑘𝐵𝑇

)︃
− 1

)︃−1

∼= 𝑁 (0)𝜆
𝑞 +

~qu𝜆

𝑘𝐵𝑇
𝑁 (0)𝜆
𝑞 (𝑁 (0)𝜆

𝑞 + 1), (𝐴.2)

где 𝑁 (0)𝜆
𝑞 - функция Планка. В этом случае система фононов описывается девятью параметрами:

частотами релаксации 𝜈𝜆𝑁(𝑞) и 𝜈𝜆𝑅(𝑞) и средними скоростями дрейфа фононов u𝜆 для каждой

ветви фононного спектра. Учет особой роли N-процессов необходим, когда частота релаксации

𝜈𝜆𝑁(𝑞) будет больше, чем 𝜈𝜆𝑅(𝑞) [34].

Представим функцию распределения фононов в виде суммы функции Планка и неравновес-

ной добавки 𝑔𝜆(q), для которой получим

𝑔𝜆(q) = −𝑁
(0)𝜆
𝑞 (𝑁

(0)𝜆
𝑞 + 1)

𝜈𝜆(𝑞)

~𝜔𝜆𝑞
𝑘𝐵𝑇 2

(V𝜆
𝑔∇𝑟𝑇 )+

~qu𝜆

𝑘𝐵𝑇
𝑁 (0)𝜆
𝑞 (𝑁 (0)𝜆

𝑞 +1)
𝜈𝜆𝑁(𝑞)

𝜈𝜆(𝑞)
= 𝑔𝜆𝑑𝑖𝑓 (q)+𝑔𝜆𝑑𝑟(q). (𝐴.3)
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Первое и второе слагаемые в (А.3) определяются диффузией и дрейфом фононов. Скорости

дрейфа u𝜆 находятся из уравнения баланса импульса фононов [31, 32, 34]

1

𝑉

∑︁
𝑞,𝜆

~q𝜈𝜆𝑁(𝑞)
𝑁

(0)𝜆
𝑞 (𝑁

(0)𝜆
𝑞 + 1)

𝑘𝐵𝑇𝜈𝜆(𝑞)

[︃
~𝜔𝜆𝑞
𝑇

(V𝜆
𝑔∇𝑟𝑇 ) + ~qu𝜆𝜈𝜆𝑅(𝑞)

]︃
= 0. (𝐴.4)

Если в N-процессах доминируют механизмы релаксации с участием фононов различных по-

ляризаций, то они стремятся установить одинаковую скорость дрейфа для всех фононов. Тогда

скорость дрейфа u(1) не зависит от поляризации. К первому типу относятся механизмы релак-

сации Херринга [37] и Ландау-Румера [38], а также ряд других процессов. В механизме Хер-

ринга [37] слияние продольного фонона с медленным поперечным фононом (𝑆𝑇 ) порождает

быстрый фонон (𝐹𝑇 ):

𝜈𝐿𝑁
∼= 𝐵𝐿𝑇𝑇𝑇

3(𝜔𝐿)2. (𝐴.5)

Согласно [1, 35, 36] основным механизмом релаксации поперечных фононов в N-процессах

рассеяния является механизм Ландау-Румера [38], в котором слияние поперечного и продольного

фононов порождает продольный фонон (𝑇1 + 𝐿2 → 𝐿3):

𝜈𝑡𝑁
∼= 𝐵𝑇𝐿𝐿𝑇

4𝜔𝑡. (𝐴.6)

Для второго типа N-процессов (𝐿1 +𝐿2 → 𝐿3, 𝑇1 +𝑇2 → 𝑇3) импульс фононов перераспреде-

ляется внутри каждой колебательной ветви, поэтому скорости дрейфа будут различными для фо-

нонов различных поляризаций u𝐿(2) ̸= u𝑡(2). Саймонсом [88,89] показано, что процессы второго

типа в изотропных средах могут происходить только при учете затухания фононных состояний,

причем, в них могут принимать участие только коллинеарные фононы. Однако в работах [52,53]

показано, что учет кубической анизотропии приводит к выполнению закона сохранения энергии

в механизмах релаксации ТТТ, и эти механизмы в длинноволновом приближении вносят значи-

тельно больший вклад в релаксацию поперечных фононов, чем механизм Ландау-Румера. Для

механизма ТТТ скорость релаксации 𝜈𝑡𝑁 определяется также выражением типа (A.6), но c коэф-

фициентом 𝐵𝑁
𝑇𝑇𝑇 вместо 𝐵𝑁

𝑇𝐿𝐿. В первом варианте N-процессов скорость дрейфа не зависит от

поляризации фононов, а во втором случае закон сохранения импульса выполняется для каждой

из ветвей фононного спектра.

Заметим, что в изотропном случае направления групповой и фазовой скорости совпадают, по-

этому диффузионное и дрейфовое слагаемые в функции 𝑔𝜆(q) могут быть объединены и введена

эффективная частота релаксации фононов [31, 32]. При учете анизотропии спектра фононов эти

направления не совпадают. Прямой расчет 𝑔𝜆(q) и скоростей дрейфа u(1,2) для обоих вариантов

дает:

𝑔𝜆(1,2)(q) = −𝑘𝐵
𝑁

(0)𝜆
𝑞 (𝑁

(0)𝜆
𝑞 + 1)

𝑘𝐵𝑇𝜈𝜆(𝑞)

(︃
~𝜔𝜆𝑞
𝑘𝐵𝑇

)︃{︂
(V𝜆

𝑔∇𝑟𝑇 ) +

(︂(︂
q

𝑞

)︂
∇𝑟𝑇

)︂
𝜈𝜆𝑁(𝑞)

(𝑆𝜆(𝜃, 𝜙))
𝐵(1,2)(𝑇 )

}︂
=

= 𝑔𝜆𝑑𝑖𝑓 (q) + 𝑔𝜆𝑑𝑟(q),

u(1,2) = −𝑘𝐵∇𝑟𝑇𝐵
(1,2)(𝑇 )/𝑘𝐵𝑇. (𝐴.7)
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Коэффициенты 𝐵(1,2)(𝑇 ) при учете дисперсии тепловых фононов имеют вид:

𝐵(1)(𝑇 ) =
∑︁
𝜆

Ψ𝜆
𝑁/
∑︁
𝜆

Ψ𝜆
𝑁𝑅, 𝐵(2)(𝑇 ) = Ψ𝜆

𝑁/Ψ
𝜆
𝑁𝑅, (𝐴.8)

Ψ𝜆
𝑁 = 3

1∫︀
−1

cos 𝜃𝑑(cos 𝜃)
2𝜋∫︀
0

𝑑𝜙𝑦4
1∫︀
0

𝑉 𝜆
𝑔𝑧𝑧

𝜆𝑥3

sh2(𝑧𝜆/2)

𝜈𝜆𝑁
𝜈𝜆
𝑑𝑥,

Ψ𝜆
𝑁𝑅 =

1∫︀
−1

𝑑(cos 𝜃)
2𝜋∫︀
0

𝑑𝜙𝑦5
1∫︀
0

𝑥4

sh2(𝑧𝜆/2)

𝜈𝜆𝑁𝜈
𝜆
𝑅

𝜈𝜆
𝑑𝑥,

𝑥 =
𝑞

𝑞max(𝜃, 𝜙)
, 𝑦(𝑇, 𝜃, 𝜙) =

𝑞max(𝜃, 𝜙)

𝑞𝑇
, 𝑞𝑇 =

𝑘𝐵𝑇

~
, 𝑧𝜆(𝑥, 𝜃, 𝜙) =

~𝜔𝜆𝑞 (𝑥, 𝜃, 𝜙)

𝑘𝐵𝑇
.

Максимальный волновой вектор 𝑞max(𝜃, 𝜙) определен выражением (1.18) (см. также рабо-

ту [27]). При вычислении теплопроводности нанопроводов и нанопленок дисперсия тепловых

фононов учитывается аналогично работе [27].

Итак, в трехмодовой модели Каллавея теплопроводность состоит из диффузионного и дрей-

фового вкладов:

𝜅(1,2) = 𝜅𝑑𝑖𝑓 + 𝜅
(1,2)
𝑑𝑟 . (𝐴.9)

Если направить градиент температуры по оси стержня, то выражение для решеточной теп-

лопроводности можно представить в виде:

𝜅𝑑𝑖𝑓 =
𝑘𝐵𝑞

3
𝑇

4(2𝜋)3

∑︁
𝜆

1∫︁
−1

𝑑(cos 𝜃)

2𝜋∫︁
0

𝑑𝜙𝑦3
1∫︁

0

(︀
𝑉 𝜆
𝑔3

)︀2
(𝑧𝜆)2𝑥2

𝜈𝜆 sh2(𝑧𝜆/2)
𝑑𝑥,

𝜅
(1,2)
𝑑𝑟 =

𝑘𝐵𝑞
3
𝑇

12(2𝜋)3

∑︁
𝜆

𝐵(1,2)(𝑇 )Ψ𝜆
𝑁 . (𝐴.10)
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