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ë‚ÂÚÎÓÈ Ô‡ÏflÚË ÏÓËı Ó‰ËÚÂÎÂÈ 
ÅÓËÒ‡ îÂ‰ÓÓ‚Ë˜‡ ÅÓËÒÓ‚‡, 

Ç‡‚‡˚ ÉË„Ó¸Â‚Ì˚ ÅÓËÒÓ‚ÓÈ (ÑÂ‚flÚÍËÌÓÈ)

èêÖÑàëãéÇàÖ ÄÇíéêÄ

åÓÌÓ„‡ÙËfl ÔÓÒ‚fl˘ÂÌ‡ ‡ÍÚÛ‡Î¸Ì˚Ï ÔÓ·ÎÂÏ‡Ï ÚÂÓÂÚË˜ÂÒ-
ÍÓÈ ÏÂı‡ÌËÍË, ‚ ˜‡ÒÚÌÓÒÚË ‡Ì‡ÎËÁÛ ÚÂÓËË ÌÂÎËÌÂÈÌ˚ı fl‚ÎÂÌËÈ.
çÂÓ·ıÓ‰ËÏÓÒÚ¸ Ì‡ÔËÒ‡ÌËfl ÍÌË„Ë ·˚Î‡ Ó·ÛÒÎÓ‚ÎÂÌ‡ ÒÎÂ‰Û˛˘ËÏË
Ó·ÒÚÓflÚÂÎ¸ÒÚ‚‡ÏË.

ÇÓ-ÔÂ‚˚ı, ‚Ó ‚ÚÓÓÈ ÔÓÎÓ‚ËÌÂ XX ‚. ÔÓËÁÓ¯ÎÓ ‡ÍÚË‚ÌÓÂ
‚ÌÂ‰ÂÌËÂ ÚÂÓËË ÌÂÎËÌÂÈÌ˚ı fl‚ÎÂÌËÈ ‚Ó ‚ÒÂ Ó·Î‡ÒÚË ÙËÁËÍË.
èÓ˝ÚÓÏÛ ÂÂ ÙÛÌ‰‡ÏÂÌÚ‡Î¸Ì˚Â ÔÓÎÓÊÂÌËfl ÛÊÂ ÁÌ‡ÍÓÏ˚ Ë Û˜Â-
Ì˚Ï-ÒÔÂˆË‡ÎËÒÚ‡Ï ‚ ‰‡ÌÌÓÈ Ó·Î‡ÒÚË ÁÌ‡ÌËÈ, Ë ÒÚÛ‰ÂÌÚ‡Ï-ÙËÁË-
Í‡Ï ÔÓ ÒÔÂˆË‡Î¸Ì˚Ï ÔÓÙËÎ¸Ì˚Ï ËÁ‰‡ÌËflÏ. ÇÔÓÎÌÂ Á‡ÍÓÌÓÏÂ-
Ì˚Ï ‚ Ò‚flÁË Ò ˝ÚËÏ ÒÚ‡ÌÓ‚ËÚÒfl ‚ÍÎ˛˜ÂÌËÂ ËÁÛ˜ÂÌËfl ÚÂÓËË ÌÂÎË-
ÌÂÈÌ˚ı fl‚ÎÂÌËÈ Ò‡ÁÛ ‚ Ì‡˜‡Î¸Ì˚È ‚ÛÁÓ‚ÒÍËÈ ÍÛÒ ÏÂı‡ÌËÍË.
Ä‚ÚÓ ÏÓÌÓ„‡ÙËË ÔÂ‰Î‡„‡ÂÚ ‰Îfl ˝ÚÓ„Ó Ò‚ÓË ÚÂÓÂÚË˜ÂÒÍËÂ
ÔÓ‰ıÓ‰˚.

ÇÓ-‚ÚÓ˚ı, ‚ ÒÂÂ‰ËÌÂ 1960-ı „„. ÔÓÒÎÂ ÓÚÍ˚ÚËfl ÏÂÚÓ‰Ó‚ Ó·-
‡ÚÌÓ„Ó ‡ÒÒÂflÌËfl Ë ÒÚ‡ÌÌÓ„Ó ‡ÚÚ‡ÍÚÓ‡ ÔÓËÁÓ¯ÎÓ ÌÂ ÚÓÎ¸ÍÓ
ÙÛÌ‰‡ÏÂÌÚ‡Î¸ÌÓÂ ËÁÏÂÌÂÌËÂ ÓÒÌÓ‚ ÏÂı‡ÌËÍË, ÌÓ Ë ÂÂ ‡Á‰ÂÎÂÌËÂ
Ì‡ «ËÌÚÂ„ËÛÂÏÛ˛» Ë «ÌÂËÌÚÂ„ËÛÂÏÛ˛» ˜‡ÒÚË. ëÓ„Î‡ÒÌÓ
ÔËÌˆËÔÛ ‰ÂÚÂÏËÌËÓ‚‡ÌÌÓÒÚË ‰Îfl Û‡‚ÌÂÌËÈ ç¸˛ÚÓÌ‡ ‚ ÍÎ‡Ò-
ÒË˜ÂÒÍÓÈ ÏÂı‡ÌËÍÂ, Á‡‰‡ÌËÂ Ì‡˜‡Î¸Ì˚ı ÔÓÎÓÊÂÌËÈ Ë ÒÍÓÓÒÚÂÈ
Ï‡ÚÂË‡Î¸Ì˚ı ÚÓ˜ÂÍ ÔÓÎÌÓÒÚ¸˛ ÓÔÂ‰ÂÎflÂÚ Ëı ÔÓÎÓÊÂÌËÂ ‚ ÔÓ-
ÒÎÂ‰Û˛˘ËÂ ÏÓÏÂÌÚ˚. ùÚË ‰ÂÚÂÏËÌËÓ‚‡ÌÌ˚Â Û‡‚ÌÂÌËfl ÓÔË-
Ò˚‚‡˛Ú ‰‚‡ ÚËÔ‡ ˝‚ÓÎ˛ˆËË ‰ËÌ‡ÏË˜ÂÒÍËı ÒËÒÚÂÏ: Â„ÛÎflÌÛ˛ Ë
ı‡ÓÚË˜ÂÒÍÛ˛ ‰ËÌ‡ÏËÍÛ. ï‡ÓÚË˜ÂÒÍÓÂ ÔÓ‚Â‰ÂÌËÂ Ì‡·Î˛‰‡ÂÚÒfl
‰Îfl ÏÌÓ„Ëı ‰ËÌ‡ÏË˜ÂÒÍËı ÒËÒÚÂÏ ‚ ÓÔÂ‰ÂÎÂÌÌÓÈ Ó·Î‡ÒÚË Ô‡‡-
ÏÂÚÓ‚ Û‡‚ÌÂÌËfl Ë Ì‡˜‡Î¸Ì˚ı ÛÒÎÓ‚ËÈ Ë ÓÁÌ‡˜‡ÂÚ ˝ÍÒÚÂÏ‡Î¸-
ÌÛ˛ ˜Û‚ÒÚ‚ËÚÂÎ¸ÌÓÒÚ¸ Â¯ÂÌËÈ Í ‚˚·ÓÛ Ì‡˜‡Î¸Ì˚ı ÛÒÎÓ‚ËÈ Ë
Ô‡‡ÏÂÚÓ‚ Û‡‚ÌÂÌËfl. Ñ‡ÊÂ ÔË Ï‡ÎÓÏ ËÁÏÂÌÂÌËË ÔÓÒÎÂ‰ÌËı
‰ËÌ‡ÏË˜ÂÒÍ‡fl ÒËÒÚÂÏ‡ ÂÁÍÓ ËÁÏÂÌflÂÚÒfl. èÓÒÍÓÎ¸ÍÛ ‚ Â‡Î¸Ì˚ı
ÒËÒÚÂÏ‡ı Ì‡˜‡Î¸Ì˚Â ÛÒÎÓ‚Ëfl Ë Ô‡‡ÏÂÚ˚ ËÁ‚ÂÒÚÌ˚ Ò ÌÂÍÓÚÓÓÈ
ÒÚÂÔÂÌ¸˛ ÚÓ˜ÌÓÒÚË, ÚÓ ı‡ÓÚË˜ÂÒÍ‡fl ‰ËÌ‡ÏËÍ‡ Ì‡ÍÎ‡‰˚‚‡ÂÚ ÓÔÂ-
‰ÂÎÂÌÌ˚Â Ó„‡ÌË˜ÂÌËfl Ì‡ ÔÂ‰ÒÍ‡Á‡ÌËfl ˝‚ÓÎ˛ˆËÓÌÌÓ„Ó ÔÓ‚Â‰Â-
ÌËfl ÒËÒÚÂÏ˚ ‚Ó ‚ÂÏÂÌË. ëËÒÚÂÏ˚ Ò ı‡ÓÚË˜ÂÒÍÓÈ ‰ËÌ‡ÏËÍÓÈ Ì‡-
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Ç ÍÌË„Â ‡ÒÒÏÓÚÂÌ˚ ÓÒÌÓ‚Ì˚Â ÔËÌˆËÔ˚ ÚÂÓÂÚË˜ÂÒÍÓÈ
ÏÂı‡ÌËÍË, ÏÂÚÓ‰˚ ‡Ì‡ÎËÚË˜ÂÒÍÓÈ ÏÂı‡ÌËÍË Ë ‰‡Ì Í‡ÚÍËÈ
Ó˜ÂÍ Ëı ‡Á‚ËÚËfl. ÅÓÎ¸¯ÓÂ ‚ÌËÏ‡ÌËÂ Û‰ÂÎÂÌÓ ËÁÎÓÊÂÌË˛
Ì‡Ë·ÓÎÂÂ ÒÓ‰ÂÊ‡ÚÂÎ¸Ì˚ı Ë ˆÂÌÌ˚ı ‰Îfl ÚÂÓËË Ë ÔËÎÓÊÂÌËÈ
‡Á‰ÂÎÓ‚ ÌÂÎËÌÂÈÌÓÈ ‰ËÌ‡ÏËÍË: ÚÂÓËË ÌÂÎËÌÂÈÌ˚ı Ë Ï‡ÎÓ-
‡ÏÔÎËÚÛ‰Ì˚ı ÍÓÎÂ·‡ÌËÈ ‚ ·‡ÁÓ‚˚ı ÏÓ‰ÂÎflı ÌÂÎËÌÂÈÌÓÈ ‰ËÌ‡-
ÏËÍË. éÔËÒ‡Ì˚ ÔË·ÎËÊÂÌÌ˚Â ÏÂÚÓ‰˚ ÌÂÎËÌÂÈÌÓÈ ‰ËÌ‡ÏËÍË:
ÏÂÚÓ‰ ÏÌÓ„Ëı Ï‡Ò¯Ú‡·Ó‚ Ë ÏÂÚÓ‰ ÛÒÂ‰ÌÂÌËfl. Ñ‡ÌÓ ˝ÎÂÏÂÌÚ‡-
ÌÓÂ ‚‚Â‰ÂÌËÂ ‚ ÚÂÓË˛ ËÌÚÂ„ËÛÂÏ˚ı ÒËÒÚÂÏ Ë ÚÂÓË˛ ÒÓÎË-
ÚÓÌÓ‚. àÁÎÓÊÂÌ ÒÓ‚ÂÏÂÌÌ˚È ‡Î„ÓËÚÏ Ëı ÔÓËÒÍ‡. ç‡ ÔËÏÂ-
Â ‰ËÌ‡ÏËÍË ˜‡ÒÚËˆ ‚ Â¯ÂÚÍÂ íÓ‰˚ ÓÔËÒ‡Ì˚ ÏÂÚÓ‰˚ Ó·‡Ú-
ÌÓÈ Á‡‰‡˜Ë ‡ÒÒÂflÌËfl Ë Ó·ÒÛÊ‰‡ÂÚÒfl ÌÓ‚˚È ÚËÔ ÎÓÍ‡ÎËÁÓ‚‡Ì-
Ì˚ı ‚ÓÁ·ÛÊ‰ÂÌËÈ – ÒÓÎËÚÓÌÓ‚.

åÓÌÓ„‡ÙËfl ‡‰ÂÒÓ‚‡Ì‡ ÙËÁËÍ‡Ï-ÚÂÓÂÚËÍ‡Ï, ËÌÊÂÌÂ-
‡Ï-ÙËÁËÍ‡Ï, ÒÔÂˆË‡ÎËÒÚ‡Ï, ËÌÚÂÂÒÛ˛˘ËÏÒfl ÔÓ·ÎÂÏ‡ÏË
ÌÂÎËÌÂÈÌÓÈ ‰ËÌ‡ÏËÍË, ‡ Ú‡ÍÊÂ ‡ÒÔË‡ÌÚ‡Ï Ë ÒÚÛ‰ÂÌÚ‡Ï, ÔË-
ÒÚÛÔ‡˛˘ËÏ Í ËÁÛ˜ÂÌË˛ ÏÂı‡ÌËÍË.
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ÊËÁÌË ˝ÚËı Û˜ÂÌ˚ı ÔÓÒÎÂÊË‚‡˛ÚÒfl ÔÓ·ÎÂÏ˚ Ì‡Û˜ÌÓ„Ó Ú‚Ó˜Â-
ÒÚ‚‡, ÏÓÚË‚‡ˆËË ‡·ÓÚ˚ Û˜ÂÌÓ„Ó, Ó·ÒÛÊ‰‡˛ÚÒfl ÒÓÓÚÌÓ¯ÂÌËfl
ÏÂÊ‰Û ˝ÏÔËË˜ÂÒÍËÏ Ë ÚÂÓÂÚË˜ÂÒÍËÏ ÁÌ‡ÌËÂÏ. èË‚Â‰ÂÌÓ ÏÌÓ-
„Ó ˆËÚ‡Ú Ë ˆËÚËÛ˛ÚÒfl ‡·Á‡ˆ˚ ËÁ ÍÌË„, ÍÓÚÓ˚Â, Í‡Í Í‡ÊÂÚÒfl ‡‚-
ÚÓÛ, ÔÓ‰˜ÂÍË‚‡˛Ú ÓÒÓ·ÂÌÌÓÒÚË Ë ÍÓÎÓËÚ ÚÓ„Ó ‚ÂÏÂÌË. Ç ÍÓÌ-
ˆÂ „Î‡‚˚ ‰‡Ì˚ ÓÒÌÓ‚Ì˚Â ÔÓÎÓÊÂÌËfl ÏÂı‡ÌËÍË ç¸˛ÚÓÌ‡.

èË ËÁÎÓÊÂÌËË „Î‡‚ 2, 3, 5 Ë 6 ‡‚ÚÓ ÒÚ‡‡ÎÒfl ÒÎÂ‰Ó‚‡Ú¸ Á‡-
‰‡˜Â ÏÓÌÓ„‡ÙËË ä. ã‡ÌˆÓ¯‡ [16], Ú‡ÍÊÂ Ò˜ËÚ‡‚¯Â„Ó ÌÂÓ·ıÓ‰Ë-
Ï˚Ï Ì‡Ë·ÓÎÂÂ ‡ÌÌÂÂ ÁÌ‡ÍÓÏÒÚ‚Ó ·Û‰Û˘Ëı Û˜ÂÌ˚ı Ò ÍÎ‡ÒÒË˜ÂÒ-
ÍËÏË Ó·‡Áˆ‡ÏË Ì‡ÛÍË: «á‡ ‚ÂÎËÍËÏË ÚÂÓËflÏË ùÈÎÂ‡ Ë ã‡„-
‡ÌÊ‡, É‡ÏËÎ¸ÚÓÌ‡ Ë üÍÓ·Ë ÒÍ˚‚‡ÂÚÒfl ÌÂÓ·˚˜‡ÈÌÓÂ ·Ó„‡ÚÒÚ‚Ó
ÙËÎÓÒÓÙÒÍÓ„Ó ÒÓ‰ÂÊ‡ÌËfl, ÍÓÚÓÓÂ ÒÓ‚Â¯ÂÌÌÓ ËÒ˜ÂÁ‡ÂÚ ÔË
˜ËÒÚÓ ÙÓÏ‡Î¸ÌÓÏ ËÁÎÓÊÂÌËË, ÌÓ ÍÓÚÓÓÂ ÌÂ ÏÓÊÂÚ ·˚Ú¸ ËÒÚÓ˜-
ÌËÍÓÏ ‚ÂÎË˜‡È¯Â„Ó ËÌÚÂÎÎÂÍÚÛ‡Î¸ÌÓ„Ó Ì‡ÒÎ‡Ê‰ÂÌËfl ‰Îfl ˜ÂÎÓ-
‚ÂÍ‡, Î˛·fl˘Â„Ó Ï‡ÚÂÏ‡ÚËÍÛ. Ñ‡Ú¸ ÒÚÛ‰ÂÌÚÛ ‚ÓÁÏÓÊÌÓÒÚ¸ ÓÚ-
Í˚Ú¸ ‰Îfl ÒÂ·fl ÒÍ˚ÚÛ˛ Í‡ÒÓÚÛ ˝ÚËı ÚÂÓËÈ – ‚ ˝ÚÓÏ Á‡ÍÎ˛˜‡-
Î‡Ò¸ Ó‰Ì‡ ËÁ „Î‡‚Ì˚ı Á‡‰‡˜ ‡‚ÚÓ‡. ÑÎfl ˝ÚÓ„Ó ÂÏÛ ÔË¯ÎÓÒ¸ ‚ÂÒ-
ÚË ˜ËÚ‡ÚÂÎfl ‚‰ÓÎ¸ ‚ÒÂ„Ó ÔÛÚË ËÒÚÓË˜ÂÒÍÓ„Ó ‡Á‚ËÚËfl Ò Ò‡ÏÓ„Ó
Ì‡˜‡Î‡…» [16. ë. 13].

éÒÌÓ‚Ì˚Â ÔÓÎÓÊÂÌËfl ÌÂÎËÌÂÈÌ˚ı ÍÓÎÂ·‡ÌËÈ ËÁÎÓÊÂÌ˚ ‚
„Î‡‚Â 4. èÓÒÎÂ Í‡˜ÂÒÚ‚ÂÌÌÓ„Ó ÓÔËÒ‡ÌËfl ‰‚ËÊÂÌËfl ÌÂÎËÌÂÈÌÓÈ
ÒËÒÚÂÏ˚ Ò ÔÓÏÓ˘¸˛ Ù‡ÁÓ‚ÓÈ ÔÎÓÒÍÓÒÚË ‚‚Â‰ÂÌ˚ ˝ÎÎËÔÚË˜ÂÒÍËÂ
ÙÛÌÍˆËË, Ò ÍÓÚÓ˚ÏË ÒÚÛ‰ÂÌÚ˚ Â˘Â ÌÂÁÌ‡ÍÓÏ˚ (ÔÓÒÎÂ ÍÛÒÓ‚
Ï‡ÚÂÏ‡ÚË˜ÂÒÍÓ„Ó ‡Ì‡ÎËÁ‡). éÒÌÓ‚ÌÓÂ ‚ÌËÏ‡ÌËÂ Á‰ÂÒ¸ Û‰ÂÎflÂÚÒfl
Ï‡ÎÓ‡ÏÔÎËÚÛ‰Ì˚Ï ÍÓÎÂ·‡ÌËflÏ ‚ ·‡ÁÓ‚˚ı ÏÓ‰ÂÎflı ÌÂÎËÌÂÈÌÓÈ
‰ËÌ‡ÏËÍË: ‚˚ÌÛÊ‰ÂÌÌ˚Â ÍÓÎÂ·‡ÌËfl ‡Ì„‡ÏÓÌË˜ÂÒÍÓ„Ó ÓÒˆËÎÎfl-
ÚÓ‡, ‡‚ÚÓÍÓÎÂ·‡ÌËfl, ÔÂ‰ÂÎ¸Ì˚Â ˆËÍÎ˚, Ô‡‡ÏÂÚË˜ÂÒÍËÈ ÂÁÓ-
Ì‡ÌÒ. ê‡ÒÒÏÓÚÂÌ˚ ÔË·ÎËÊÂÌÌ˚Â ÏÂÚÓ‰˚ ÌÂÎËÌÂÈÌÓÈ ‰ËÌ‡ÏË-
ÍË (ÏÂÚÓ‰ ÏÌÓ„Ëı Ï‡Ò¯Ú‡·Ó‚ Ë ÏÂÚÓ‰ ÛÒÂ‰ÌÂÌËfl), ÍÓÚÓ˚Â ÔÂ‰-
ÒÚ‡‚Îfl˛Ú ÏËÌËÏ‡Î¸Ì˚È ËÌÒÚÛÏÂÌÚ‡ËÈ, ÌÂÓ·ıÓ‰ËÏ˚È ‰Îfl
Ô‡ÍÚË˜ÂÒÍÓÈ ‡·ÓÚ˚ ËÌÊÂÌÂÓ‚-ÙËÁËÍÓ‚ Ë ÙËÁËÍÓ‚-ÚÂÓÂÚË-
ÍÓ‚. Ç „Î‡‚Â 7 ‰‡ÌÓ ‚‚Â‰ÂÌËÂ ‚ ÚÂÓË˛ ËÌÚÂ„ËÛÂÏ˚ı ÒËÒÚÂÏ. Ç
ÌÂÈ ËÁÎÓÊÂÌ˚ ÍËÚÂËË ÔÓËÒÍ‡ ËÌÚÂ„ËÛÂÏ˚ı ÒËÒÚÂÏ. ç‡ ÔË-
ÏÂÂ ‰ËÌ‡ÏËÍË ˜‡ÒÚËˆ ‚ Â¯ÂÚÍÂ íÓ‰˚ ÓÔËÒ‡Ì ÏÂÚÓ‰ Ó·‡ÚÌÓÈ
Á‡‰‡˜Ë ‡ÒÒÂflÌËfl Ë Ó·ÒÛÊ‰‡ÂÚÒfl ÌÓ‚˚È ÚËÔ ÎÓÍ‡ÎËÁÓ‚‡ÌÌ˚ı ‚ÓÁ-
·ÛÊ‰ÂÌËÈ – ÒÓÎËÚÓÌÓ‚.

Ä‚ÚÓ Ì‡‰ÂÂÚÒfl, ˜ÚÓ ˝Ú‡ ÍÌË„‡ ÓÍ‡ÊÂÚÒfl ÔÓÎÂÁÌÓÈ ¯ËÓÍÓÏÛ
ÍÛ„Û ˜ËÚ‡ÚÂÎÂÈ: Ì‡˜ËÌ‡˛˘ËÏ ÙËÁËÍ‡Ï-ÚÂÓÂÚËÍ‡Ï Ë ËÌÊÂÌÂ-
‡Ï-ÙËÁËÍ‡Ï, ÌÂ ÁÌ‡ÍÓÏ˚ı Ò ÌÂÎËÌÂÈÌÓÈ ‰ËÌ‡ÏËÍÓÈ, ‡ Ú‡ÍÊÂ
ÒÚÛ‰ÂÌÚ‡Ï, ÔËÒÚÛÔ‡˛˘ËÏ Í ËÁÛ˜ÂÌË˛ ÏÂı‡ÌËÍË, Ë ‡ÒÔË‡ÌÚ‡Ï
ÒÓÓÚ‚ÂÚÒÚ‚Û˛˘Ëı ÒÔÂˆË‡Î¸ÌÓÒÚÂÈ. ÑÎfl ‚ÓÒÔËflÚËfl ÒÏ˚ÒÎ‡ ÍÌË-

Á˚‚‡˛ÚÒfl Ú‡ÍÊÂ ÌÂËÌÚÂ„ËÛÂÏ˚ÏË ÒËÒÚÂÏ‡ÏË. êÂ„ÛÎflÌ‡fl ‰Ë-
Ì‡ÏËÍ‡ ÔÓfl‚ÎflÂÚÒfl ‚ ÒÚ‡·ËÎ¸ÌÓÏ ÏÌÓ„ÓÔÂËÓ‰Ë˜ÂÒÍÓÏ ÔÓ‚Â‰Â-
ÌËË ÒËÒÚÂÏ˚, ı‡‡ÍÚÂËÁÛ˛˘ÂÈÒfl Ì‡ÎË˜ËÂÏ ÔÓÎÌÓ„Ó ˜ËÒÎ‡ ËÌÚÂ-
„‡ÎÓ‚ ‰‚ËÊÂÌËfl. ï‡ÓÚË˜ÂÒÍ‡fl ‰ËÌ‡ÏËÍ‡, ÍÓÚÓÛ˛ ÚÓÊÂ ÌÂÓ·ıÓ-
‰ËÏÓ ·˚ÎÓ ·˚ ‚‚ÂÒÚË ‚ Ì‡˜‡Î¸Ì˚È ÍÛÒ ÏÂı‡ÌËÍË, ÌÂ ÔÂ‰ÒÚ‡‚-
ÎÂÌ‡ ‚ ‰‡ÌÌÓÈ ‡·ÓÚÂ. ç‡Ë·ÓÎ¸¯ÂÂ ‚ÌËÏ‡ÌËÂ ‚ ÌÂÈ Û‰ÂÎÂÌÓ ‚‚Â-
‰ÂÌË˛ ‚ ËÌÚÂ„ËÛÂÏ˚Â ÒËÒÚÂÏ˚. àÌÚÂ„ËÛÂÏ˚Â ÒËÒÚÂÏ˚ Ò N
ÒÚÂÔÂÌflÏË Ò‚Ó·Ó‰˚ Ó·Î‡‰‡˛Ú N ËÌÚÂ„‡Î‡ÏË ‰‚ËÊÂÌËfl, ˜ÚÓ ÔÓÁ-
‚ÓÎflÂÚ ÔÓÎÛ˜ËÚ¸ Ëı Â¯ÂÌËfl ‚ fl‚ÌÓÏ ‚Ë‰Â. Ç ËÌÚÂ„ËÛÂÏ˚ı ÒË-
ÒÚÂÏ‡ı Ò ·ÂÒÍÓÌÂ˜Ì˚Ï ˜ËÒÎÓÏ ÒÚÂÔÂÌÂÈ Ò‚Ó·Ó‰˚ ÏÓÊÂÚ ÒÛ˘ÂÒÚ-
‚Ó‚‡Ú¸ ÌÓ‚˚È ÚËÔ ÌÂÎËÌÂÈÌ˚ı ÎÓÍ‡ÎËÁÓ‚‡ÌÌ˚ı ‚ÓÁ·ÛÊ‰ÂÌËÈ –
ÒÓÎËÚÓÌ˚ Ò ÌÂÓ·˚˜Ì˚ÏË Ò‚ÓÈÒÚ‚‡ÏË. Ç ÍÌË„Â Ì‡ ÔËÏÂÂ Â¯ÂÚ-
ÍË íÓ‰˚ ‰ÓÒÚÛÔÌÓ ËÁÎÓÊÂÌ ÏÂÚÓ‰ Ó·‡ÚÌÓÈ Á‡‰‡˜Ë ‰Îfl ÓÔËÒ‡ÌËfl
ËÌÚÂ„ËÛÂÏ˚ı ÒËÒÚÂÏ Ë ÔÓˆÂ‰Û˚ Ëı ‚˚fl‚ÎÂÌËfl.

Ç ÍÌË„Â ÔË‚Â‰ÂÌ˚ ˝ÔË„‡Ù˚ Ë ÔÓÚÂÚ˚ Û˜ÂÌ˚ı, ‚ÌÂÒ¯Ëı
ÓÒÌÓ‚ÓÔÓÎ‡„‡˛˘ËÈ ‚ÍÎ‡‰ ‚ ‡Á‚ËÚËÂ ÏÂı‡ÌËÍË. ç‡Ô‡‚ÎÂÌÌÓÒÚ¸
Ë ‡ÏÍË ÍÌË„Ë ÌÂ ÔÓÁ‚ÓÎËÎË ÓÔËÒ‡Ú¸ ·ËÓ„‡ÙËË Ë ÔÂ‰ÒÚ‡‚ËÚ¸
ÔÓÚÂÚ˚ (ÍÓÏÂ Ç‡Ì ‰Â èÓÎfl, Ä.ç. ä˚ÎÓ‚‡, ç.ç. ÅÓ„ÓÎ˛·Ó-
‚‡, Ä. ùÈÌ¯ÚÂÈÌ‡, ã.à. å‡Ì‰ÂÎ¸¯Ú‡Ï‡, Ä.Ä. ÄÌ‰ÓÌÓ‚‡) ÏÌÓ„Ëı
‚˚‰‡˛˘ËıÒfl Á‡Ô‡‰Ì˚ı Û˜ÂÌ˚ı XX ‚. Ë Û˜ÂÌ˚ı ÒÓ‚ÂÚÒÍÓ„Ó Ë
ÔÓÒÚÒÓ‚ÂÚÒÍÓ„Ó ÔÂËÓ‰‡ ËÒÚÓËË êÓÒÒËË, ‚ÌÂÒ¯Ëı ÁÌ‡˜ËÚÂÎ¸Ì˚È
‚ÍÎ‡‰ ‚ ‡Á‚ËÚËÂ ÌÂÎËÌÂÈÌÓÈ ÏÂı‡ÌËÍË Ë ËÌÚÂ„ËÛÂÏ˚ı ÒËÒÚÂÏ.

ÉÎ‡‚‡ 1 ÌÓÒËÚ ‚‚Ó‰Ì˚È ı‡‡ÍÚÂ. Ç ÌÂÈ ‰‡Ì Í‡ÚÍËÈ Ó˜ÂÍ ËÒ-
ÚÓËË ‡Á‚ËÚËfl ÏÂı‡ÌËÍË, ÌÂ ÔÂÚÂÌ‰Û˛˘ËÈ Ì‡ ÂÂ ÔÓÎÌÓÂ ÓÔËÒ‡-
ÌËÂ. é„‡ÌË˜ÂÌÌ˚È Ó·˙ÂÏ ÍÌË„Ë ÔË‚ÂÎ Í Ù‡„ÏÂÌÚ‡ÌÓÒÚË ËÁ-
ÎÓÊÂÌËfl Ë ÒÓı‡ÌÂÌË˛ ËÌÓ„‰‡ ÎÂÍˆËÓÌÌÓ„Ó ÒÚËÎfl. ëÓ‰ÂÊ‡ÌËÂ
˝ÚÓÈ „Î‡‚˚ ‰ÂÏÓÌÒÚËÛÂÚ ÌÂÔÂ˚‚ÌÓÂ ‡Á‚ËÚËÂ Ì‡ÛÍË, ÌÂÒÓ-
‚Â¯ÂÌÒÚ‚Ó ÁÌ‡ÌËÈ Ó ÔËÓ‰Â ‚ Î˛·ÓÈ ËÒÚÓË˜ÂÒÍËÈ ÔÂËÓ‰.
Ñ‡ÌÌ˚È Ï‡ÚÂË‡Î Ò ËÌÚÂÂÒÓÏ ‚ÓÒÔËÌËÏ‡ÂÚÒfl ÒÓ‚ÂÏÂÌÌ˚ÏË
ÒÚÛ‰ÂÌÚ‡ÏË. Ç ÌÂÈ ÔÓÏËÏÓ ËÁ‚ÂÒÚÌ˚ı ÍÛÒÓ‚ ÔÓ ËÒÚÓËË ‡Á‚ËÚËfl
Ì‡ÛÍË (Å.à. ëÔ‡ÒÒÍÓ„Ó, Ä.í. ÉË„Ó¸flÌ‡, è.ë. äÛ‰fl‚ˆÂ‚‡) ‡‚ÚÓ
ËÒÔÓÎ¸ÁÓ‚‡Î ÚÛ‰˚ Á‡Ô‡‰Ì˚ı ËÒÚÓËÍÓ‚, Ì‡ÔËÒ‡ÌÌ˚ı Ò ·ÓÎ¸¯ËÏ
Ô‡ÙÓÒÓÏ Ë ÒÚ‡ÒÚ¸˛. é˜Â˜ÂÌ˚ ·Î‡„ÓÔËflÚÌ˚Â Ë ÌÂ·Î‡„ÓÔËflÚ-
Ì˚Â ÔÂËÓ‰˚ ‡Á‚ËÚËfl Ì‡ÛÍË, ÍÓÚÓ˚Â ÔÂ‰ÒÚ‡‚Îfl˛Ú ÌÂ ÚÓÎ¸ÍÓ
ËÒÚÓË˜ÂÒÍËÈ ËÌÚÂÂÒ. ç‡ ÔËÏÂÂ ·ËÓ„‡ÙËÈ ç. äÓÔÂÌËÍ‡,
í. Å‡„Â, à. äÂÔÎÂ‡, É. É‡ÎËÎÂfl, ë. äÓ‚‡ÎÂ‚ÒÍÓÈ ÔÓÍ‡Á‡Ì˚ ‚Á‡-
ËÏÓÓÚÌÓ¯ÂÌËfl Û˜ÂÌ˚ı Ò ‚Î‡ÒÚ¸˛ ‚ ‡ÁÎË˜Ì˚Â ‚ÂÏÂÌ‡, ÓÚÌÓ¯Â-
ÌËÂ Í ÂÎË„ËË, ‡ÒÚÓÎÓ„ËË Ë ÎÊÂÌ‡ÛÍ‡Ï. ÇÒÂ ˝ÚË ‚ÓÔÓÒ˚ ÓÒÓ·ÂÌ-
ÌÓ ‡ÍÚÛ‡Î¸Ì˚ ‚ ÒÓ‚ÂÏÂÌÌÓÈ êÓÒÒËË, „‰Â ÒÓ‚ÂÏÂÌÌ˚Â Û˜Â·ÌËÍË
ÔÓ ËÒÚÓËË ËÁÓ·ËÎÛ˛Ú ‚ÛÎ¸„‡ËÁ‡ˆËÂÈ Ë Ó˜ÂÌ¸ ÒÔÓÌ˚Ï ÚÓÎÍÓ-
‚‡ÌËÂÏ ÏÌÓ„Ëı ËÒÚÓË˜ÂÒÍËı Ù‡ÍÚÓ‚. äÓÏÂ ÚÓ„Ó, Ì‡ ÔËÏÂÂ
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ÉÎ‡‚‡ 1. çúûíéçéÇÄ åÖïÄçàäÄ

àÒÚÓËfl ‡Á‚ËÚËfl ÏÂı‡ÌËÍË, ÁÌ‡-
ÍÓÏÒÚ‚Ó Ò ÍÓÚÓÓÈ, ·ÂÁÛÒÎÓ‚ÌÓ, ÌÂÓ·-
ıÓ‰ËÏÓ ‰Îfl ÔÓÎÌÓ„Ó ÔÓÌËÏ‡ÌËfl Ë ÒÓ-
‚ÂÏÂÌÌÓÈ ÙÓÏ˚ ˝ÚÓÈ Ì‡ÛÍË, ÔÂ‰-
ÒÚ‡‚ÎflÂÚ ÔÓÒÚÓÈ Ë ÔÓÛ˜ËÚÂÎ¸Ì˚È ÔË-
ÏÂ ÚÂı ÔÓˆÂÒÒÓ‚, ÍÓÚÓ˚ÏË ‚ÓÓ·˘Â
‡Á‚Ë‚‡ÂÚÒfl ÂÒÚÂÒÚ‚ÓÁÌ‡ÌËÂ.

ù. å‡ı

1.1. äêÄíäàâ éóÖêä êÄáÇàíàü åÖïÄçàäà 

ë ÑêÖÇçàï ÇêÖåÖç Ñé ÇíéêéÉé èÖêàéÑÄ 

Äçíàóçéâ îàáàäà

àÒÚÓË˜ÂÒÍË ‡Á‚ËÚËÂ ÏÂı‡ÌËÍË ·˚ÎÓ Ò‚flÁ‡ÌÓ Ò ‡ÒÚÓÌÓÏË-
ÂÈ – ËÌ‰ÛÍÚË‚ÌÓÈ ‚ ‰Â‚ÌÂÈ¯ËÂ ‚ÂÏÂÌ‡ Ì‡ÛÍÓÈ, ÓÒÌÓ‚‡ÌÌÓÈ Ì‡
˝ÍÒÔÂËÏÂÌÚ‡Î¸Ì˚ı ‰‡ÌÌ˚ı. èÓ ÒÎÓ‚‡Ï ù. å‡ı‡, «ËÌÒÚËÌÍÚË‚-
ÌÓÂ ÌÂÔÓËÁ‚ÓÎ¸ÌÓÂ ÁÌ‡ÌËÂ ÔÓˆÂÒÒÓ‚ ÔËÓ‰˚ ‚ÒÂ„‰‡, ‚ÂÓflÚÌÓ,
ÔÂ‰¯ÂÒÚ‚Ó‚‡ÎÓ Ì‡Û˜ÌÓÏÛ ÔÓËÁ‚ÓÎ¸ÌÓÏÛ ÔÓÁÌ‡ÌË˛, ËÒÒÎÂ‰Ó‚‡-
ÌË˛ fl‚ÎÂÌËÈ. èÂ‚ÓÂ ÔËÓ·ÂÚ‡ÂÚÒfl ‚ÒÎÂ‰ÒÚ‚ËÂ Ò‚flÁË, ÒÛ˘ÂÒÚ‚Û-
˛˘ÂÈ ÏÂÊ‰Û ÔÓˆÂÒÒ‡ÏË ‚ ÔËÓ‰Â, Ò Ó‰ÌÓÈ ÒÚÓÓÌ˚, Ë ‰Îfl Û‰Ó‚-
ÎÂÚ‚ÓÂÌËfl Ì‡¯Ëı ÔÓÚÂ·ÌÓÒÚÂÈ, Ò ‰Û„ÓÈ» [3. ë. 10]. êÓ‰ËÌÓÈ
ÒÓ‚ÂÏÂÌÌÓÈ ÍÛÎ¸ÚÛ˚ ·˚ÎË ÒÚ‡Ì˚ ÑÂ‚ÌÂ„Ó ÇÓÒÚÓÍ‡, àÌ‰ËË Ë
äËÚ‡fl, „‰Â Á‡ Ú˚Òfl˜Ë ÎÂÚ ‰Ó Ì. ˝. ÒÎÓÊËÎËÒ¸ ÍÛÔÌ˚Â „ÓÒÛ‰‡ÒÚ-
‚‡. Ç ˝ÚËı ÒÚ‡Ì‡ı Û ÁÂÏÎÂ‰ÂÎ¸˜ÂÒÍËı Ë Ô‡ÒÚÛ¯¸Ëı ÔÎÂÏÂÌ Â„Ë-
ÒÚËÓ‚‡ÎËÒ¸ ÚÂ ËÎË ËÌ˚Â Ù‡ÍÚ˚ Ë ‚ÂÎËÒ¸ ÒËÒÚÂÏ‡ÚË˜ÂÒÍËÂ ‡Ò-
ÚÓÌÓÏË˜ÂÒÍËÂ Ì‡·Î˛‰ÂÌËfl. ÑÂ‚Ìflfl ‡ÒÚÓÌÓÏËfl ËÏÂÎ‡ ÚË ÔÓ-
·ÛÊ‰ÂÌËfl Í ‡Á‚ËÚË˛:

‡) Ô‡ÍÚË˜ÂÒÍ‡fl Ì‡Ô‡‚ÎÂÌÌÓÒÚ¸: ÌÂÓ·ıÓ‰ËÏÓÒÚ¸ ÛÏÂÚ¸ ÓÔÂ-
‰ÂÎflÚ¸ Ë ËÁÏÂflÚ¸ ‚ÂÏfl, ÒÓÒÚ‡‚ÎÂÌËÂ Í‡ÎÂÌ‰‡fl, ÔÂ‰ÒÍ‡Á‡ÌËÂ
ÒÓÍÓ‚ ÒÂÎ¸ÒÍÓıÓÁflÈÒÚ‚ÂÌÌ˚ı ‡·ÓÚ, ÓËÂÌÚËÓ‚‡ÌËÂ Ì‡ ÏÂÒÚÌÓ-
ÒÚË Ë ‚Ó ‚ÂÏfl ÒÛıÓÔÛÚÌ˚ı Ë ÏÓÒÍËı ÔÛÚÂ¯ÂÒÚ‚ËÈ;

·) Ï‡„Ëfl ‰Îfl ‚ÓÁ‰ÂÈÒÚ‚Ëfl Ì‡ ÔÒËıË˜ÂÒÍÓÂ ÒÓÒÚÓflÌËÂ Î˛‰ÂÈ,
‡ÒÚÓÎÓ„Ëfl ‰Îfl ÔÂ‰ÒÍ‡Á‡ÌËfl Ëı ÒÛ‰Â· (˜ÚÓ ‚˚Á˚‚‡ÎÓ ÙËÌ‡ÌÒÓ-
‚Û˛ ÔÓ‰‰ÂÊÍÛ ‡ÒÚÓÎÓ„Ó‚ ÏÌÓ„ËÏË Ô‡‚ËÚÂÎflÏË);

‚) Ì‡Û˜Ì˚È ËÌÚÂÂÒ Í ÔËÓ‰Â Ë ÒÚÂÏÎÂÌËÂ ÔÓÌflÚ¸ ÒÛÚ¸ fl‚-
ÎÂÌËÈ.

„Ë ÌÂÓ·ıÓ‰ËÏÓ ÚÓÎ¸ÍÓ ÁÌ‡ÌËÂ ‚˚Ò¯ÂÈ Ï‡ÚÂÏ‡ÚËÍË Ì‡ ÛÓ‚ÌÂ
‰‚Ûı ÍÛÒÓ‚ ÍÎ‡ÒÒË˜ÂÒÍÓ„Ó Ë ÚÂıÌË˜ÂÒÍÓ„Ó ÛÌË‚ÂÒËÚÂÚ‡, ‡ Ú‡ÍÊÂ
˝ÎÂÏÂÌÚ‡Ì˚ı Ò‚Â‰ÂÌËÈ ËÁ ÚÂÓËË ÙÛÌÍˆËÈ ÍÓÏÔÎÂÍÒÌÓ„Ó ÔÂÂ-
ÏÂÌÌÓ„Ó. Ç‚Ë‰Û ÓÚ˜‡ÒÚË Û˜Â·ÌÓ„Ó ı‡‡ÍÚÂ‡ ÍÌË„Ë ‚ ·Ë·ÎËÓ„‡-
ÙË˛ ‚ÍÎ˛˜ÂÌ˚ ÌÂÍÓÚÓ˚Â ÏÓÌÓ„‡ÙËË Ë Û˜Â·ÌËÍË Ë ‚ ÓÒÌÓ‚-
ÌÓÏ ÚÂÍÒÚÂ ÔË‚Â‰ÂÌ˚ ÒÒ˚ÎÍË Ì‡ ÌÂÍÓÚÓ˚Â ËÁ ÌËı.

Ä‚ÚÓ „ÎÛ·ÓÍÓ ÔËÁÌ‡ÚÂÎÂÌ Ì‡Û˜ÌÓÏÛ Â‰‡ÍÚÓÛ ÔÓÙÂÒÒÓÛ
Ä.è. í‡ÌÍÂÂ‚Û, ‚ÌËÏ‡ÚÂÎ¸ÌÓ ÔÓ˜ËÚ‡‚¯ÂÏÛ ÛÍÓÔËÒ¸ Ë Ò‰ÂÎ‡‚-
¯ÂÏÛ fl‰ ÔÓÎÂÁÌ˚ı Á‡ÏÂ˜‡ÌËÈ. ü „ÎÛ·ÓÍÓ ÔËÁÌ‡ÚÂÎÂÌ Ö.ë. ÑÂ-
ÏËÌÓÈ Á‡ ˜ÚÂÌËÂ ÛÍÓÔËÒË, ÔÓ‚ÂÍÛ ÙÓÏÛÎ Ë ÔÓÒÚÓÂÌËÂ
ÏÌÓ„Ëı ËÒÛÌÍÓ‚ ‚ ˝ÚÓÈ ÍÌË„Â; Ñ.Ç. ÑÓÎ„Ëı Ë î.ç. ê˚·‡ÍÓ‚Û Á‡
ÔÂ‰ÓÒÚ‡‚ÎÂÌÌ˚Â ËÒÛÌÍË. Ä‚ÚÓ ·Î‡„Ó‰‡ÂÌ Ú‡ÍÊÂ ã.É. ëÍÓ-
ÌflÍÓ‚Û Á‡ Í‡ÚÍÓ‚ÂÏÂÌÌÓÂ Ì‡˜‡Î¸ÌÓÂ ÒÓÚÛ‰ÌË˜ÂÒÚ‚Ó ‚ ‡·ÓÚÂ
Ì‡‰ ˝ÚÓÈ ÍÌË„ÓÈ, ë.Ä. á˚ÍÓ‚Û Á‡ ÒÓ‚ÂÚ˚ ÔÓ ÒÓ‰ÂÊ‡ÌË˛ „Î‡‚˚ 7.
Ç˚‡Ê‡˛ ÔËÁÌ‡ÚÂÎ¸ÌÓÒÚ¸ ‰ËÂÍˆËË àîå ìé êÄç Á‡ ÔÂ‰Ó-
ÒÚ‡‚ÎÂÌÌÛ˛ ‚ÓÁÏÓÊÌÓÒÚ¸ ‡·ÓÚ˚ Ì‡‰ ÏÓÌÓ„‡ÙËÂÈ. ç‡ÍÓÌÂˆ, fl
ÔËÁÌ‡ÚÂÎÂÌ ÏÓÂÈ ÊÂÌÂ å‡„‡ËÚÂ Á‡ ÔÓ‰‰ÂÊÍÛ.
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Ç àÌ‰ËË ‡ÒÚÓÌÓÏ ü‰ÊÌ‡‚ÓÎÍ¸fl (Yajnavalkya) (c IX ÔÓ VI ‚.
‰Ó Ì. ˝.) ‚ ÂÁÛÎ¸Ú‡ÚÂ ËÁÏÂÂÌËÈ ÓÔÂ‰ÂÎËÎ, ˜ÚÓ ÓÚÌÓ¯ÂÌËÂ ‡Ò-
ÒÚÓflÌËfl ÓÚ ãÛÌ˚ ‰Ó áÂÏÎË Í ‡‰ËÛÒÛ ãÛÌ˚ ‡‚ÌÓ 108 Ë ‚Ó ÒÚÓÎ¸-
ÍÓ ÊÂ ‡Á ‡‰ËÛÒ ëÓÎÌˆ‡ ·ÓÎ¸¯Â ‡‰ËÛÒ‡ áÂÏÎË. ùÚË ÁÌ‡˜ÂÌËfl
Ô‡ÍÚË˜ÂÒÍË ÒÓ‚Ô‡‰‡˛Ú Ò ÒÓ‚ÂÏÂÌÌ˚ÏË: 110,6 Ë 109,1 ÒÓÓÚ‚ÂÚ-
ÒÚ‚ÂÌÌÓ. àÁ ‡ÒÚÓÌÓÏË˜ÂÒÍËı Ú‡ÍÚ‡ÚÓ‚ VI ‚. ‰Ó Ì. ˝. ‚Ë‰ÌÓ, ˜ÚÓ
ËÌ‰ÛÒ˚ ÁÌ‡ÎË Ó ‚‡˘ÂÌËË áÂÏÎË ‚ÓÍÛ„ Ò‚ÓÂÈ ÓÒË. Ç ‰Â‚ÌËı ÍË-
Ú‡ÈÒÍËı ÎÂÚÓÔËÒflı ÓÔËÒ‡ÌÓ ËÁÏÂÌÂÌËÂ ‚˚ÒÓÚ˚ ëÓÎÌˆ‡ Ì‡‰ „ÓË-
ÁÓÌÚÓÏ, Ì‡·Î˛‰ÂÌËfl ÍÓÏÂÚ˚ Ë ÔflÚË ÔÎ‡ÌÂÚ. Ç IV ‚. ‰Ó Ì. ˝. ÍËÚ‡È-
ÒÍËÈ ‡ÒÚÓÌÓÏ òË òÂÌ¸ ÒÓÒÚ‡‚ËÎ Á‚ÂÁ‰Ì˚È Í‡Ú‡ÎÓ„, ÒÓ‰ÂÊ‡-
˘ËÈ 800 Á‚ÂÁ‰. ÄÒÚÓÌÓÏ åÓ óËÌ„ ‚ III ‚. ‰Ó Ì. ˝. ÒÚ‡Î ‡‚ÚÓÓÏ
‡ÌÌÂÈ ‚ÂÒËË Á‡ÍÓÌ‡ ‰‚ËÊÂÌËfl.

ÑÂ‚Ìflfl ÙËÁËÍ‡ (ÔË·ÎËÁËÚÂÎ¸ÌÓ ÓÚ 600 „. ‰Ó Ì. ˝. ÔÓ 700 „. Ì. ˝.)
fl‚ÎflÂÚÒfl ÔÓ˜ÚË ËÒÍÎ˛˜ËÚÂÎ¸ÌÓ ÙËÁËÍÓÈ „ÂÍÓ‚. «èÂ‚˚ÏË ÙË-
ÁËÍ‡ÏË ·˚ÎË Ì‡ÚÛÙËÎÓÒÓÙ˚, ÍÓÚÓ˚Â Ô˚Ú‡ÎËÒ¸ ‡ÁÂ¯ËÚ¸
ÒÚ‡Û˛ ÔÓ·ÎÂÏÛ Ó ÔÓËÒıÓÊ‰ÂÌËË ÏË‡ Ë Ó ÒÓ‚Â¯‡˛˘ËıÒfl ‚
ÌÂÏ ËÁÏÂÌÂÌËflı ÌÂ ÔÂÊÌËÏË ÏËÙÓÎÓ„Ë˜ÂÒÍËÏË ·‡ÒÌflÏË, ‡ ÂÒÚÂ-
ÒÚ‚ÂÌÌ˚Ï ÔÛÚÂÏ. ÑÓËÒÍË‚‡flÒ¸ Ì‡˜‡Î‡ ‚ÒÂı ‚Â˘ÂÈ, Ú. Â. Ï‡ÚÂËË
ËÎË ‚Â˘ÂÒÚ‚‡, ËÁ ÍÓÂ„Ó ÔÓËÁÓ¯ÎÓ ‚ÒÂ ‚Ë‰ËÏÓÂ, Ë ‰ÂflÚÂÎfl, Ó·ÛÒ-
ÎÓ‚ÎË‚‡˛˘Â„Ó ‚ÒÂ ‚Ë‰ËÏÓÂ, ÓÌË Ò ‰ÂÚÒÍÓÈ ‰Ó‚Â˜Ë‚ÓÒÚ¸˛ Ì‡‰Âfl-
ÎËÒ¸ Ò‡ÁÛ ËÁ„Ì‡Ú¸ ‚ÒÂ ‰Ó‚Â˜Ë‚ÓÂ ËÁ ÏËÓÁ‰‡ÌËfl. èÂ‰ÔËflÚËÂ
˝ÚÓ, ÍÓÌÂ˜ÌÓ, ·ÂÁÌ‡‰ÂÊÌÓÂ, ÌÓ Á‡Ï‡Ì˜Ë‚ÓÂ. çÂ‚ÁË‡fl Ì‡ ÏÌÓ„Ó-
˜ËÒÎÂÌÌ˚Â ÌÂÛ‰‡˜Ë, ‰‡ÊÂ ‚ Ì‡¯Ë ‰ÌË ÒÏÂÎ˚Â ÙËÎÓÒÓÙ˚ ÔÓ·Û-
˛Ú ‡ÒÒÂ˜¸ ÛÁÂÎ Ó‰ÌËÏ Ï‡ıÓÏ, Ë Ï‡ÒÒ‡ ÔÓ-ÔÂÊÌÂÏÛ Ë‰ÂÚ Í ÌËÏ Ò
Ì‡‰ÂÊ‰Ó˛ Ë ÒÓ˜Û‚ÒÚ‚ËÂÏ. ÑÎfl Ì‡ÛÍË ‰Â‚ÌËı ˝Ú‡ ‚˚ÒÓÍ‡fl ˆÂÎ¸
ÔËÌÂÒÎ‡ ÔÓÎÓÊËÚÂÎ¸ÌÛ˛ ÔÓÎ¸ÁÛ, ‚ÓÁ·ÛÊ‰‡fl ÊË‚ÓÈ ËÌÚÂÂÒ Í
ÔËÓ‰Â, ÌÓ ‚ÏÂÒÚÂ Ò ÚÂÏ Ë ÔÓÎÓÊËÚÂÎ¸Ì˚È ‚Â‰, ÓÚÍÎÓÌflfl ‚ÌË-
Ï‡ÌËÂ ÓÚ Ô‡‚ËÎ¸ÌÓ„Ó ÔÛÚË, ‚Â‰Û˘Â„Ó ÓÚ ËÁÛ˜ÂÌËfl ˜‡ÒÚÌÓ„Ó Í
Ó·˙flÒÌÂÌË˛ ˆÂÎÓ„Ó. ÉÂ˜ÂÒÍËÈ ÛÏ ÓÚÎË˜‡ÂÚÒfl ÓÒÓ·ÂÌÌÓÈ ÒËÎÓÈ
Ú‚Ó˜ÂÒÚ‚‡ ‚ Ó·Î‡ÒÚË „ËÔÓÚÂÁ. éÌ, ÏÓÊÌÓ ÒÍ‡Á‡Ú¸, ÔÓ˜ÚË ËÒ˜Â-
Ô‡Î ‚ÒÂ Ï˚ÒÎËÏ˚Â ÚÂÓËË ‰Îfl Ó·˙flÒÌÂÌËfl ‚ÒÂÎÂÌÌÓÈ, Ú‡Í ˜ÚÓ Ì‡-
¯Ë ÒÓ‚ÂÏÂÌÌ˚Â „ËÔÓÚÂÁ˚ ÏÓÊÌÓ ÔËÁÌ‡Ú¸ Í‡Í ·˚ ÌÂÔÓÒÂ‰ÒÚ-
‚ÂÌÌ˚Ï ÔÓ‰ÓÎÊÂÌËÂÏ ÔÓÔ˚ÚÓÍ ‰Â‚ÌËı» ([4]. ë. 33). «ÑÂ‚ÌËÂ
„ÂÍË, Ì‡‰ÂÎÂÌÌ˚Â Í‡ÍÓÈ-ÚÓ ÔÂ‚Ó·˚ÚÌÓÈ flÒÌÓÒÚ¸˛ Ë Ú‚Ó˜ÂÒ-
ÍÓÈ ÒËÎÓÈ, ÔÂÂ‰‡ÎË ˘Â‰˚Â ‰‡˚ Á‡Ô‡‰ÌÓÈ Ï˚ÒÎË: ËÏÂÌÌÓ ÓÚ-
Ò˛‰‡, ËÁ ÓÍ‡Á‡‚¯Â„ÓÒfl ‚Â˜Ì˚Ï ËÒÚÓ˜ÌËÍ‡ ˜ÂÔ‡ÂÚ ÓÌ‡ Ò‚ÓË ÔÓ-
ÁÂÌËfl, ‚‰ÓıÌÓ‚ÂÌËfl Ë Ó·ÌÓ‚ÎÂÌËfl. ëÓ‚ÂÏÂÌÌ‡fl Ì‡ÛÍ‡, ÒÂ‰ÌÂ-
‚ÂÍÓ‚‡fl ÚÂÓÎÓ„Ëfl, ÍÎ‡ÒÒË˜ÂÒÍËÈ „ÛÏ‡ÌËÁÏ – ‚ÒÂ ˝ÚÓ ‚ ÌÂÓÔÎ‡Ú-
ÌÓÏ ‰ÓÎ„Û Û ‰Â‚ÌËı „ÂÍÓ‚. ÑÎfl äÓÔÂÌËÍ‡ Ë äÂÔÎÂ‡, ‰Îfl Ä‚-
„ÛÒÚËÌ‡ Ë ÄÍ‚ËÌ‡Ú‡ „Â˜ÂÒÍ‡fl Ï˚ÒÎ¸ ÓÍ‡Á‡Î‡Ò¸ ÒÚÓÎ¸ ÊÂ ÓÒÌÓ‚Ó-
ÔÓÎ‡„‡˛˘ÂÈ, ˜ÚÓ Ë ‰Îfl ñËˆÂÓÌ‡ Ë èÂÚ‡ÍË. ç‡¯Â Ï˚¯ÎÂ-

íÛ‰ÌÓ ÛÒÚ‡ÌÓ‚ËÚ¸, ÍÚÓ ‚ ˝ÔÓıÛ ‰Â‚ÌËı ˆË‚ËÎËÁ‡ˆËÈ ‰ÂÎ‡Î ÚÂ
ËÎË ËÌ˚Â ‚ÂÎËÍËÂ ÓÚÍ˚ÚËfl. èËÏÂÌÓ 4000 ÎÂÚ Ì‡Á‡‰ ‚ åÂÒÓÔÓ-
Ú‡ÏËË ·˚ÎË ÔÓÒÚÓÂÌ˚ ·Ó„‡Ú˚Â „ÓÓ‰‡ Ò Ó·¯ËÌÓÈ ÚÓ„Ó‚ÎÂÈ. ç‡-
ÒÂÎfl˛˘ËÂ ÂÂ Ì‡Ó‰ÌÓÒÚË – Ò‡Ï‡ËÚflÌÂ, ‚‡‚ËÎÓÌflÌÂ, ¯ÛÏÂ˚ – ËÒ-
ÔÓÎ¸ÁÓ‚‡ÎË ÔËÒ¸ÏÂÌÌÓÒÚ¸, ÔÂÍ‡ÒÌÓ ‚Î‡‰ÂÎË ÍÓÏÏÂ˜ÂÒÍÓÈ
‡ËÙÏÂÚËÍÓÈ. ÄÒÚÓÌÓÏË˜ÂÒÍËÂ Ì‡·Î˛‰ÂÌËfl ÚÂı ‚ÂÏÂÌ ÒÎÛÊËÎË
ıÓÓ¯ÂÈ ÓÒÌÓ‚ÓÈ ‰Îfl ÒÓÒÚ‡‚ÎÂÌËfl Í‡ÎÂÌ‰‡ÂÈ. Ç ÑÂ‚ÌÂÏ Ç‡‚ËÎÓ-
ÌÂ, Ö„ËÔÚÂ, àÌ‰ËË Ë äËÚ‡Â ‡ÒÚÓÌÓÏË˜ÂÒÍËÂ Ì‡·Î˛‰ÂÌËfl ‚ÂÎËÒ¸ Ì‡
ÒÔÂˆË‡Î¸Ì˚ı ı‡ÏÓ‚˚ı ÔÎÓ˘‡‰Í‡ı. Ç ÒÚ‡Ì‡ı ÑÂ‚ÌÂ„Ó ÇÓÒÚÓÍ‡
‡ÒÚÓÌÓÏË˜ÂÒÍËÂ ÁÌ‡ÌËfl ·˚ÎË ÏÓÌÓÔÓÎËÁËÓ‚‡Ì˚ ÊÂˆ‡ÏË. Ç‡‚Ë-
ÎÓÌÒÍËÂ ÊÂˆ˚ ÛÒÚ‡ÌÓ‚ËÎË ‚Ë‰ËÏ˚È ÔÛÚ¸ ‰‚ËÊÂÌËfl ëÓÎÌˆ‡ (˝Í-
ÎËÔÚËÍÛ) Ë ‡Á‰ÂÎËÎË Â„Ó Ì‡ 12 ̃ ‡ÒÚÂÈ (ÒÓÁ‚ÂÁ‰ËÈ ÁÓ‰Ë‡Í‡). èÓ ÔÓ-
¯ÂÒÚ‚ËË Ú˚Òfl˜Ë ÎÂÚ ‚‡‚ËÎÓÌflÌÂ ‡Á‡·ÓÚ‡ÎË ËÁÛÏËÚÂÎ¸ÌÛ˛ Ï‡ÚÂ-
Ï‡ÚË˜ÂÒÍÛ˛ ÒËÒÚÂÏÛ ÔÂ‰ÒÍ‡Á‡ÌËÈ ‰‚ËÊÂÌËÈ ãÛÌ˚, ëÓÎÌˆ‡ Ë
Á‚ÂÁ‰, ÍÓÚÓ˚Â Ì‡ÌÓÒËÎËÒ¸ Ì‡ Í‡ÚÛ ÁÓ‰Ë‡Í‡. í˘‡ÚÂÎ¸Ì˚Â Ì‡·Î˛-
‰ÂÌËfl ‚ÂÎËÒ¸ Á‡ ÔÎ‡ÌÂÚ‡ÏË (ÔÓ-„Â˜ÂÒÍË «ÒÚ‡ÌÌËÍ‡ÏË»), ÍÓÚÓ˚Â
ÓÚÎË˜‡ÎËÒ¸ ÓÚ Á‚ÂÁ‰ flÍÓÒÚ¸˛ Ò‚Â˜ÂÌËfl Ë ÚÂÏ, ˜ÚÓ ÓÌË ·ÎÛÊ‰‡ÎË
ÔÓ Ò‚ÓËÏ Ó·ËÚ‡Ï ‚·ÎËÁË ˝ÍÎËÔÚËÍË Ë Ëı ÔÓÎÓÊÂÌËÂ Ì‡ ÌÂ·ÂÒÌÓÏ
Ò‚Ó‰Â ËÁÏÂÌflÎÓÒ¸ ÓÚÌÓÒËÚÂÎ¸ÌÓ Á‚ÂÁ‰. ç‡·Î˛‰‡ÚÂÎflÏË ‚ Ç‡‚ËÎÓÌÂ
·˚Î Ì‡È‰ÂÌ Ú‡ÍÊÂ ÒÔÓÒÓ· ‚˚˜ËÒÎÂÌËfl ‚ÂÏÂÌË Á‡ÚÏÂÌËÈ Ë ÛÒÚ‡-
ÌÓ‚ÎÂÌ Í‡ÎÂÌ‰‡¸. ÇÂÏfl ÔÓ ‚‡‚ËÎÓÌÒÍÓÏÛ Í‡ÎÂÌ‰‡˛ ÔÓ‰‡Á‰ÂÎfl-
ÎÓÒ¸ Ì‡ ÒÛÚÍË, ÎÛÌÌ˚È ÏÂÒflˆ Ë „Ó‰. èÓÒÎÂ‰ÌËÈ ÒÓÒÚÓflÎ ËÁ 364 ÒÛÚÓÍ.

í‡ÍÊÂ ·ÓÎÂÂ 4000 ÎÂÚ Ì‡Á‡‰ ÔÓˆ‚ÂÚ‡Î Ö„ËÔÂÚ, „‰Â ËÁ-Á‡ ÛÏÂ-
ÌËfl ÔÂ‰ÒÍ‡Á˚‚‡Ú¸ ‡ÁÎË‚˚ çËÎ‡, Ó·ÌÓ‚Îfl˛˘ËÂ ÔÎÓ‰ÓÓ‰ÌÓÒÚ¸
ÔÓ˜‚˚, ‡ÒÚÓÌÓÏËfl Ë„‡Î‡ ÓÒÓ·Û˛ ÓÎ¸. ÄÒÚÓÌÓÏË˜ÂÒÍËÂ Ì‡-
·Î˛‰ÂÌËfl ‚ÂÎË ÊÂˆ˚ – «„ÓÒÔÓ‰ÒÚ‚Û˛˘‡fl Í‡ÒÚ‡ ÛÍÓ‚Ó‰ËÚÂÎÂÈ
ÁÂÏÎÂ‰ÂÎËfl» (ä. å‡ÍÒ). Ö„ËÔÂÚÒÍ‡fl ‡ÒÚÓÌÓÏËfl ·˚Î‡ ÔÓ˘Â ‚‡-
‚ËÎÓÌÒÍÓÈ. ì Â„ËÔÚflÌ ËÏÂÎÒfl ÒÓÎÌÂ˜Ì˚È „Ó‰, ÒÓÒÚÓfl˘ËÈ ËÁ
12 ÏÂÒflˆÂ‚ ÔÓ 30 ‰ÌÂÈ Í‡Ê‰˚È, ÔÎ˛Ò ÔflÚ¸ ÎË¯ÌËı ‰ÌÂÈ. ç‡·Î˛-
‰ÂÌËflÏ Á‡ Á‡ÚÏÂÌËflÏË, ãÛÌÓÈ Ë ÔÎ‡ÌÂÚ‡ÏË ÓÌË Û‰ÂÎflÎË ÍÛ‰‡
ÏÂÌ¸¯Â ‚ÌËÏ‡ÌËfl. íÓÎ¸ÍÓ ÔÓÁ‰ÌÂÂ, ÒÔÛÒÚfl 2000 ÎÂÚ, ÓÌË ÒÚ‡ÎË
‚ÂÒÚË ÚÓ˜Ì˚Â Ì‡·Î˛‰ÂÌËfl Á‡ ÔÎ‡ÌÂÚ‡ÏË ‰Îfl ‡ÒÚÓÎÓ„ËË. ÇÏÂÒÚÂ
Ò ‡ÒÚÓÌÓÏËÂÈ ‡Á‚Ë‚‡Î‡Ò¸ Ï‡ÚÂÏ‡ÚËÍ‡. éÌ‡ Ò‚Ó‰ËÎ‡Ò¸ ÔÂËÏÛ-
˘ÂÒÚ‚ÂÌÌÓ Í ÓÔÂ‡ˆËflÏ ‡ËÙÏÂÚË˜ÂÒÍÓ„Ó Ò˜ÂÚ‡, ÔË‚flÁ‡ÌÌ˚Ï Í
Ô‡ÍÚË˜ÂÒÍËÏ ˆÂÎflÏ, Í‡Í, Ì‡ÔËÏÂ, ËÁÏÂÂÌË˛ ÍÓÎË˜ÂÒÚ‚‡ ÚÓ-
‚‡Ó‚ ËÎË ‰ÂÎÂÌË˛ ÓÔÂ‰ÂÎÂÌÌÓ„Ó ˜ËÒÎ‡ ‚Â˘ÂÈ Ì‡ ‰‡ÌÌÓÂ ˜ËÒÎÓ
ÎËˆ, Ó„‡ÌËÁ‡ˆËË ‡·ÓÚ ‡ÏËÈ ‡·Ó˜Ëı ‰Îfl ‚ÔÂ˜‡ÚÎfl˛˘Ëı ‡ıË-
ÚÂÍÚÛÌ˚ı ÒÓÓÛÊÂÌËÈ Ù‡‡ÓÌÓ‚. ÉÂÓÏÂÚËfl ËÏÂÎ‡ Ú‡ÍÊÂ Ô‡Í-
ÚË˜ÂÒÍËÈ ı‡‡ÍÚÂ. éÌ‡ ÔÓÏÓ„‡Î‡ ‡ÁÏÂÚËÚ¸ ÔÓÎfl, ÓÔÂ‰ÂÎËÚ¸
ÔÎÓ˘‡‰Ë ÁÂÏÂÎ¸Ì˚ı Û˜‡ÒÚÍÓ‚ ÔÓÒÎÂ ÔÂËÓ‰Ë˜ÂÒÍËı ‡ÁÎË‚Ó‚
çËÎ‡, ÒÔÓÂÍÚËÓ‚‡Ú¸ Ë ÒÍÓÌÒÚÛËÓ‚‡Ú¸ ÔË‡ÏË‰˚.
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Ë˘ÛÚ ÁÌ‡ÌËÂ ‡‰Ë Ò‡ÏÓ„Ó ÁÌ‡ÌËfl, ‡ ÌÂ ‡‰Ë Í‡ÍÓÈ-ÚÓ Ô‡ÍÚË˜ÂÒ-
ÍÓÈ ÔÓÎ¸Á˚… é˜Â‚Ë‰ÌÓ, ˜ÚÓ Ï˚ Á‡ÌËÏ‡ÂÏÒfl ÙËÎÓÒÓÙËÂÈ ÌÂ ‡-
‰Ë ÔË·˚ÎË, ‚ÌÂ ÂÂ Ì‡ıÓ‰fl˘ÂÈÒfl, Ì‡ÔÓÚË‚, Ó˜Â‚Ë‰ÌÓ, ˜ÚÓ, Í‡Í
˜ÂÎÓ‚ÂÍ‡ ÏÓÊÌÓ Ì‡Á‚‡Ú¸ Ò‚Ó·Ó‰Ì˚Ï ÎË¯¸ ÚÓ„‰‡, ÍÓ„‰‡ ÓÌ ˆÂÎ¸
Ò‡ÏÓ„Ó ÒÂ·fl, ÚÓ˜ÌÓ Ú‡Í ÊÂ ÎË¯¸ Ú‡ ËÁ Ì‡ÛÍ ÏÓÊÂÚ ·˚Ú¸ Ì‡Á‚‡Ì‡
Ò‚Ó·Ó‰ÌÓÈ, ÍÓÚÓ‡fl ËÏÂÂÚ ˆÂÎ¸ ‚ Ò‡ÏÓÈ ÒÂ·Â» [7. ë. 13].

ÉÂ˜ÂÒÍ‡fl Ì‡ÛÍ‡ ‚ ÓÚÎË˜ËÂ ÓÚ Ú‡ÍÓ‚ÓÈ ÒÚ‡Ì ÑÂ‚ÌÂ„Ó ÇÓÒÚÓ-
Í‡, ÌÂ ·˚Î‡ ÔË‚ËÎÂ„ËÂÈ ÊÂˆÓ‚. ç‡Û˜Ì˚ÏË ËÒÒÎÂ‰Ó‚‡ÌËflÏË Á‡-
ÌËÏ‡ÎËÒ¸ Ò‚Ó·Ó‰Ì˚Â „‡Ê‰‡ÌÂ. èÓfl‚ËÎËÒ¸ ÔÓÙÂÒÒËÓÌ‡Î¸Ì˚Â
Û˜ËÚÂÎfl Ë Û˜ÂÌ˚Â, ÔÓÎÛ˜‡‚¯ËÂ Ï‡ÚÂË‡Î¸ÌÓÂ ‚ÓÁÌ‡„‡Ê‰ÂÌËÂ ÓÚ
˜‡ÒÚÌ˚ı ÎËˆ Ë „ÓÒÛ‰‡ÒÚ‚‡, Ë ÔÂ‚˚Â Ì‡Û˜Ì˚Â ¯ÍÓÎ˚ Ë Û˜ÂÊ‰Â-
ÌËfl. ç‡ÛÍ‡ ÎË¯ËÎ‡Ò¸ ÔÓÍÓ‚‡ Ú‡ËÌÒÚ‚ÂÌÌÓÒÚË, ÓÍÛÊ‡‚¯Â„Ó
ÊÂˆÓ‚ ÑÂ‚ÌÂ„Ó Ö„ËÔÚ‡. éÌ‡ ‡Á‚Ë‚‡ÂÚÒfl ÓÚÍ˚ÚÓ ‚ ÒÔÓ‡ı Ë
·Ó¸·Â ÏÌÂÌËÈ. éÒÌÓ‚‡ÚÂÎ¸ ÔÂ‚Ó„Ó Ì‡Û˜ÌÓ„Ó Ì‡Ô‡‚ÎÂÌËfl
(ËÓÌËÈÒÍÓÈ ¯ÍÓÎ˚) î‡ÎÂÒ åËÎÂÚÒÍËÈ (600–500 „„. ‰Ó Ì. ˝.) –
Ó‰ËÌ ËÁ ÒÂÏË ÏÛ‰ÂˆÓ‚ ÉÂˆËË – ·˚Î ÓÒÌÓ‚ÓÔÓÎÓÊÌËÍÓÏ „Â˜Â-
ÒÍÓÈ Ì‡ÛÍË Ë ÙËÎÓÒÓÙËË. éÌ ÒÓ·‡Î ‚ÒÂ, ˜ÚÓ ·˚ÎÓ Ò‰ÂÎ‡ÌÓ ‰Ó ÚÓ-
„Ó ‚ÂÏÂÌË ‚ Ó·Î‡ÒÚË „ÂÓÏÂÚËË, Ë ÔË‚ÂÎ ˝ÚÛ Ó·Î‡ÒÚ¸ ÁÌ‡ÌËÈ ‚
ÌÂÍÛ˛ ÒËÒÚÂÏÛ ÔËÌˆËÔÓ‚ Ë ‚˚‚Ó‰Ó‚. î‡ÎÂÒÛ ÔËÔËÒ˚‚‡˛Ú ÓÚ-
Í˚ÚËÂ Ì‡ÍÎÓÌÂÌËfl ˝ÍÎËÔÚËÍË, ÓÔÂ‰ÂÎÂÌËÂ ‰Ë‡ÏÂÚ‡ ãÛÌ˚,
Û˜ÂÌËÂ Ó ¯‡Ó‚Ë‰ÌÓÒÚË áÂÏÎË Ë ÂÂ ÌÂÔÓ‰‚ËÊÌÓÏ ÔÓÎÓÊÂÌËË ‚
ˆÂÌÚÂ ÇÒÂÎÂÌÌÓÈ. Ö„Ó ËÏÂÌÂÏ Ì‡Á‚‡Ì‡ Ó‰Ì‡ ËÁ ÚÂÓÂÏ „ÂÓÏÂÚ-
ËË. àÓÌËÈˆ˚ (î‡ÎÂÒ, ÄÌ‡ÍÒËÏ‡Ì‰, ÄÌ‡ÍÒËÏÂÌ) ÛÚ‚ÂÊ‰‡ÎË
ÔËÌˆËÔ Â‰ËÌÒÚ‚‡ Ï‡ÚÂËË Ë ‚ÔÂ‚˚Â ‚ Ì‡Ë‚ÌÓÈ Ë ÔËÏËÚË‚ÌÓÈ
ÙÓÏÂ ‚˚‰‚ËÌÛÎË Ë ÒÙÓÏÛÎËÓ‚‡ÎË ÓÒÌÓ‚Ì˚Â ÔËÌˆËÔ˚ ÙËÁË-
˜ÂÒÍÓÈ Ì‡ÛÍË. éÌË ÔÓÎ‡„‡ÎË, ˜ÚÓ „Î‡‚Ì‡fl Á‡‰‡˜‡ ÙËÁËÍË Ò‚Ó‰ËÚ-
Òfl Í Ò‚Â‰ÂÌË˛ ÏÌÓ„ÓÓ·‡ÁËfl ÓÍÛÊ‡˛˘Ëı ˜ÂÎÓ‚ÂÍ‡ fl‚ÎÂÌËÈ Í
Â‰ËÌ˚Ï ÔËÌˆËÔ‡Ï-ÔÂ‚ÓÌ‡˜‡Î‡Ï. é Ì‡˜‡ÎÂ ÊËÁÌË ÎÂ„ÂÌ‰‡ÌÓ-
„Ó èËÙ‡„Ó‡ ë‡ÏÓÒÒÍÓ„Ó (582–500 „„. ‰Ó Ì. ˝.) ËÁ‚ÂÒÚÌ˚È ·ËÓ-
„‡Ù ‡ÌÚË˜Ì˚ı ÙËÎÓÒÓÙÓ‚ ÑËÓ„ÂÌ ã‡˝ÚÒÍËÈ ÒÓÓ·˘‡ÂÚ Ì‡Ï:
«åÓÎÓ‰ÓÈ Ë Ê‡‰Ì˚È ‰Ó ÁÌ‡ÌËÈ, ÓÌ ÔÓÍËÌÛÎ ÓÚÂ˜ÂÒÚ‚Ó, ÓÒÌÓ‚‡Î
Ú‡ËÌÒÚ‚ÂÌÌ˚Â ÒÂÍÚ˚ Í‡Í ÒÂ‰Ë „ÂÍÓ‚, Ú‡Í Ë ÒÂ‰Ë ‚‡‚‡Ó‚.
Å˚Î ‚ Ö„ËÔÚÂ…, ‚·ÎËÁË ı‡Î‰ÂÂ‚ Ë Ï‡„Ó‚. ÇÔÓÒÎÂ‰ÒÚ‚ËË Ì‡ äË-
ÚÂ Ò ùÔËÏÂÌË‰ÓÏ ·˚Î ‚ ÔÂ˘ÂÂ à‰‡, ‡ ‚ ÚÓÏ ÊÂ Ö„ËÔÚÂ, ‚ Ò‚flÚË-
ÎË˘‡ı, ÔËÓ·˘ËÎÒfl Í Ú‡ËÌÒÚ‚‡Ï Â„ËÔÂÚÒÍËı ÊÂˆÓ‚. ÇÂÌÛ‚-
¯ËÒ¸ Ì‡ ë‡ÏÓÒ, Ì‡¯ÂÎ Ó‰ËÌÛ ÔÓ‰ Ë„ÓÏ ÚË‡Ì‡ èÓÎËÍ‡Ú‡, ÔÓÚÓ-
ÏÛ ÓÚÔÎ˚Î Ì‡ Ô‡ÛÒ‡ı ‚ ËÚ‡ÎËÈÒÍËÈ äÓÚÓÌ, „‰Â ÒÓÒÚ‡‚ËÎ Á‡ÍÓÌ˚
ËÚ‡ÎËÈˆ‡Ï, ˜ÂÏ ÒÌËÒÍ‡Î ‚ÂÎËÍÛ˛ ÒÎ‡‚Û ÒÂ·Â Ë ÔËÒÔÂ¯ÌËÍ‡Ï,
˜ËÒÎÓÏ ÓÍÓÎÓ 300, Ô‡‚ÎÂÌËÂ ÍÓËı ·˚ÎÓ ÔÓ˜ÚË ‡ËÒÚÓÍ‡ÚË˜ÂÒ-
ÍËÏ» [7. ë. 27]. èËÙ‡„Ó ÓÒÌÓ‚‡Î ¯ÍÓÎÛ Ë Ú‡ÈÌ˚È ÙËÎÓÒÓÙÒÍÓ-
ÔÓÎËÚË˜ÂÒÍËÈ ÒÓ˛Á, ÍÓÚÓ˚Â ÔÓˆ‚ÂÚ‡ÎË ÓÍÓÎÓ 200 ÎÂÚ. Ç ˝ÚÓÚ

ÌËÂ – ·Î‡„Ó‰‡fl ÔÓÌËÁ˚‚‡˛˘ÂÈ Â„Ó ÎÓ„ËÍÂ – ‚ÒÂ Â˘Â ÓÒÚ‡ÂÚÒfl
„ÎÛ·ÓÍÓ „Â˜ÂÒÍËÏ: ‰Ó Ú‡ÍÓÈ ÒÚÂÔÂÌË, ˜ÚÓ ÔÂÊ‰Â ˜ÂÏ ÔËÒÚÛ-
ÔËÚ¸ Í ËÁÛ˜ÂÌË˛ ı‡‡ÍÚÂ‡ ÒÓ·ÒÚ‚ÂÌÌÓ„Ó Ï˚¯ÎÂÌËfl Ï˚ ‰ÓÎÊÌ˚
‚ÌËÏ‡ÚÂÎ¸ÌÓ ‚ÒÏÓÚÂÚ¸Òfl ‚ Ï˚¯ÎÂÌËÂ „ÂÍÓ‚. éÌË Á‡ÎÓÊËÎË ÓÒ-
ÌÓ‚Û Ë ‰Û„Ëı Ì‡¯Ëı ÓÒÓ·ÂÌÌÓÒÚÂÈ. ã˛·ÓÁÌ‡ÚÂÎ¸ÌÓÒÚ¸, ÒÚ‡ÒÚ¸ Í
ÌÓ‚Ó‚‚Â‰ÂÌËflÏ, ÍËÚË˜ÂÒÍËÂ Ì‡ÍÎÓÌÌÓÒÚË, „ÎÛ·ÓÍËÈ ËÌÚÂÂÒ Í
ÔÓ·ÎÂÏ‡Ï ÜËÁÌË Ë ëÏÂÚË, ÒÚÂÏÎÂÌËÂ Í ÛÔÓfl‰Ó˜ÂÌÌÓÒÚË,
ÒÍÂÔÚË˜ÂÒÍÓÂ ÓÚÌÓ¯ÂÌËÂ Í Ó·˘ÂÔËÌflÚ˚Ï ËÒÚËÌ‡Ï – ‚ÒÂÏË ˝ÚË-
ÏË ı‡‡ÍÚÂÌ˚ÏË Í‡˜ÂÒÚ‚‡ÏË „ÂÍË Á‡ÎÓÊËÎË ÚÂ ËÌÚÂÎÎÂÍÚÛ‡Î¸-
Ì˚Â ˆÂÌÌÓÒÚË, ÍÓÚÓ˚Â Ë ÒÂ„Ó‰Ìfl ÁÌ‡˜‡Ú ÌÂ ÏÂÌ¸¯Â, ˜ÂÏ ‚ V ‚Â-
ÍÂ ‰Ó ê. X.» [6. ë. 8].

Ç VII Ë VI ‚. ‰Ó Ì. ˝. ÉÂˆËfl ÔÂÚÂÔÂÎ‡ ‚‡ÊÌ˚Â ÒÓˆË‡Î¸ÌÓ-
˝ÍÓÌÓÏË˜ÂÒÍËÂ ÔÂÂÏÂÌ˚, ÔÂ‚‡ÚË‚¯ËÒ¸ ‚ ˆÂÌÚ ÂÏÂÒÎÂÌÌÓÈ
ËÌ‰ÛÒÚËË Ë ÍÓÏÏÂˆËË. ÉÓÓ‰‡ ÔÂ‚‡˘‡ÎËÒ¸ ‚ ˆ‚ÂÚÛ˘ËÂ Ó‡ÁË-
Ò˚ Ò ‰ÂÏÓ„‡ÙË˜ÂÒÍËÏ ÓÒÚÓÏ, ‚ÔÂ‚˚Â ‚ ËÒÚÓËË ·˚ÎË ÒÓÁ‰‡Ì˚
Ò‚Ó·Ó‰Ì˚Â ÔÓÎËÚË˜ÂÒÍËÂ ËÌÒÚËÚÛÚ˚. «ë Ó·‡ÁÓ‚‡ÌËÂÏ ÔÓÎËÒ‡,
Ú. Â. „ÓÓ‰‡-„ÓÒÛ‰‡ÒÚ‚‡, „ÂÍ ÌÂ ˜Û‚ÒÚ‚Ó‚‡Î ·ÓÎ¸¯Â Ó„‡ÌË˜ÂÌËÈ
‚ Â‡ÎËÁ‡ˆËË ÒÓ·ÒÚ‚ÂÌÌÓÈ Ò‚Ó·Ó‰˚. ÅÓÎÂÂ ÚÓ„Ó, Ò‡Ï ˜ÂÎÓ‚ÂÍ ÒÓ-
Â‰ËÌflÎÒfl Ò „‡Ê‰‡ÌËÌÓÏ. ÉÓÒÛ‰‡ÒÚ‚Ó ÒÚ‡ÌÓ‚ËÎÓÒ¸ Ë ÓÒÚ‡‚‡ÎÓÒ¸
‚ÔÎÓÚ¸ ‰Ó ˝ÎÎËÌËÒÚË˜ÂÒÍÓÈ ˝ÔÓıË ˝ÚË˜ÂÒÍËÏ „ÓËÁÓÌÚÓÏ „ÂÍ‡.
ÉÓÒÛ‰‡ÒÚ‚ÂÌÌ˚Â ˆÂÎË Ó˘Û˘‡ÎËÒ¸ Í‡Í ÒÓ·ÒÚ‚ÂÌÌ˚Â ˆÂÎË, ·Î‡„Ó
„ÓÒÛ‰‡ÒÚ‚‡ Í‡Í ÒÓ·ÒÚ‚ÂÌÌÓÂ ·Î‡„Ó, Ò‚Ó·Ó‰‡ „ÓÒÛ‰‡ÒÚ‚‡ Í‡Í ÒÓ·-
ÒÚ‚ÂÌÌ‡fl Ò‚Ó·Ó‰‡» [7. ë. 12].

Ç‡‚ËÎÓÌflÌÂ Ë Â„ËÔÚflÌÂ ÔÂÂ‰‡ÎË „ÂÍ‡Ï ‡ÒÚÓÌÓÏË˜ÂÒÍËÂ
Ì‡·Î˛‰ÂÌËfl Ë Ï‡ÚÂÏ‡ÚË˜ÂÒÍËÂ ÁÌ‡ÌËfl. é‰Ì‡ÍÓ ÒÎÂÔÓÂ ÔÓÍÎÓÌÂ-
ÌËÂ Ë ÔÓ‚ËÌÓ‚ÂÌËÂ ‚ÓÒÚÓ˜Ì˚ı Ì‡Ó‰Ó‚ ÂÎË„ËÓÁÌÓÈ Ë ÔÓÎËÚË˜Â-
ÒÍÓÈ ‚Î‡ÒÚË ÌÂ ÔË‚ÂÎË Ëı Í Ï˚ÒÎË Ó ÌÂÓ·ıÓ‰ËÏÓÒÚË Ó·˙flÒÌÂÌËfl
‚ÒÂı fl‚ÎÂÌËÈ ÔËÓ‰˚ Ë ÛÒÚ‡ÌÓ‚ÎÂÌËfl Á‡ÍÓÌÓÏÂÌÓÈ Ò‚flÁË ÏÂÊ-
‰Û ÌËÏË. ä ˝ÚÓÈ ˆÂÎË „Â˜ÂÒÍËÂ Û˜ÂÌ˚Â ÒÚÂÏËÎËÒ¸ ÏÂÚÓ‰ÓÏ Ì‡-
ÚÛÙËÎÓÒÓÙËË Ë ÏÂÚÓ‰ÓÏ, ÍÓÚÓ˚È ËÁ‚ÂÒÚÌ˚È ËÒÚÓËÍ êÓÁÂÌ-
·Â„Â Ì‡Á‚‡Î ÏÂÚÓ‰ÓÏ Ï‡ÚÂÏ‡ÚË˜ÂÒÍÓÈ ÙËÁËÍË. åÂÚÓ‰ Ì‡ÚÛ-
ÙËÎÓÒÓÙËË Ô˚Ú‡ÂÚÒfl ‰‡Ú¸ Ó·˘ËÂ Á‡ÍÓÌ˚, ËÁ ÍÓÚÓ˚ı ÏÓÊÌÓ ·˚-
ÎÓ ·˚ ‚˚‚ÂÒÚË Á‡ÍÓÌ˚ ÔËÓ‰˚. éÌ, ÔÓ ÍÎ‡ÒÒËÙËÍ‡ˆËË ÔÂËÓ‰Ó‚
‡Á‚ËÚËfl ÙËÁËÍË êÓÁÂÌ·Â„Â‡ [4], „ÓÒÔÓ‰ÒÚ‚Ó‚‡Î ‰Ó ÄËÒÚÓÚÂÎfl
ÔË·ÎËÁËÚÂÎ¸ÌÓ Ò 600 ‰Ó 300 „. ‰Ó Ì. ˝. ÑÂ‚ÌËÂ „ÂÍË Ò˜ËÚ‡ÎË,
˜ÚÓ ÙËÎÓÒÓÙËfl ÛÍÓÂÌÂÌ‡ ‚ Ò‡ÏÓÈ ÔËÓ‰Â ˜ÂÎÓ‚ÂÍ‡. èÓ ÏÌÂ-
ÌË˛ ÄËÒÚÓÚÂÎfl, «Î˛·fl˘ËÈ ÏËÙ˚ ÂÒÚ¸ ÛÊÂ ‚ ÌÂÍÓÚÓÓÏ ÒÏ˚Ò-
ÎÂ ÙËÎÓÒÓÙ… ÇÒÂ Î˛‰Ë ÔÓ ÔËÓ‰Â ÒÚÂÏflÚÒfl ÁÌ‡Ú¸… ìÍÂÔ-
ÎflÚ¸Òfl ‚ ÏÛ‰ÓÒÚË Ë ÔÓÁÌ‡‚‡Ú¸ Ò‡ÏËı ÒÂ·fl Ò‚ÓÈÒÚ‚ÂÌÌÓ Î˛‰flÏ.
çÂ‚ÓÁÏÓÊÌÓ ÊËÚ¸ ·ÂÁ ˝ÚÓ„Ó. à Î˛‰Ë ÒÚÂÏflÚÒfl Í ÁÌ‡ÌË˛, ÔÂÂ-
ÔÓÎÌÂÌÌ˚Â ËÁÛÏÎÂÌËÂÏ Ë ‚ÓÒÚÓ„ÓÏ.… ã˛‰Ë, ÙËÎÓÒÓÙÒÚ‚Ûfl,
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ÚÂÓËË ÇÒÂÎÂÌÌÓÈ Ò Á‡ÍÓÌÓÏÂÌ˚Ï ‰‚ËÊÂÌËÂÏ ÌÂ·ÂÒÌ˚ı ÚÂÎ, ÓÍ-
ÛÊ‡˛˘Ëı ˜ÂÎÓ‚ÂÍ‡.

èÂ‚˚È ÔÂ‰ÒÚ‡‚ËÚÂÎ¸ ˝ÎÂÈÒÍÓÈ ÙËÎÓÒÓÙÒÍÓÈ ¯ÍÓÎ˚ äÒÂ-
ÌÓÙ‡Ì (569–477 „„. ‰Ó Ì. ˝.) ËÁ-Á‡ Î˛·‚Ë Í Ì‡ÛÍÂ ÔÂÌÂ·Â„ Ï‡ÚÂ-
Ë‡Î¸Ì˚ÏË ËÌÚÂÂÒ‡ÏË Ë ËÏÂÎ ÔÓÎÌÓÂ Ô‡‚Ó ÒÍ‡Á‡Ú¸: «ü Ó·flÁ‡Ì
ÙËÎÓÒÓÙËË Ò‚ÓËÏ Ï‡ÚÂË‡Î¸Ì˚Ï ‡ÁÓÂÌËÂÏ, ÌÓ Á‡ÚÓ ‰Û¯Â‚Ì˚Ï
·Î‡„ÓÔÓÎÛ˜ËÂÏ». ëÓ„Î‡ÒÌÓ Â„Ó ‚ÓÁÁÂÌËflÏ, ‚ ˆÂÌÚÂ ÇÒÂÎÂÌÌÓÈ
ÔÓÍÓËÚÒfl áÂÏÎfl, ‡ ëÓÎÌˆÂ Ë Á‚ÂÁ‰˚ – ‡ÒÍ‡ÎÂÌÌ˚Â „ÓÏ‡‰Ì˚Â
Ï‡ÒÒ˚, ‚‡˘‡˛˘ËÂÒfl Ì‡ ÌÂ·ÓÒ‚Ó‰Â.

èÎ‡ÚÓÌ ÔÂ‰ÎÓÊËÎ Û˜ÂÌËÍ‡Ï Ó·˙flÒÌËÚ¸ Ì‡·Î˛‰‡ÂÏÓÂ ÌÂ‡‚-
ÌÓÏÂÌÓÂ ‰‚ËÊÂÌËÂ ÔÎ‡ÌÂÚ ÔÓ ÌÂÍÛ„Ó‚˚Ï Á‡ÔÛÚ‡ÌÌ˚Ï Ú‡ÂÍÚÓ-
ËflÏ. Ö‚‰ÓÍÒËÈ äÌË‰ÒÍËÈ (ÓÍÓÎÓ 408–355 „„. ‰Ó Ì. ˝.), Û˜ÂÌËÍ
èÎ‡ÚÓÌ‡, ·˚Î ÔÂ‚˚Ï ‡ÒÚÓÌÓÏÓÏ ‰Â‚ÌÓÒÚË, ÍÓÚÓ˚È ÔË‰Û-
Ï‡Î Ì‡Û˜ÌÓÂ Ó·˙flÒÌÂÌËÂ ‰‚ËÊÂÌËfl ÔÎ‡ÌÂÚ. àÏÂÌÌÓ Â„Ó ÒÎÂ‰ÛÂÚ
Ò˜ËÚ‡Ú¸ ÓÒÌÓ‚‡ÚÂÎÂÏ Ì‡Û˜ÌÓÈ ‡ÒÚÓÌÓÏËË. Ö‚‰ÓÍÒËÈ ÛÒÓ‚Â¯ÂÌ-
ÒÚ‚Ó‚‡Î ÒËÒÚÂÏÛ ÒÙÂ, ÔÂ‰ÎÓÊÂÌÌÛ˛ ÔËÙ‡„ÓÂÈˆ‡ÏË. ëÓ„Î‡ÒÌÓ
ÂÏÛ, Í‡Ê‰‡fl ÔÎ‡ÌÂÚ‡ ÛÍÂÔÎÂÌ‡ ÌÂ Ì‡ Ó‰ÌÓÈ, ‡ Ì‡ ÌÂÒÍÓÎ¸ÍËı ÔÓ-
Á‡˜Ì˚ı ÒÙÂ‡ı, Á‡ÍÎ˛˜ÂÌÌ˚ı Ó‰Ì‡ ‚ÌÛÚË ‰Û„ÓÈ. ùÚË ÒÙÂ˚
·˚ÎË „ÂÓÏÂÚË˜ÂÒÍËÏË, ‡ ÌÂ Â‡Î¸Ì˚ÏË ÍÓÌÒÚÛÍˆËflÏË. ä‡Ê‰ÓÈ
ÔÎ‡ÌÂÚÂ ÒÓÓÚ‚ÂÚÒÚ‚Ó‚‡ÎÓ ˜ÂÚ˚Â ÒÙÂ˚, ëÓÎÌˆÛ Ë ãÛÌÂ – ÔÓ ÚË.
ëÙÂ‡ ·˚Î‡ Á‡ÍÂÔÎÂÌ‡ Ì‡ ÓÒË, ÍÓÚÓ‡fl ÔÓıÓ‰ËÎ‡ ˜ÂÂÁ ÓÚ‚Â-
ÒÚËfl ‚ ÒÎÂ‰Û˛˘ÂÈ ÒÙÂÂ, ÔË˜ÂÏ ÓÒË ‚‡˘ÂÌËfl ËÏÂ˛Ú ‡ÁÌ˚Â
Ì‡Ô‡‚ÎÂÌËfl. àÁ ÒÓ‚ÓÍÛÔÌÓÒÚË ‡‚ÌÓÏÂÌ˚ı ‰‚ËÊÂÌËÈ ÒÙÂ ‚
ÓÔÂ‰ÂÎÂÌÌ˚ı Ì‡Ô‡‚ÎÂÌËflı ÒÎ‡„‡ÎÓÒ¸ ÌÂ‡‚ÌÓÏÂÌÓÂ ‰‚ËÊÂÌËÂ
ÔÎ‡ÌÂÚ Ò ‚ÂÒ¸Ï‡ Á‡ÔÛÚ‡ÌÌÓÈ Ú‡ÂÍÚÓËÂÈ. ë ÔÓÏÓ˘¸˛ 27 ÒÙÂ

ÒÓ˛Á ÔËÌËÏ‡ÎË ÊÂÎ‡˛˘Ëı ÚÓÎ¸ÍÓ ÔÓÒÎÂ ÔflÚËÎÂÚÌÂ„Ó ÒÚÓ„Ó„Ó
ËÒÔ˚Ú‡ÌËfl. èËÙ‡„ÓÂÈˆ˚ Ò‰ÂÎ‡ÎË ÌÂÒÍÓÎ¸ÍÓ ÓÚÍ˚ÚËÈ ‚ Ó·Î‡Ò-
ÚË Ï‡ÚÂÏ‡ÚËÍË Ë ‡Á‚ËÎË ÚÂÓË˛ ˜ËÒÂÎ. ç‡Ë·ÓÎÂÂ ÔÓÎÌ‡fl ı‡‡Í-
ÚÂËÒÚËÍ‡ ÔËÙ‡„ÓÂÈÒÍÓÈ Ï˚ÒÎË ÔËÌ‡‰ÎÂÊËÚ ÄËÒÚÓÚÂÎ˛:
«èËÙ‡„ÓÂÈˆ˚ ÒÚ‡ÎË ÔÂ‚˚ÏË Ï‡ÚÂÏ‡ÚËÍ‡ÏË… Ë ÔÓÒÍÓÎ¸ÍÛ
˜ËÒÎ‡ ÔÓ Ò‚ÓÂÈ ÔËÓ‰Â ÒÛÚ¸ ÔÂ‚˚Â Ì‡˜‡Î‡ ‚ Ï‡ÚÂÏ‡ÚËÍÂ, ÚÓ ‚
ÌËı ÓÌË ‚Ë‰ÂÎË Ë Ì‡˜‡Î‡ ‚ÒÂı ‚Â˘ÂÈ, ·ÓÎÂÂ ˜ÂÏ ‚ Ó„ÌÂ, ‚Ó‰Â, ÁÂÏ-
ÎÂ… ·ÓÎÂÂ ÚÓ„Ó, ‚Ë‰ÂÎË, ˜ÚÓ ÌÓÚ˚ Ë ‡ÍÍÓ‰˚ Á‡ÍÎ˛˜‡˛ÚÒfl ‚
˜ËÒÎ‡ı, Ë ÏÌÓ„ËÂ ‰Û„ËÂ ‚Â˘Ë, Ë ‚Òfl Â‡Î¸ÌÓÒÚ¸ Í‡ÊÂÚÒfl Ó·‡ÁÓÏ
˜ËÒÂÎ, ÓÚÒ˛‰‡ ÔÓÎ‡„‡ÎË ÓÌË, ˜ÚÓ ˝ÎÂÏÂÌÚ˚ ˜ËÒÂÎ ‰ÓÎÊÌ˚ ·˚Ú¸
˝ÎÂÏÂÌÚ‡ÏË ‚Â˘ÂÈ, ‡ ‚ÂÒ¸ ÛÌË‚ÂÒÛÏ ·˚Î ·˚ „‡ÏÓÌËÂÈ Ë ˜ËÒ-
ÎÓÏ» [7. ë. 29]. èË‰‡‚‡fl ˜ËÒÎ‡Ï ÏËÒÚË˜ÂÒÍËÂ Ò‚ÓÈÒÚ‚‡, ÓÌË Ó·Ó-
ÊÂÒÚ‚ÎflÎË Ëı, ËÒÍ‡ÎË ‡Ì‡ÎÓ„Ë˛ ‚ÒÂ„Ó ÒÛ˘ÂÒÚ‚Û˛˘Â„Ó ‚ ˜ËÒÎÓ-
‚˚ı ÒÓÓÚÌÓ¯ÂÌËflı, Ò˜ËÚ‡fl ‚Ò˛ ÇÒÂÎÂÌÌÛ˛ „‡ÏÓÌËÂÈ ˜ËÒÂÎ.
«ÇÒÂ ËÁ‚ÂÒÚÌ˚Â ‚Â˘Ë ËÏÂ˛Ú ˜ËÒÎÓ? – ÛÚ‚ÂÊ‰‡Î ÔËÙ‡„ÓÂÂˆ
îËÎÓÎ‡È, – ·ÂÁ ˝ÚÓ„Ó ÌË˜Â„Ó ÌÂÎ¸Áfl ·˚ÎÓ ·˚ ÌË Ï˚ÒÎËÚ¸, ÌË
ÁÌ‡Ú¸… äÓ„‰‡-ÌË·Û‰¸ ÎÓÊ¸ ÛÏÂÚ ˜ÂÂÁ ˜ËÒÎÓ» [7. ë. 33]. éÚ-
Í˚ÚËÂ ÔËÙ‡„ÓÂÈˆÂ‚, ˜ÚÓ ‚ ÓÒÌÓ‚Â ‚ÒÂ„Ó ÎÂÊËÚ Ï‡ÚÂÏ‡ÚË˜ÂÒÍ‡fl
Â„ÛÎflÌÓÒÚ¸, ÓÁÌ‡ÏÂÌÓ‚‡ÎÓ ÒÓ·ÓÈ ÙÛÌ‰‡ÏÂÌÚ‡Î¸Ì˚È ˝Ú‡Ô ‚ ‡Á-
‚ËÚËË Ì‡ÛÍË, ˝Ú‡ Ë‰Âfl ÒÓı‡ÌËÎ‡Ò¸ ‰Ó Ì‡¯Ëı ‰ÌÂÈ. åËÒÚË˜ÂÒÍÓÂ
˜ËÒÎÓ‚ÓÂ Û˜ÂÌËÂ Ó ˜ËÒÎÂ Í‡Í Ó Ì‡˜‡ÎÂ ‚ÒÂı ‚Â˘ÂÈ ‚ ÒÓÂ‰ËÌÂÌËË Ò
‡ÒÚÓÎÓ„ËÂÈ ÔÓ‰ÂÊ‡ÎÓÒ¸ ‰Ó ëÂ‰ÌËı ‚ÂÍÓ‚. èËÙ‡„Ó Ì‡¯ÂÎ,
˜ÚÓ ÒÚÛÌ˚ ‰‚Ûı ‡Ù Á‚Û˜‡Ú „‡ÏÓÌË˜ÌÓ, ÂÒÎË Ëı ‰ÎËÌ˚ ÓÚÌÓÒflÚ-
Òfl Í‡Í ÓÔÂ‰ÂÎÂÌÌ˚Â Ì‡˜‡Î¸Ì˚Â ˆÂÎ˚Â ˜ËÒÎ‡. èËÙ‡„ÓÂÈˆ˚ ÓÚ-
Í˚ÎË Ú‡ÍÊÂ „‡ÏÓÌË˜ÂÒÍËÂ ÒÓÓÚÌÓ¯ÂÌËfl ÓÍÚ‡‚˚, Í‚ËÌÚ˚ Ë
Í‚‡Ú˚ Ë ˜ËÒÎÓ‚˚Â Á‡ÍÓÌ˚, ËÏË ÛÔ‡‚Îfl˛˘ËÂ (1:2, 2:3, 3:4).

èËÙ‡„ÓÂÂˆ ÄıË‰ (430–365 „„. ‰Ó Ì. ˝.) ÔËÏÂÌËÎ Ï‡ÚÂÏ‡ÚË-
ÍÛ Ë „ÂÓÏÂÚË˜ÂÒÍËÂ ÔÓÒÚÓÂÌËfl ‰Îfl Â¯ÂÌËfl ÏÂı‡ÌË˜ÂÒÍËı Á‡-
‰‡˜, ÓÒÌÓ‚‡Î Û˜ÂÌËÂ Ó ·ÎÓÍ‡ı. ÖÏÛ ÔËÔËÒ˚‚‡˛Ú Ú‡ÍÊÂ ËÁÓ·Â-
ÚÂÌËÂ ‚ËÌÚ‡ Ë ÔÓÒÚÓÈÍÛ ËÁ ‰ÂÂ‚‡ ÔÂ‚Ó„Ó ‡‚ÚÓÏ‡Ú‡ (ÎÂÚ‡˛˘Â-
„Ó „ÓÎÛ·fl). Ç ÒËÒÚÂÏÂ ÏË‡ ÔËÙ‡„ÓÂÈˆÂ‚ áÂÏÎfl Ì‡ ÓÒÌÓ‚‡ÌËË
„ÂÓÏÂÚË˜ÂÒÍÓÈ „‡ÏÓÌËË ÔÂ‰ÒÚ‡‚ÎflÎ‡Ò¸ ¯‡ÓÓ·‡ÁÌÓÈ. Ç ˆÂÌ-
ÚÂ ÇÒÂÎÂÌÌÓÈ ÓÌË ÔÓÏÂÒÚËÎË Ó„ÓÌ¸, ‚ÓÍÛ„ ÍÓÚÓÓ„Ó Ì‡ ÔÓ-
Á‡˜Ì˚ı ÍÓÌˆÂÌÚË˜ÂÒÍËı ÒÙÂ‡ı ‚‡˘‡˛ÚÒfl èÓÚË‚ÓÁÂÏÎfl,
ãÛÌ‡, ëÓÎÌˆÂ, åÂÍÛËÈ, ÇÂÌÂ‡, å‡Ò, ûÔËÚÂ, ë‡ÚÛÌ Ë ÌÂÔÓ-
‰‚ËÊÌ˚Â Á‚ÂÁ‰˚. ê‡ÁÏÂ˚ ÒÙÂ Ë ÒÍÓÓÒÚË Ëı ‚‡˘ÂÌËfl Û‰Ó‚ÎÂ-
Ú‚ÓflÎË, Í‡Í Ë „‡ÏÓÌË˜ÂÒÍËÂ ËÌÚÂ‚‡Î˚ ÏÛÁ˚Í‡Î¸Ì˚ı ÌÓÚ, ÓÚ-
ÌÓ¯ÂÌËflÏ ˆÂÎ˚ı ˜ËÒÂÎ. Ñ‚ËÊÂÌËÂ ˝ÚËı ÒÙÂ Ò ÒÓÓÚ‚ÂÚÒÚ‚Û˛˘Ë-
ÏË ÒÍÓÓÒÚflÏË ÒÓÔÓ‚ÓÊ‰‡ÂÚÒfl ÌÂÒÎ˚¯ËÏ˚ÏË Ì‡ÏË ÏÛÁ˚Í‡Î¸-
Ì˚ÏË Á‚ÛÍ‡ÏË – «ÏÛÁ˚ÍÓÈ ÒÙÂ». á‡ÒÎÛ„ÓÈ ÔËÙ‡„ÓÂÈˆÂ‚ fl‚Îfl-
ÂÚÒfl ‚ÌÂ‰ÂÌËÂ Ï‡ÚÂÏ‡ÚËÍË ‚ ÂÒÚÂÒÚ‚ÓÁÌ‡ÌËÂ Ë ÒÓÁ‰‡ÌËÂ ÔÂ‚ÓÈ
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èÎ‡ÚÓÌ („Â˜. Πλα′των); 427 ‰Ó Ì. ˝., ÄÙËÌ˚ –
347 ‰Ó Ì. ˝., ÄÙËÌ˚) – ‚ÂÎËÍËÈ ‰Â‚ÌÂ„Â˜ÂÒ-
ÍËÈ ÙËÎÓÒÓÙ, Û˜ÂÌËÍ ëÓÍ‡Ú‡, Û˜ËÚÂÎ¸ ÄËÒ-

ÚÓÚÂÎfl



Ú. Â. ÚÂ, ÍÓÚÓ˚Â ‚Â‰ÛÚ ÔÓËÒÍ ÁÌ‡ÌËfl ‡‰Ë ÌÂ„Ó Ò‡ÏÓ„Ó; 2) Ô‡Í-
ÚË˜ÂÒÍËÂ Ì‡ÛÍË, ÍÓÚÓ˚Â ‰Ó·Ë‚‡˛ÚÒfl ÁÌ‡ÌËfl ‡‰Ë ‰ÓÒÚËÊÂÌËfl
ÏÓ‡Î¸ÌÓ„Ó ÒÓ‚Â¯ÂÌÒÚ‚Ó‚‡ÌËfl; 3) Ì‡ÛÍË ÔÓ‰ÛÍÚË‚Ì˚Â, ˆÂÎ¸
ÍÓÚÓ˚ı – ÔÓËÁ‚Ó‰ÒÚ‚Ó ÓÔÂ‰ÂÎÂÌÌ˚ı Ó·˙ÂÍÚÓ‚. èÓ ÍËÚÂË˛
ˆÂÌÌÓÒÚË Ë ‰ÓÒÚÓËÌÒÚ‚‡ ‚˚¯Â ‰Û„Ëı ÒÚÓflÚ Ì‡ÛÍË ÚÂÓÂÚË˜ÂÒÍËÂ,
Ó·‡ÁÓ‚‡ÌÌ˚Â ËÁ ÏÂÚ‡ÙËÁËÍË, ÙËÁËÍË (‚ ÚÓÏ ˜ËÒÎÂ ÔÒËıÓÎÓ„ËË)
Ë Ï‡ÚÂÏ‡ÚËÍË» [7. ë. 140]. ãËÚÂ‡ÚÛÌÓÂ Ì‡ÒÎÂ‰ÒÚ‚Ó ÄËÒÚÓÚÂÎfl
Ó„ÓÏÌÓ. ëÂ‰Ë Â„Ó ÚÛ‰Ó‚ ‰Îfl Ì‡Ò ËÌÚÂÂÒ ÔÂ‰ÒÚ‡‚Îfl˛Ú ‰‚‡:
«Phisica» (îËÁËÍ‡) Ë «Mechanica» (åÂı‡ÌËÍ‡). ÄËÒÚÓÚÂÎfl Ì‡Á˚-
‚‡˛Ú ÍÂÒÚÌ˚Ï ÓÚˆÓÏ ÙËÁËÍË: Ì‡Á‚‡ÌËÂ Â„Ó ÍÌË„Ë «îËÁËÍ‡» ÒÚ‡-
ÎÓ ËÏÂÌÓ‚‡Ú¸ ‚Ò˛ ÙËÁË˜ÂÒÍÛ˛ Ì‡ÛÍÛ. «ïÓÚfl ‚ ‰Â‚ÌÓÒÚË èÎ‡ÚÓ-
Ì‡ Ó·˚˜ÌÓ Ò˜ËÚ‡ÎË Ò‡Ï˚Ï ‚ÂÎËÍËÏ Û˜ËÚÂÎÂÏ, ‚ ÔÂËÓ‰ ‚˚ÒÓÍÓ-
„Ó ëÂ‰ÌÂ‚ÂÍÓ‚¸fl ˜‡¯Ë ‚ÂÒÓ‚, Í‡˜ÌÛ‚¯ËÒ¸, ÔÓÏÂÌfl˛ÚÒfl ÏÂÒÚ‡-
ÏË: ÔÂËÏÛ˘ÂÒÚ‚ÂÌÌÛ˛ ÓËÂÌÚ‡ˆË˛ Á‡Ô‡‰ÌÓ„Ó Ï˚¯ÎÂÌËfl ‚Ó
ÏÌÓ„ÓÏ Ì‡˜ÌÂÚ ÓÔÂ‰ÂÎflÚ¸ ÙËÎÓÒÓÙÒÍËÈ ÚÂÏÔÂ‡ÏÂÌÚ ÄËÒÚÓ-
ÚÂÎfl. Ö„Ó ˝ÌˆËÍÎÓÔÂ‰Ë˜ÂÒÍ‡fl ÙËÎÓÒÓÙÒÍ‡fl ÒËÒÚÂÏ‡ ÓÍ‡ÊÂÚÒfl
ÒÚÓÎ¸ ÁÌ‡˜ËÚÂÎ¸ÌÓÈ, ˜ÚÓ ‚ÔÎÓÚ¸ ‰Ó XVII ‚. Ì‡Û˜Ì‡fl ‰ÂflÚÂÎ¸ÌÓÒÚ¸
Ì‡ á‡Ô‡‰Â ‚ ÓÒÌÓ‚ÌÓÏ ·Û‰ÂÚ ÓÚÚ‡ÎÍË‚‡Ú¸Òfl ÓÚ Â„Ó ÚÛ‰Ó‚, ÒÓÁ‰‡Ì-
Ì˚ı ‚ IV ‚. ‰Ó ê.ï. Ñ‡ÊÂ ÒÓ‚ÂÏÂÌÌ‡fl Ì‡ÛÍ‡, ‰‡ÎÂÍÓ ¯‡„ÌÛ‚¯‡fl
‚ÔÂÂ‰, ‚ÒÂ ˜‡˘Â Ó„Îfl‰˚‚‡ÂÚÒfl Ì‡ ÌÂ„Ó Ë ÔÓÎ¸ÁÛÂÚÒfl Â„Ó ÔÓÌflÚËÈ-
Ì˚Ï ËÌÒÚÛÏÂÌÚ‡ËÂÏ. çÓ ‚ ËÚÓ„Â ËÏÂÌÌÓ ‚ ‰ÛıÂ Ò‚ÓÂ„Ó Û˜ËÚÂÎfl
èÎ‡ÚÓÌ‡, ıÓÚ¸ Ë ‰‚Ë„‡flÒ¸ ÒÓ‚Â¯ÂÌÌÓ ‚ ‰Û„ÓÏ Ì‡Ô‡‚ÎÂÌËË,
ÄËÒÚÓÚÂÎ¸ ÔÓ‚ÓÁ„Î‡ÒËÎ ÒËÎÛ ˜ÂÎÓ‚Â˜ÂÒÍÓ„Ó ËÌÚÂÎÎÂÍÚ‡, ÒÔÓ-
ÒÓ·ÌÓ„Ó ÔÓÒÚË˜¸ ÏËÓ‚ÓÈ ÔÓfl‰ÓÍ» [6. ë. 61].

ÑÎfl Ì‡Ò ‚‡ÊÌÓ ‡ËÒÚÓÚÂÎÂ‚Ó Û˜ÂÌËÂ Ó ‰‚ËÊÂÌËË. èÓ‰ ‰‚ËÊÂ-
ÌËÂÏ ÓÌ ÔÓÌËÏ‡ÂÚ Ó·˘ÂÂ ËÁÏÂÌÂÌËÂ, ‡ ‚ÒÂ ÏÂı‡ÌË˜ÂÒÍËÂ ‰‚ËÊÂ-
ÌËfl ÔÓ‰‡Á‰ÂÎflÂÚ Ì‡ ÂÒÚÂÒÚ‚ÂÌÌ˚Â Ë Ì‡ÒËÎ¸ÒÚ‚ÂÌÌ˚Â. ÖÒÚÂÒÚ‚ÂÌ-
ÌÓÂ – ˝ÚÓ ‰‚ËÊÂÌËÂ ÚÂÎ‡ Í Ò‚ÓÂÏÛ ÏÂÒÚÛ (Ô‡‰ÂÌËÂ ÚflÊÂÎ˚ı ÚÂÎ Í
áÂÏÎÂ, ÔÓ‰˙ÂÏ ÚÂÎ ËÁ Ó„Ìfl Ë ‚ÓÁ‰Ûı‡ ‚‚Âı), ÔÓËÒıÓ‰ËÚ Ò‡ÏÓ ÒÓ-
·ÓÈ Ë ÌÂ ÚÂ·ÛÂÚ ÔËÎÓÊÂÌËfl ÒËÎ˚. í‡ÍËÂ ‰‚ËÊÂÌËfl ·˚‚‡˛Ú Ôfl-
ÏÓÎËÌÂÈÌ˚ÏË ËÎË ÍÛ„Ó‚˚ÏË, ÔÓ‰Ó·Ì˚ÏË ÍÛ„Ó‚‡˘ÂÌË˛ Á‚ÂÁ‰.
éÒÚ‡Î¸Ì˚Â ‰‚ËÊÂÌËfl – Ì‡ÒËÎ¸ÒÚ‚ÂÌÌ˚Â Ë ÚÂ·Û˛Ú ÔËÎÓÊÂÌËfl
ÒËÎ˚. éÒÌÓ‚ÌÓÈ ÔËÌˆËÔ ‰ËÌ‡ÏËÍË ÄËÒÚÓÚÂÎ¸ ÙÓÏÛÎËÛÂÚ
Ú‡Í: «ÇÒÂ, ˜ÚÓ Ì‡ıÓ‰ËÚÒfl ‚ ‰‚ËÊÂÌËË, ‰‚ËÊÂÚÒfl ·Î‡„Ó‰‡fl ‚ÓÁ‰ÂÈ-
ÒÚ‚Ë˛ ‰Û„Ó„Ó». èË˜ËÌÛ, ÔÓ ÍÓÚÓÓÈ ÚÂÎÓ ÔÓ‰‰ÂÊË‚‡ÂÚ ‰‚ËÊÂ-
ÌËÂ ÔÓ ÔÂÍ‡˘ÂÌËË ‰ÂÈÒÚ‚Ëfl ÒËÎ˚, ÄËÒÚÓÚÂÎ¸ ‚Ë‰ËÚ ‚ «·ÓflÁÌË
ÔÛÒÚÓÚ˚»: ÚÂÎÓ ÔË ‰‚ËÊÂÌËË ‚˚Ú‡ÎÍË‚‡ÂÚ ‚ÓÁ‰Ûı, ÍÓÚÓ˚È, ÛÒÚ-
ÂÏÎflflÒ¸ ‚ ÔÛÒÚÓÚÛ, Ó·‡ÁÓ‚‡‚¯Û˛Òfl Á‡ Í‡ÏÌÂÏ, ÔÓ‰Ú‡ÎÍË‚‡ÂÚ ÚÂ-
ÎÓ. éÌ ‡ÒÒÏÓÚÂÎ ÔÓÌflÚËÂ ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚‡ Ë ‚ÂÏÂÌË. «ÇÂÏfl ÌÂ
ÂÒÚ¸ ‰‚ËÊÂÌËÂ, ÌÓ ÌÂ ÒÛ˘ÂÒÚ‚ÛÂÚ ·ÂÁ ‰‚ËÊÂÌËfl… å˚ ‚ÂÏfl ‡Ò-
ÔÓÁÌ‡ÂÏ, ÍÓ„‰‡ ‡Á„‡ÌË˜Ë‚‡ÂÏ ‰‚ËÊÂÌËÂ, ÓÔÂ‰ÂÎflfl ÔÂ‰˚‰Û-

Ö‚‰ÓÍÒËÈ ÔÓÒÚÓËÎ ÒËÒÚÂÏÛ, ıÓÓ¯Ó ÓÔËÒ˚‚‡˛˘Û˛ Ì‡·Î˛‰‡Â-
Ï˚Â ‰‚ËÊÂÌËfl ÔÎ‡ÌÂÚ. èÓÒÚÓÂÌËÂ ÔÓÚÂ·Ó‚‡ÎÓ ÒÎÓÊÌ˚ı Ï‡ÚÂ-
Ï‡ÚË˜ÂÒÍËı Ë „ÂÓÏÂÚË˜ÂÒÍËı ‚˚˜ËÒÎÂÌËÈ.

ë‡Ï˚Ï ‚˚‰‡˛˘ËÏÒfl Û˜ÂÌËÍÓÏ èÎ‡ÚÓÌ‡ ·˚Î ÄËÒÚÓÚÂÎ¸, Ó-
‰Ë‚¯ËÈÒfl ‚ ëÚ‡„ËÂ, „ÓÓ‰Â Ì‡ ÒÂ‚ÂÂ ÉÂˆËË. èÓÍËÌÛ‚ ÄÙËÌ˚ ‚
343 „., ÓÌ ÒÚ‡Î ‚ÓÒÔËÚ‡ÚÂÎÂÏ 14-ÎÂÚÌÂ„Ó ÄÎÂÍÒ‡Ì‰‡ å‡ÍÂ‰ÓÌÒÍÓ-
„Ó. ëÎÓ‚‡ ÔÓÒÎÂ‰ÌÂ„Ó: «ü ˜ÚÛ ÄËÒÚÓÚÂÎfl Ì‡‡‚ÌÂ ÒÓ Ò‚ÓËÏ ÓÚˆÓÏ,
Ú‡Í Í‡Í ÂÒÎË ÓÚˆÛ fl Ó·flÁ‡Ì ÊËÁÌ¸˛, ÚÓ ÄËÒÚÓÚÂÎ˛ Ó·flÁ‡Ì ‚ÒÂÏ,
˜ÚÓ ‰‡ÂÚ ÂÈ ˆÂÌÛ», – ÎÛ˜¯Â ‚ÒÂ„Ó ‚˚‡Ê‡˛Ú ‚ÎËflÌËÂ Û˜ËÚÂÎfl Ì‡
‚ÂÎËÍÓ„Ó Û˜ÂÌËÍ‡. Ç 335 „. ÄËÒÚÓÚÂÎ¸ ‚ÂÌÛÎÒfl ‚ ÄÙËÌ˚, „‰Â
ÒÌflÎ ‚Ì‡ÂÏ ÌÂÒÍÓÎ¸ÍÓ Á‰‡ÌËÈ ‚·ÎËÁË ı‡Ï‡ ‚ ˜ÂÒÚ¸ ÄÔÓÎÎÓÌ‡ ãË-
ÍÂÈÒÍÓ„Ó Ë ÓÒÌÓ‚‡Î ÁÌ‡ÏÂÌËÚÛ˛ ÙËÎÓÒÓÙÒÍÛ˛ ¯ÍÓÎÛ Ò Ì‡Á‚‡ÌËÂÏ
ãËÍÂÈ. íËÌ‡‰ˆ‡Ú¸ ÎÂÚ ÓÌ ÔÓ‚Ó‰ËÎ Ò Û˜ÂÌËÍ‡ÏË ÙËÎÓÒÓÙÒÍËÂ ·Â-
ÒÂ‰˚ ‚Ó ‚ÂÏfl ÔÓ„ÛÎÓÍ ÔÓ ÚÂÌËÒÚ˚Ï ‡ÎÎÂflÏ, ÔÓ˝ÚÓÏÛ ÔÓÒÎÂ‰Ó‚‡-
ÚÂÎÂÈ ÄËÒÚÓÚÂÎfl ÒÚ‡ÎË Ì‡Á˚‚‡Ú¸ «ÔÂËÔ‡ÚÂÚËÍ‡ÏË» (ÒÚ‡ÌÒÚ‚Û-
˛˘ËÏË). Ç 323 „. ‰Ó Ì. ˝. ÛÏÂ ÄÎÂÍÒ‡Ì‰ ÇÂÎËÍËÈ, Ë ÄËÒÚÓÚÂÎ¸,
«ÊÂÎ‡fl ËÁ·‡‚ËÚ¸ ÒÓ„‡Ê‰‡Ì ÓÚ ‚ÚÓË˜ÌÓ„Ó ÔÂÒÚÛÔÎÂÌËfl ÔÓÚË‚
ÙËÎÓÒÓÙËË» (Ì‡ÏÂÍ Ì‡ Û·ËÈÒÚ‚Ó ëÓÍ‡Ú‡ ‚ 399 „. ‰Ó Ì. ˝.), ·˚Î ‚˚-
ÌÛÊ‰ÂÌ ·ÂÊ‡Ú¸ ‚ ï‡ÎÍË‰Û, „‰Â Û ÌÂ„Ó ·˚ÎÓ ÔÓÏÂÒÚ¸Â. èÓÒÎÂ ÌÂ-
ÏÌÓ„Ëı ÏÂÒflˆÂ‚ ÒÒ˚ÎÍË ÓÌ ÛÏÂ ‚ 322 „. ‰Ó Ì. ˝.

ëÓ˜ËÌÂÌËfl ÄËÒÚÓÚÂÎfl ÔÂ‰ÒÚ‡‚Îfl˛Ú ÒÓ·ÓÈ ÔÂ‚Û˛ Ë Â‰ËÌ-
ÒÚ‚ÂÌÌÛ˛ ÔÓÔ˚ÚÍÛ Ì‡Û˜ÌÓÈ ÒËÒÚÂÏ‡ÚËÁ‡ˆËË ‚ÒÂı fl‚ÎÂÌËÈ ÔË-
Ó‰˚. Ç ÚÂ˜ÂÌËÂ 2000 ÎÂÚ ÓÌË ÔÂÂ‚Ó‰ËÎËÒ¸ Ì‡ ‡ÁÌ˚Â flÁ˚ÍË Ë
ÓÍ‡Á‡ÎË „ÓÏ‡‰ÌÓÂ ‚ÎËflÌËÂ Ì‡ ‡Á‚ËÚËÂ Ì‡ÛÍË. «ÄËÒÚÓÚÂÎ¸ ‡Á-
‰ÂÎflÎ Ì‡ÛÍË Ì‡ ÚË ·ÓÎ¸¯Ëı ‡Á‰ÂÎ‡: 1) ÚÂÓÂÚË˜ÂÒÍËÂ Ì‡ÛÍË,
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ÄËÒÚóÚÂÎ¸ („Â˜. Αριστοτε′λης; 384 ‰Ó
Ì. ˝., ëÚ‡„Ë – 7 Ï‡Ú‡ 322 ‰Ó Ì. ˝., ï‡Î-
ÍË‰‡ Ì‡ ù‚·ÂÂ) – ‚ÂÎËÍËÈ ‰Â‚ÌÂ„Â˜ÂÒ-
ÍËÈ ÙËÎÓÒÓÙ Ë Û˜ÂÌ˚È-˝ÌˆËÍÎÓÔÂ‰ËÒÚ, 

Û˜ÂÌËÍ èÎ‡ÚÓÌ‡



ÌÂÈ. ë Ì‡ÍÓÔÎÂÌËÂÏ ÁÌ‡ÌËÈ Ó ÔËÓ‰Â Ë Ó·˘ÂÒÚ‚Â ÔÓËÁÓ¯Î‡
‰ËÙÙÂÂÌˆË‡ˆËfl ÂÒÚÂÒÚ‚ÂÌÌÓ-Ì‡Û˜Ì˚ı ÁÌ‡ÌËÈ: ÓÚ‰ÂÎflflÒ¸ ÓÚ ÙË-
ÎÓÒÓÙËË ‚ÓÁÌËÍ‡˛Ú ÓÚ‰ÂÎ¸Ì˚Â Ó·Î‡ÒÚË ÁÌ‡ÌËÈ. éÚ‰ÂÎ¸Ì˚Â ÙË-
ÎÓÒÓÙ˚ ÒÚ‡ÎË Á‡ÌËÏ‡Ú¸Òfl Ï‡ÚÂÏ‡ÚËÍÓÈ, ‡ÒÚÓÌÓÏËÂÈ Ë ÙËÁËÍÓÈ.
ïÓÚfl ‡ÌÂÂ ˜ËÒÚ‡fl Ï‡ÚÂÏ‡ÚËÍ‡ ÒÓÒÚ‡‚ÎflÎ‡ „Î‡‚ÌÛ˛ ˜‡ÒÚ¸ ÙËÎÓ-
ÒÓÙÒÍÓ„Ó Ó·‡ÁÓ‚‡ÌËfl, ÓÌ‡ ÓÚ‰ÂÎflÂÚÒfl ÓÚ ÙËÎÓÒÓÙËË Ë ·Î‡„Ó‰‡-
fl ÌÂÔÓ„Â¯ËÏÓÒÚË Ò‚ÓËı ÏÂÚÓ‰Ó‚ ‰‡ÂÚ ÓÒÌÓ‚˚ ÏÌÓ„ËÏ ‡Á‰ÂÎ‡Ï
ÙËÁËÍË. Ç IV ‚. ‰Ó Ì. ˝. ÄÎÂÍÒ‡Ì‰ å‡ÍÂ‰ÓÌÒÍËÈ ÒÓÁ‰‡Î ËÏÔÂË˛,
‚ÍÎ˛˜‡˛˘Û˛ ·ÓÎ¸¯Û˛ ˜‡ÒÚ¸ ËÁ‚ÂÒÚÌÓ„Ó ÚÓ„‰‡ ÏË‡ Ë ÔÓ‚Ò˛‰Û
‡ÒÔÓÒÚ‡ÌflÎ „Â˜ÂÒÍËÂ ÍÛÎ¸ÚÛÛ Ë flÁ˚Í. «ä‡Í Ë ·˚ÎÓ Á‡‰ÛÏ‡-
ÌÓ ÄÎÂÍÒ‡Ì‰ÓÏ, ÍÛÔÌ˚Â ËÏÔÂÒÍËÂ „ÓÓ‰‡ – ÍÓÒÏÓÔÓÎËÒ˚ –
ÔÂÊ‰Â ‚ÒÂ„Ó ÄÎÂÍÒ‡Ì‰Ëfl, ÓÒÌÓ‚‡ÌÌ‡fl ËÏ ‚ Ö„ËÔÚÂ, – ÔÂ‚‡ÚË-
ÎËÒ¸ ‚ ÊËÁÌÂÌÌ˚Â ˆÂÌÚ˚ Ó·Û˜ÂÌËfl Ë ÍÛÎ¸ÚÛ˚: ‚ Ëı ·Ë·ÎËÓÚÂ-
Í‡ı Ë ‡Í‡‰ÂÏËflı ÔÓ‰ÓÎÊ‡ÎÓ ÊËÚ¸ Ë ÔÓˆ‚ÂÚ‡Ú¸ Ì‡ÒÎÂ‰ËÂ ÍÎ‡Ò-
ÒË˜ÂÒÍÓÈ ÉÂˆËË. èÓ ‚ÒÂÈ ‚Ë‰ËÏÓÒÚË, ÄÎÂÍÒ‡Ì‰‡ ‚‰ÓıÌÓ‚ÎflÎ‡
Ú‡ÍÊÂ Ï˚ÒÎ¸ Ó ‚ÒÂÓ·˘ÂÏ Ó‰ÒÚ‚Â ˜ÂÎÓ‚Â˜ÂÒÚ‚‡, ÒÚÓfl˘ÂÏ Ì‡‰Ó
‚ÒÂÏË ÔÓÎËÚË˜ÂÒÍËÏË „‡ÌËˆ‡ÏË: Ë, ‚Â‰ÓÏ˚È ÌÂÔÓÏÂÌ˚Ï ‚ÓËÌ-
ÒÍËÏ Ú˘ÂÒÎ‡‚ËÂÏ, ÓÌ ÔÓÔ˚Ú‡ÎÒfl ÒÓÁ‰‡Ú¸ „ÓÒÛ‰‡ÒÚ‚ÂÌÌÓÂ Ó·˙Â-
‰ËÌÂÌËÂ, ı‡‡ÍÚÂËÁÛ˛˘ÂÂÒfl ¯ËÓÍÓÏ‡Ò¯Ú‡·Ì˚Ï ÍÛÎ¸ÚÛÌ˚Ï
ÒÎËflÌËÂÏ» [6. ë. 55].

èÓÒÎÂ ÒÏÂÚË ÄÎÂÍÒ‡Ì‰‡ ÇÂÎËÍÓ„Ó (323 „. ‰Ó Ì. ˝.) Ë ‡ÒÔ‡-
‰‡ Â„Ó ËÏÔÂËË Ì‡ ÚË „ÓÒÛ‰‡ÒÚ‚‡ ÔÓÒÚÂÔÂÌÌÓ Ì‡Û˜Ì˚È ˆÂÌÚ ËÁ
ÄÙËÌ ÔÂÂÏÂÒÚËÎÒfl ‚ ÄÎÂÍÒ‡Ì‰Ë˛ Ö„ËÔÂÚÒÍÛ˛. ÄÎÂÍÒ‡Ì‰ËÈ-
ÒÍËÈ ÏÛÁÂÈ, ÓÒÌÓ‚‡ÌÌ˚È, ‚ÂÓflÚÌÓ, ÔË èÚÓÎÂÏÂÂ I ëÓÚÂÂ (ÔÓ
‰Û„ËÏ Ò‚Â‰ÂÌËflÏ – ÔË èÚÓÎÂÏÂÂ II îËÎ‡‰ÂÎ¸ÙÂ), ÔÂ‰ÒÚ‡‚ÎflÎ
ÒÓ·ÓÈ „ÓÒÛ‰‡ÒÚ‚ÂÌÌÓÂ Û˜ÂÊ‰ÂÌËÂ, Ì‡ıÓ‰Ë‚¯ÂÂÒfl ÔÓ‰ ÔÓÍÓ‚Ë-
ÚÂÎ¸ÒÚ‚ÓÏ ˆ‡fl Ë fl‚Îfl‚¯ÂÂÒfl Ì‡Û˜Ì˚Ï ˆÂÌÚÓÏ ‚ ˝ÎÎËÌËÒÚË˜ÂÒ-
ÍËÈ ÔÂËÓ‰. ÄÎÂÍÒ‡Ì‰ËÈÒÍËÈ ÏÛÁÂÈ ÏÓÊÌÓ Ò˜ËÚ‡Ú¸ ÔÂ‰¯ÂÒÚ-
‚ÂÌÌËÍÓÏ ÒÓ‚ÂÏÂÌÌ˚ı Ì‡Û˜ÌÓ-ËÒÒÎÂ‰Ó‚‡ÚÂÎ¸ÒÍËı ËÌÒÚËÚÛÚÓ‚. Ç
ÌÂÏ ËÏÂÎËÒ¸ ·Ë·ÎËÓÚÂÍË, Ó·ÒÂ‚‡ÚÓËË, ÍÓÎÎÂÍˆËË. Ç ÄÎÂÍÒ‡Ì-
‰Ë˛ Â„ËÔÂÚÒÍËÂ ˆ‡Ë, Í‡Í Ë „Â˜ÂÒÍËÂ ÏÓÌ‡ıË ‚ ‰Â‚ÌÂÈ¯ËÂ
‚ÂÏÂÌ‡, ÔË„Î‡¯‡ÎË ÍÛÔÌ˚ı, Á‡ÂÍÓÏÂÌ‰Ó‚‡‚¯Ëı ÒÂ·fl Û˜ÂÌ˚ı
ËÁ ‰Û„Ëı ÒÚ‡Ì, ÍÓÚÓ˚ı ÒÚ‡‡ÎËÒ¸ ÓÒ‚Ó·Ó‰ËÚ¸ ÓÚ ‚ÒflÍËı ÊËÁ-
ÌÂÌÌ˚ı Á‡·ÓÚ Ë ‰‡Ú¸ ËÏ ‚ÓÁÏÓÊÌÓÒÚ¸ Á‡ÌËÏ‡Ú¸Òfl, ˜ÂÏ Í‡Ê‰˚È
ÊÂÎ‡ÂÚ, ·ÂÁ ‚ÒflÍÓ„Ó ‰‡‚ÎÂÌËfl Ò ˜¸ÂÈ ·˚ ÚÓ ÌË ·˚ÎÓ ÒÚÓÓÌ˚.
áÌ‡ÏÂÌËÚ˚Â Û˜ÂÌ˚Â, ÒÓ·‡ÌÌ˚Â Ò ‡ÁÌ˚ı ÍÓÌˆÓ‚ ÏË‡, ÊËÎË
ÔË ı‡ÏÂ åÛÁ Ì‡ ÔÓÎÌÓÏ ËÊ‰Ë‚ÂÌËË ˆ‡fl; ÓÌË Ó·Â‰‡ÎË ÒÓ‚ÏÂÒÚ-
ÌÓ, ˝ÚË Ó·Â‰˚ ÒÓÔÓ‚ÓÊ‰‡ÎËÒ¸ Ì‡Û˜Ì˚ÏË ·ÂÒÂ‰‡ÏË Ì‡ Ò‡Ï˚Â ‡Á-
ÌÓÓ·‡ÁÌ˚Â ÚÂÏ˚. Ç ÄÎÂÍÒ‡Ì‰ËË Ó·‡ÁÓ‚‡Î‡Ò¸ ÁÌ‡ÏÂÌËÚ‡fl
·Ë·ÎËÓÚÂÍ‡-ÏÛÁÂÈ, ËÏÂ‚¯‡fl, ÔÓ ÔÂ‰‡ÌË˛, Í 48 „. ‰Ó Ì. ˝. ÓÍÓÎÓ
700 000 ÛÍÓÔËÒÂÈ. Ç ÄÎÂÍÒ‡Ì‰ËË ‡·ÓÚ‡ÎË ÍÛÔÌÂÈ¯ËÂ Ï‡ÚÂ-

˘ÂÂ Ë ÔÓÒÎÂ‰Û˛˘ÂÂ, Ë ÚÓ„‰‡ „Ó‚ÓËÏ, ˜ÚÓ ÔÓÚÂÍÎÓ ‚ÂÏfl, ÍÓ„‰‡
ÔÓÎÛ˜ËÏ ˜Û‚ÒÚ‚ÂÌÌÓÂ ‚ÓÒÔËflÚËÂ ÔÂ‰˚‰Û˘Â„Ó Ë ÔÓÒÎÂ‰Û˛˘Â„Ó
‚ ‰‚ËÊÂÌËË», – ÔËÒ‡Î ÓÌ ‚ ÍÌË„Â «îËÁËÍ‡». ÄËÒÚÓÚÂÎ¸ ÔÓÎ‡„‡Î,
˜ÚÓ ÒÍÓÓÒÚ¸ ‰‚ËÊÛ˘Â„Ó ÚÂÎ‡ ÔÓÔÓˆËÓÌ‡Î¸Ì‡ ÒÍÓÓÒÚË ÚÂÎ‡.
Ö„Ó ‚ÂÎËÍÓÈ Á‡ÒÎÛ„ÓÈ fl‚ÎflÂÚÒfl ÔÓÒÚ‡ÌÓ‚Í‡ ‚ÓÔÓÒ‡ Ó ÍÎ‡ÒÒËÙË-
Í‡ˆËË ‰‚ËÊÂÌËÈ, ÔÓÒÎÂ ˜Â„Ó ÒÚ‡ÎË ÙÓÏËÓ‚‡Ú¸Òfl ÓÒÌÓ‚Ì˚Â ÔÓ-
ÌflÚËfl ÏÂı‡ÌËÍË: ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Ó, ‚ÂÏfl, ÒËÎ‡, ÒÍÓÓÒÚ¸ Ë Ú. ‰.
ë ÄËÒÚÓÚÂÎÂÏ Á‡Í‡Ì˜Ë‚‡ÂÚÒfl Ú‚Ó˜ÂÒÍËÈ ÔÂËÓ‰ „Â˜ÂÒÍÓÈ Ì‡-
ÚÛÙËÎÓÒÓÙËË. ëËÒÚÂÏ‡ Â„Ó ‚Á„Îfl‰Ó‚ ‚ ÏÂı‡ÌËÍÂ ‚Ó ÏÌÓ„ÓÏ ÔË-
‚Ó‰ËÎ‡ Í ÎÓÊÌ˚Ï ÂÁÛÎ¸Ú‡Ú‡Ï. åÌÓ„ËÂ ËÒÒÎÂ‰Ó‚‡ÚÂÎË Ú‚Ó˜ÂÒÚ-
‚‡ ÄËÒÚÓÚÂÎfl ÓÚÏÂ˜‡ÎË, ˜ÚÓ Â„Ó ‚ÂÎË˜‡È¯ËÂ Á‡ÒÎÛ„Ë ÔËÌ‡‰ÎÂ-
Ê‡Ú ÌÂ ÙËÁËÍÂ, ‡ Ó·Î‡ÒÚË ÙËÎÓÒÓÙËË, „‰Â ÓÌ ÒÚÂÏËÚÒfl Ó·˙flÒ-
ÌËÚ¸ ÔËÓ‰Û Í‡Í ˆÂÎÓÂ. «çÂÛ‰‡˜‡, ÔÓÒÚË„¯‡fl ‚ÂÎË˜‡È¯Â„Ó ÙË-
ÎÓÒÓÙ‡, Ë Â„Ó ÏÂÚÓ‰ ‚ Ó·Î‡ÒÚË ÙËÁËÍË ‚ÒÂ„Ó ·ÓÎÂÂ ÒÔÓÒÓ·ÒÚ‚Ó‚‡-
ÎË ÚÓÏÛ, ˜ÚÓ ÔÛÚ¸ ˜ËÒÚÓ„Ó ÛÏÓÁ‡ÍÎ˛˜ÂÌËfl ·˚Î ÒÓ‚Â¯ÂÌÌÓ ÓÒ-
Ú‡‚ÎÂÌ Ë Ì‡ÛÍ‡ ÔÂÂ¯Î‡ Ì‡ ÛÚÓÏËÚÂÎ¸Ì˚È, ÌÓ Ì‡‰ÂÊÌ˚È ÔÛÚ¸
ÓÔ˚ÚÌÓ„Ó ËÒÒÎÂ‰Ó‚‡ÌËfl… Ó˜Â‚Ë‰Ì‡fl Ó¯Ë·Ó˜ÌÓÒÚ¸ Ë ·ÂÒÔÎÓ‰-
ÌÓÒÚ¸ ˝ÚÓ„Ó ‡ËÒÚÓÚÂÎËÁÏ‡ ‚ Ò‚Ó˛ Ó˜ÂÂ‰¸ ÒÔÓÒÓ·ÒÚ‚Ó‚‡ÎË Ó·‡-
˘ÂÌË˛ ÔÂÂ‰Ó‚˚ı ÛÏÓ‚ Í Ì‡·Î˛‰ÂÌË˛ Ë ÓÔ˚ÚÛ» [4. ë. 50].

1.2. éí èÖêàéÑÄ åÄíÖåÄíàóÖëäéâ îàáàäà 

Ç Äçíàóçéëíà Ñé ãÖéçÄêÑé ÑÄ Çàçóà

Ç ˜ÂÎÓ‚Â˜ÂÒÍÓÈ ËÒÚÓËË ÒÚÂÏÎÂ-
ÌËÂ «Ò˜ÂÒÚ¸ Á‚ÂÁ‰˚», ËÌ‡˜Â „Ó‚Ófl, ÔÓ-
ÒÚÓËÚ¸ Í‡ÚËÌÛ ÏË‡, ÌËÍÓ„‰‡ ÌÂ ‰‡‚‡-
ÎÓ Î˛‰flÏ ÔÓÍÓfl, Ë, Í‡Í ·˚ ÌË˜ÚÓÊÌ‡ ÌË
·˚Î‡ ÒÛÏÏ‡ Î˛‰ÒÍËı ÁÌ‡ÌËÈ, ‚ÒÂ„‰‡ Ì‡-
ıÓ‰ËÎËÒ¸ ÒÂ‰Ë Ï˚ÒÎfl˘Â„Ó ˜ÂÎÓ‚Â˜Â-
ÒÚ‚‡… ÏÛ‰Âˆ˚, Ô˚Ú‡˛˘ËÂÒfl Ì‡ ÓÒÌÓ-
‚‡ÌËË Ì‡Û˜Ì˚ı ‰‡ÌÌ˚ı ‚ÓÒÒÓÁ‰‡Ú¸ Í‡-
ÚËÌÛ ÏË‡.

Ä. îË‰Ï‡Ì

ÇÚÓÓÈ ÔÂËÓ‰ ‡Á‚ËÚËfl ‡ÌÚË˜ÌÓÈ ÙËÁËÍË (ÓÍÓÎÓ 300 „. ‰Ó Ì. ˝. –
150 „. Ì. ˝.) ·˚Î ÔÂËÓ‰ÓÏ Ï‡ÚÂÏ‡ÚË˜ÂÒÍÓÈ ÙËÁËÍË. åÂÚÓ‰ Ï‡ÚÂ-
Ï‡ÚË˜ÂÒÍÓÈ ÙËÁËÍË, ‚ÓÒıÓ‰fl˘ËÈ Í ÄıËÏÂ‰Û, ÔÂ‰ÔÓÎ‡„‡ÂÚ, ÔË-
Ìfl‚ Á‡ ÓÒÌÓ‚Û ÔÓÒÚ˚Â Ë flÒÌ˚Â ÔÓÎÓÊÂÌËfl, Ò ÔÓÏÓ˘¸˛ Ï‡ÚÂÏ‡-
ÚË˜ÂÒÍÓÈ ‰Â‰ÛÍˆËË Ó·˙flÒÌËÚ¸ Ò‚ÓÈÒÚ‚‡ ÒÎÓÊÌ˚ı fl‚ÎÂÌËÈ. íÂı-
ÌË˜ÂÒÍËÂ ‚ÓÁÏÓÊÌÓÒÚË ÚÓ„Ó ‚ÂÏÂÌË ÌÂ ÔÓÁ‚ÓÎflÎË ‚ÓÒÔÓËÁ‚ÂÒ-
ÚË ËÁÛ˜‡ÂÏ˚Â fl‚ÎÂÌËfl Ë ÔÓ‚ÂËÚ¸ ÚÂÓËË ÌÓ‚˚ÏË Ì‡·Î˛‰ÂÌËfl-
ÏË. éÔ˚ÚÌÓÂ ËÒÒÎÂ‰Ó‚‡ÌËÂ ÓÚ‰ÂÎflÂÚ ÌÓ‚ÂÈ¯Û˛ ÙËÁËÍÛ ÓÚ ‰Â‚-
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‰Ëfl. Ç ˛ÌÓÒÚË ÔÓ‚ÂÎ ÌÂÒÍÓÎ¸ÍÓ ÎÂÚ ‚ ÄÎÂÍÒ‡Ì‰ËË, „‰Â ÔÓÁÌ‡-
ÍÓÏËÎÒfl Ò ù‡ÚÓÒÙÂÌÓÏ. ê‡·ÓÚ˚ ÄıËÏÂ‰‡ ÓÚÌÓÒËÎËÒ¸ ÔÓ˜ÚË
ÍÓ ‚ÒÂÏ Ó·Î‡ÒÚflÏ Ï‡ÚÂÏ‡ÚËÍË ÚÓ„Ó ‚ÂÏÂÌË: ÂÏÛ ÔËÌ‡‰ÎÂÊ‡Ú
Á‡ÏÂ˜‡ÚÂÎ¸Ì˚Â ËÒÒÎÂ‰Ó‚‡ÌËfl ÔÓ ‡ËÙÏÂÚËÍÂ, ‡Î„Â·Â Ë „ÂÓÏÂ-
ÚËË. ÉÎ‡‚Ì˚Â Ï‡ÚÂÏ‡ÚË˜ÂÒÍËÂ ‰ÓÒÚËÊÂÌËfl ÄıËÏÂ‰‡ ÓÚÌÓÒflÚ-
Òfl Í Ó·Î‡ÒÚË, ÍÓÚÓÛ˛ ÒÂÈ˜‡Ò Ì‡Á˚‚‡˛Ú Ï‡ÚÂÏ‡ÚË˜ÂÒÍËÏ ‡Ì‡-
ÎËÁÓÏ. éÌ Ì‡¯ÂÎ Ó·˘ËÈ ÒÔÓÒÓ· ‚˚˜ËÒÎÂÌËfl ÔÎÓ˘‡‰ÂÈ Ë Ó·˙Â-
ÏÓ‚ ÏÌÓ„Ëı ÚÂÎ ÏÂÚÓ‰ÓÏ ËÒ˜ÂÔ˚‚‡ÌËfl, ÍÓÚÓ˚È ÏÌÓ„Ó ÔÓÁÊÂ
ÒÚ‡Î ÓÒÌÓ‚ÓÈ ËÌÚÂ„‡Î¸ÌÓ„Ó ËÒ˜ËÒÎÂÌËfl. ÄıËÏÂ‰ fl‚ÎflÂÚÒfl Ë
ÔÂ‚˚Ï ÚÂÓÂÚËÍÓÏ ÏÂı‡ÌËÍË. ÑÓÍ‡Á‡ÚÂÎ¸ÒÚ‚‡ ÄıËÏÂ‰‡ ÔÂ‰-
ÒÚ‡‚Îfl˛Ú ÒÓ·ÓÈ ÔÂ‚˚Â Ï˚ÒÎÂÌÌ˚Â ˝ÍÒÔÂËÏÂÌÚ˚ ‚ ËÒÚÓËË
ÏÂı‡ÌËÍË. éÌ ‚‚ÂÎ ÔÓÌflÚËÂ ˆÂÌÚ‡ ÚflÊÂÒÚË Ë ‰ÓÍ‡Á‡Î, ˜ÚÓ ‚
Î˛·ÓÏ ÚÂÎÂ ÂÒÚ¸ Â‰ËÌÒÚ‚ÂÌÌ‡fl ÚÓ˜Í‡, ‚ ÍÓÚÓÓÈ ÏÓÊÌÓ ÒÓÒÂ-
‰ÓÚÓ˜ËÚ¸ Â„Ó ‚ÂÒ, ÌÂ Ì‡ Û¯Ë‚ ‡‚ÌÓ‚ÂÒÌÓ„Ó ÒÓÒÚÓflÌËfl. Ç ÒÓ˜Ë-
ÌÂÌËË «é ‡‚ÌÓ‚ÂÒËË ÔÎÓÒÍËı ÙË„Û» ÄıËÏÂ‰ ÒÙÓÏÛÎËÓ‚‡Î
Á‡ÍÓÌ ˚˜‡„‡, ÒÓ‰ÂÊ‡ÌËÂ ÍÓÚÓÓ„Ó Á‡ÍÎ˛˜ÂÌÓ ‚ ÒÎÂ‰Û˛˘Ëı
‰‚Ûı ÚÂÓÂÏ‡ı.

1. «ëÓËÁÏÂËÏ˚Â ‚ÂÎË˜ËÌ˚ Û‡‚ÌÓ‚Â¯Ë‚‡˛ÚÒfl Ì‡ ‰ÎËÌ‡ı,
ÍÓÚÓ˚Â ·Û‰ÛÚ Ó·‡ÚÌÓ ÔÓÔÓˆËÓÌ‡Î¸Ì˚ ÚflÊÂÒÚflÏ».

2. «ÖÒÎË ‚ÂÎË˜ËÌ˚ ÌÂÒÓËÁÏÂËÏ˚, ÚÓ ÓÌË ÚÓ˜ÌÓ Ú‡Í ÊÂ Û‡‚-
ÌÓ‚Â¯Ë‚‡˛ÚÒfl Ì‡ ‰ÎËÌ‡ı, ÍÓÚÓ˚Â Ó·‡ÚÌÓ ÔÓÔÓˆËÓÌ‡Î¸Ì˚
˝ÚËÏ ‚ÂÎË˜ËÌ‡Ï».

èËÏÂÌË‚ Ï‡ÚÂÏ‡ÚËÍÛ ‰Îfl ËÁÛ˜ÂÌËfl ÏÂı‡ÌË˜ÂÒÍÓ„Ó ‡‚ÌÓ‚Â-
ÒËfl, ÄıËÏÂ‰ ÔÓÍ‡Á‡Î, ˜ÚÓ Ï‡ÚÂÏ‡ÚË˜ÂÒÍËÈ ÔÓ‰ıÓ‰ Í Â¯ÂÌË˛
ÙËÁË˜ÂÒÍËı ÔÓ·ÎÂÏ ÌÂ ÚÓÎ¸ÍÓ ÔÓÏÓ„‡ÂÚ ÔÓÌËÍÌÛÚ¸ ‚ ÒÛÚ¸ Á‡-
ÍÓÌÓ‚ ÔËÓ‰˚, ÌÓ Ó·Ó„‡˘‡ÂÚ Ë Ò‡ÏÛ Ï‡ÚÂÏ‡ÚËÍÛ. ä‡Í ËÌÊÂÌÂ
ÄıËÏÂ‰ ÔÓÒÎ‡‚ËÎÒfl ÏÌÓ„ËÏË ÏÂı‡ÌË˜ÂÒÍËÏË ÍÓÌÒÚÛÍˆËflÏË.
ÖÏÛ ÔËÔËÒ˚‚‡ÂÚÒfl fl‰ ÏÂı‡ÌË˜ÂÒÍËı ËÁÓ·ÂÚÂÌËÈ, ‚ ˜‡ÒÚÌÓÒÚË
‡ıËÏÂ‰Ó‚ ‚ËÌÚ (¯ÌÂÍ) ‰Îfl ‚˚˜ÂÔ˚‚‡ÌËfl ‚Ó‰˚, ÔÓÎËÒÔ‡ÒÚ, ÔË-
ÏÂÌÂÌÌ˚È ‰Îfl ÒÔÛÒÍ‡ Ì‡ ‚Ó‰Û ·ÓÎ¸¯Ó„Ó ‚ÓÂÌÌÓ„Ó ÍÓ‡·Îfl, ‚Ó‰Ó-
ÔÓ‰˙ÂÏÌ˚È ‚ËÌÚ, ÏÌÓ„ÓÒÚÛÔÂÌ˜‡Ú˚È Â‰ÛÍÚÓ, ˜Â‚fl˜Ì‡fl ÔÂÂ-
‰‡˜‡ Ë ‰. É‡ÎËÎÂÈ ÒÍ‡Á‡Î: «ÖÒÎË ·˚ ÌÂ ÄıËÏÂ‰, fl ·˚ ÌË˜Â„Ó ÌÂ
ÒÏÓ„ ‰Ó·ËÚ¸Òfl».

Ç ÄÎÂÍÒ‡Ì‰ËÈÒÍËÈ ÔÂËÓ‰ ÔËÏÂÌÓ ‚ 330 „. ‰Ó Ì. ˝. ‚ÓÁ-
ÌËÍÎ‡ ¯ÍÓÎ‡ ‡ÒÚÓÌÓÏÓ‚, ÍÓÚÓ‡fl ÛÒÔÂ¯ÌÓ ‡·ÓÚ‡Î‡ ‚ ÚÂ˜ÂÌËÂ
ÌÂÒÍÓÎ¸ÍËı ‚ÂÍÓ‚. ëÓ‚ÂÏÂÌÌËÍ ÄıËÏÂ‰‡ „ÂÓ„‡Ù Ë Ï‡ÚÂÏ‡-
ÚËÍ ù‡ÚÓÒÙÂÌ Ò ÚÓ˜ÌÓÒÚ¸˛ ‰Ó 5% ÓÔÂ‰ÂÎËÎ ‡ÁÏÂ˚ áÂÏÎË.
ÄËÒÚ‡ı ë‡ÏÓÒÒÍËÈ (ÔÂ‚‡fl ÔÓÎÓ‚ËÌ‡ III ‚. ‰Ó Ì. ˝.) ÔÂ‚˚Ï
‚˚‰‚ËÌÛÎ „ËÔÓÚÂÁÛ Ó „ÂÎËÓˆÂÌÚË˜ÂÒÍÓÏ ÒÚÓÂÌËË ÇÒÂÎÂÌÌÓÈ Ë
‚‡˘ÂÌËË áÂÏÎË ‚ÓÍÛ„ Ò‚ÓÂÈ ÓÒË, ‡ Ú‡ÍÊÂ ÓÔÂ‰ÂÎËÎ ‡ÒÒÚÓfl-
ÌËÂ ÓÚ áÂÏÎË ‰Ó ãÛÌ˚ Í‡Í 56 ÁÂÏÌ˚ı ‡‰ËÛÒÓ‚ (ÚÓ˜ÌÓ 60). åÓ-

Ï‡ÚËÍË, ‡ÒÚÓÌÓÏ˚, ÏÂı‡ÌËÍË, ÂÒÚÂÒÚ‚ÓËÒÔ˚Ú‡ÚÂÎË Ë „ÂÓ„‡Ù˚.
é‰Ì‡ÍÓ ‚Ë‰Ì˚ı ÙËÎÓÒÓÙÓ‚ ÌÂ ÔË„Î‡¯‡ÎË ‚ ÄÎÂÍÒ‡Ì‰Ë˛ Ë
ˆÂÌÚÓÏ ÙËÎÓÒÓÙËË ÓÒÚ‡‚‡ÎËÒ¸ ÄÙËÌ˚.

Ç ÄÎÂÍÒ‡Ì‰ËË ‡·ÓÚ‡Î Ë ÊËÎ „ÂÓÏÂÚ ù‚ÍÎË‰. ÅËÓ„‡ÙË˜Â-
ÒÍËÂ Ò‚Â‰ÂÌËfl Ó ÊËÁÌË (III ‚. ‰Ó Ì. ˝.) Ë ‰ÂflÚÂÎ¸ÌÓÒÚË ˝ÚÓ„Ó ‚ÂÎË-
ÍÓ„Ó ‰Â‚ÌÂ„Â˜ÂÒÍÓ„Ó Ï‡ÚÂÏ‡ÚËÍ‡ Í‡ÈÌÂ ÒÍÛ‰Ì˚. ì˜ÂÌ˚Â Â-
ÍÓÌÒÚÛËÛ˛Ú ‰‡Ú˚ ÊËÁÌË ù‚ÍÎË‰‡ ÔË·ÎËÁËÚÂÎ¸ÌÓ 435–365 „„.
‰Ó Ì. ˝. àÁ‚ÂÒÚÌÓ, ˜ÚÓ ÓÌ Ó‰ÓÏ ËÁ ÄÙËÌ, ·˚Î Û˜ÂÌËÍÓÏ èÎ‡ÚÓ-
Ì‡. ç‡Û˜Ì‡fl ‰ÂflÚÂÎ¸ÌÓÒÚ¸ Â„Ó ÔÓÚÂÍ‡Î‡ ‚ ÄÎÂÍÒ‡Ì‰ËË, „‰Â ÓÌ
ÒÓÁ‰‡Î Ï‡ÚÂÏ‡ÚË˜ÂÒÍÛ˛ ¯ÍÓÎÛ. ù‚ÍÎË‰ ÒÓ·‡Î Ë ÔÓ‰˚ÚÓÊËÎ ‚ÒÂ
ÔÂ‰¯ÂÒÚ‚Û˛˘ËÂ ‰ÓÒÚËÊÂÌËfl „Â˜ÂÒÍÓÈ Ï‡ÚÂÏ‡ÚËÍË, ‰Ó·‡‚ËÎ
fl‰ ÒÓ·ÒÚ‚ÂÌÌ˚ı Ë ÒÓÁ‰‡Î ÙÛÌ‰‡ÏÂÌÚ ‰Îfl ÂÂ ‰‡Î¸ÌÂÈ¯Â„Ó ‡Á‚Ë-
ÚËfl. ÉÎ‡‚Ì˚Â ÚÛ‰˚ ù‚ÍÎË‰‡ «ç‡˜‡Î‡» (Î‡ÚËÌËÁËÓ‚‡ÌÌÓÂ Ì‡-
Á‚‡ÌËÂ «ùÎÂÏÂÌÚ˚») ÒÓ‰ÂÊ‡Ú ËÁÎÓÊÂÌËÂ ÔÎ‡ÌËÏÂÚËË, ÒÚÂÂÓ-
ÏÂÚËË Ë fl‰ ‚ÓÔÓÒÓ‚ ÚÂÓËË ˜ËÒÂÎ, ‡Î„Â·˚, Ó·˘ÂÈ ÚÂÓËË ÓÚ-
ÌÓ¯ÂÌËÈ Ë ÏÂÚÓ‰‡ ÓÔÂ‰ÂÎÂÌËfl ÔÎÓ˘‡‰ÂÈ Ë Ó·˙ÂÏÓ‚, ‚ÍÎ˛˜‡˛-
˘Â„Ó ˝ÎÂÏÂÌÚ˚ ÔÂ‰ÂÎÓ‚ (ÏÂÚÓ‰ ËÒ˜ÂÔ˚‚‡ÌËfl). àÒÚÓË˜ÂÒÍÓÂ
ÁÌ‡˜ÂÌËÂ «ç‡˜‡Î» ù‚ÍÎË‰‡ Á‡ÍÎ˛˜‡ÂÚÒfl ‚ ÚÓÏ, ˜ÚÓ ‚ ÌËı ‚ÔÂ-
‚˚Â Ò‰ÂÎ‡Ì‡ ÔÓÔ˚ÚÍ‡ ÎÓ„Ë˜ÂÒÍÓ„Ó ÔÓÒÚÓÂÌËfl „ÂÓÏÂÚËË Ò ÔÓÏÓ-
˘¸˛ ‰Â‰ÛÍÚË‚ÌÓÈ ÎÓ„ËÍË Ì‡ ÓÒÌÓ‚Â ‡ÍÒËÓÏ‡ÚËÍË. ÉÂÓÏÂÚË˜ÂÒ-
ÍËÂ ÔÓÒÚÓÂÌËfl ‚ ‰‡Î¸ÌÂÈ¯ÂÏ ¯ËÓÍÓ ÔËÏÂÌflÎËÒ¸ ‚ ‡ÒÚÓÌÓ-
ÏËË. ë 1482 „. «ç‡˜‡Î‡» ù‚ÍÎË‰‡ ‚˚‰ÂÊ‡ÎË ·ÓÎÂÂ 500 ËÁ‰‡ÌËÈ
Ì‡ ‚ÒÂı flÁ˚Í‡ı ÏË‡.

ãÂ„ÂÌ‰‡Ì˚È ÄıËÏÂ‰ Ó‰ËÎÒfl ‚ ëË‡ÍÛÁ‡ı, ÔÓÎÛ˜ËÎ ·ÎÂÒ-
Úfl˘ÂÂ Ó·‡ÁÓ‚‡ÌËÂ Û Ò‚ÓÂ„Ó ÓÚˆ‡, ‡ÒÚÓÌÓÏ‡ Ë Ï‡ÚÂÏ‡ÚËÍ‡ îË-

20 ÉÎ‡‚‡ 1. ç¸˛ÚÓÌÓ‚‡ ÏÂı‡ÌËÍ‡ 1.2. éÚ ÔÂËÓ‰‡ Ï‡ÚÂÏ‡ÚË˜ÂÒÍÓÈ ÙËÁËÍË… 21

ÄıËÏÂ‰ („Â˜. Αρχιμη′δης; 287–212 ‰Ó 
Ì. ˝.) – ‰Â‚ÌÂ„Â˜ÂÒÍËÈ Ï‡ÚÂÏ‡ÚËÍ, ÏÂı‡-
ÌËÍ Ë ËÌÊÂÌÂ. éÒÌÓ‚ÓÔÓÎÓÊÌËÍ ÚÂÓÂ-

ÚË˜ÂÒÍÓÈ ÏÂı‡ÌËÍË Ë „Ë‰ÓÒÚ‡ÚËÍË



365 ÒÛÚÓÍ 5 ˜‡ÒÓ‚ Ë 55 ÏËÌÛÚ. éÌ ÓÚÍ˚Î, ˜ÚÓ ‡ÒÒÚÓflÌËÂ ÏÂÊ-
‰Û ãÛÌÓÈ Ë áÂÏÎÂÈ ÌÂ ÓÒÚ‡ÂÚÒfl ÔÓÒÚÓflÌÌ˚Ï: ãÛÌ‡ ‰‚ËÊÂÚÒfl ·˚-
ÒÚÂÂ Ì‡ ·ÎËÁÍËı ‡ÒÒÚÓflÌËflı Ë ÏÂ‰ÎÂÌÌÂÂ Ì‡ ‰‡ÎÂÍËı. éÌ Ò‰Â-
Î‡Î ‚˚‚Ó‰ Ó ˝ÍÒˆÂÌÚË˜ÌÓÒÚË ÂÂ ‰‚ËÊÂÌËfl: ãÛÌ‡ ‰‚ËÊÂÚÒfl ÔÓ
ÍÛ„Û, ÌÓ áÂÏÎfl ÌÂ fl‚ÎflÂÚÒfl ˆÂÌÚÓÏ ˝ÚÓ„Ó ÍÛ„‡.

ÅÓÎ¸¯ËÌÒÚ‚Ó ‡ÒÚÓÌÓÏÓ‚ ˝ÎÎËÌËÒÚË˜ÂÒÍÓÈ ÔÓ˚ Â¯‡ÎÓ ‚Ó-
ÔÓÒ ‚ ÔÓÎ¸ÁÛ „ÂÓˆÂÌÚË˜ÌÓÈ ÇÒÂÎÂÌÌÓÈ, ËÒÔÓÎ¸ÁÛfl ‡ÁÎË˜Ì˚Â
„ÂÓÏÂÚË˜ÂÒÍËÂ ÏÓ‰ÂÎË ‰Îfl Ó·˙flÒÌÂÌËfl ÔÓÎÓÊÂÌËfl ÔÎ‡ÌÂÚ. á‡-
‚Â¯ÂÌËÂÏ ˝ÚËı ËÒÒÎÂ‰Ó‚‡ÌËÈ ÒÚ‡Î ÚÛ‰ èÚÓÎÂÏÂfl «ÄÎ¸Ï‡„ÂÒÚ»
(ÇÂÎËÍÓÂ ÔÓÒÚÓÂÌËÂ), ÒÓÒÚÓfl˘ËÈ ËÁ 13 ÍÌË„. Ç ÌÂÏ èÚÓÎÂÏÂÈ
Á‡ÌflÚ ÛÚÓ˜ÌÂÌËÂÏ Í‡ÚËÌ˚ ÁÌ‡ÌËfl, ÔÓÎÛ˜ÂÌÌÓÈ ÓÚ ÄËÒÚÓÚÂÎfl.
éÌ ‡Á‰ÂÎflÂÚ Ì‡ÛÍË Ì‡ ÔÓ˝ÚË˜ÂÒÍËÂ, Ô‡ÍÚË˜ÂÒÍËÂ Ë ÚÂÓÂÚË˜Â-
ÒÍËÂ. èÓÒÎÂ‰ÌËÂ ‚ÍÎ˛˜‡˛Ú ‚ ÒÂ·fl ÙËÁËÍÛ, Ï‡ÚÂÏ‡ÚËÍÛ Ë ÚÂÓÎÓ-
„Ë˛ (ÏÂÚ‡ÙËÁËÍÛ). èÚÓÎÂÏÂÈ Û·ÂÊ‰ÂÌ ‚ fl‚ÌÓÏ ÔÂ‚ÓÒıÓ‰ÒÚ‚Â
ÚÂÓÂÚË˜ÂÒÍËı Ì‡ÛÍ Ë ÓÚ‰‡ÂÚ ÔÂ‰ÔÓ˜ÚÂÌËÂ Ï‡ÚÂÏ‡ÚËÍÂ. «íÓÎ¸ÍÓ
Ï‡ÚÂÏ‡ÚËÍ‡, – ÔÓÎ‡„‡ÂÚ èÚÓÎÂÏÂÈ, – ÂÒÎË ÔÓ‰ÓÈÚË Í ÌÂÈ ÒÓ ÒÚÓ-
„ÓÒÚ¸˛, ‰‡ÂÚ ÔÓ˜ÌÓÂ Ë ÓÔÂ‰ÂÎÂÌÌÓÂ ÁÌ‡ÌËÂ ÚÂÏ, ÍÚÓ Â„Ó ‰Ó·Ë-
‚‡ÂÚÒfl, ÔÓÒÍÓÎ¸ÍÛ ‰ÓÍ‡Á‡ÚÂÎ¸ÒÚ‚Ó Í‡Í ‡ËÙÏÂÚË˜ÂÒÍÓÂ, Ú‡Í Ë
„ÂÓÏÂÚË˜ÂÒÍÓÂ, ÔÓÎÛ˜‡ÂÚÒfl ÔÛÚflÏË ÌÂÓÔÓ‚ÂÊËÏ˚ÏË» [7.
ë. 258]. Ç «ÄÎ¸Ï‡„ÂÒÚÂ» èÚÓÎÂÏÂÈ ËÁÎÓÊËÎ ÒÓ·‡ÌËÂ ‡ÒÚÓÌÓ-
ÏË˜ÂÒÍËı ÁÌ‡ÌËÈ ‰Â‚ÌÂÈ ÉÂˆËË Ë Ç‡‚ËÎÓÌ‡, ÔÓ‚ÚÓËÎ Ë ‰ÓÔÓÎ-
ÌËÎ ‰‡ÌÌ˚Â ÉËÔÔ‡ı‡ Ó Á‚ÂÁ‰‡ı Ë ÔÎ‡ÌÂÚ‡ı, ‡Á‡·ÓÚ‡Î Ï‡ÚÂÏ‡-
ÚË˜ÂÒÍÛ˛ ÚÂÓË˛ ‰‚ËÊÂÌËfl ÔÎ‡ÌÂÚ, „‰Â ÒÓÂ‰ËÌËÎ ‡ËÒÚÓÚÂÎÂ‚Û
ÍÓÒÏÓÎÓ„Ë˛ ‰‚ËÊÂÌËfl ÔÎ‡ÌÂÚ ÔÓ ÓÍÛÊÌÓÒÚflÏ ‚ÓÍÛ„ ÌÂÔÓ-
‰‚ËÊÌÓÈ áÂÏÎË Ò ‰ÂÈÒÚ‚ËÚÂÎ¸Ì˚ÏË Ì‡·Î˛‰ÂÌËflÏË Á‡ ÔÎ‡ÌÂÚ‡ÏË
Ò ÔÂÂÏÂÌÌ˚ÏË ÒÍÓÓÒÚflÏË Ë Ì‡Ô‡‚ÎÂÌËflÏË. ÇÏÂÒÚÂ Ò ÚÂÓËÂÈ
‰‚ËÊÂÌËfl ëÓÎÌˆ‡ Ë ãÛÌ˚ ˝Ú‡ ÚÂÓËfl ÒÓÒÚ‡‚ËÎ‡ Ú‡Í Ì‡Á˚‚‡ÂÏÛ˛
ÔÚÓÎÂÏÂÂ‚Û ÒËÒÚÂÏÛ ÏË‡. ëÓ„Î‡ÒÌÓ ÂÈ Ì‡Ë·ÓÎÂÂ Û‰‡ÎÂÌÌ‡fl ÓÚ
ˆÂÌÚ‡ ÒÙÂ‡, Í ÍÓÚÓÓÈ ÔËÍÂÔÎÂÌ˚ ÌÂÔÓ‰‚ËÊÌ˚Â Á‚ÂÁ‰˚,
Í‡Ê‰Ó‰ÌÂ‚ÌÓ ÔÂÂÏÂ˘‡ÂÚ ‚ÒÂ ÌÂ·Ó ‚ÓÍÛ„ áÂÏÎË, ‰‚Ë„‡flÒ¸ ‚ Á‡-
Ô‡‰ÌÓÏ Ì‡Ô‡‚ÎÂÌËË. ÇÌÛÚË ˝ÚÓÈ ÒÙÂ˚ Í‡Ê‰‡fl ËÁ ÔÎ‡ÌÂÚ
(‚ÍÎ˛˜‡fl ëÓÎÌˆÂ Ë ãÛÌÛ) ‚‡˘‡ÂÚÒfl ‚ ‚ÓÒÚÓ˜ÌÓÏ Ì‡Ô‡‚ÎÂÌËË Ò
ÔÂÂÏÂÌÌ˚ÏË – ·ÓÎÂÂ ÏÂ‰ÎÂÌÌ˚ÏË – ÒÍÓÓÒÚflÏË. éÌ ÔËÌflÎ ÒÎÂ-
‰Û˛˘Û˛ ÔÓÒÎÂ‰Ó‚‡ÚÂÎ¸ÌÓÒÚ¸ ‡ÒÔÓÎÓÊÂÌËfl Ò‚ÂÚËÎ: ãÛÌ‡, åÂ-
ÍÛËÈ, ÇÂÌÂ‡, ëÓÎÌˆÂ, å‡Ò, ûÔËÚÂ, ë‡ÚÛÌ, ÌÂÔÓ‰‚ËÊÌ˚Â
Á‚ÂÁ‰˚. ÑÎfl ÓÔËÒ‡ÌËfl ‰‚ËÊÂÌËfl ëÓÎÌˆ‡, ãÛÌ˚ Ë ÔÎ‡ÌÂÚ ÓÌ ÔÓÒÚ-
ÓËÎ ÒıÂÏÛ, ÔË‚Â‰ÂÌÌÛ˛ Ì‡ ËÒ. 1.2.

áÂÏÎfl (E) ‡ÒÔÓÎÓÊÂÌ‡ Ì‡ ÌÂÍÓÚÓÓÏ ‡ÒÒÚÓflÌËË ÓÚ ˆÂÌÚ‡
‰ËÙÙÂÂÌÚ‡ (C) ‰Îfl Í‡Ê‰ÓÈ ÔÎ‡ÌÂÚ˚ (P). ÇÓÓ·‡Ê‡ÂÏ‡fl ÚÓ˜Í‡
Q, ÍÓÚÓÛ˛ ÓÌ Ì‡Á‚‡Î ˝Í‚‡ÌÚÓÏ, Ì‡ıÓ‰ËÚÒfl Ì‡ Ó‰ÌÓÏ ‰Ë‡ÏÂÚÂ
‰ËÙÙÂÂÌÚ‡ Ë Ì‡ ‡ÒÒÚÓflÌËË CQ = EC. èÎÂ˜Ó QA ‚‡˘‡ÂÚÒfl Ò

‰ÂÎ¸ Ö‚‰ÓÍÒËfl ·˚Î‡ ‰Ó‚Â‰ÂÌ‡
ÄËÒÚÓÚÂÎÂÏ ‰Ó 56 ‚‡˘‡˛-
˘ËıÒfl ÒÙÂ Ë ÓÒÚ‡‚ÎÂÌ‡ ËÁ-Á‡
Í‡ÈÌÂÈ ÒÎÓÊÌÓÒÚË. ÄÔÓÎÎÓ-
ÌËÈ èÂ„ÂÈÒÍËÈ (200 „. ‰Ó Ì. ˝.)
‰Îfl ÚÓ„Ó ˜ÚÓ·˚ Ó·˙flÒÌËÚ¸
ÔÂÚÎÂÓ·‡ÁÌÓÂ ‰‚ËÊÂÌËÂ ÔÎ‡-
ÌÂÚ ÔÓ ÌÂ·ÂÒÌÓÏÛ Ò‚Ó‰Û, ÔÂ‰-
ÎÓÊËÎ ÚÂÓË˛ ˝ÔËˆËÍÎÓ‚. èÓ
ÌÂÈ ÔÎ‡ÌÂÚ‡ P (ËÒ. 1.1) ‰‚Ë-
ÊÂÚÒfl Ò ÔÓÒÚÓflÌÌÓÈ Û„ÎÓ‚ÓÈ
ÒÍÓÓÒÚ¸˛ ÔÓ ÓÍÛÊÌÓÒÚË
(˝ÔËˆËÍÎÛ) ‡‰ËÛÒ‡ r, ˆÂÌÚ

ÍÓÚÓÓÈ Ò‡Ï ÔÂÂÏÂ˘‡ÂÚÒfl Ò ÔÓÒÚÓflÌÌÓÈ Û„ÎÓ‚ÓÈ ÒÍÓÓÒÚ¸˛ ω
ÔÓ ‰Û„ÓÈ ÓÍÛÊÌÓÒÚË (‰ËÙÙÂÂÌÚÛ) ‡‰ËÛÒ‡ R. ñÂÌÚ ‰ËÙÙÂ-
ÂÌÚ‡ ÒÓ‚Ô‡‰‡ÂÚ Ò ˆÂÌÚÓÏ é áÂÏÎË. Ç ËÚÓ„Â Ï˚ Ì‡·Î˛‰‡ÂÏ
ÔÂÚÎÂÓ·‡ÁÌÓÂ ‰‚ËÊÂÌËÂ ÔÎ‡ÌÂÚ˚. ÇÂÎË˜‡È¯ËÈ ‰Â‚ÌÂ„Â˜ÂÒ-
ÍËÈ ‡ÒÚÓÌÓÏ ÉËÔÔ‡ı çËÍÂÈÒÍËÈ ‡Á‡·ÓÚ‡Î ÒËÒÚÂÏ˚ ˝ÔËˆËÍ-
ÎÓ‚ ãÛÌ˚ Ë ëÓÎÌˆ‡, ÔÓ‰·Ë‡fl ‡‰ËÛÒ˚ ‰‚Ûı ÓÍÛÊÌÓÒÚÂÈ Ë Û„-
ÎÓ‚˚Â ÒÍÓÓÒÚË. éÌ ÒÓÒÚ‡‚ËÎ Á‚ÂÁ‰Ì˚È Í‡Ú‡ÎÓ„, „‰Â ·˚ÎË ÛÍ‡-
Á‡Ì˚ ÔÓÎÓÊÂÌËfl (Ò ÚÓ˜ÌÓÒÚ¸˛ ÓÍÓÎÓ 1/6 „‡‰ÛÒ‡) Ë ÓÚÌÓÒË-
ÚÂÎ¸Ì‡fl flÍÓÒÚ¸ (Â„Ó ¯Í‡Î‡ ËÏÂÎ‡ 6 ‡Áfl‰Ó‚) ÓÍÓÎÓ 850 Á‚ÂÁ‰
ËÁ 42 ÒÓÁ‚ÂÁ‰ËÈ. ç‡ ‰‡ÌÌ˚Â ˝ÚÓ„Ó Í‡Ú‡ÎÓ„‡ ‡ÒÚÓÌÓÏ˚ ÓÔË‡-
ÎËÒ¸ ÏÌÓ„ËÂ ÒÚÓÎÂÚËfl – ‚ÔÎÓÚ¸ ‰Ó ÔÓfl‚ÎÂÌËfl ÚÛ‰‡ ìÎÛ„·ÂÍ‡ ‚
XIV ‚. ÉËÔÔ‡ı ÓˆÂÌËÎ ÔÓ‰ÓÎÊËÚÂÎ¸ÌÓÒÚ¸ ÒÓÎÌÂ˜ÌÓ„Ó „Ó‰‡ ‚
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êËÒ. 1.1

ÉËÔÔ‡ı çËÍÂÈÒÍËÈ („Â˜. ’`Ιππαρχος; ÓÍ.
190 – ÓÍ. 120 ‰Ó Ì. ˝.) – ‰Â‚ÌÂ„Â˜ÂÒÍËÈ ‡Ò-
ÚÓÌÓÏ, „ÂÓ„‡Ù Ë Ï‡ÚÂÏ‡ÚËÍ II ‚. ‰Ó Ì. ˝.,
˜‡ÒÚÓ Ì‡Á˚‚‡ÂÏ˚È ‚ÂÎË˜‡È¯ËÏ ‡ÒÚÓÌÓ-

ÏÓÏ ÄÌÚË˜ÌÓÒÚË



éÒÚÓÛÏÌ‡fl Ë‰Âfl Ë ÒÎÓÊÌÂÈ¯ËÂ ‡Ò˜ÂÚ˚ ‰‚ËÊÂÌËfl ÔÎ‡ÌÂÚ Ò
Û˜ÂÚÓÏ ˝ÔËˆËÍÎÓ‚ Ë ˝ÍÒˆÂÌÚËÍÓ‚ Ó·ÂÒÔÂ˜ËÎË èÚÓÎÂÏÂ˛ ·ÂÒ-
ÔÂˆÂ‰ÂÌÚÌ˚È ÛÒÔÂı ‚ Ó·Î‡ÒÚË ‡ÒÚÓÌÓÏËË, ‡‚ÚÓËÚÂÚ Â„Ó ÌË-
ÍÚÓ ÌÂ ÓÒÔ‡Ë‚‡Î 14 ‚ÂÍÓ‚! ç‡ ÔÓÚflÊÂÌËË ÔÓÎÛÚÓ‡ Ú˚Òfl˜
ÎÂÚ, ·Û‰Û˜Ë ÔÂÂ‚Â‰ÂÌ Ò „Â˜ÂÒÍÓ„Ó ÒÌ‡˜‡Î‡ Ì‡ ‡‡·ÒÍËÈ, ‡ Á‡-
ÚÂÏ Ì‡ Î‡ÚËÌÒÍËÈ flÁ˚ÍË, «ÄÎ¸Ï‡„ÂÒÚ» Ò˜ËÚ‡ÎÒfl Ì‡Ë·ÓÎÂÂ ‡‚ÚÓ-
ËÚÂÚÌ˚Ï ËÒÚÓ˜ÌËÍÓÏ ‡ÒÚÓÌÓÏË˜ÂÒÍËı ÁÌ‡ÌËÈ Ì‡ ÒÂ‰ÌÂ‚ÂÍÓ-
‚ÓÏ ÇÓÒÚÓÍÂ Ë ‚ Ö‚ÓÔÂ. «ê‡Á‡·ÓÚ‡ÌÌ‡fl èÚÓÎÂÏÂÂÏ ÏÓ‰ÂÎ¸
ÒÎÓÊÌ˚ı ÓÍÛÊÌÓÒÚÂÈ ÒÚ‡Î‡ ÔÂ‚ÓÈ ÒËÒÚÂÏÓÈ, ÍÓÚÓ‡fl ÒÏÓ„Î‡
ÍÓÎË˜ÂÒÚ‚ÂÌÌÓ Ó·˙flÒÌËÚ¸ ‚ÒÂ ÌÂ·ÂÒÌ˚Â ‰‚ËÊÂÌËfl. äÓÏÂ ÚÓ„Ó,
ÔÓ‰‡ÚÎË‚‡fl ÏÌÓ„ÓÒÚÓÓÌÌÓÒÚ¸ ‰‡ÌÌÓÈ ÏÓ‰ÂÎË, ÔÓÁ‚ÓÎfl‚¯‡fl
ÔËÏËflÚ¸ ÌÓ‚˚Â ÔÓÚË‚ÓÂ˜Ë‚˚Â Ì‡·Î˛‰ÂÌËfl Ò ÔÓÏÓ˘¸˛ ÌÓ-
‚˚ı „ÂÓÏÂÚË˜ÂÒÍËı ÔÂÓ·‡ÁÓ‚‡ÌËÈ (Ì‡ÔËÏÂ ‰Ó·‡‚Îflfl Í
˝ÔËˆËÍÎÛ Â˘Â Ó‰ËÌ ˝ÔËˆËÍÎ, Í ˝ÍÒˆÂÌÚËÍÛ – Â˘Â Ó‰ËÌ ˝ÍÒˆÂÌ-
ÚËÍ), Ì‡‰ÂÎËÎ‡ ÂÂ Ú‡ÍÓÈ ÒËÎÓÈ, ˜ÚÓ ÓÌ‡ ÔÓ‰ÂÊ‡Î‡Ò¸ Ì‡ ÔÓ-
ÚflÊÂÌËË ‚ÒÂ„Ó ÍÎ‡ÒÒË˜ÂÒÍÓ„Ó ÔÂËÓ‰‡ Ë ëÂ‰ÌÂ‚ÂÍÓ‚¸fl. éÒ-
ÌÓ‚Ì˚Ï ÍÓÒÚflÍÓÏ ‰Îfl ˝ÎÎËÌËÒÚË˜ÂÒÍËı ‡ÒÚÓÌÓÏÓ‚ ‚ ÒÓÁ‰‡ÌËË
˝ÚÓÈ ÒıÂÏ˚ ÔÓÒÎÛÊËÎ‡ ÍÓÒÏÓÎÓ„Ëfl ÄËÒÚÓÚÂÎfl – Ò ÂÂ Ì‡ıÓ‰fl-
˘ÂÈÒfl ‚ ˆÂÌÚÂ ÌÂÔÓ‰‚ËÊÌÓÈ áÂÏÎÂÈ, ‚‡˘‡˛˘ËÏËÒfl ˝ÙË-
Ì˚ÏË ÒÙÂ‡ÏË Ë ÒÚËıËÈÌÓÈ ÙËÁËÍÓÈ. ùÚ‡ ÒËÌÚÂÚË˜ÂÒÍ‡fl ÔÚÓ-
ÎÂÏÂÂ‚ÒÍÓ-‡ËÒÚÓÚÂÎÂ‚ÒÍ‡fl ÇÒÂÎÂÌÌ‡fl ‚ Ò‚Ó˛ Ó˜ÂÂ‰¸ ÎÂ„Î‡ ‚
ÓÒÌÓ‚Û ÚÓ„Ó ÏËÓ‚ÓÒÔËflÚËfl, ÍÓÚÓÓÂ ‚ ÚÂ˜ÂÌËÂ ÔÓ˜ÚË 15 ÔÓ-
ÒÎÂ‰Û˛˘Ëı ÒÚÓÎÂÚËÈ ÓÔÂ‰ÂÎflÎÓ ÙËÎÓÒÓÙÒÍÓÂ, ÂÎË„ËÓÁÌÓÂ Ë
Ì‡Û˜ÌÓÂ ‚Ë‰ÂÌËÂ á‡Ô‡‰‡» [6. ë. 60].

ÄËÒÚ‡ı ë‡ÏÓÒÒÍËÈ (ÓÍ. 310–230 „„. ‰Ó Ì. ˝.) ‚˚‰‚ËÌÛÎ
Ë‰Â˛ Ó ·ÂÒÍÓÌÂ˜ÌÓÒÚË ÏË‡. éÌ ‚˚ÒÍ‡Á‡Î ÒÓÓ·‡ÊÂÌËfl Ó „Â-
ÎËÓˆÂÌÚË˜ÂÒÍÓÈ ÒËÒÚÂÏÂ ÏË‡, ÍÓ„‰‡ ëÓÎÌˆÂ Ë Á‚ÂÁ‰˚ ÌÂÔÓ-
‰‚ËÊÌ˚, ‡ áÂÏÎfl ‚‡˘‡ÂÚÒfl ÔÓ ÍÛ„Û ‚ÓÍÛ„ ÌËı. é‰Ì‡ÍÓ ‚‚Ë‰Û
·ÓÎ¸¯Ëı ‰ÓÒÚËÊÂÌËÈ ÚÂÓËË èÚÓÎÂÏÂfl „ÂÎËÓˆÂÌÚË˜ÂÒÍ‡fl ÒËÒ-
ÚÂÏ‡ ·˚Î‡ ÓÚ‚Â„ÌÛÚ‡ ÒÓ‚ÂÏÂÌÌËÍ‡ÏË Ë Á‡·˚Ú‡ ÔÓ˜ÚË Ì‡ ‰‚‡
Ú˚Òfl˜ÂÎÂÚËfl.

èÓÒÎÂ èÚÓÎÂÏÂfl Á‡Í‡Ì˜Ë‚‡ÂÚÒfl ÔÎÓ‰ÓÚ‚ÓÌ˚È ÔÂËÓ‰ ‡Á‚Ë-
ÚËfl ‡ÌÚË˜Ì˚ı ÙËÁËÍË Ë ÏÂı‡ÌËÍË, Ë ÔË·ÎËÁËÚÂÎ¸ÌÓ Í VII ‚. Ì. ˝.
ÓÌË ÔËıÓ‰flÚ ‚ ÒÓÒÚÓflÌËÂ Í‡˜ÂÒÚ‚ÂÌÌÓ„Ó ÛÔ‡‰Í‡. «èÓÎËÚË˜ÂÒÍËÂ
Ë ÂÎË„ËÓÁÌ˚Â ‚ÎËflÌËfl, ÔÓÚË‚Ó‰ÂÈÒÚ‚Û˛˘ËÂ ‡Á‚ËÚË˛ Ì‡ÛÍË,
ÔËÓ·ÂÚ‡˛Ú Â¯ËÚÂÎ¸Ì˚È ÔÂÂ‚ÂÒ. ìÏ˚ Ì‡ÒËÎ¸ÌÓ ‚˚‚Ó‰flÚÒfl
ËÁ ÔÓÍÓfl Ì‡Û˜Ì˚ı ËÁ˚ÒÍ‡ÌËÈ, ‚Ó‚ÎÂÍ‡˛ÚÒfl ‚ ÔÓÎËÚË˜ÂÒÍËÈ ‚Ó‰Ó-
‚ÓÓÚ ËÎË ÊÂ ÓÍÓÌ˜‡ÚÂÎ¸ÌÓ ÔÓ„ÎÓ˘‡˛ÚÒfl ÛÒÚ‡‚‡ÏË ÂÎË„ËÓÁÌÓÈ
ÊËÁÌË. …ÇÎ‡‰˚Í‡ ÏË‡, êËÏ, ‚ÒÂ ÒËÎ¸ÌÂÂ ÔË‚ÎÂÍ‡ÂÚ Í ÒÂ·Â ‚˚-
‰‡˛˘ËÂÒfl ÛÏ˚. ÄÙËÌÒÍËÂ ¯ÍÓÎ˚, ‡ÎÂÍÒ‡Ì‰ËÈÒÍ‡fl ‡Í‡‰ÂÏËfl
Â˘Â ÒÛ˘ÂÒÚ‚Û˛Ú, ÌÓ ÔÂÊÌËÈ ‰Ûı ‚ ÌËı Û„‡Ò; ÓÌË ÔÓÁfl·‡˛Ú, ÎË-

ÔÓÒÚÓflÌÌÓÈ Û„ÎÓ‚ÓÈ ÒÍÓÓ-
ÒÚ¸˛. èË ˝ÚÓÏ ‡‰ËÛÒ Äê
˝ÔËˆËÍÎ‡ ‚‡˘‡ÂÚÒfl ‚ÓÍÛ„
ˆÂÌÚ‡ A c ‰Û„ÓÈ ÔÓÒÚÓflÌÌÓÈ
Û„ÎÓ‚ÓÈ ÒÍÓÓÒÚ¸˛. Ç ÚÂÓËË
èÚÓÎÂÏÂfl Û„ÎÓ‚‡fl ÒÍÓÓÒÚ¸
ˆÂÌÚ‡ ˝ÔËˆËÍÎ‡ ÓÚÌÓÒËÚÂÎ¸-
ÌÓ ˝Í‚‡ÌÚ‡ ÌÂËÁÏÂÌÌ‡. é‰Ì‡-
ÍÓ ÔË Ì‡·Î˛‰ÂÌËË ËÁ ˆÂÌÚ‡
‰ÂÙÂÂÌÚ‡ ËÎË ËÁ ÚÓ˜ÍË E Û„-
ÎÓ‚‡fl ÒÍÓÓÒÚ¸ ˆÂÌÚ‡ ˝ÔË-
ˆËÍÎ‡ ÔË ‰‚ËÊÂÌËË ÔÎ‡ÌÂÚ˚
ÏÂÌflÂÚÒfl. í‡ÍÊÂ ÌÂ ÓÒÚ‡ÂÚÒfl
ÌÂËÁÏÂÌÌÓÈ Ë ÎËÌÂÈÌ‡fl ÒÍÓ-
ÓÒÚ¸ ÔÎ‡ÌÂÚ˚: ˜ÂÏ ·ÎËÊÂ Í
áÂÏÎÂ, ÚÂÏ ÓÌ‡ ·ÓÎ¸¯Â. è‡‡-

ÏÂÚ˚ ˝Í‚‡ÌÚ‡ èÚÓÎÂÏÂÈ ‰Îfl Í‡Ê‰ÓÈ ËÁ ÔÎ‡ÌÂÚ ÓÔÂ‰ÂÎËÎ ËÒ-
ıÓ‰fl ËÁ ‡ÒÚÓÌÓÏË˜ÂÒÍËı Ì‡·Î˛‰ÂÌËÈ. ìÏÂÎ˚È ÔÓ‰·Ó ÔÓÎÓ-
ÊÂÌËfl ˝Í‚‡ÌÚ‡, ‡‰ËÛÒÓ‚ AP Ë CA, Û„ÎÓ‚˚ı ÒÍÓÓÒÚÂÈ ‚‡˘Â-
ÌËfl ÔÓÁ‚ÓÎflÎ èÚÓÎÂÏÂ˛ ‰Ó‚ÓÎ¸ÌÓ ÚÓ˜ÌÓ ÏÓ‰ÂÎËÓ‚‡Ú¸ ‚Ë‰Ë-
ÏÓÂ ÌÂ‡‚ÌÓÏÂÌÓÂ ‰‚ËÊÂÌËÂ ÔÎ‡ÌÂÚ. ëÓ„Î‡ÒËÂ Ò ˝ÍÒÔÂËÏÂÌ-
Ú‡Î¸Ì˚ÏË ‰‡ÌÌ˚ÏË ÒÓÒÚ‡‚ÎflÎÓ ‰ÓÎË „‡‰ÛÒ‡. èÓ ÏÂÂ ÛÚÓ˜ÌÂ-
ÌËfl ÔÓÎÓÊÂÌËfl ÔÎ‡ÌÂÚ ‰Îfl Ó·˙flÒÌÂÌËfl Ëı ‰‚ËÊÂÌËfl ÔËıÓ‰Ë-
ÎÓÒ¸ ‚‚Ó‰ËÚ¸ ÌÂÒÍÓÎ¸ÍÓ ˝ÔËˆËÍÎÓ‚. ïÓÚfl Ú‡Í‡fl ÚÂÓËfl ÒÓ ‚Â-
ÏÂÌÂÏ ÒÚ‡ÌÓ‚ËÎ‡Ò¸ „ÓÏÓÁ‰ÍÓÈ, Â˛ Ò ÛÒÔÂıÓÏ ÔÓÎ¸ÁÓ‚‡ÎËÒ¸.
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êËÒ. 1.2

äÎ‡‚‰ËÈ èÚÓÎÂÏÂÈ („Â˜. Κλαυ′διος
Πτολεμαι~ος; 87–165) – ‚ÂÎËÍËÈ ‰Â‚ÌÂ-
„Â˜ÂÒÍËÈ ‡ÒÚÓÌÓÏ, Ï‡ÚÂÏ‡ÚËÍ, ÏÛÁ˚-

Í‡Î¸Ì˚È ÚÂÓÂÚËÍ Ë „ÂÓ„‡Ù



ÎËÒ¸ Ì‡ ‡‡·ÒÍËÈ flÁ˚Í. ê‡ÒÔÓÒÚ‡ÌÂÌËÂ ‚Î‡ÒÚË ‡‡·ÒÍÓ„Ó ı‡ÎË-
Ù‡Ú‡ Ì‡ ëÂ‰Ì˛˛ ÄÁË˛ ÔË‚ÂÎÓ Í ÒËÌÚÂÁÛ ‡ÌÚË˜ÌÓÈ Ë ‚ÓÒÚÓ˜-
ÌÓÈ Ì‡ÛÍË Ë Ó·‡ÁÓ‚‡ÌË˛ ‡‡·ÒÍÓÈ Ì‡ÛÍË. Ä‡·ÒÍËÂ Û˜ÂÌ˚Â ‰Ó-
ÔÓÎÌËÎË „ÂÓÏÂÚË˜ÂÒÍËÂ ÏÂÚÓ‰˚ ‰Â‚ÌËı ‚‚Â‰ÂÌËÂÏ ‡Î„Â·˚,
ÓÚ˜‡ÒÚË ÔÓÁ‡ËÏÒÚ‚Ó‚‡ÌÌ˚ı Û ËÌ‰ËÈˆÂ‚. ëÓ‚ÂÏÂÌÌ‡fl ËÌ‰ÛÒÒÍÓ-
‡‡·ÒÍ‡fl ÒËÒÚÂÏ‡ ˆËÙ Ò ÌÛÎÂÏ ·˚Î‡ ÒÌ‡˜‡Î‡ ‡Á‚ËÚ‡ ‚ àÌ‰ËË,
Ì‡fl‰Û Ò ÚË„ÓÌÓÏÂÚË˜ÂÒÍËÏË ÙÛÌÍˆËflÏË ÒËÌÛÒ‡ Ë ÍÓÒËÌÛÒ‡
·˚Î‡ ÔËÌflÚ‡ àÒÎ‡ÏÒÍËÏ ï‡ÎËÙ‡ÚÓÏ Ë ÒÚ‡Î‡ ‡ÒÔÓÒÚ‡ÌflÚ¸Òfl
ÔÓ Ö‚ÓÔÂ.

ë II–VII ‚‚. Ì‡ ÚÂËÚÓËË Ö‚ÓÔ˚, ÄÁËË Ë ÄÙËÍË ÔÓÒÎÂ
‚ÂÎËÍÓ„Ó ÔÂÂÒÂÎÂÌËfl Ì‡Ó‰Ó‚ Á‡Ó‰ËÎËÒ¸ ˆË‚ËÎËÁ‡ˆËË ÌÓ‚Ó-
„Ó ÚËÔ‡ Ò ÌÓ‚˚ÏË Ì‡Ó‰‡ÏË, „ÓÒÛ‰‡ÒÚ‚‡ÏË, flÁ˚Í‡ÏË, ÏÓ‡Î¸˛
Ë Ì‡‚ÒÚ‚ÂÌÌÓÒÚ¸˛. é‰Ì‡ÍÓ «ÒÎ‡‚ÌÓÂ ÔÓ¯ÎÓÂ ÍÎ‡ÒÒË˜ÂÒÍÓÈ
ˆË‚ËÎËÁ‡ˆËË Ë êËÏÒÍÓÈ ËÏÔÂËË ‰Îfl ‡ÌÌÂ„Ó ëÂ‰ÌÂ‚ÂÍÓ‚¸fl
á‡Ô‡‰‡ ·˚ÎÓ ‰‡ÎÂÍËÏ ‚ÓÒÔÓÏËÌ‡ÌËÂÏ. èÂÂÒÂÎÂÌËfl ‚‡‚‡-
ÒÍËı ÔÎÂÏÂÌ ÌÂ ÚÓÎ¸ÍÓ ‡ÁÛ¯ËÎË Á‡Ô‡‰ÌÛ˛ ÒËÒÚÂÏÛ „‡Ê‰‡Ì-
ÒÍÓÈ ‚Î‡ÒÚË, ÌÓ ÔÓ ·ÓÎ¸¯ÓÏÛ Ò˜ÂÚÛ ËÒÍÓÂÌËÎË Î˛·˚Â ÔÓfl‚-
ÎÂÌËfl ‚˚ÒÓÍÓÍÛÎ¸ÚÛÌÓÈ ÊËÁÌË, ‡ Ú‡ÍÊÂ – ‚ ÓÒÓ·ÂÌÌÓÒÚË ‚ÒÎÂ‰
Á‡ ËÒÎ‡ÏÒÍÓÈ ˝ÍÒÔ‡ÌÒËÂÈ – ÓÚÂÁ‡ÎË ÂÈ ‰ÓÒÚÛÔ Í ÔÓ‰ÎËÌÌ˚Ï
„Â˜ÂÒÍËÏ ÚÂÍÒÚ‡Ï. çÂÏÌÓ„Ó˜ËÒÎÂÌÌ˚Â ‚ ëÂ‰ÌÂ‚ÂÍÓ‚¸Â ıËÒ-
ÚË‡ÌÂ-ËÌÚÂÎÎÂÍÚÛ‡Î˚, ÔÓÏËÏÓ Ó·˘ÂÈ ıËÒÚË‡ÌÒÍÓÈ Û·ÂÊ‰ÂÌ-
ÌÓÒÚË ‚ Ò‚ÓÂÏ ÓÒÓ·ÓÏ ÓÒËflÌÌÓÏ ·Î‡„Ó‰‡Ú¸˛ ÒÚ‡ÚÛÒÂ, ÓÒÓÁÌ‡‚‡-
ÎË, ˜ÚÓ ÊË‚ÛÚ ‚ ÚÛÒÍÎ˚ı ÒÛÏÂÍ‡ı, Ò„ÛÒÚË‚¯ËıÒfl ‚ÒÎÂ‰ Á‡ ÁÓÎÓ-
Ú˚Ï ‚ÂÍÓÏ ÍÛÎ¸ÚÛ˚ Ë Û˜ÂÌÓÒÚË. é‰Ì‡ÍÓ ËÒÍ‡ ‡ÌÚË˜ÌÓÈ ÏÛ‰-
ÓÒÚË Â˘Â ÏÂˆ‡Î‡, ·ÂÂÊÌÓ ÒÓı‡ÌflÂÏ‡fl ÌÂÏÌÓ„ËÏË ˆÂÌËÚÂ-
ÎflÏË ‚ ÚË¯Ë ÏÓÌ‡ÒÚ˚ÒÍËı ÒÍËÔÚÓËÂ‚. Ç ˝ÚÛ ˝ÔÓıÛ ÔÓÎËÚË-
˜ÂÒÍÓÈ Ë ÒÓˆË‡Î¸ÌÓÈ ÌÂÛÒÚÓÂÌÌÓÒÚË ËÏÂÌÌÓ ıËÒÚË‡ÌÒÍËÂ ÏÓ-
Ì‡ÒÚ˚Ë Ó·ÂÒÔÂ˜Ë‚‡ÎË Ú‡ÍÓÂ Ì‡‰ÂÊÌÓÂ ÛÍ˚ÚËÂ, „‰Â ÏÓÊÌÓ
·˚ÎÓ ‚ ·ÂÁÓÔ‡ÒÌÓÒÚË ÒÎÛÊËÚ¸ ‚˚Ò¯ËÏ ˆÂÎflÏ Ë ÒÓı‡ÌflÚ¸ ‚ÂÎË-
ÍËÂ ˆÂÌÌÓÒÚË ÔÓ¯ÎÓÈ ÍÛÎ¸ÚÛ˚. ÑÎfl ÒÂ‰ÌÂ‚ÂÍÓ‚Ó„Ó Ï˚¯ÎÂ-
ÌËfl ÍÛÎ¸ÚÛÌÓÂ ÔÓ‰‚ËÊÂÌËÂ ÔÂÊ‰Â ‚ÒÂ„Ó ÓÁÌ‡˜‡ÎÓ Ë ÔÓ‰‡-
ÁÛÏÂ‚‡ÎÓ Ì‡ıÓÊ‰ÂÌËÂ ‡ÌÚË˜Ì˚ı ÚÂÍÒÚÓ‚ Ë ‡ÒÍ˚ÚËÂ Ëı ÒÏ˚Ò-
Î‡… Ç ÏÓÌ‡ÒÚ˚flı ÚËÔË˜ÌÓÈ ÙÓÏÓÈ ÔÓÒÎÛ¯‡ÌËfl ÒÚ‡ÎÓ ÔÂÂ-
ÔËÒ˚‚‡ÌËÂ ‰Â‚ÌËı Ï‡ÌÛÒÍËÔÚÓ‚… ëıÓ‰Ì˚Ï Ó·‡ÁÓÏ ‚ ÍÓÌˆÂ
VIII ‚. ä‡Î ÇÂÎËÍËÈ, Ó·˙Â‰ËÌË‚¯ËÈ ‚ ÂÁÛÎ¸Ú‡ÚÂ Á‡‚ÓÂ‚‡ÌËÈ
·ÓÎ¸¯Û˛ ˜‡ÒÚ¸ Ö‚ÓÔ˚, ‰‡·˚ ÒÎÓÊËÎÓÒ¸ Á‡Ô‡‰ÌÓÂ ıËÒÚË‡ÌÒÚ-
‚Ó, ‚Òfl˜ÂÒÍË ÔÓÓ˘flÎ ÍÛÎ¸ÚÛÌÓÂ ‚ÓÁÓÊ‰ÂÌËÂ Û˜ÂÌÓÒÚË, Í‡-
ÍÓ‚‡fl ÁËÊ‰ËÎ‡Ò¸ Ì‡ ‡ÌÚË˜Ì˚ı Ë‰Â‡Î‡ı ‚ ÚÓÈ ÊÂ ÒÚÂÔÂÌË, ˜ÚÓ Ë
Ì‡ ıËÒÚË‡ÌÒÍËı» [6. ë. 120].

èË·ÎËÁËÚÂÎ¸ÌÓ Í 1000 „. ÔÓÒÎÂ ‰ÓÒÚËÊÂÌËfl Ö‚ÓÔÓÈ ÔÓÎË-
ÚË˜ÂÒÍÓÈ ·ÂÁÓÔ‡ÒÌÓÒÚË, ÔÓÒÎÂ ÒÚÓÎ¸ÍËı ‚ÂÍÓ‚ ı‡ÓÒ‡ Ë ˜ÛÊ‰˚ı

¯ÂÌÌ˚Â Ú‚Ó˜ÂÒÍÓÈ ÒËÎ˚. ÇÒÂ, ˜ÚÓ ÒÓÁ‰‡ÂÚ ‚ ÒÂ·Â ÊËÁÌÂÌÌÛ˛
˝ÌÂ„Ë˛, ÒÚÂÏËÚÒfl ‚ êËÏ Á‡ ÔÓ˜ÂÚÓÏ Ë ÏÁ‰ÓÈ ÓÚ ‚ÒÂÒËÎ¸Ì˚ı ˆÂ-
Á‡ÂÈ. êËÏ, Ó‰Ì‡ÍÓ, ÌÂ ÏÂÒÚÓ ‰Îfl ÏËÌ˚ı Û˜ÂÌ˚ı, Ë Û ËÏÎflÌ ÌÂÚ
ÒÍÎÓÌÌÓÒÚË ÏÂ‰ÎÂÌÌÓ ‚Á‡˘Ë‚‡Ú¸ ÒÍÓÏÌÓÂ ‡ÒÚÂÌËÂ ÔÓÁÌ‡ÌËfl
ÔËÓ‰˚… àÒÍÎ˛˜ËÚÂÎ¸Ì˚Â ÛÏ˚ ÔÓ‰ÓÎÊ‡˛Ú, Ô‡‚‰‡, ‚ÂÏfl
ÓÚ ‚ÂÏÂÌË Ó˘Û˘‡Ú¸ ÔÓÚÂ·ÌÓÒÚ¸ ÔÓÍËÌÛÚ¸ ÚÓÊË˘Â Î˛‰ÒÍËı
ÒÚ‡ÒÚÂÈ, ÓÚ‰ÓıÌÛÚ¸ ÔÓ‰ ÒÂÌ¸˛ Ì‡ÛÍË, ÌÓ ˝ÚË ÛÏ˚ Ë˘ÛÚ ÛÒÔÓÍÓÂ-
ÌËfl Ì‡ ÎÓÌÂ ÒÚ‡ÓÈ ÙËÎÓÒÓÙËË, ‡ ÌÂ ˛ÌÓÈ Ì‡ÛÍË, ÚÂ·Û˛˘ÂÈ ÌÂ-
ÔÂÒÚ‡ÌÌÓÈ Ë ÚÂ‚ÓÊÌÓÈ ‡·ÓÚ˚» [4. ë. 72].

Ç 391 „. ÖÔËÒÍÓÔ íÂÓÙËÎ ÒÔÓ‚ÓˆËÓ‚‡Î ‡Á„ÓÏ ÄÎÂÍÒ‡Ì‰-
ËÈÒÍÓÈ ·Ë·ÎËÓÚÂÍË, „‰Â ÔÓ„Ë·ÎË ÏÌÓ„ËÂ ˆÂÌÌÂÈ¯ËÂ ÛÍÓÔËÒË.
ÇËÁ‡ÌÚËÈÒÍËÈ ËÏÔÂ‡ÚÓ ûÒÚËÌË‡Ì ‚ 529 „. Á‡Í˚Î ÙËÎÓÒÓÙ-
ÒÍËÂ ¯ÍÓÎ˚, ËÁ„Ì‡‚ ÙËÎÓÒÓÙÓ‚ ËÁ „ÓÓ‰‡. ë‚ÓËÏ ÔÓÒÚ‡ÌÓ‚ÎÂÌË-
ÂÏ Ô‡Ô‡ ÉË„ÓËÈ I Á‡ÔÂÚËÎ Á‡ÌflÚËÂ Ï‡ÚÂÏ‡ÚËÍÓÈ, ÙËÎÓÒÓÙËÂÈ
Ë ˜ÚÂÌËÂ ‰Â‚ÌËı ÍÌË„. ùÔÓı‡ „Â˜ÂÒÍÓ„Ó Ò‚Ó·Ó‰ÓÏ˚ÒÎËfl Á‡ÍÓÌ-
˜ËÎ‡Ò¸. ñÂÍÓ‚¸ ÏÓÌÓÔÓÎËÁÓ‚‡Î‡ Ì‡ÛÍÛ Ë ÔÓÒ‚Â˘ÂÌËÂ, Ë ÁÌ‡ÌËfl
Ó ÔËÓ‰Â ‚ÂÌÛÎËÒ¸ Í ÔÂ‰ÒÚ‡‚ÎÂÌËflÏ ‰Ó„Â˜ÂÒÍÓÈ ÙËÎÓÒÓÙËË.
ïËÒÚË‡ÌÒÚ‚Ó Í‡Í „ÓÒÔÓ‰ÒÚ‚Û˛˘‡fl Ë‰ÂÓÎÓ„Ëfl ‚Â‰ÂÚ ·Ó¸·Û Ò Ì‡-
ÛÍÓÈ ‰Â‚ÌËı Û˜ÂÌ˚ı Ë Ï˚ÒÎËÚÂÎÂÈ. í‡ÍÓÂ ÔÓÎÓÊÂÌËÂ ‚ Ì‡ÛÍÂ
ÔÓ‰ÂÊ‡ÎÓÒ¸ ‚ Ö‚ÓÔÂ ÔËÏÂÌÓ ‰Ó XII ‚. èÓÒÎÂ ÔÓÍÓÂÌËfl
ÄÎÂÍÒ‡Ì‰ËË ‡‡·‡ÏË ‚ 640 „. ‚ ÌÂÈ ÔÂÍ‡˘‡ÂÚÒfl Ì‡Û˜Ì‡fl
ÊËÁÌ¸. çÓ ‚ ˝ÚÓ ‚ÂÏfl Ì‡ÛÍ‡ Ë ÍÛÎ¸ÚÛ‡ ÔÂÂÊË‚‡ÎË ‡Òˆ‚ÂÚ ‚
ÒÚ‡Ì‡ı ëÂ‰ÌÂ„Ó ÇÓÒÚÓÍ‡: äËÚ‡Â, àÌ‰ËË, ïÓÂÁÏÂ, Ä‡·ÒÍÓÏ
ï‡ÎËÙ‡ÚÂ Ë ‰Û„Ëı „ÓÒÛ‰‡ÒÚ‚‡ı. «ëÔÛÒÚfl 100 ÎÂÚ Ò ÌÂ·ÓÎ¸¯ËÏ
ÔÓÒÎÂ ÒÏÂÚË å‡„ÓÏÂÚ‡, ÍÓ„‰‡ ‡‡·˚ ‡ÒÔÓÒÚ‡ÌËÎË Ò‚Ó˛
‚Î‡ÒÚ¸ Ì‡ Ó·¯ËÌÓÂ ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Ó Ë ÔÓ˜ÌÓ ÛÚ‚Â‰ËÎË Ò‚Ó˛ Â-
ÎË„Ë˛, ÍÓ„‰‡ Í ·ÎÂÒÚfl˘ÂÏÛ ‰‚ÓÛ Ô˚¯Ì˚ı ı‡ÎËÙÓ‚ Ì‡˜‡ÎË ÒÓ
‚ÒÂı ÒÚÓÓÌ ÒÚÂÍ‡Ú¸Òfl ·Ó„‡ÚÒÚ‚‡, ‡ Á‡ÚÂÏ Ú‡ÍÊÂ Û˜ÂÌ˚Â Ë ıÛ‰ÓÊ-
ÌËÍË, – fl˚Â Á‡˘ËÚÌËÍË ‚Â˚ ÔÂ‚‡ÚËÎËÒ¸ ‚ ÒÚÓÎ¸ ÊÂ Â‚ÌÓÒÚ-
Ì˚ı ÔÓÍÎÓÌÌËÍÓ‚ Ì‡ÛÍË; Ù‡Ì‡ÚË˜Ì˚Â ‡‡·˚, ÍÓÚÓ˚Â Â˘Â ÌÂ-
‰‡‚ÌÓ Ì‡ÌÂÒÎË ÔÓÒÎÂ‰ÌËÈ Û‰‡ ‰Â‚ÌÂÈ Ì‡ÛÍÂ, ÓÍ‡Á‡ÎËÒ¸ Ò ÚÂ˜Â-
ÌËÂÏ ‚ÂÏÂÌË ÔÓ˜ÚË Â‰ËÌÒÚ‚ÂÌÌ˚ÏË ÂÂ ÔÓ˜ËÚ‡ÚÂÎflÏË Ë ı‡ÌËÚÂ-
ÎflÏË… éÌË ÒÓı‡ÌËÎË ‰Îfl Ì‡Ò Ô‡ÏflÚÌËÍË ‰Â‚ÌÂÈ ÔËÒ¸ÏÂÌÌÓÒ-
ÚË, ÍÓÚÓ˚Â ·ÂÁ ÌËı ÏÓ„ÎË ·˚ ÔÓ„Ë·ÌÛÚ¸ ‚ ·Ûflı Ì‡Ó‰Ì˚ı ÔÂÂ-
ÒÂÎÂÌËÈ, Ë, ˜ÚÓ Â˘Â ‚‡ÊÌÂÂ, ‚ Ò‡ÏÓÂ ÒÏÛÚÌÓÂ ‚ÂÏfl ˝ÚËı ·Û¸ ÓÌË
ÔÓ‰‰ÂÊË‚‡ÎË Ì‡Û˜ÌÛ˛ ‡·ÓÚÛ Ë Ì‡Û˜ÌÛ˛ ÊËÁÌ¸ ‰Ó ÚÂı ÔÓ, ÔÓ-
Í‡ ıËÒÚË‡ÌÒÍËÈ ÏË ÌÂ ÒÓÁÂÎ ‰Ó ‚ÓÁÏÓÊÌÓÒÚË ÔÂÂÌflÚ¸ ÓÚ ÌËı
‡·ÓÚÛ Ó ‰‡Î¸ÌÂÈ¯ÂÏ ‡Á‚ËÚËË Ì‡ÛÍË… çÂ ÔÓ‰ÎÂÊËÚ ÒÓÏÌÂÌË˛,
˜ÚÓ ‡‡·˚ ÔflÏÓ ËÎË ÍÓÒ‚ÂÌÌÓ ·˚ÎË Û˜ËÚÂÎflÏË ıËÒÚË‡ÌÒÍËı
Û˜ÂÌ˚ı» [4. ë. 78]. çÂÍÓÚÓ˚Â Í‡ÎËÙ˚ Û˜Â‰ËÎË ÒÔÂˆË‡Î¸Ì˚Â
ÔÂÂ‚Ó‰Ì˚Â ‡Í‡‰ÂÏËË, „‰Â ÚÛ‰˚ „Â˜ÂÒÍËı Û˜ÂÌ˚ı ÔÂÂ‚Ó‰Ë-
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Ó‚‡ÌËÂ Ì‡Û˜Ì˚ı ÔÓÁÌ‡ÌËÈ, Â„Ó ÍÓ‰ËÙËÍ‡ˆËfl, Â„Ó ‚Â‡ ‚ ÏÓ„Û-
˘ÂÒÚ‚Ó ˜ÂÎÓ‚Â˜ÂÒÍÓ„Ó ‡ÁÛÏ‡ ‚ ÚÓ˜ÌÓÒÚË ÓÚ‚Â˜‡ÎË ÚÂÏ ÚÂÌ‰ÂÌ-
ˆËflÏ ‡ˆËÓÌ‡ÎËÁÏ‡ Ë Ì‡ÚÛ‡ÎËÁÏ‡, ˜ÚÓ ‚ÌÓ‚¸ ÒÚ‡ÎË Ì‡·Ë‡Ú¸
ÒËÎÛ Ì‡ ÒÂ‰ÌÂ‚ÂÍÓ‚ÓÏ á‡Ô‡‰Â. äÓÏÂ ÚÓ„Ó, ÙËÎÓÒÓÙËfl ÄËÒ-
ÚÓÚÂÎfl Í‡ÈÌÂ ÔË‚ÎÂÍ‡Î‡ ÚÂı ˆÂÍÓ‚Ì˚ı ËÌÚÂÎÎÂÍÚÛ‡ÎÓ‚, ˜¸Ë
ÒÔÓÒÓ·ÌÓÒÚË Í ÒÛÊ‰ÂÌË˛ ‰ÓÒÚË„ÎË ÌÂÓ·˚˜‡ÈÌÓÈ ÓÒÚÓÚ˚ ‚ Â-
ÁÛÎ¸Ú‡ÚÂ ÔÓ‰ÓÎÊËÚÂÎ¸ÌÓÈ ÒıÓÎ‡ÒÚË˜ÂÒÍÓÈ ‚˚Û˜ÍË Ë Á‡Í‡ÎË-
ÎËÒ¸ ‚ ÎÓ„Ë˜ÂÒÍËı ‰ËÒÔÛÚ‡ı Ó ÚÓÌÍÓÒÚflı ‰ÓÍÚËÌ˚. í‡ÍËÏ Ó·-
‡ÁÓÏ, ‚ Ö‚ÓÔÂ ‡ËÒÚÓÚÂÎÂ‚ÒÍËÂ ÚÂÍÒÚ˚ Ì‡¯ÎË fl‚ÌÓ ‚ÓÒÔË-
ËÏ˜Ë‚Û˛ ‡Û‰ËÚÓË˛: ‚ÒÍÓÂ ÄËÒÚÓÚÂÎfl ÛÊÂ Ì‡Á˚‚‡ÎË ÌÂ ËÌ‡-
˜Â Í‡Í “ÙËÎÓÒÓÙ”. ùÚÓÈ “ÔÂÂÏÂÌÂ ‚ÂÚ‡” Ì‡‰ „Î‡‰¸˛ ÒÂ‰ÌÂ-
‚ÂÍÓ‚ÓÈ Ï˚ÒÎË ÒÛÊ‰ÂÌÓ ·˚ÎÓ ÔÓ‚ÎÂ˜¸ Á‡ ÒÓ·ÓÈ ÔÓËÒÚËÌÂ ËÒÚÓ-
Ë˜ÂÒÍËÂ ÔÓÒÎÂ‰ÒÚ‚Ëfl. èÓ‰ ˝„Ë‰ÓÈ ˆÂÍ‚Ë ÛÌË‚ÂÒËÚÂÚ˚ ÔÂ-
‚‡ÚËÎËÒ¸ ‚ Á‡ÏÂ˜‡ÚÂÎ¸Ì˚Â ˆÂÌÚ˚ Û˜ÂÌÓÒÚË, ÍÛ‰‡ ÒÚÂÍ‡ÎËÒ¸
ÒÚÛ‰ÂÌÚ˚ ÒÓ ‚ÒÂÈ Ö‚ÓÔ˚, ˜ÚÓ·˚ Û˜ËÚ¸Òfl Ë ÒÎÛ¯‡Ú¸ ÔÛ·ÎË˜Ì˚Â
ÎÂÍˆËË Ë ‰ËÒÔÛÚ˚ Û˜ËÚÂÎÂÈ. èÓ ÏÂÂ ÚÓ„Ó Í‡Í ‡Á‚Ë‚‡Î‡Ò¸ ÒË-
ÒÚÂÏ‡ Ó·‡ÁÓ‚‡ÌËfl, ÓÚÌÓ¯ÂÌËÂ Û˜ÂÌ˚ı Í ıËÒÚË‡ÌÒÍÓÈ ‚ÂÂ
ÔÂÂÒÚ‡‚‡ÎÓ ·˚Ú¸, Í‡Í ‚ÒÚ‡¸, ÒÎÂÔÓ ÌÂ‡ÒÒÛÊ‰‡˛˘ËÏ, ÔËÓ·-
ÂÚ‡fl ÓÚ˜‡ÒÚË ı‡‡ÍÚÂ Ò‡ÏÓÂÙÎÂÍÒËË» [6. ë. 121–123].

Ç Ò‚flÁË Ò ÓÒÚÓÏ ËÌÚÂÂÒ‡ Í ÁÌ‡ÌËflÏ ‚ÓÁÌËÍ ÒÎÓÈ Ó·‡ÁÓ‚‡Ì-
Ì˚ı Î˛‰ÂÈ. Ç 1215 „. è‡ËÊÒÍËÈ ÛÌË‚ÂÒËÚÂÚ ÔÓÎÛ˜ËÎ ÓÚ Ô‡Ô-
ÒÍÓ„Ó ÔÂÒÚÓÎ‡ ÔËÒ¸ÏÂÌÌÛ˛ ı‡ÚË˛, ÒÓ„Î‡ÒÌÓ ÍÓÚÓÓÈ ÛÌË‚Â-
ÒËÚÂÚ˚ ÏÓ„ÎË ÒÛ˘ÂÒÚ‚Ó‚‡Ú¸ Í‡Í ‡‚ÚÓÌÓÏÌ˚Â ÍÛÎ¸ÚÛÌ˚Â ˆÂÌÚ-
˚. èÂÔÓ‰‡‚‡ÌËÂ ‚ ÌËı ‚ ÚÓ ‚ÂÏfl ·˚ÎÓ ÓÒÌÓ‚‡ÌÓ Ì‡ ÂÎË„ËÓÁ-
ÌÓÏ Û˜ÂÌËË Ë ÙËÎÓÒÓÙËË èÎ‡ÚÓÌ‡ Ë ÄËÒÚÓÚÂÎfl, ÍÓÚÓ˚Â ·˚ÎË
ÔËÒÔÓÒÓ·ÎÂÌ˚ Í ˆÂÍÓ‚Ì˚Ï ‰Ó„Ï‡Ï. Ç XIII ‚. Û˜ÂÌËÂ ÒıÓÎ‡ÒÚÓ‚
(ÒıÓÎ‡ÒÚËÍ‡ ÔÓ-„Â˜ÂÒÍË scholastikos – ¯ÍÓÎ¸Ì˚È), „ÓÒÔÓ‰ÒÚ‚Û˛-
˘ÂÂ ‰Ó ˝ÔÓıË ÇÓÁÓÊ‰ÂÌËfl, ÓÒÌÓ‚˚‚‡ÎÓÒ¸ Ì‡ Ò‚fl˘ÂÌÌ˚ı ÍÌË„‡ı
Ë ÙËÎÓÒÓÙËË ÄËÒÚÓÚÂÎfl, Â„Ó Û˜ÂÌËË Ó ÒÚÓÂÌËË ÇÒÂÎÂÌÌÓÈ, Ì‡-
ÒËÎ¸ÒÚ‚ÂÌÌ˚ı Ë ÂÒÚÂÒÚ‚ÂÌÌ˚ı ‰‚ËÊÂÌËflı, «ÓÚ Ó·˙flÒÌÂÌËfl ÄË-
ÒÚÓÚÂÎfl Í Ó·˙flÒÌÂÌË˛ ÔËÓ‰˚ ÓÌË Ò‡ÏË ÌÂ ÔÓ‰‚ËÌÛÎËÒ¸ ÌË Ì‡
¯‡„, Ë ‚ÒflÍËÈ, ÛÍÎÓÌË‚¯ËÈÒfl ÓÚ ˝ÚÓ„Ó Û˜ÂÌËfl, ÒÚ‡ÌÓ‚ËÎÒfl ‚ Ëı
„Î‡Á‡ı ÂÂÚËÍÓÏ, ÒÚÓÎ¸ ÊÂ ÔÂÒÚÛÔÌ˚Ï, Í‡Í Ë ˜ÂÎÓ‚ÂÍ, ÓÚËˆ‡‚-
¯ËÈ ˆÂÍÓ‚Ì˚Â ‰Ó„Ï‡Ú˚. ëıÓÎ‡ÒÚËÍ‡ ÒÏÓÚÂÎ‡ Ì‡ ÙËÁËÍÛ Í‡Í
Ì‡ ÔÓ·Ó˜ÌÓÂ Á‡ÌflÚËÂ» [4. ë. 98]. ÜÂÎ‡fl ‰ËÒÍÛÚËÓ‚‡Ú¸ Ë ÌÂ ÊÂ-
Î‡fl Ì‡·Î˛‰‡Ú¸, ÒıÓÎ‡ÒÚËÍË ÒÚ‡‚ËÎË Ë ÔÂÂ‰ ÒÓ·ÓÈ ÔÓ·ÎÂÏ˚, ÌÂ
ÚÂ·Û˛˘ËÂ ÔÓ‚ÂÍË ÓÔ˚ÚÓÏ: ÔËÓ‰‡ ‡Ì„ÂÎÓ‚, Ëı flÁ˚Í, ‚ÓÁ-
‡ÒÚ, ˜ËÌ Ë Ú. ‰.

çÓ Ë ‚ ÒÂ‰Â ÒıÓÎ‡ÒÚËÍÓ‚ ÔÓfl‚Îfl˛ÚÒfl ÙËÎÓÒÓÙ˚, ÔËÁÌ‡˛-
˘ËÂ ÓÔ˚Ú Í‡Í Â‰ËÌÒÚ‚ÂÌÌÛ˛ ÓÒÌÓ‚Û Ì‡¯Ëı ÁÌ‡ÌËÈ Ë ÔÓ‚Ó‰fl-
˘ËÂ ÓÔ˚ÚÌ˚Â ËÒÒÎÂ‰Ó‚‡ÌËfl ‚ ÂÒÚÂÒÚ‚ÓÁÌ‡ÌËË. é‰ËÌ ËÁ Ò‡Ï˚ı

‚ÚÓÊÂÌËÈ «ÍÛÎ¸ÚÛÌ‡fl ‰ÂflÚÂÎ¸ÌÓÒÚ¸ ÓÊË‚ËÎ‡Ò¸ Ò‡ÁÛ ‚Ó ÏÌÓ-
„Ëı Ó·Î‡ÒÚflı ÊËÁÌË: ÓÒÎÓ Ì‡ÒÂÎÂÌËÂ, ÒÓ‚Â¯ÂÌÒÚ‚Ó‚‡ÎÓÒ¸
ÒÂÎ¸ÒÍÓÂ ıÓÁflÈÒÚ‚Ó, ‡Á‚Ë‚‡Î‡Ò¸ ÚÓ„Ó‚Îfl Ì‡ ÍÓÌÚËÌÂÌÚÂ Ë Á‡
Â„Ó ÔÂ‰ÂÎ‡ÏË, ÛÒËÎË‚‡Î‡Ò¸ Ò‚flÁ¸ Ò ÒÓÒÂ‰ÌËÏË Ì‡Ó‰‡ÏË – ÌÓ-
ÒËÚÂÎflÏË ËÒÎ‡ÏÒÍÓÈ Ë ‚ËÁ‡ÌÚËÈÒÍÓÈ ÍÛÎ¸ÚÛ, ‚ÓÁÌËÍÎË ÍÛÔ-
Ì˚Â Ë Ï‡Î˚Â „ÓÓ‰‡, ‡ ‚ÏÂÒÚÂ Ò ÌËÏË – Ë ÒÎÓÈ Ó·‡ÁÓ‚‡ÌÌ˚ı
Î˛‰ÂÈ, Ó„‡ÌËÁÓ‚˚‚‡ÎËÒ¸ ÂÏÂÒÎÂÌÌ˚Â ˆÂı‡, ‡ Ó·˘ËÈ ÓÒÚ ËÌ-
ÚÂÂÒ‡ Í Û˜ÂÌÓÒÚË ÔË‚ÂÎ Í ÓÒÌÓ‚‡ÌË˛ ÛÌË‚ÂÒËÚÂÚÓ‚.
…ûÌ˚È ‚‡‚‡ – ıËÒÚË‡ÌÒÍËÈ á‡Ô‡‰ – ÔÓ ÒÓ·ÒÚ‚ÂÌÌÓÏÛ ÔÓ˜Ë-
ÌÛ ÔÂ‚‡˘‡ÎÒfl ‚ ÏÓ˘Ì˚È Ë ÊËÁÌÂÚ‚ÓÌ˚È ˆÂÌÚ ˆË‚ËÎËÁ‡-
ˆËË. …äÓÏÂ ÚÓ„Ó, ‚ Ò‚flÁË Ò Ì‡ÒÚÛÔË‚¯ËÏ ÔÓˆ‚ÂÚ‡ÌËÂÏ Ö‚Ó-
Ô˚ Û ‰ÛıÓ‚ÂÌÒÚ‚‡ ÔÓfl‚ËÎÓÒ¸ ·ÓÎ¸¯Â ‚ÂÏÂÌË ‰Îfl ËÌÚÂÎÎÂÍÚÛ-
‡Î¸Ì˚ı Á‡ÌflÚËÈ, ËÌÚÂÂÒ Í ÍÓÚÓ˚Ï ÔÓ‰ÒÚÂ„Ë‚‡ÎË ÛÒËÎË‚¯ËÂ-
Òfl ÍÓÌÚ‡ÍÚ˚ ÒÓ ÒÚ‡ÂÈ¯ËÏË ˆÂÌÚ‡ÏË Û˜ÂÌÓÒÚË – ‚ËÁ‡ÌÚËÈ-
ÒÍÓÈ Ë ËÒÎ‡ÏÒÍÓÈ ËÏÔÂËflÏË, „‰Â Ë ÒÓı‡ÌflÎËÒ¸ ‚ ÚÂÏÌ˚Â ‚ÂÍ‡
Ö‚ÓÔ˚ ‰Â‚ÌËÂ Ï‡ÌÛÒÍËÔÚ˚ Ë ˝ÎÎËÌÒÍÓÂ Ì‡ÒÎÂ‰ËÂ. Ç ˝ÚËı-ÚÓ
Ó·ÒÚÓflÚÂÎ¸ÒÚ‚‡ı Ë ˆÂÍÓ‚¸ ÒÚ‡Î‡ ÓÔÂÍ‡Ú¸ Ë ÔÓÍÓ‚ËÚÂÎ¸ÒÚ‚Ó-
‚‡Ú¸ Ó·Û˜ÂÌË˛ Ë Ó·‡ÁÓ‚‡ÌË˛, ÍÓÚÓ˚Â Ú‡‰ËˆËÓÌÌÓ ÓÚÎË˜‡-
ÎËÒ¸ ¯ËÓÚÓÈ, „ÎÛ·ËÌÓÈ Ë ÒÚÓ„ÓÈ ‰ËÒˆËÔÎËÌÓÈ… ÅÂÒÔÂˆÂ-
‰ÂÌÚÌ‡fl ÓÔÂÍ‡ ñÂÍ‚Ë Ì‡‰ Û˜ÂÌÓÒÚ¸˛ Ë ‚ÓÁ‰ÂÈÒÚ‚ËÂ ÏÓ˘Ì˚ı
ÒËÎ, Ó·ÛÒÎÓ‚Ë‚¯Ëı ÍÛÎ¸ÚÛÌ˚È ÔÓ‰˙ÂÏ, ‚˚Á‚‡ÎË ÍÓÂÌÌÓÈ
Ò‰‚Ë„ ‚ ÙËÎÓÒÓÙÒÍËı ÛÒÚÓflı Á‡Ô‡‰ÌÓ„Ó ıËÒÚË‡ÌÒÍÓ„Ó ÏËÓ-
‚ÓÁÁÂÌËfl. Ç ÎÓÌÂ ÒÂ‰ÌÂ‚ÂÍÓ‚ÓÈ ˆÂÍ‚Ë ÓÚ‚Â„‡˛˘‡fl ÏË
ıËÒÚË‡ÌÒÍ‡fl ÙËÎÓÒÓÙËfl, ‚˚ÍÓ‚‡ÌÌ‡fl Ä‚„ÛÒÚËÌÓÏ Ë ÓÔË‡˛-
˘‡flÒfl Ì‡ èÎ‡ÚÓÌ‡, Ì‡˜‡Î‡ ÛÒÚÛÔ‡Ú¸ ÏÂÒÚÓ ÒÓ‚Â¯ÂÌÌÓ ËÌÓÏÛ
ÔÓ‰ıÓ‰Û Í ÒÛ˘ÂÒÚ‚Ó‚‡ÌË˛: ÒıÓÎ‡ÒÚËÍ‡ ‚ Ò‚ÓÂÈ ËÌÚÂÎÎÂÍÚÛ‡Î¸-
ÌÓÈ ˝‚ÓÎ˛ˆËË ËÁÏÂÌËÎ‡ Ì‡Ô‡‚ÎÂÌËÂ ‰‚ËÊÂÌËfl, ‡Á‚ÂÌÛ‚-
¯ËÒ¸ ÓÚ èÎ‡ÚÓÌ‡ Í ÄËÒÚÓÚÂÎ˛. ùÚÓÚ Ò‰‚Ë„ Ì‡ÏÂÚËÎÒfl ‚
XII–XIII ‚‚., ÍÓ„‰‡ ·˚Î ÓÚÍ˚Ú Á‡ÌÓ‚Ó Ó·¯ËÌ˚È ÍÓÔÛÒ ÒÓ˜Ë-
ÌÂÌËÈ ÄËÒÚÓÚÂÎfl, ÒÓı‡ÌÂÌÌ˚ı ÏÛÒÛÎ¸Ï‡Ì‡ÏË Ë ‚ËÁ‡ÌÚËÈˆ‡-
ÏË, ‡ Ì˚ÌÂ ÔÂÂ‚Â‰ÂÌÌ˚ı Ì‡ Î‡Ú˚Ì¸. ùÚË ÚÂÍÒÚ˚, ‚ÍÎ˛˜‡‚¯ËÂ
“åÂÚ‡ÙËÁËÍÛ”, “îËÁËÍÛ” Ë Ú‡ÍÚ‡Ú “é ‰Û¯Â”, ÔÓfl‚ËÎËÒ¸ ‚ ÒÓ-
ÔÓ‚ÓÊ‰ÂÌËË Û˜ÂÌ˚ı ‡‡·ÒÍËı ÍÓÏÏÂÌÚ‡ËÂ‚, ‡ ‚ÏÂÒÚÂ Ò ÌËÏË
‚ÓÁ‚‡ÚËÎËÒ¸ Ë ‰Û„ËÂ ÚÛ‰˚ „Â˜ÂÒÍÓÈ Ì‡ÛÍË, ‚ ˜‡ÒÚÌÓÒÚË ÒÓ-
˜ËÌÂÌËfl èÚÓÎÂÏÂfl. çÂÓÊË‰‡ÌÌÓÂ ÒÚÓÎÍÌÓ‚ÂÌËÂ Ö‚ÓÔ˚ Ò ËÁÓ-
˘ÂÌÌÓÈ Ì‡Û˜ÌÓÈ ÍÓÒÏÓÎÓ„ËÂÈ, ˝ÌˆËÍÎÓÔÂ‰Ë˜ÂÒÍÓÈ ÔÓ ¯ËÓÚÂ
Ë ‚ÌÛÚÂÌÌÂ ÒÓ‡ÁÏÂÌÓÈ, ·ÛÍ‚‡Î¸ÌÓ Ó¯ÂÎÓÏËÎÓ ÂÂ, ‚ÂÍ‡ÏË ÌÂ
ËÏÂ‚¯Û˛ ÌË Ï‡ÎÂÈ¯Â„Ó ÔÂ‰ÒÚ‡‚ÎÂÌËfl Ó· ˝ÚËı Ë‰Âflı. é‰Ì‡ÍÓ
ÄËÒÚÓÚÂÎ˛ Û‰‡ÎÓÒ¸ Ì‡ÌÂÒÚË Û‰‡ ÒÚÓÎ¸ ÒÓÍÛ¯ËÚÂÎ¸ÌÓÈ ÒË-
Î˚ ËÏÂÌÌÓ ÔÓÚÓÏÛ, ˜ÚÓ ÒÂ‰ÌÂ‚ÂÍÓ‚‡fl ‰ÛıÓ‚Ì‡fl ÍÛÎ¸ÚÛ‡ ÛÊÂ
·˚Î‡ ÒÔÓÒÓ·Ì‡ ÓÒÓÁÌ‡Ú¸ Â„Ó ÁÌ‡˜ÂÌËÂ. Ö„Ó Ï‡ÒÚÂÒÍÓÂ ÒÛÏÏË-
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ÌËfl. ë‡Ï‡ ˆÂÍÓ‚¸ – ˝ÚÓÚ ‚‡ÊÌÂÈ¯ËÈ ËÁ ÍÛÎ¸ÚÛÌ˚ı ËÌÒÚËÚÛ-
ÚÓ‚ á‡Ô‡‰‡ – ÏÌÓ„ËÏ ‚Ë‰ÂÎ‡Ò¸ ÒÂ‰ÓÚÓ˜ËÂÏ ÛÔ‡‰Í‡ Ë ‡Á‚‡-
˘ÂÌÌÓÒÚË, ‡ ÂÂ ÛÒÚÓÂÌËÂ Ë Ì‡ÁÌ‡˜ÂÌËÂ – ‰‡‚ÌÓ ÎË¯ÂÌÌ˚ÏË ‰Û-
ıÓ‚ÌÓÈ ˆÂÎ¸ÌÓÒÚË Ë ˜ËÒÚÓÚ˚. ç‡ ˝ÚÓÏ-ÚÓ ÙÓÌÂ Ï‡ÒÒÓ‚Ó„Ó ‡Á-
ÎÓÊÂÌËfl ÍÛÎ¸ÚÛ˚, Ì‡ÒËÎËfl Ë ÒÏÂÚË Ë Á‡˜ËÌ‡Î‡Ò¸ “ÌÓ‚‡fl
ÊËÁÌ¸”, ÚÓ ÂÒÚ¸ ˝ÔÓı‡ ÇÓÁÓÊ‰ÂÌËfl. …ùÔÓı‡ ÇÓÁÓÊ‰ÂÌËfl
ÔÓfl‚ÎflÂÚÒfl ‚ ‡‚ÌÓÈ ÒÚÂÔÂÌË Í‡Í ‚ ÏÌÓ„ÓÓ·‡ÁËË Ò‚ÓËı fl‚ÎÂ-
ÌËÈ, Ú‡Í Ë ‚ Ëı ÌÂÔÂ‰ÒÍ‡ÁÛÂÏÓÏ ı‡‡ÍÚÂÂ. á‡ ÔÓÏÂÊÛÚÓÍ
‚ÂÏÂÌË, ‡‚Ì˚È ÊËÁÌË Ó‰ÌÓ„Ó ÔÓÍÓÎÂÌËfl, ãÂÓÌ‡‰Ó ‰‡ ÇËÌ˜Ë,
åËÍÂÎ‡Ì‰ÊÂÎÓ Ë ê‡Ù‡˝Î¸ ÒÓÁ‰‡ÎË Ò‚ÓË ¯Â‰Â‚˚, äÓÎÛÏ· ÓÚ-
Í˚Î çÓ‚˚È ë‚ÂÚ, ã˛ÚÂ ‚ÓÒÒÚ‡Î ÔÓÚË‚ Í‡ÚÓÎË˜ÂÒÍÓÈ ˆÂÍ-
‚Ë Ë Ì‡˜‡Î êÂÙÓÏ‡ˆË˛, ‡ äÓÔÂÌËÍ ‚˚‰‚ËÌÛÎ „ËÔÓÚÂÁÛ Ó „Â-
ÎËÓˆÂÌÚË˜ÌÓÒÚË ÇÒÂÎÂÌÌÓÈ Ë ÔÓÎÓÊËÎ Ì‡˜‡ÎÓ ç‡Û˜ÌÓÈ êÂ‚Ó-
Î˛ˆËË. ÖÒÎË Ò‡‚ÌË‚‡Ú¸ ˜ÂÎÓ‚ÂÍ‡ ÇÓÁÓÊ‰ÂÌËfl Ò Â„Ó ÒÂ‰ÌÂ-
‚ÂÍÓ‚˚Ï ÔÂ‰¯ÂÒÚ‚ÂÌÌËÍÓÏ, ÚÓ ÔÂ‰ÒÚ‡‚ÎflÂÚÒfl, ·Û‰ÚÓ ÓÌ ‚ÌÂ-
Á‡ÔÌÓ, ÒÎÓ‚ÌÓ ÔÂÂÔ˚„ÌÛ‚ ˜ÂÂÁ ÌÂÒÍÓÎ¸ÍÓ ÒÚÛÔÂÌÂÍ, ÔÓ‰ÌflÎ-
Òfl Ô‡ÍÚË˜ÂÒÍË ‰Ó ÒÚ‡ÚÛÒ‡ Ò‚Âı˜ÂÎÓ‚ÂÍ‡. óÂÎÓ‚ÂÍ ÓÚÌ˚ÌÂ
ÒÚ‡Î ÒÏÂÎÓ ÔÓÌËÍ‡Ú¸ ‚ Ú‡ÈÌ˚ ÔËÓ‰˚ Í‡Í Ò ÔÓÏÓ˘¸˛ Ì‡ÛÍË,
Ú‡Í Ë Ò‚ÓËÏ ËÒÍÛÒÒÚ‚ÓÏ, ‰ÂÎ‡fl ˝ÚÓ Ò ÌÂÔÂ‚ÁÓÈ‰ÂÌÌ˚Ï Ï‡ÚÂÏ‡-
ÚË˜ÂÒÍËÏ ËÁfl˘ÂÒÚ‚ÓÏ, ˝ÏÔËË˜ÂÒÍÓÈ ÚÓ˜ÌÓÒÚ¸˛ Ë ÔÓËÒÚËÌÂ
·ÓÊÂÒÚ‚ÂÌÌÓÈ ÒËÎÓÈ ˝ÒÚÂÚË˜ÂÒÍÓ„Ó ‚ÓÁ‰ÂÈÒÚ‚Ëfl. éÌ ÌÂËÁÏÂË-
ÏÓ ‡Ò¯ËËÎ ÔÂ‰ÂÎ˚ ËÁ‚ÂÒÚÌÓ„Ó ‰ÓÚÓÎÂ ÏË‡, ÓÚÍ˚Î ÌÓ‚˚Â
Ï‡ÚÂËÍË Ë Ó·Ó„ÌÛÎ ‚ÂÒ¸ ÁÂÏÌÓÈ ¯‡. éÌ ÓÒÏÂÎËÎÒfl ·ÓÒËÚ¸
‚˚ÁÓ‚ Ú‡‰ËˆËÓÌÌ˚Ï ‡‚ÚÓËÚÂÚ‡Ï Ë ÛÚ‚ÂÊ‰‡Ú¸ Ú‡ÍÛ˛ ËÒÚËÌÛ,
ÍÓÚÓ‡fl ÓÒÌÓ‚˚‚‡Î‡Ò¸ Ì‡ Â„Ó ÒÓ·ÒÚ‚ÂÌÌÓÏ ÒÛÊ‰ÂÌËË. éÌ ·˚Î
ÒÔÓÒÓ·ÂÌ ÓˆÂÌËÚ¸ ÒÓÍÓ‚Ë˘‡ ÍÎ‡ÒÒË˜ÂÒÍÓÈ ÍÛÎ¸ÚÛ˚ Ë ‚ÏÂÒÚÂ
Ò ÚÂÏ ·˚Î ‚ÓÎÂÌ ‚˚‚‡Ú¸Òfl Á‡ ÒÚ‡˚Â „‡ÌËˆ˚, ˜ÚÓ·˚ ÛÒÚÂ-
ÏËÚ¸Òfl Í ÒÓ‚Â¯ÂÌÌÓ ÌÓ‚˚Ï „ÓËÁÓÌÚ‡Ï… èÓ‰Ó·ÌÓ„Ó flÍÓ„Ó
‡Òˆ‚ÂÚ‡ ˜ÂÎÓ‚Â˜ÂÒÍÓ„Ó ÒÓÁÌ‡ÌËfl Ë ÍÛÎ¸ÚÛ˚ ËÒÚÓËfl ÌÂ ÁÌ‡Î‡
ÒÓ ‚ÂÏÂÌ “„Â˜ÂÒÍÓ„Ó ˜Û‰‡” ‚ ÄÌÚË˜ÌÓÒÚË, Ì‡ Ò‡ÏÓÈ Á‡Â Á‡-
Ô‡‰ÌÓÈ ˆË‚ËÎËÁ‡ˆËË. èÓËÒÚËÌÂ, ˜ÂÎÓ‚ÂÍ á‡Ô‡‰‡ ÔÂÂÊË‚‡Î
‚ÚÓÓÂ ÓÊ‰ÂÌËÂ» [6. ë. 155].

ãÂÓÌ‡‰Ó ‰‡ ÇËÌ˜Ë ·˚Î Ó‰ÌËÏ ËÁ ‚˚‰‡˛˘ËıÒfl Û˜ÂÌ˚ı ÚÓ-
„Ó ‚ÂÏÂÌË «ÚËÚ‡ÌÓ‚ ÔÓ ÒËÎÂ Ï˚ÒÎË, ÒÚ‡ÒÚË Ë ı‡‡ÍÚÂÛ, ÔÓ
ÏÌÓ„Ó„‡ÌÌÓÒÚË Ë Û˜ÂÌÓÒÚË» (î. ùÌ„ÂÎ¸Ò). éÌ ÂÁÍÓ ÍËÚËÍÛÂÚ
ÒıÓÎ‡ÒÚËÍÓ‚ Á‡ Ì‡Û˜ÌÛ˛ ·ÂÒÔÎÓ‰ÌÓÒÚ¸ Ë ÔÂÌÂ·ÂÊÂÌËÂ ÓÔ˚-
ÚÓÏ: «ÖÒÎË fl ÌÂ ÛÏÂ˛, Í‡Í ÓÌË, ÔË‚Ó‰ËÚ¸ ÏÂÒÚ‡ ËÁ ‡‚ÚÓÓ‚, ÚÓ
fl ÔËÁ˚‚‡˛ ÌÂ˜ÚÓ ‚˚Ò¯ÂÂ Ë ‰ÓÒÚÓÈÌÂÈ¯ÂÂ, ÔËÁ˚‚‡˛ ÓÔ˚Ú,
·˚‚¯ËÈ Û˜ËÚÂÎÂÏ ËÁ Û˜ËÚÂÎÂÈ… éÌË ıÓ‰flÚ ÒÔÂÒË‚Ó Ì‡‰Û‚-
¯ËÒ¸, ‡ÁÓ‰ÂÚ˚Â Ë ‡ÁÛÍ‡¯ÂÌÌ˚Â, Ë ÌÂ ıÓÚflÚ ÓÒÚ‡‚ËÚ¸ ÏÌÂ
ÔÎÓ‰ ÏÓËı ÚÛ‰Ó‚. éÌË ÔÓËˆ‡˛Ú ÏÂÌfl – ËÁÓ·ÂÚ‡ÚÂÎfl. çÓ Í‡-

·ÎÂÒÚfl˘Ëı ËÁ ÌËı êÓ‰ÊÂ Å˝ÍÓÌ (1214–1294 „„.) ‚Ë‰ÂÎ ‚ ÔÂÌÂ-
·ÂÊÂÌËË Ï‡ÚÂÏ‡ÚËÍÓÈ Á‡·ÎÛÊ‰ÂÌËfl ÒıÓÎ‡ÒÚË˜ÂÒÍËı Û˜ÂÌËÈ –
«å‡ÚÂÏ‡ÚËÍ‡ – ‰‚Â¸ Ë ÍÎ˛˜ Í Ì‡ÛÍÂ». á‡ÌËÏ‡flÒ¸ ‡ÒÚÓÌÓÏË-
˜ÂÒÍËÏË Ì‡·Î˛‰ÂÌËflÏË, ˝ÍÒÔÂËÏÂÌÚ‡ÏË ‚ ıËÏËË Ë ÙËÁËÍÂ, ÓÌ
·˚Î fl‚Ì˚Ï ÔË‚ÂÊÂÌˆÂÏ ˝ÍÒÔÂËÏÂÌÚ‡Î¸Ì˚ı ÏÂÚÓ‰Ó‚: «ì
Ì‡Ò ËÏÂÂÚÒfl ÚË ÒÂ‰ÒÚ‚‡ ÔÓÁÌ‡‚‡ÌËfl: ‡‚ÚÓËÚÂÚ, Ï˚¯ÎÂÌËÂ Ë
ÓÔ˚Ú. Ä‚ÚÓËÚÂÚ ÌË˜Â„Ó ÌÂ ÒÚÓËÚ, ÂÒÎË ÛÚ‚ÂÊ‰ÂÌËÂ Â„Ó ÌÂ ÏÓ-
ÊÂÚ ·˚Ú¸ Ó·ÓÒÌÓ‚‡ÌÓ ÓÔ˚ÚÓÏ; ‡‚ÚÓËÚÂÚ ÌÂ Û˜ËÚ, ÓÌ ÚÂ·ÛÂÚ
ÚÓÎ¸ÍÓ ÒÓ„Î‡ÒËfl. èË Ï˚¯ÎÂÌËË Ï˚ Ó·˚ÍÌÓ‚ÂÌÌÓ ÓÚÎË˜‡ÂÏ
ÒÓÙËÁÏ ÓÚ ‰ÓÍ‡Á‡ÚÂÎ¸ÒÚ‚‡, ÔÓ‚Âflfl ‚˚‚Ó‰ ÓÔ˚ÚÓÏ… ùÍÒÔÂ-
ËÏÂÌÚ‡Î¸Ì‡fl Ì‡ÛÍ‡ – ˆ‡Ëˆ‡ ÛÏÓÁËÚÂÎ¸Ì˚ı Ì‡ÛÍ, ÓÌ‡ ËÏÂÂÚ
ÚË ‚‡ÊÌ˚ı ÔÂËÏÛ˘ÂÒÚ‚‡. ÇÓ-ÔÂ‚˚ı, ÓÌ‡ ËÒÔ˚Ú˚‚‡ÂÚ Ë ÔÓ-
‚ÂflÂÚ ‚˚‚Ó‰˚ ‰Û„Ëı Ì‡ÛÍ. ÇÓ-‚ÚÓ˚ı, ‚ ÔÓÌflÚËflı, ÍÓÚÓ˚ÏË
ÔÓÎ¸ÁÛ˛ÚÒfl ‰Û„ËÂ Ì‡ÛÍË, ÓÌ‡ ÓÚÍ˚‚‡ÂÚ ‚ÂÎËÍËÂ ÂÁÛÎ¸Ú‡Ú˚,
Í ÍÓÚÓ˚Ï ÚÂ Ì‡ÛÍË ÌÂ ÒÔÓÒÓ·Ì˚ ÔËÈÚË. Ç-ÚÂÚ¸Ëı, ÓÌ‡ ËÒÒÎÂ-
‰ÛÂÚ Ú‡ÈÌ˚ ÔËÓ‰˚ Ò‚ÓËÏË ÒÓ·ÒÚ‚ÂÌÌ˚ÏË ÒËÎ‡ÏË» [4. ë. 104]. 

Ç ÍÓÌˆÂ XIII Ë XIV ‚. ÛÒËÎÂÌËÂ ÏÓÌ‡ıËÈ Â‚ÓÔÂÈÒÍËı Ì‡ˆË-
ÓÌ‡Î¸Ì˚ı „ÓÒÛ‰‡ÒÚ‚ ÛÏÂÌ¸¯‡ÎÓ ‰ÛıÓ‚ÌÛ˛ ÓÎ¸ ˆÂÍ‚Ë, ËÂ-
‡ıËfl ÍÓÚÓÓÈ ‚ÒÂ ·ÓÎ¸¯Â Á‡ÌËÏ‡Î‡Ò¸ ÙËÌ‡ÌÒÓ‚˚ÏË ‰ÂÎ‡ÏË
Ë ÔÓÎËÚË˜ÂÒÍËÏË Ï‡ÌÂ‚‡ÏË. é˜Â‚Ë‰Ì‡fl ‡Á‚‡˘ÂÌÌÓÒÚ¸ Ô‡Ô-
ÒÚ‚‡ ÒÔÓÒÓ·ÒÚ‚Ó‚‡Î‡ ÛÚ‡ÚÂ ˆÂÍÓ‚¸˛ ‚ „Î‡Á‡ı ÏÌÓ„Ëı ‚ÂÛ˛-
˘Ëı ‰ÛıÓ‚ÌÓÈ ˜ËÒÚÓÚ˚. «Ç ÒÂÂ‰ËÌÂ XIV ÒÚÓÎÂÚËfl ÔÓ ‚ÒÂÈ Ö‚-
ÓÔÂ ÔÓÏ˜‡ÎÒfl ˜ÂÌ˚È ÒÏÂ˜ ·Û·ÓÌÌÓÈ ˜ÛÏ˚, ÛÌÂÒfl Ò ÒÓ·ÓÈ
ÓÍÓÎÓ ÚÂÚË ‚ÒÂ„Ó Ì‡ÒÂÎÂÌËfl ÍÓÌÚËÌÂÌÚ‡ Ë ÔÓÒÚ‡‚Ë‚ ÔÓ‰ ÒÏÂ-
ÚÂÎ¸ÌÛ˛ Û„ÓÁÛ ÚÓ ‡‚ÌÓ‚ÂÒËÂ ˝ÍÓÌÓÏËÍË Ë ÍÛÎ¸ÚÛ˚, Ì‡ ÍÓÚÓ-
ÓÂ ÓÔË‡Î‡Ò¸ ‚Òfl ˆË‚ËÎËÁ‡ˆËfl ‚˚ÒÓÍÓ„Ó ëÂ‰ÌÂ‚ÂÍÓ‚¸fl. åÌÓ-
„ËÂ Î˛‰Ë ‰ÛÏ‡ÎË, ˜ÚÓ Ì‡ ÁÂÏÎ˛ Ó·Û¯ËÎÒfl „ÌÂ‚ ÅÓÊËÈ. ëÚÓ-
ÎÂÚÌflfl ‚ÓÈÌ‡ ÏÂÊ‰Û ÄÌ„ÎËÂÈ Ë î‡ÌˆËÂÈ ÔÂ‚‡ÚËÎ‡Ò¸ ‚ ÌÂ-
ÒÍÓÌ˜‡ÂÏ˚È ‡ÁÛ¯ËÚÂÎ¸Ì˚È ÍÓÌÙÎËÍÚ, ‡ àÚ‡ÎË˛ ‚ ˝ÚÓ ÊÂ
‚ÂÏfl ‡Á‰Ë‡ÎË ·ÂÒÔÂÒÚ‡ÌÌ˚Â ‚ÚÓÊÂÌËfl Ë ÏÂÊ‰ÓÛÒÓ·Ì˚Â
‚ÓÈÌ˚. èÓ‚Ò˛‰Û ˚ÒÍ‡ÎË ÔË‡Ú˚, ·‡Ì‰ËÚ˚ Ë Ì‡ÂÏÌ˚Â „ÓÎÓ‚Ó-
ÂÁ˚. êÂÎË„ËÓÁÌ‡fl ·Ó¸·‡ ÔËÌflÎ‡ ÏÂÊ‰ÛÌ‡Ó‰Ì˚È Ï‡Ò¯Ú‡·.
ç‡ ˆÂÎ˚Â ‰ÂÒflÚËÎÂÚËfl Ë ÔÓ˜ÚË ÔÓ‚ÒÂÏÂÒÚÌÓ ıÓÁflÈÒÚ‚ÂÌÌ‡fl
ÊËÁÌ¸ ÔÓ‚Â„Î‡Ò¸ ‚ ÛÔ‡‰ÓÍ. ìÌË‚ÂÒËÚÂÚ˚ ÔÓÒÚË„ Úfl„˜‡È¯ËÈ
ÒÍÎÂÓÁ. ÇÒÂ ÌÓ‚˚Â ·ÓÎÂÁÌË, ‡ÁÌÓÒËÏ˚Â ËÁ ÔÓÚÓ‚˚ı „ÓÓ‰Ó‚,
·ÛÍ‚‡Î¸ÌÓ Ô‡‡ÎËÁÓ‚‡ÎË Ö‚ÓÔÛ. è‡‚ËÎË ·‡Î ˜ÂÌ‡fl Ï‡„Ëfl Ë
‰¸fl‚ÓÎÓÔÓÍÎÓÌÒÚ‚Ó, Ï‡ÒÒÓ‚˚Â ·Ë˜Â‚‡ÌËfl, …, ËÌÍ‚ËÁËˆËfl, Ô˚Ú-
ÍË Ë ÔÛ·ÎË˜Ì˚Â ÒÓÊÊÂÌËfl ÂÂÚËÍÓ‚. …ç‡ Í‡Ê‰ÓÏ ¯‡„Û ‚Â-
¯ËÎËÒ¸ Û·ËÈÒÚ‚‡, Ì‡ÒËÎËfl, „‡·ÂÊË, ÂÊÂ„Ó‰ÌÓ ‚ÓÁÌËÍ‡Î‡ ÓÔ‡Ò-
ÌÓÒÚ¸ „ÓÎÓ‰‡ Ë ÏÓÓ‚ÓÈ flÁ‚˚. Ç Î˛·ÓÈ ÏÓÏÂÌÚ Ö‚ÓÔÂ „ÓÁË-
ÎÓ Ì‡¯ÂÒÚ‚ËÂ ÚÛÂˆÍËı ÔÓÎ˜Ë˘. ÇÒ˛‰Û Ê‰‡ÎË Ò‚ÂÚÓÔÂÒÚ‡‚ÎÂ-
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1.3. éí çàäéãÄü äéèÖêçàäÄ Ñé à. äÖèãÖêÄ

î‡ÍÚ˚ Ë ÔÓÌflÚËfl Ì‡ÛÍË ÏÓ„ÛÚ ÔÓ-
Í‡Á‡Ú¸Òfl ÒÎÛ˜‡ÈÌ˚ÏË ıÓÚfl ·˚ ÔÓÚÓÏÛ,
˜ÚÓ ÛÒÚ‡ÌÓ‚ÎÂÌ˚ ‚ ÒÎÛ˜‡ÈÌÓÂ ‚ÂÏfl
ÒÎÛ˜‡ÈÌ˚ÏË Î˛‰¸ÏË Ë ˜‡ÒÚÓ ÔË ÒÎÛ-
˜‡ÈÌ˚ı Ó·ÒÚÓflÚÂÎ¸ÒÚ‚‡ı. çÓ, ‚ÁflÚ˚Â
‚ÏÂÒÚÂ, ÓÌË Ó·‡ÁÛ˛Ú Â‰ËÌÛ˛ Á‡ÍÓÌÓ-
ÏÂÌÛ˛ ÒËÒÚÂÏÛ, ‚ ÍÓÚÓÓÈ ˜ËÒÎÓ ÔÂÂ-
ÍÂÒÚÌ˚ı Ò‚flÁÂÈ Ì‡ÒÚÓÎ¸ÍÓ ‚ÂÎËÍÓ, ˜ÚÓ
‚ ÌÂÈ ÌÂÎ¸Áfl Á‡ÏÂÌËÚ¸ ÌË Ó‰ÌÓ„Ó Á‚ÂÌ‡,
ÌÂ Á‡ÚÓÌÛ‚ ÔË ˝ÚÓÏ ‚ÒÂı ÓÒÚ‡Î¸Ì˚ı.
èÓ‰ ‰‡‚ÎÂÌËÂÏ ÌÓ‚˚ı Ù‡ÍÚÓ‚ ÒËÒÚÂÏ‡
˝Ú‡ ÌÂÔÂ˚‚ÌÓ ËÁÏÂÌflÂÚÒfl Ë ÛÚÓ˜Ìfl-
ÂÚÒfl, ÌÓ ÌËÍÓ„‰‡ ÌÂ ÚÂflÂÚ ˆÂÎ¸ÌÓÒÚË Ë
Ò‚ÓÂÓ·‡ÁÌÓÈ Á‡ÍÓÌ˜ÂÌÌÓÒÚË. ç˚ÌÂ¯-
Ìflfl ÒËÒÚÂÏ‡ Ì‡Û˜Ì˚ı ÁÌ‡ÌËÈ – ÔÓ‰ÛÍÚ
‰ÎËÚÂÎ¸ÌÓÈ ˝‚ÓÎ˛ˆËË: ‚ ÚÂ˜ÂÌËÂ ÏÌÓ-
„Ëı ÎÂÚ ÒÚ‡˚Â Á‚ÂÌ¸fl ‚ ÌÂÈ Á‡ÏÂÌflÎËÒ¸
ÌÓ‚˚ÏË, ·ÓÎÂÂ ÒÓ‚Â¯ÂÌÌ˚ÏË, ‡ ÒÓ‚-
ÒÂÏ ÌÓ‚˚Â ÔÓÌflÚËfl ‚ÒÂ„‰‡ ‚ÓÁÌËÍ‡ÎË Ò
Û˜ÂÚÓÏ Ë Ì‡ ÓÒÌÓ‚Â ÔÂÊÌËı.

ã.à. èÓÌÓÏ‡Â‚. 
èÓ ÚÛ ÒÚÓÓÌÛ Í‚‡ÌÚ‡

ç‡Û˜Ì‡fl êÂ‚ÓÎ˛ˆËfl, ÒÚ‡‚¯‡fl Á‡‚Â¯ÂÌËÂÏ ˝ÔÓıË ÇÓÁÓÊ‰Â-
ÌËfl, ‚ ‡ÒÚÓÌÓÏËË Ì‡˜ËÌ‡ÂÚÒfl Ò ÔÓfl‚ÎÂÌËfl ÁÌ‡ÏÂÌËÚÓ„Ó ÚÛ‰‡
äÓÔÂÌËÍ‡ Ó „ÂÎËÓˆÂÌÚË˜ÂÒÍÓÈ ÒËÒÚÂÏÂ, ÓÍÓÌ˜‡ÚÂÎ¸ÌÓ ‡ÁÓ-
‚‡‚¯Â„Ó Ò ‡ÌÚË˜Ì˚ÏË Ë ÒÂ‰ÌÂ‚ÂÍÓ‚˚ÏË ‚Á„Îfl‰‡ÏË Ì‡ ÇÒÂÎÂÌ-
ÌÛ˛ Ë ÒÚ‡‚¯Â„Ó Â¯‡˛˘ËÏ ‚ÍÎ‡‰ÓÏ ‚ ÒÚ‡ÌÓ‚ÎÂÌËÂ ÒÓ‚ÂÏÂÌÌÓ-
„Ó ÏËÓ‚ÓÁÁÂÌËfl.

çËÍÓÎ‡È äÓÔÂÌËÍ Ó‰ËÎÒfl ‚ ÔÓÎ¸ÒÍÓÏ „ÓÓ‰Â íÓÛÌË. éÌ
ÔÓÒÎÛ¯‡Î ÍÛÒ Ï‡ÚÂÏ‡ÚËÍË Ë ÂÒÚÂÒÚ‚ÂÌÌ˚ı Ì‡ÛÍ ‚ ä‡ÍÓ‚-
ÒÍÓÏ ÛÌË‚ÂÒËÚÂÚÂ, Á‡ÚÂÏ ÔÓ‰ÓÎÊËÎ Ó·‡ÁÓ‚‡ÌËÂ ‚ ÇÂÌÂ Ë ÅÓ-
ÎÓÌ¸Â, „‰Â ËÁÛ˜‡Î ÔÂËÏÛ˘ÂÒÚ‚ÂÌÌÓ ‡ÒÚÓÌÓÏË˛. Ç ˝ÔÓıÛ ÇÓÁ-
ÓÊ‰ÂÌËfl Ó·˘ÂÒÚ‚Ó ÓÒÚÓ ÌÛÊ‰‡ÎÓÒ¸ ‚ ·ÓÎÂÂ ÒÓ‚Â¯ÂÌÌÓÏ Í‡-
ÎÂÌ‰‡Â, Á‡‚ËÒfl˘ÂÏ ÓÚ ÔÓ‰ÓÎÊËÚÂÎ¸ÌÓÒÚË „Ó‰‡. Ö„Ó ÂÙÓÏÛ
‚ÁflÎ‡Ò¸ ÔÓ‚ÂÒÚË ˆÂÍÓ‚¸, Ë äÓÔÂÌËÍÛ ÔÓÛ˜ËÎË ÓÍ‡Á‡Ú¸ Ô‡Ô-
ÒÚ‚Û ÔÓÏÓ˘¸ Ë ‰‡Ú¸ ÒÓ‚ÂÚ ÔÓ ‰‡ÌÌÓÏÛ ‚ÓÔÓÒÛ. ä ˝ÚÓÏÛ ‚ÂÏÂ-
ÌË ÔÓÎÓÊÂÌËÂ ‰ÂÎ ‚ ‡ÒÚÓÌÓÏË˜ÂÒÍÓÈ Ì‡ÛÍÂ ·˚ÎÓ ˜ÂÁ‚˚˜‡ÈÌÓ
Á‡ÔÛÚ‡ÌÌ˚Ï. ÄÒÚÓÌÓÏË˜ÂÒÍËÂ Ì‡·Î˛‰ÂÌËfl, ÔÓ‚Ó‰ËÏ˚Â Á‡
ÏÌÓ„ËÂ ‚ÂÍ‡ ÒÓ ‚ÂÏÂÌ èÚÓÎÂÏÂfl, Ó·Ì‡ÛÊËÎË ÒÂ¸ÂÁÌ˚Â ÌÂÒÓ-
ÓÚ‚ÂÚÒÚ‚Ëfl Ò ÔÂ‚ÓÌ‡˜‡Î¸ÌÓÈ Â„Ó ÚÂÓËÂÈ. ÑÎfl ÓÔËÒ‡ÌËfl ‰‚ËÊÂ-
ÌËfl ÌÂ·ÂÒÌ˚ı ÚÂÎ ÔÓÒÎÂ ÌÓ‚˚ı Ì‡·Î˛‰ÂÌËÈ, ÒÓı‡ÌÂÌËfl ‡ÌÚË˜-
Ì˚ı Ô‡‚ËÎ Ó ‡‚ÌÓÏÂÌÓÏ ÍÛ„Ó‚ÓÏ ‰‚ËÊÂÌËË ÔËıÓ‰ËÎÓÒ¸

ÍËı ÊÂ ÔÓËˆ‡ÌËÈ Á‡ÒÎÛÊË‚‡˛Ú ÓÌË, ÌÂ ËÁÓ·ÂÚ‡ÚÂÎË, ‡ Ù‡Ì-
Ù‡ÓÌ˚ Ë ‰ÂÍÎ‡Ï‡ÚÓ˚ ˜ÛÊËı Ë‰ÂÈ» [11. ë. 85]. ç‡Û˜Ì‡fl ‰Âfl-
ÚÂÎ¸ÌÓÒÚ¸ ãÂÓÌ‡‰Ó ÓÚÎË˜‡ÂÚÒfl Û‰Ë‚ËÚÂÎ¸ÌÓÈ ‡ÁÌÓÒÚÓÓÌÌÓ-
ÒÚ¸˛. Ç Ó·Î‡ÒÚË ÙËÁËÍË ÓÌ ÓÔÂÂ‰ËÎ Ò‚ÓÂ ‚ÂÏfl ·ÓÎ¸¯Â ˜ÂÏ
Ì‡ ÒÚÓÎÂÚËÂ. ãÂÓÌ‡‰Ó ‰‡ ÇËÌ˜Ë ÔÓÎ‡„‡Î, ˜ÚÓ Á‚ÛÍ, Ò‚ÂÚ, ÚÂÔÎÓ-
Ú‡, Ï‡„ÌÂÚËÁÏ fl‚Îfl˛ÚÒfl ÍÓÎÂ·‡ÚÂÎ¸Ì˚ÏË ‰‚ËÊÂÌËflÏË. ÇÒÂÎÂÌ-
Ì‡fl, ÔÓ Â„Ó ÏÌÂÌË˛, ÌÂ Ó„‡ÌË˜ÂÌ‡, Ë áÂÏÎfl ÌÂ Ì‡ıÓ‰ËÚÒfl ‚ ÂÂ
ˆÂÌÚÂ, Úfl„ÓÚÂÌËÂ ÒÛ˘ÂÒÚ‚ÛÂÚ ÌÂ ÚÓÎ¸ÍÓ Ì‡ áÂÏÎÂ, ÌÓ Ë Ì‡ Í‡Ê-
‰ÓÏ ÌÂ·ÂÒÌÓÏ Ò‚ÂÚËÎÂ. Ö„Ó ËÒÒÎÂ‰Ó‚‡ÌËfl ‚ ÏÂı‡ÌËÍÂ Ò‚flÁ‡Ì˚ Ò
ÚÂıÌË˜ÂÒÍËÏË ÔÓ·ÎÂÏ‡ÏË ÚÓ„Ó ‚ÂÏÂÌË. éÌ ËÒÒÎÂ‰ÛÂÚ ÛÒÎÓ-
‚Ëfl ‡‚ÌÓ‚ÂÒËfl ˚˜‡„Ó‚ ‡ÁÌ˚ı ÛÒÚÓÈÒÚ‚, ËÒÔÓÎ¸ÁÛfl ÔÓÌflÚËÂ
ÏÓÏÂÌÚ‡ ÒËÎ˚, ‡‚ÌÓ‚ÂÒËÂ Ë ‰‚ËÊÂÌËÂ „ÛÁ‡ ÔÓ Ì‡ÍÎÓÌÌÓÈ
ÔÎÓÒÍÓÒÚË. ãÂÓÌ‡‰Ó Ì‡¯ÂÎ ÌÓ‚˚Â ˜‡ÒÚÌ˚Â Á‡ÍÓÌÓÏÂÌÓÒÚË
ÔÓÒÚÂÈ¯Ëı ‰‚ËÊÂÌËÈ ÚÂÎ. éÌ ÛÒÚ‡ÌÓ‚ËÎ, ˜ÚÓ ÚÂÎÓ Ô‡‰‡ÂÚ
ÔÓ ‰Û„Â ·˚ÒÚÂÂ, ˜ÂÏ ÔÓ ÒÓÓÚ‚ÂÚÒÚ‚Û˛˘ÂÈ ÂÈ ıÓ‰Â, ÔË Ò‚Ó-
·Ó‰ÌÓÈ Ô‡‰ÂÌËË ÒÍÓÓÒÚ¸ ÚÂÎ‡ ÏÂÌflÂÚÒfl ÒÓ ‚ÂÏÂÌÂÏ ‚ ‡ËÙÏÂ-
ÚË˜ÂÒÍÓÈ ÔÓ„ÂÒÒËË Ë Ú. ‰. ãÂÓÌ‡‰Ó Ì‡Á˚‚‡ÎË ˜‡Ó‰ÂÂÏ, ÒÎÛ-
ÊËÚÂÎÂÏ ‰¸fl‚ÓÎ‡, ËÚ‡Î¸flÌÒÍËÏ î‡ÛÒÚÓÏ Ë ·ÓÊÂÒÚ‚ÂÌÌ˚Ï
‰ÛıÓÏ, ÓÒÌÓ‚‡ÚÂÎÂÏ ËÒÍÛÒÒÚ‚‡ Ç˚ÒÓÍÓ„Ó ÇÓÁÓÊ‰ÂÌËfl, ÓÔÂÂ-
‰Ë‚¯ËÏ Ò‚ÓÂ ‚ÂÏfl Ì‡ ÌÂÒÍÓÎ¸ÍÓ ‚ÂÍÓ‚. éÍÛÊÂÌÌ˚È ÎÂ„ÂÌ‰‡-
ÏË Â˘Â ÔË ÊËÁÌË ‚ÂÎËÍËÈ ãÂÓÌ‡‰Ó – ÒËÏ‚ÓÎ ·ÂÁ„‡ÌË˜-
Ì˚ı ÛÒÚÂÏÎÂÌËÈ ˜ÂÎÓ‚Â˜ÂÒÍÓ„Ó ‡ÁÛÏ‡. ü‚Ë‚ ÒÓ·Ó˛ Ë‰Â‡Î
ÂÌÂÒÒ‡ÌÒÌÓ„Ó «ÛÌË‚ÂÒ‡Î¸ÌÓ„Ó ˜ÂÎÓ‚ÂÍ‡», ÓÌ ÓÒÏ˚ÒÎË‚‡ÎÒfl
‚ ÔÓÒÎÂ‰Û˛˘ÂÈ Ú‡‰ËˆËË Í‡Í ÎË˜ÌÓÒÚ¸, Ì‡Ë·ÓÎÂÂ flÍÓ Ó˜Â-
ÚË‚¯‡fl ‰Ë‡Ô‡ÁÓÌ Ú‚Ó˜ÂÒÍËı ËÒÍ‡ÌËÈ ˝ÔÓıË.
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ãÂÓÌ�‰Ó ‰Ë ÒÂ è¸�Ó ‰‡ Ç�Ì˜Ë (ËÚ‡Î.
Leonardo di ser Piero da Vinci; 15 ‡ÔÂÎfl
1452, ÒÂÎÓ ÄÌÍË‡ÌÓ ÓÍÓÎÓ „ÓÓ‰Í‡ ÇËÌ-
˜Ë ·ÎËÁ îÎÓÂÌˆËË – 2 Ï‡fl 1519, Á‡ÏÓÍ
äÎÓ-ã˛Ò˝ ·ÎËÁ ÄÏ·Û‡Á‡, íÛÂÌ¸, î‡Ì-
ˆËfl) – ‚ÂÎËÍËÈ ËÚ‡Î¸flÌÒÍËÈ ıÛ‰ÓÊÌËÍ
(ÊË‚ÓÔËÒÂˆ, ÒÍÛÎ¸ÔÚÓ, ‡ıËÚÂÍÚÓ) Ë
Û˜ÂÌ˚È (‡Ì‡ÚÓÏ, Ï‡ÚÂÏ‡ÚËÍ, ÙËÁËÍ, ÂÒ-
ÚÂÒÚ‚ÓËÒÔ˚Ú‡ÚÂÎ¸), flÍËÈ ÔÂ‰ÒÚ‡‚ËÚÂÎ¸
ÚËÔ‡ «ÛÌË‚ÂÒ‡Î¸ÌÓ„Ó ˜ÂÎÓ‚ÂÍ‡»
(Î‡Ú. homo universale) – Ë‰Â‡Î‡ ËÚ‡Î¸flÌ-

ÒÍÓ„Ó êÂÌÂÒÒ‡ÌÒ‡



‰‡Î, ˜ÚÓ áÂÏÎfl ËÏÂÂÚ ÙÓÏÛ ¯‡‡. èÓ˝ÚÓÏÛ Û˜ÂÌ˚Â ÌÂ ‰ÓÎÊÌ˚
Û‰Ë‚ÎflÚ¸Òfl, ÂÒÎË Ì‡Ò ·Û‰ÂÚ ÚÓÊÂ ÍÚÓ-ÌË·Û‰¸ ËÁ Ú‡ÍËı ÓÒÏÂË‚‡Ú¸.
å‡ÚÂÏ‡ÚËÍ‡ ÔË¯ÂÚÒfl ‰Îfl Ï‡ÚÂÏ‡ÚËÍÓ‚, ‡ ÓÌË, ÂÒÎË fl ÌÂ Ó·Ï‡Ì˚-
‚‡˛Ò¸, Û‚Ë‰flÚ, ˜ÚÓ ˝ÚÓÚ Ì‡¯ ÚÛ‰ ·Û‰ÂÚ ‚ ÌÂÍÓÚÓÓÈ ÒÚÂÔÂÌË ÔÓ-
ÎÂÁÌ˚Ï…» [97. ë. 14]. «à Ú‡Í Í‡Í ˆÂÎ¸ ‚ÒÂı ·Î‡„ÓÓ‰Ì˚ı Ì‡ÛÍ –
ÓÚ‚ÎÂ˜ÂÌËÂ ˜ÂÎÓ‚ÂÍ‡ ÓÚ ÔÓÓÍÓ‚ Ë Ì‡Ô‡‚ÎÂÌËÂ Â„Ó ‡ÁÛÏ‡ Í
ÎÛ˜¯ÂÏÛ, ÚÓ ·ÓÎ¸¯Â ‚ÒÂ„Ó ˝ÚÓ ÏÓÊÂÚ Ò‰ÂÎ‡Ú¸ ‡ÒÚÓÌÓÏËfl ‚ÒÎÂ‰-
ÒÚ‚ËÂ ÔÂ‰ÒÚ‡‚ÎflÂÏÓ„Ó Â˛ ‡ÁÛÏÛ ÔÓ˜ÚË ÌÂ‚ÂÓflÚÌÓ ·ÓÎ¸¯Ó„Ó
Ì‡ÒÎ‡Ê‰ÌËfl» [97. ë. 16]. èÓ‰‰ÂÊË‚‡ÂÏ˚È ÍËÚË˜ÂÒÍËÏ ÓÚÌÓ-
¯ÂÌËÂÏ Í Û˜ÂÌË˛ ÄËÒÚÓÚÂÎfl, ˆ‡Ë‚¯ËÏ ‚ ÒÂ‰Â ÌÂÍÓÚÓ˚ı
ÒıÓÎ‡ÒÚËÍÓ‚, ÓÌ Ì‡˜‡Î Ò‚ÓÈ ÚÛ‰ Ó ‰‚ËÊÂÌËË ÌÂ·ÂÒÌ˚ı ÚÂÎ ‚
1507 „., Á‡ 36 ÎÂÚ ‰Ó Â„Ó ÓÔÛ·ÎËÍÓ‚‡ÌËfl. ÇÏÂÒÚÂ Ò ÌÂÓ·ıÓ‰ËÏ˚-
ÏË Ï‡ÚÂÏ‡ÚË˜ÂÒÍËÏË ‚˚˜ËÒÎÂÌËflÏË ÓÌ ÔÂ‰ÎÓÊËÎ ÌÓ‚Û˛ ÚÂÓ-
Ë˛, ÒÓı‡ÌË‚¯Û˛Òfl ‚ ÓÒÌÓ‚Â ‰Ó Ì‡¯Ëı ‰ÌÂÈ. äÓÔÂÌËÍ Á‡ÏÂ-
ÌËÎ ÒÛÚÓ˜ÌÓÂ ‚‡˘ÂÌËÂ ÌÂ·ÂÒÌÓÈ ÒÙÂ˚ ‚‡˘ÂÌËÂÏ áÂÏÎË ‚Ó-
ÍÛ„ Ò‚ÓÂÈ ÓÒË. éÌ «ÓÒÚ‡ÌÓ‚ËÎ ëÓÎÌˆÂ» Ë Â„Ó Ì‡·Î˛‰‡ÂÏÓÂ ‰‚Ë-
ÊÂÌËÂ Ò áÂÏÎË Á‡ÏÂÌËÎ Ó·‡˘ÂÌËÂÏ ÂÂ ‚ÓÍÛ„ ëÓÎÌˆ‡. ë˜ËÚ‡fl
Ó·ËÚ˚ ÔÎ‡ÌÂÚ Ô‡‚ËÎ¸Ì˚ÏË ÓÍÛÊÌÓÒÚflÏË, äÓÔÂÌËÍ ‚˚˜ËÒ-
ÎËÎ Ëı ÓÚÌÓÒËÚÂÎ¸Ì˚Â ‡‰ËÛÒ˚ Ë ‡ÒÔÓÎÓÊËÎ ÔÎ‡ÌÂÚ˚ ‚ ÌÓ‚ÓÏ
ÔÓfl‰ÍÂ Ëı Û‰‡ÎÂÌËfl ÓÚ ëÓÎÌˆ‡: åÂÍÛËÈ, ÇÂÌÂ‡, áÂÏÎfl Ë ãÛ-
Ì‡, å‡Ò, ûÔËÚÂ, ë‡ÚÛÌ, Á‡ÒÚ‡‚Ë‚ Ëı ‚‡˘‡Ú¸Òfl ‚ÓÍÛ„ ëÓÎÌ-
ˆ‡. ÖÒÎË „ËÔÓÚÂÁ˚ Ó ÔÂ‚˚ı ‰‚Ûı ‰‚ËÊÂÌËflı ‚˚ÒÍ‡Á˚‚‡ÎËÒ¸ ÔË-
Ù‡„ÓÂÈˆ‡ÏË Ë ÄËÒÚ‡ıÓÏ, ÌÓ ÌÂ ·˚ÎË ÔÓ‰ÍÂÔÎÂÌ˚ Ï‡ÚÂÏ‡-
ÚË˜ÂÒÍËÏË ‡Ò˜ÂÚ‡ÏË, ÚÓ ‰‚ËÊÂÌËÂ ÔÎ‡ÌÂÚ ‚ÓÍÛ„ ëÓÎÌˆ‡ ÒÚ‡ÎÓ
ÌÓ‚ÓÈ „ËÔÓÚÂÁÓÈ Ë Ó˜ÂÌ¸ ÔÓÒÚÓ Ó·˙flÒÌËÎÓ Ì‡·Î˛‰‡ÂÏÓÂ ‰‚Ë-
ÊÂÌËÂ ÔÎ‡ÌÂÚ. ÇÒÂ Á‡ÔÛÚ‡ÌÌ˚Â ÔÂÂ‰‚ËÊÂÌËfl ÔÎ‡ÌÂÚ ‚ÔÂÂ‰ Ë
‚ÒÔflÚ¸ ÓÚÌÓÒËÚÂÎ¸ÌÓ ÌÂÔÓ‰‚ËÊÌ˚ı Á‚ÂÁ‰ Ë Ëı ÔÂÂÏÂÌÌÛ˛ fl-
ÍÓÒÚ¸ ÏÓÊÌÓ ·˚ÎÓ ÚÓÎÍÓ‚‡Ú¸ Í‡Í ÂÁÛÎ¸Ú‡Ú ÚÓ„Ó, ˜ÚÓ Ï˚ ÒÏÓÚ-
ËÏ Ì‡ ˝ÚË ÔÎ‡ÌÂÚ˚ Ò ‰‚ËÊÛ˘ÂÈÒfl áÂÏÎË.

ïÓÚfl äÓÔÂÌËÍ ÒÚÂÏËÎÒfl Í Ï‡ÍÒËÏ‡Î¸ÌÓÈ ÔÓÒÚÓÚÂ, ‰Îfl ÒÓ-
„Î‡ÒËfl Ò Ì‡·Î˛‰ÂÌËflÏË ÂÏÛ ÔË¯ÎÓÒ¸ ÔÂ‰ÔÓÎÓÊËÚ¸ ˝ÍÒˆÂÌÚ-
Ë˜ÌÓÒÚ¸ Ó·ËÚ ÔÎ‡ÌÂÚ Ë ‚‚ÂÒÚË Ï‡ÎÂÌ¸ÍËÂ ˝ÔËˆËÍÎ˚. ùÚË ˝ÔË-
ˆËÍÎ˚ Ë ‰ËÙÙÂÂÌÚ˚ ·˚ÎË ÓÍÓÌ˜‡ÚÂÎ¸ÌÓ ÓÚ·Ó¯ÂÌ˚ ÎË¯¸ àÓ-
„‡ÌÌÓÏ äÂÔÎÂÓÏ. ç‡ ÔÓÚflÊÂÌËË ÔÓ˜ÚË ‚ÒÂÈ ÊËÁÌË äÓÔÂÌËÍ
‚ÓÁ‰ÂÊË‚‡ÎÒfl ÓÚ ÔÓÎÌÓ„Ó ÓÔÛ·ÎËÍÓ‚‡ÌËfl ÚÂÓËË Ë ÔÓÒÎÂ ‰ÓÎ„Ëı
ÍÓÎÂ·‡ÌËÈ Â¯ËÎ ÓÔÛ·ÎËÍÓ‚‡Ú¸ Ò‚ÓÂ „Î‡‚ÌÓÂ ÒÓ˜ËÌÂÌËÂ «De re-
volutionibus» – «é· Ó·‡˘ÂÌËË ÌÂ·ÂÒÌ˚ı ÒÙÂ». äÌË„‡ ÒÓÒÚÓËÚ
ËÁ ¯ÂÒÚË ˜‡ÒÚÂÈ. ÇÌ‡˜‡ÎÂ „Ó‚ÓËÚÒfl Ó ¯‡ÓÓ·‡ÁÌÓÒÚË ÏË‡ Ë
áÂÏÎË, ÔË‚Ó‰flÚÒfl ËÌÚÂÂÒÌ˚Â „ËÔÓÚÂÁ˚ Ó ‚Ë‰ËÏÓÈ ˜‡ÒÚË ÇÒÂ-
ÎÂÌÌÓÈ: «…çÂ·Ó ÌÂËÁÏÂËÏÓ ‚ÂÎËÍÓ ÔÓ Ò‡‚ÌÂÌË˛ Ò áÂÏÎÂÈ Ë
ÔÂ‰ÒÚ‡‚ÎflÂÚ ·ÂÒÍÓÌÂ˜ÌÓ ·ÓÎ¸¯Û˛ ‚ÂÎË˜ËÌÛ; ÔÓ ÓˆÂÌÍÂ Ì‡¯Ëı

Í‡Ê‰˚È ‡Á ‚‚Ó‰ËÚ¸ ÌÓ‚˚Â ˝ÔËˆËÍÎ˚, ˝ÍÒˆÂÌÚËÍË, ÒÏÂ˘‡Ú¸ Ëı
ˆÂÌÚ˚. äÓÏÂ ÚÓ„Ó, „Â˜ÂÒÍËÂ, ‡‡·ÒÍËÂ Ë Â‚ÓÔÂÈÒÍËÂ ‡ÒÚÓ-
ÌÓÏ˚ ËÒÔÓÎ¸ÁÓ‚‡ÎË ‡ÁÌ˚Â ÒÓ˜ÂÚ‡ÌËfl ˝ÔËˆËÍÎÓ‚, ˝ÍÒˆÂÌÚË-
ÍÓ‚ Ë ˝Í‚‡ÌÚÓ‚. Ç ËÚÓ„Â ÔÚÓÎÂÏÂÂ‚ÒÍËÈ ÔÓ‰ıÓ‰, ÔÓ ÒÎÓ‚‡Ï äÓ-
ÔÂÌËÍ‡, ÔÓËÁ‚ÂÎ Ì‡ Ò‚ÂÚ Ì‡ÒÚÓfl˘ÂÂ «˜Û‰Ó‚Ë˘Â» – ÒÎÓÊÌÛ˛ Ë
„ÓÏÓÁ‰ÍÛ˛ ÒıÂÏÛ, ÍÓÚÓ‡fl, ÌÂÒÏÓÚfl Ì‡ ‚ÒÂ ÔÓÔ‡‚ÍË, ÌÂ ÏÓ„-
Î‡ Ó·˙flÒÌËÚ¸ ËÎË ÔÂ‰ÒÍ‡Á‡Ú¸ ‡ÒÔÓÎÓÊÂÌËÂ ÔÎ‡ÌÂÚ Ò ‰ÓÒÚÓ-
‚ÂÌÓÈ ÚÓ˜ÌÓÒÚ¸˛.

äÓÔÂÌËÍ ÔÂÂÒÏÓÚÂÎ ‚ÒÂ Ì‡Û˜Ì˚Â ÒÓ˜ËÌÂÌËfl ‰Â‚ÌÓÒÚË,
ÍÓÚÓ˚Â ÒÚ‡ÎË ‰ÓÒÚÛÔÌ˚ Ò Ì‡˜‡ÎÓÏ „ÛÏ‡ÌËÁÏ‡ Ë Ò ÔÓÌËÍÌÓ‚Â-
ÌËÂÏ Ì‡ á‡Ô‡‰ „Â˜ÂÒÍËı ÛÍÓÔËÒÂÈ ËÁ äÓÌÒÚ‡ÌÚËÌÓÔÓÎfl. «ü
ÔËÌflÎ Ì‡ ÒÂ·fl ÚÛ‰ ÔÂÂ˜ËÚ‡Ú¸, – ÔËÒ‡Î äÓÔÂÌËÍ, – ÍÌË„Ë ‚ÒÂı
ÙËÎÓÒÓÙÓ‚, ÍÓÚÓ˚Â ÚÓÎ¸ÍÓ ÏÓ„ ‰ÓÒÚ‡Ú¸, ÊÂÎ‡fl Ì‡ÈÚË, ÌÂ ‚˚-
ÒÍ‡Á˚‚‡Î ÎË ÍÓ„‰‡ ÍÚÓ-ÌË·Û‰¸ ÏÌÂÌËfl, ˜ÚÓ Û ÏËÓ‚˚ı ÒÙÂ ÒÛ-
˘ÂÒÚ‚Û˛Ú ‰‚ËÊÂÌËfl, ÓÚÎË˜Ì˚Â ÓÚ ÚÂı, ÍÓÚÓ˚Â ÔÂ‰ÔÓÎ‡„‡˛Ú
ÔÂÔÓ‰‡˛˘ËÂ ‚ Ï‡ÚÂÏ‡ÚË˜ÂÒÍËı ¯ÍÓÎ‡ı. ëÌ‡˜‡Î‡ fl Ì‡¯ÂÎ Û ñË-
ˆÂÓÌ‡, ˜ÚÓ çËÍÂÚ ‚˚ÒÍ‡Á˚‚‡Î ÏÌÂÌËÂ Ó ‰‚ËÊÂÌËË áÂÏÎË, Á‡-
ÚÂÏ fl ‚ÒÚÂÚËÎ Û èÎÛÚ‡ı‡, ˜ÚÓ ˝ÚÓ„Ó ‚Á„Îfl‰‡ ‰ÂÊ‡ÎËÒ¸ Ë ÌÂÍÓ-
ÚÓ˚Â ‰Û„ËÂ» [97. ë. 13]. «ü ÌÂ ÒÓÏÌÂ‚‡˛Ò¸, ˜ÚÓ ÒÔÓÒÓ·Ì˚Â Ë
Û˜ÂÌ˚Â Ï‡ÚÂÏ‡ÚËÍË ·Û‰ÛÚ ÒÓ„Î‡ÒÌ˚ ÒÓ ÏÌÓÈ, ÂÒÎË ÚÓÎ¸ÍÓ (˜Â„Ó
ÔÂÊ‰Â ‚ÒÂ„Ó ÚÂ·ÛÂÚ ˝Ú‡ ÙËÎÓÒÓÙËfl) ÓÌË Á‡ıÓÚflÚ ÌÂ ÔÓ‚ÂıÌÓ-
ÒÚÌÓ, ‡ „ÎÛ·ÓÍÓ ÔÓÁÌ‡Ú¸ Ë ÔÓ‰ÛÏ‡Ú¸ ‚ÒÂ ÚÓ, ˜ÚÓ ÔÂ‰Î‡„‡ÂÚÒfl
ÏÌÓÈ ‚ ˝ÚÓÏ ÔÓËÁ‚Â‰ÂÌËË… çÂ ÒÂÍÂÚ, ˜ÚÓ ã‡ÍÚ‡ÌˆËÈ, ‚ÓÓ·˘Â
„Ó‚Ófl ÁÌ‡ÏÂÌËÚ˚È ÔËÒ‡ÚÂÎ¸, ÌÓ ÌÂ·ÓÎ¸¯ÓÈ Ï‡ÚÂÏ‡ÚËÍ, ÔÓ˜ÚË
ÔÓ-‰ÂÚÒÍË ‡ÒÒÛÊ‰‡Î Ó ÙÓÏÂ áÂÏÎË, ÓÒÏÂË‚‡fl ÚÂı, ÍÚÓ ÛÚ‚ÂÊ-
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çËÍÓÎ‡È äÓÔÂÌËÍ (ÔÓÎ¸ÒÍ. Mikolaj
Kopernik; 19 ÙÂ‚‡Îfl 1473 – 24 Ï‡fl 1543).
ÇÂÎËÍËÈ ÔÓÎ¸ÒÍËÈ ‡ÒÚÓÌÓÏ Ë Ï‡ÚÂÏ‡-
ÚËÍ. ÇÔÂ‚˚Â Ó·ÓÒÌÓ‚‡Î „ÂÎËÓˆÂÌÚË˜ÂÒ-

ÍÓÂ ÔÓÒÚÓÂÌËÂ ëÓÎÌÂ˜ÌÓÈ ÒËÒÚÂÏ˚



ˆ‡, ‡ ÔË Ô‡‰ÂÌËË ‚ÒÂ„‰‡ ÒÚÂÏflÚÒfl Í ÂÂ ÔÓ‚ÂıÌÓÒÚË. ÖÒÎË ÌÂ ÒÛ-
˘ÂÒÚ‚ÛÂÚ ÍÛÊ‡˘ËıÒfl ˝ÙËÌ˚ı ÒÙÂ, ÚÓ ÔÓ˜ÂÏÛ ÔÎ‡ÌÂÚ˚ Ë áÂÏ-
Îfl ÏÓ„ÛÚ ‰‚Ë„‡Ú¸Òfl ‚ÓÓ·˘Â Ë ÌÂ «ÒÎÂÚ‡˛Ú» ÒÓ Ò‚ÓËı Ó·ËÚ? ÖÒÎË
Á‚ÂÁ‰ ÏÌÓ„Ó Ë ÓÌË Ú‡Í ‰‡ÎÂÍË, ÚÓ Ì‡ÒÍÓÎ¸ÍÓ ‚ÂÎËÍ‡ ÇÒÂÎÂÌÌ‡fl Ë
„‰Â ÂÂ ˆÂÌÚ? ÖÒÎË áÂÏÎfl ÌÂ ˆÂÌÚ äÓÒÏÓÒ‡, ÚÓ „‰Â ÏÂÒÚÓ ÅÓ„Û ‚
ÌÂÏ? «ç‡Ï ÚÛ‰ÌÓ ÔÂ‰ÒÚ‡‚ËÚ¸ ÒÂ·Â ÚÓÚ ˝ÙÙÂÍÚ, ÍÓÚÓ˚È ÔÓËÁ-
‚ÂÎ‡ ÚÂÓËfl äÓÔÂÌËÍ‡ Ì‡ Ï˚ÒÎfl˘Ëı Î˛‰ÂÈ XVI ÒÚÓÎÂÚËfl…
ÇÏÂÒÚÂ ÒÓ ÒÙÂ‡ÏË ËÒ˜ÂÁÎË ÌÂ·ÂÒ‡ Í‡Í Ó·ËÚÂÎ¸ ·Î‡ÊÂÌÌ˚ı ‰Û¯,
ÔÓÚÂflÎÓ ÒÏ˚ÒÎ ‡ÁÎË˜ËÂ ÏÂÊ‰Û ÌÂ·ÂÒÌ˚Ï Ë ÁÂÏÌ˚Ï, ÏÂÒÚÓ, Á‡-
ÌËÏ‡ÂÏÓÂ ˜ÂÎÓ‚ÂÍÓÏ ‚Ó ÇÒÂÎÂÌÌÓÈ, ÒÚ‡ÎÓ ÌÂÓÔÂ‰ÂÎÂÌÌ˚Ï…
ë‡Ï äÓÔÂÌËÍ… ÔË‰ÂÊË‚‡ÎÒfl ÚÂı ÊÂ ‚Á„Îfl‰Ó‚, ˜ÚÓ Ë ‰Û„ËÂ
Û˜ÂÌ˚Â ëÂ‰ÌÂ‚ÂÍÓ‚¸fl, Ë ÂÒÎË ·˚ ÓÌ ÏÓ„ ÔÂ‰‚Ë‰ÂÚ¸, Í ˜ÂÏÛ ÔË-
‚Â‰ÂÚ ÒÓÁ‰‡ÌÌ‡fl ËÏ ÚÂÓËfl, ÚÓ, ‚ÂÓflÚÌÓ, ÔË¯ÂÎ ·˚ ‚ ÛÊ‡Ò ÓÚ
ÓÚ‚ÂÚÒÚ‚ÂÌÌÓÒÚË Á‡ ÒÓ‰ÂflÌÌÓÂ ËÏ. çÓ ËÏÂÌÌÓ ·Î‡„Ó‰‡fl Â„Ó ÚÛ-
‰‡Ï ÒÏÓ„Î‡ ‚ÓÁÌËÍÌÛÚ¸ ÌÓ‚‡fl Ì‡Û˜Ì‡fl ÙËÎÓÒÓÙËfl» [10. ë. 110].

èÓ ÏÂÂ ÚÓ„Ó Í‡Í ‡ÒÚÓÌÓÏ˚ ÔÓ‚ÂËÎË ‚˚˜ËÒÎÂÌËfl äÓÔÂ-
ÌËÍ‡ Ë Â„Ó ÔÓÒÎÂ‰Ó‚‡ÚÂÎË ÒÚ‡ÎË ÔÓÔ‡„‡Ì‰ËÓ‚‡Ú¸ ÌÓ‚Û˛ ÒËÒÚÂ-
ÏÛ, ÔÓ·ÛÊ‰‡fl Í ÌÂÈ ËÌÚÂÂÒ Û˜ÂÌ˚ı Ë ÔÂÂ‰Ó‚˚ı Î˛‰ÂÈ ÚÓ„Ó
‚ÂÏÂÌË, ÓÌ‡ ÒÚ‡Î‡ ‚˚Á˚‚‡Ú¸ ÓÚÍ˚ÚÛ˛ ÓÔÔÓÁËˆË˛ ˆÂÍ‚Ë. íÂ-
ÓËfl äÓÔÂÌËÍ‡ ÓÒÔ‡Ë‚‡Î‡ Ò‡Ï˚Â ÓÒÌÓ‚ÓÔÓÎ‡„‡˛˘ËÂ ÔËÌˆË-
Ô˚ ıËÒÚË‡ÌÒÍÓÈ ÂÎË„ËË, Ë ÂÂ ÌÂÔËflÚËÂ Á‡Ó‰ËÎÓÒ¸ ‚Ì‡˜‡ÎÂ ‚
ÒÂ‰Â ÂÙÓÏ‡ÚÓÓ‚-ÔÓÚÂÒÚ‡ÌÚÓ‚, ‚ „Î‡Á‡ı ÍÓÚÓ˚ı ÓÌ‡ ‰ÓÔÛÒ-
ÚËÎ‡ ÓÒÍ‚ÂÌÂÌËÂ ÔÂ‚ÓÓ‰ÌÓ„Ó ıËÒÚË‡ÌÒÚ‚‡ Ë ·Ë·ÎÂÈÒÍÓÈ ËÒ-
ÚËÌ˚, ÔÓÚË‚ÓÂ˜‡ ÚÂÏ ÏÂÒÚ‡Ï ‚ ë‚fl˘ÂÌÌÓÏ èËÒ‡ÌËË, „‰Â „Ó‚Ó-
ËÎÓÒ¸ Ó ÌÂÔÓ‰‚ËÊÌÓÒÚË áÂÏÎË. ÉÎ‡‚‡ ÂÙÓÏ‡ˆËÓÌÌÓ„Ó ‰‚ËÊÂ-
ÌËfl å‡ÚËÌ ã˛ÚÂ Ì‡Á‚‡Î äÓÔÂÌËÍ‡ ‚˚ÒÍÓ˜ÍÓÈ-‡ÒÚÓÎÓ„ÓÏ,
«ÍÓÚÓ˚È ıÓ˜ÂÚ ÔÂÂ‚ÂÌÛÚ¸ ‚ÒÂ ËÒÍÛÒÒÚ‚Ó ‡ÒÚÓÌÓÏËË», ÔÓ-
ÒÍÓÎ¸ÍÛ, «Í‡Í ÛÍ‡Á˚‚‡ÂÚ ë‚fl˘ÂÌÌÓÂ ÔËÒ‡ÌËÂ, àËÒÛÒ ç‡‚ËÌ ‚ÂÎÂÎ
ÓÒÚ‡ÌÓ‚ËÚ¸Òfl ëÓÎÌˆÛ, ‡ ÌÂ áÂÏÎÂ». ä‡Î¸‚ËÌ, ÔË‚Ó‰fl ÏÂÒÚÓ ËÁ
èÒ‡ÎÏÓ‚ «ÔÓÚÓÏÛ Ú‚Â‰‡ ‚ÒÂÎÂÌÌ‡fl, ÌÂ ÔÓÍÓÎÂ·ÎÂÚÒfl», ÒÔ‡¯Ë-
‚‡Î: «äÚÓ ÓÒÏÂÎËÚÒfl ÔÓÒÚ‡‚ËÚ¸ ‡‚ÚÓËÚÂÚ äÓÔÂÌËÍ‡ ‚˚¯Â ‡‚-
ÚÓËÚÂÚ‡ ë‚flÚÓ„Ó ÑÛı‡?».

çÂÒÏÓÚfl Ì‡ ÓÒÓÁÌ‡ÌËÂ ÌÂÓ·ıÓ‰ËÏÓÒÚË ÔÂÂÒÏÓÚ‡ ÏÌÓ„Ëı
ÂÎË„ËÓÁÌ˚ı ‰Ó„Ï, Í‡ÚÓÎË˜ÂÒÍ‡fl ˆÂÍÓ‚¸ Í Ì‡˜‡ÎÛ XVII ‚. ·˚Î‡
‚˚ÌÛÊ‰ÂÌ‡ ‚ÒÚ‡Ú¸ ‚ Â¯ËÚÂÎ¸ÌÛ˛ ÓÔÔÓÁËˆË˛ ÔÓ ÓÚÌÓ¯ÂÌË˛ Í
ÚÂÓËË äÓÔÂÌËÍ‡ Ë ÂÂ ÔÓÒÎÂ‰Ó‚‡ÚÂÎflÏ, ÓÒÓ·ÂÌÌÓ ÔÓÒÎÂ ÚÓ„Ó
Í‡Í É. É‡ÎËÎÂÈ Ë ‰Û„ËÂ ‡Á‚ËÎË ÙËÎÓÒÓÙÒÍËÂ ÒÎÂ‰ÒÚ‚Ëfl Â„Ó Û˜Â-
ÌËfl. Ç 1600 „. ·˚Î ÔÛ·ÎË˜ÌÓ Í‡ÁÌÂÌ ÑÊÓ‰‡ÌÓ ÅÛÌÓ, ¯ËÓÍÓ
ÔÓÔ‡„‡Ì‰ËÓ‚‡‚¯ËÈ „ÂÎËÓˆÂÌÚË˜ÂÒÍÛ˛ ÚÂÓË˛, ÓÚÒÚ‡Ë‚‡‚-
¯ËÈ ÍÓÌˆÂÔˆË˛ Ó ÏÌÓÊÂÒÚ‚ÂÌÌÓÒÚË ÏËÓ‚ Ë ·ÂÒÍÓÌÂ˜ÌÓÒÚË ÇÒÂ-
ÎÂÌÌÓÈ. Ç 1616 „. ÒÓ·‡ÌËÂ ·Ó„ÓÒÎÓ‚Ó‚ – «ÔÓ‰„ÓÚÓ‚ËÚÂÎÂÈ ÒÛ‰Â·-

˜Û‚ÒÚ‚ áÂÏÎfl ÔÓ ÓÚÌÓ¯ÂÌË˛ Í ÌÂÏÛ Í‡Í ÚÓ˜Í‡ Í ÚÂÎÛ, ‡ ÔÓ ‚ÂÎË-
˜ËÌÂ Í‡Í ÍÓÌÂ˜ÌÓÂ Í ·ÂÒÍÓÌÂ˜ÌÓÏÛ», ÌÂÓ·ıÓ‰ËÏ˚Â Ò‚Â‰ÂÌËfl ËÁ
ÚË„ÓÌÓÏÂÚËË Ë Í‡Ú‡ÎÓ„ Á‚ÂÁ‰. ÇÓ ‚ÚÓÓÈ ˜‡ÒÚË ‰‡Ì˚ ÓÒÌÓ‚˚
ÒÙÂË˜ÂÒÍÓÈ ‡ÒÚÓÌÓÏËË Ë Ô‡‚ËÎ‡ ‚˚˜ËÒÎÂÌËfl ‚Ë‰ËÏ˚ı ÔÓÎÓ-
ÊÂÌËÈ Á‚ÂÁ‰ Ë ÔÎ‡ÌÂÚ Ì‡ ÌÂ·ÂÒÌÓÏ Ò‚Ó‰Â. Ç ÚÂÚ¸ÂÈ Ó·ÒÛÊ‰‡ÂÚÒfl
‰‚ËÊÂÌËÂ áÂÏÎË ‚ÓÍÛ„ ëÓÎÌˆ‡, „Ó‚ÓËÚÒfl Ó ÔÂˆÂÒÒËË ËÎË
ÔÂ‰‚‡ÂÌËË ‡‚ÌÓ‰ÂÌÒÚ‚ËÈ. Ç ˜ÂÚ‚ÂÚÓÈ – Ó ãÛÌÂ, ‚ ÔflÚÓÈ Ë ¯Â-
ÒÚÓÈ ÓÔËÒ‡Ì˚ ‰‚ËÊÂÌËfl ÔÎ‡ÌÂÚ Ë ‡‰ËÛÒ˚ Ëı Ó·ËÚ. Ç ÔÂ‰ËÒÎÓ-
‚ËË Í ÍÌË„Â äÓÔÂÌËÍ ÔËÒ‡Î: «ü ‰ÓÎ„Ó ‚ ‰Û¯Â ÍÓÎÂ·‡ÎÒfl, ÒÎÂ‰Û-
ÂÚ ÎË ‚˚ÔÛÒÍ‡Ú¸ ‚ Ò‚ÂÚ ÏÓË ÒÓ˜ËÌÂÌËfl, Ì‡ÔËÒ‡ÌÌ˚Â ‰Îfl ‰ÓÍ‡Á‡-
ÚÂÎ¸ÒÚ‚‡ ‰‚ËÊÂÌËfl áÂÏÎË, Ë ÌÂ ·Û‰ÂÚ ÎË ÎÛ˜¯Â ÔÓÒÎÂ‰Ó‚‡Ú¸ ÔË-
ÏÂÛ ÔËÙ‡„ÓÂÈˆÂ‚ Ë ÌÂÍÓÚÓ˚ı ‰Û„Ëı, ÔÂÂ‰‡‚‡‚¯Ëı Ú‡ÈÌ˚
ÙËÎÓÒÓÙËË ÌÂ ÔËÒ¸ÏÂÌÌÓ, ‡ ËÁ ÛÍ ‚ ÛÍË, Ë ÚÓÎ¸ÍÓ Ó‰Ì˚Ï Ë
‰ÛÁ¸flÏ… åÌÂ Í‡ÊÂÚÒfl, ˜ÚÓ ÓÌË, ÍÓÌÂ˜ÌÓ, ‰ÂÎ‡ÎË ˝ÚÓ ÌÂ ËÁ Í‡-
ÍÓÈ-ÚÓ Â‚ÌÓÒÚË Í ÒÓÓ·˘‡ÂÏ˚Ï Û˜ÂÌËflÏ, Í‡Í ÔÓÎ‡„‡˛Ú ÌÂÍÓÚÓ-
˚Â, ‡ ‰Îfl ÚÓ„Ó, ˜ÚÓ·˚ ÔÂÍ‡ÒÌÂÈ¯ËÂ ËÒÒÎÂ‰Ó‚‡ÌËfl, ÔÓÎÛ˜ÂÌ-
Ì˚Â ·ÓÎ¸¯ËÏ ÚÛ‰ÓÏ ‚ÂÎËÍËı Î˛‰ÂÈ, ÌÂ ÔÓ‰‚Â„‡ÎËÒ¸ ÔÂÁÂ-
ÌË˛ ÚÂı, ÍÓÏÛ ÎÂÌ¸ ıÓÓ¯Ó Á‡ÌflÚ¸Òfl Í‡ÍËÏË-ÌË·Û‰¸ Ì‡ÛÍ‡ÏË, ÂÒ-
ÎË ÓÌË ÌÂ ÔËÌÂÒÛÚ ËÏ ÔË·˚ÎË ËÎË ÂÒÎË Û‚Â˘Â‚‡ÌËfl Ë ÔËÏÂ
‰Û„Ëı ÔÓ‰‚Ë„ÌÛÚ Ëı Í Á‡ÌflÚËflÏ Ò‚Ó·Ó‰Ì˚ÏË Ì‡ÛÍ‡ÏË Ë ÙËÎÓÒÓ-
ÙËÂÈ, ÚÓ ÓÌË ‚ÒÎÂ‰ÒÚ‚ËÂ ÒÍÛ‰ÓÒÚË ÛÏ‡ ·Û‰ÛÚ ‚‡˘‡Ú¸Òfl ÒÂ‰Ë ÙË-
ÎÓÒÓÙÓ‚, Í‡Í ÚÛÚÌË ÒÂ‰Ë Ô˜ÂÎ» [97. ë. 11]. äÓÔÂÌËÍ ÒÍÓÌ˜‡Î-
Òfl 24 Ï‡fl 1543 „., ‚ ‰ÂÌ¸, ÍÓ„‰‡ ‰ÛÁ¸fl ÔËÌÂÒÎË ÂÏÛ ÔÂ‚˚È ˝Í-
ÁÂÏÔÎfl Â„Ó ÍÌË„Ë. Ç ÚÓÚ ‰ÂÌ¸ Ë ÌÂÒÍÓÎ¸ÍÓ ‰ÂÒflÚËÎÂÚËÈ ÒÔÛÒÚfl
Ï‡ÎÓ ÍÚÓ ÔÓÌËÏ‡Î, ˜ÚÓ ‚ Á‡Ô‡‰ÌÓÏ ÏËÓ‚ÓÁÁÂÌËË ÔÓËÁÓ¯ÂÎ ÔÂ-
Â‚ÓÓÚ. èÂ‚ÓÌ‡˜‡Î¸ÌÓ Û˜ÂÌËÂ äÓÔÂÌËÍ‡ ÌÂ ·˚ÎÓ Á‡ÔÂ˘ÂÌÓ
Í‡ÚÓÎË˜ÂÒÍÓÈ ˆÂÍÓ‚¸˛, ÔÓfl‚Îfl‚¯ÂÈ ‚Ó ‚ÂÏfl ÇÓÁÓÊ‰ÂÌËfl
¯ËÓÚÛ Ë ÚÂÔËÏÓÒÚ¸ ‚ Ó·Î‡ÒÚË ËÌÚÂÎÎÂÍÚÛ‡Î¸Ì˚ı ËÁ˚ÒÍ‡ÌËÈ.
êÂ‰‡ÍÚÓ ÍÌË„Ë – ÔÓÚÂÒÚ‡ÌÚ éÒË‡Ì‰Â – ‚ ÔÂ‰ËÒÎÓ‚ËË ÔÂ‰ÒÚ‡-
‚ËÎ ÂÂ Í‡Í ÙÓÏ‡Î¸Ì˚È Ë ÔÓÒÚÓÈ ÏÂÚÓ‰ ‚˚˜ËÒÎÂÌËfl ‰‚ËÊÂÌËfl
ÔÎ‡ÌÂÚ, ‡ ÌÂ Í‡Í ÚÂÓË˛ Â‡Î¸ÌÓ„Ó ÏË‡. ë‡Ï äÓÔÂÌËÍ ·˚Î Û‚‡-
Ê‡ÂÏ˚Ï Í‡ÌÓÌËÍÓÏ Ó‰ÌÓ„Ó ËÁ Í‡ÚÓÎË˜ÂÒÍËı ÒÓ·ÓÓ‚ Ë ÔÓÒÎÂ Â„Ó
ÒÏÂÚË ÒÓ˜ËÌÂÌËÂ «De revolutionibus» ‚Ì‡˜‡ÎÂ ‰‡ÊÂ ËÁÛ˜‡ÎÓÒ¸ Ì‡
Í‡ÙÂ‰‡ı ‡ÒÚÓÌÓÏËË ‚ Í‡ÚÓÎË˜ÂÒÍËı ÛÌË‚ÂÒËÚÂÚ‡ı. éÔÂ‰Â-
ÎÂÌÌ‡fl ËÏ ÔÓ‰ÓÎÊËÚÂÎ¸ÌÓÒÚ¸ „Ó‰‡ (365 ‰ÌÂÈ 5 ˜‡ÒÓ‚ 55 ÏËÌÛÚ 58
ÒÂÍÛÌ‰) ·˚Î‡ ÓÒÌÓ‚‡Ì‡ Ì‡ ‡Ò˜ÂÚ‡ı, ÔÓËÁ‚Â‰ÂÌÌ˚ı ÒÓ„Î‡ÒÌÓ ÍÓ-
ÔÂÌËÍÓ‚ÓÈ ÒËÒÚÂÏÂ, Ë ‚‚Â‰ÂÌ‡ ˆÂÍÓ‚¸˛ ‚ „Ë„ÓË‡ÌÒÍËÈ Í‡-
ÎÂÌ‰‡¸, ÍÓÚÓ˚Ï Ï˚ ‰Ó ÒËı ÔÓ ÔÓÎ¸ÁÛÂÏÒfl. ÑÎfl ÏÌÓ„Ëı ÒÓ‚Â-
ÏÂÌÌËÍÓ‚ äÓÔÂÌËÍ‡ ·˚ÎË flÒÌ˚ ÒÎ‡·˚Â ÏÂÒÚ‡ ‚ Â„Ó ÚÂÓËË, ÍÓ-
ÚÓ‡fl ÌÂ Ó·˙flÒÌËÎ‡, ÔÓ˜ÂÏÛ Ï˚ ÌÂ Ó˘Û˘‡ÂÏ ‚‡˘ÂÌËÂ áÂÏÎË Ë
ÁÂÏÌ˚Â ÔÂ‰ÏÂÚ˚ ÌÂ ÒÎÂÚ‡˛Ú Ò ÌÂÂ ÔË ‰‚ËÊÂÌËË ‚ÓÍÛ„ ëÓÎÌ-
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·fl Ì‡ Ó‰ËÌÂ ‚ Ñ‡ÌËË fl ‡Á‰Ó·˚Î ÌÂÒÍÓÎ¸ÍÓ ÍÌË„, „Î‡‚Ì˚Ï Ó·‡-
ÁÓÏ ˝ÙÂÏÂË‰. éÌË-ÚÓ Ë ÔÓÁ‚ÓÎËÎË ÏÌÂ ÓÁÌ‡ÍÓÏËÚ¸Òfl Ò Ì‡˜‡Î‡-
ÏË ‡ÒÚÓÌÓÏËË – ÔÂ‰ÏÂÚ‡, Í ÍÓÚÓÓÏÛ fl ÔËÚ‡Î ÔËÓ‰ÌÛ˛
ÒÍÎÓÌÌÓÒÚ¸. Ç ãÂÈÔˆË„Â fl ÔËÒÚÛÔËÎ Í ·ÓÎÂÂ ÓÒÌÓ‚‡ÚÂÎ¸ÌÓÏÛ
ËÁÛ˜ÂÌË˛ ‡ÒÚÓÌÓÏËË. ü ÔÓÒÚÛÔ‡Î Ú‡Í ‚ÓÔÂÍË ÌÂÓ‰Ó·ÂÌË˛ Ë
ÔÓÚË‚Ó‰ÂÈÒÚ‚Ë˛ „Û‚ÂÌÂ‡, ‚˚ÔÓÎÌfl‚¯Â„Ó ‚ÓÎ˛ ÏÓËı Ó‰ËÚÂ-
ÎÂÈ, ÊÂÎ‡ÌËÂÏ ÍÓËı ·˚ÎÓ, ˜ÚÓ·˚ fl ËÁÛ˜‡Î ˛ËÒÔÛ‰ÂÌˆË˛ (˜ÚÓ
fl Ë ‰ÂÎ‡Î, Ì‡ÒÍÓÎ¸ÍÓ ÔÓÁ‚ÓÎflÎ ÏÓÈ ‚ÓÁ‡ÒÚ). ü Ú‡ÈÍÓÏ ÔÓÍÛÔ‡Î
ÍÌË„Ë ÔÓ ‡ÒÚÓÌÓÏËË Ë Ú‡ÈÍÓÏ ˜ËÚ‡Î Ëı, ˜ÚÓ·˚ „Û‚ÂÌÂ ÌË˜Â„Ó
ÌÂ ÛÁÌ‡Î Ó ÏÓËı Á‡ÌflÚËflı. èÓÒÚÂÔÂÌÌÓ fl Ì‡Û˜ËÎÒfl ‡ÁÎË˜‡Ú¸ ÒÓ-
Á‚ÂÁ‰Ëfl Ì‡ ÌÂ·Â Ë ˜ÂÂÁ ÏÂÒflˆ ÏÓ„ ·ÂÁÓ¯Ë·Ó˜ÌÓ Ì‡Á˚‚‡Ú¸ ÚÂ ËÁ
ÌËı, ÍÓÚÓ˚Â ‡ÒÔÓÎÓÊÂÌ˚ ‚ ‚Ë‰ËÏÓÈ ˜‡ÒÚË ÌÂ·‡. óÚÓ·˚ Á‡ÔÓÏ-
ÌËÚ¸ ÒÓÁ‚ÂÁ‰Ëfl, fl ÔÓÎ¸ÁÓ‚‡ÎÒfl ÌÂ·ÓÎ¸¯ËÏ ÌÂ·ÂÒÌ˚Ï „ÎÓ·ÛÒÓÏ
‡ÁÏÂÓÏ Ò ÍÛÎ‡Í, ÍÓÚÓ˚È ‚ Ú‡ÈÌÂ ÓÚ ‚ÒÂı ·‡Î Ò ÒÓ·ÓÈ ÔÓ ‚Â˜Â-
‡Ï. ÇÒÂ ˝ÚÓ fl ÓÒ‚ÓËÎ Ò‡Ï, ·ÂÁ ˜¸ÂÈ-ÎË·Ó ÔÓÏÓ˘Ë Ë ÛÍÓ‚Ó‰ÒÚ-
‚‡… ÇÒÍÓÂ ÏÓÂ ‚ÌËÏ‡ÌËÂ ÔË‚ÎÂÍÎË ‰‚ËÊÂÌËfl ÔÎ‡ÌÂÚ. …Ç
1564 „. fl Ú‡ÈÌÓ ÔËÓ·ÂÎ ‰ÂÂ‚flÌÌ˚È ‡ÒÚÓÌÓÏË˜ÂÒÍËÈ “ÔÓÒÓı
üÍÓ‚‡”… á‡ÔÓÎÛ˜Ë‚ ÔÓÒÓı üÍÓ‚‡, fl ÌÂ ÛÔÛÒÍ‡Î ÌË Ó‰ÌÓ„Ó Û‰Ó·-
ÌÓ„Ó ÒÎÛ˜‡fl, ÍÓ„‰‡ ÌÓ˜¸ ‚˚‰‡‚‡Î‡Ò¸ Á‚ÂÁ‰ÌÓÈ, Ë ÌÂÛÒÚ‡ÌÌÓ ÔÓËÁ-
‚Ó‰ËÎ Ì‡·Î˛‰ÂÌËfl. çÂÂ‰ÍÓ fl ÔÓ‚Ó‰ËÎ ‚ ·‰ÂÌËË ‚Ò˛ ÌÓ˜¸ Ì‡-
ÔÓÎÂÚ. åÓÈ „Û‚ÂÌÂ, ÌË˜Â„Ó ÌÂ ÔÓ‰ÓÁÂ‚‡fl, ÏËÌÓ ÒÔ‡Î, ÔÓ-
ÒÍÓÎ¸ÍÛ fl ÔÓËÁ‚Ó‰ËÎ Ì‡·Î˛‰ÂÌËfl ÔË Ò‚ÂÚÂ Á‚ÂÁ‰ Ë Á‡ÌÓÒËÎ ÔÓ-
ÎÛ˜ÂÌÌ˚Â ‰‡ÌÌ˚Â ‚ ÒÔÂˆË‡Î¸ÌÓ Á‡‚Â‰ÂÌÌÛ˛ ÍÌËÊÂ˜ÍÛ, ÍÓÚÓ‡fl
ÒÓı‡ÌËÎ‡Ò¸ Û ÏÂÌfl ÔÓÌ˚ÌÂ. ÇÒÍÓÂ fl Á‡ÏÂÚËÎ, ˜ÚÓ Û„ÎÓ‚˚Â ‡Ò-
ÒÚÓflÌËfl, ÍÓÚÓ˚Â ÔÓ ÔÓÍ‡Á‡ÌËflÏ ÔÓÒÓı‡ üÍÓ‚‡ ‰ÓÎÊÌ˚ ·˚ÎË

Ì˚ı ‰ÂÎ Ò‚flÚÓÈ ËÌÍ‚ËÁËˆËË» – ÔËÌflÎÓ Â¯ÂÌËÂ Ó· ÓÒÛÊ‰ÂÌËË Ë
Á‡ÔÂ˘ÂÌËË Ú‚ÓÂÌËfl äÓÔÂÌËÍ‡: «ì˜ÂÌËÂ, ˜ÚÓ ëÓÎÌˆÂ Ì‡ıÓ‰ËÚ-
Òfl ‚ ˆÂÌÚÂ ÏË‡ Ë ÌÂÔÓ‰‚ËÊÌÓ, ÎÓÊÌÓ Ë ÌÂÎÂÔÓ, ÂÂÚË˜ÌÓ Ë ÔÓ-
ÚË‚ÌÓ Ò‚fl˘ÂÌÌÓÏÛ ÔËÒ‡ÌË˛. ì˜ÂÌËÂ ÊÂ, ·Û‰ÚÓ áÂÏÎfl ÌÂ Ì‡ıÓ‰ËÚ-
Òfl ‚ ˆÂÌÚÂ ÏË‡ Ë ‰‚ËÊÂÚÒfl, Ó·Î‡‰‡fl Í ÚÓÏÛ ÊÂ ÒÛÚÓ˜Ì˚Ï ‚‡-
˘ÂÌËÂÏ, ÎÓÊÌÓ Ë ÌÂÎÂÔÓ Ò ÙËÎÓÒÓÙÒÍÓÈ ÚÓ˜ÍË ÁÂÌËfl, Ò ·Ó„Ó-
ÒÎÓ‚ÒÍÓÈ ÊÂ ÔÓ ÏÂÌ¸¯ÂÈ ÏÂÂ Ó¯Ë·Ó˜ÌÓ». äÌË„‡ äÓÔÂÌËÍ‡ ·˚-
Î‡ ‚ÌÂÒÂÌ‡ «‚ÔÂ‰¸ ‰Ó ËÒÔ‡‚ÎÂÌËfl» ‚ «àÌ‰ÂÍÒ Á‡ÔÂ˘ÂÌÌ˚ı
ÍÌË„» Ë ÓÒÚ‡‚‡Î‡Ò¸ ÔÓ‰ Á‡ÔÂÚÓÏ ‰Ó 1833 „. «Ç ÚÂ ‰ÌË ˆÂÍÓ‚¸
Â‚ÌÓÒÚÌÓ Ó·ÂÂ„‡Î‡ Ò‚Ó˛ ‚Î‡ÒÚ¸ Ë Ì‡ÒÚ‡Ë‚‡Î‡ Ì‡ ·ÂÒÔÂÍÓÒÎÓ‚-
ÌÓÏ ÔÓ‰˜ËÌÂÌËË. ÇÒflÍËÈ, ÍÚÓ ÔÓ‰‚Â„‡Î ÒÓÏÌÂÌË˛ ‡‚ÚÓËÚÂÚ
ˆÂÍ‚Ë ËÎË ÌÂ ÒÓ„Î‡¯‡ÎÒfl Ò ÂÂ Û˜ÂÌËÂÏ, ËÒÍÓ‚‡Î ÊËÁÌ¸˛, Ë, ÔÓ
ÏÌÂÌË˛ ˆÂÍ‚Ë, Ò‚ÓÂÈ ‰Û¯ÓÈ. í‡ÍËı Î˛‰ÂÈ ‚ ÚÂ ‚ÂÏÂÌ‡ ·˚ÎÓ
ÌÂÏÌÓ„Ó. ùÚÓ ·˚ÎË ÏÛ˜ÂÌËÍË Ì‡ÛÍË. èÓÔÓ‚Â‰Û˛˘ËÈ ÌÓ‚Û˛ ÚÂ-
ÓË˛ Û˜ÂÌ˚È ÏÓ„ ·˚Ú¸ ·ÂÁÓÔ‡ÒÌ˚Ï ‰Îfl ˆÂÍ‚Ë; Ó‰Ì‡ÍÓ ÚÓÚ, ÍÚÓ
Ì‡ÒÚ‡Ë‚‡Î Ì‡ ËÒÚËÌÌÓÒÚË ˝ÚÓÈ ÚÂÓËË, ÓÍ‡Á˚‚‡ÎÒfl ÛÊÂ ·ÛÌÚÓ‚-
˘ËÍÓÏ. Ä ÍÚÓ ÌËÒÔÓ‚Â„‡ÂÚ ˜ÚÓ-ÚÓ, ÏÓÊÂÚ ‚ÓÒÒÚ‡Ú¸ Ë ÔÓ ‰Û„Ó-
ÏÛ ÔÓ‚Ó‰Û, ÍÚÓ Ì‡ÒÚÓÈ˜Ë‚Ó ÒÔÓËÚ, ÒÔÓÒÓ·ÂÌ ‚ÓÒÒÚ‡Ú¸ Ë ÔÓÚË‚
ˆÂÍ‚Ë ËÎË „ÓÒÛ‰‡ÒÚ‚‡. …ä‡Ê‰‡fl ˝ÔÓı‡ ËÏÂÂÚ „ÛÔÔÛ, ‡ ËÌÓ„‰‡
ÌÂÒÍÓÎ¸ÍÓ „ÛÔÔ Û˜ÂÌ˚ı-ÏflÚÂÊÌËÍÓ‚, ÍÓÚÓ˚ı ÔÂÒÎÂ‰Û˛Ú Ë
ÓÒÛÊ‰‡˛Ú, ‡ Á‡ÚÂÏ ÔÓ ÔÓ¯ÂÒÚ‚ËË ÌÂÍÓÚÓÓ„Ó ‚ÂÏÂÌË Ì‡˜ËÌ‡-
˛Ú Ò˜ËÚ‡Ú¸ ·ÂÁ‚Â‰Ì˚ÏË. çÂÍÓÚÓ˚Â ËÁ Ú‡ÍËı Î˛‰ÂÈ ÔÓÒÚÓ ˜Û-
‰‡ÍË, ‰Û„ËÂ ÊÂ – ÏÛ‰˚Â ÔÓÓÍË, ÓÔÂ‰ÂÎfl˛˘ËÂ ı‡‡ÍÚÂ ‡Á-
‚ËÚËfl ˜ÂÎÓ‚Â˜ÂÒÚ‚‡ Ë ÁÌ‡ÌËÈ, Î˛‰Ë, ÍÓÚÓ˚Â Ì‡ÏÌÓ„Ó ÓÔÂÂÊ‡-
˛Ú Ò‚ÓÂ ‚ÂÏfl» [10. ë. 111].

Ç ‰‡ÚÒÍÓÏ „ÓÓ‰Â äÌÛ‰ÒÚÛÔ 14 ‰ÂÍ‡·fl 1546 Ó‰ËÎÒfl í�ıÓ
Å�„Â (Î‡ÚËÌËÁËÓ‚‡ÌÌ‡fl ÙÓÏ‡ ‰‡ÚÒÍÓ„Ó ËÏÂÌË í˛„Â), ÍÓÚÓ-
˚È ÔÂ‚˚Ï ‚ Ö‚ÓÔÂ Ì‡˜‡Î ÔÓ‚Ó‰ËÚ¸ ÒËÒÚÂÏ‡ÚË˜ÂÒÍËÂ Ë ‚˚ÒÓ-
ÍÓÚÓ˜Ì˚Â ‡ÒÚÓÌÓÏË˜ÂÒÍËÂ Ì‡·Î˛‰ÂÌËfl. éÌË Ë ÔÓÏÓ„ÎË äÂÔÎÂ-
Û ÓÚÍ˚Ú¸ Á‡ÍÓÌ˚ ‰‚ËÊÂÌËfl ÔÎ‡ÌÂÚ. Å‡„Â ·˚Î ‚ÂÎËÍËÏ ‡ÒÚÓ-
ÌÓÏÓÏ-Ì‡·Î˛‰‡ÚÂÎÂÏ, ‚˚‰‡˛˘ËÏÒfl Ó„‡ÌËÁ‡ÚÓÓÏ Ì‡ÛÍË Ë ÍÓÌ-
ÒÚÛÍÚÓÓÏ ‡ÒÚÓÌÓÏË˜ÂÒÍËı ËÌÒÚÛÏÂÌÚÓ‚. éÚÂˆ íËıÓ Å‡„Â,
éÚÚÂ (Otte Brahe), Í‡Í Ë ÏÌÓ„ËÂ ËÁ Â„Ó ÔÂ‰ÍÓ‚, ·˚Î Ó‰ÌËÏ ËÁ
‚˚Ò¯Ëı Ò‡ÌÓ‚ÌËÍÓ‚ ‚ ‰‡ÚÒÍÓÏ „ÓÒÛ‰‡ÒÚ‚Â. Ç ÒÂÏ¸Â éÚÚÂ ·˚ÎÓ
10 ‰ÂÚÂÈ, Ë, ÔÓ ‰Â‚ÌÂÏÛ Ó·˚˜‡˛ ‚ËÍËÌ„Ó‚, Ó‰ÌÓ„Ó ËÁ Ï‡Î¸˜Ë-
ÍÓ‚ – íËıÓ – ÔÂÂ‰‡ÎË Ì‡ ‚ÓÒÔËÚ‡ÌËÂ ‚ ·ÂÁ‰ÂÚÌÛ˛ ÒÂÏ¸˛ ·‡Ú‡
âÂ„ÂÌ‡, ‡‰ÏË‡Î‡ ÍÓÓÎÂ‚ÒÍÓ„Ó ÙÎÓÚ‡.

Ä‰ÏË‡Î ‰‡Î ÔËÂÏÌÓÏÛ Ò˚ÌÛ ·ÎÂÒÚfl˘ÂÂ Ó·‡ÁÓ‚‡ÌËÂ. Ç 
12-ÎÂÚÌÂÏ ‚ÓÁ‡ÒÚÂ íËıÓ ÔÓÒÚÛÔ‡ÂÚ ‚ ÛÌË‚ÂÒËÚÂÚ äÓÔÂÌ„‡„ÂÌ‡ Ë
˜ÂÂÁ ÚË „Ó‰‡ ËÁÛ˜ÂÌËfl ÔÓ‰ÓÎÊ‡ÂÚ Ó·Û˜ÂÌËÂ ‚ ãÂÈÔˆË„Â. ÇÔÓÒ-
ÎÂ‰ÒÚ‚ËË Å‡„Â Ú‡Í ÓÔËÒ˚‚‡ÂÚ ˝ÚÓ ‚ÂÏfl Ò‚ÓÂÈ ÊËÁÌË: «Ö˘Â Û ÒÂ-
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íËıÓ Å‡„Â (‰‡ÚÒÍ. Tyge Ottesen Brahe,
Î‡Ú. Tycho Brahe; 14 ‰ÂÍ‡·fl 1546 – 24 ÓÍ-
Úfl·fl 1601) – ‚ÂÎËÍËÈ ‰‡ÚÒÍËÈ ‡ÒÚÓÌÓÏ-
Ì‡·Î˛‰‡ÚÂÎ¸. éÒÌÓ‚‡ÚÂÎ¸ Ô‡ÍÚË˜ÂÒÍÓÈ
‡ÒÚÓÌÓÏËË, ÍÓÚÓ˚È ÚÓ˜ÌÓÒÚ¸˛ Ò‚ÓËı
Ì‡·Î˛‰ÂÌËÈ ÔÂ‚ÁÓ¯ÂÎ ‚ÒÂı Ò‚ÓËı ÔÂ‰-

¯ÂÒÚ‚ÂÌÌËÍÓ‚



ÓÍÓÎÓ 5,7 Ï Ë ÔÓ„‡‰ÛËÓ‚‡ÌÌ˚È ‰Ó Ó‰ÌÓÈ Û„ÎÓ‚ÓÈ ÏËÌÛÚ˚, ÔÓ-
ÎÛ-ÒÂÍÒÚ‡ÌÚ ‡‰ËÛÒÓÏ ÓÍÓÎÓ 2 Ï Ë ÌÂ·ÂÒÌ˚È „ÎÓ·ÛÒ 1,5 Ï ‚ ‰Ë‡ÏÂ-
ÚÂ. ÇÌÛ¯ËÚÂÎ¸Ì˚Â ‡ÁÏÂ˚ ÔË·ÓÓ‚ Ó·˙flÒÌflÎËÒ¸ ÚÂÏ, ˜ÚÓ ‰Ó
ËÁÓ·ÂÚÂÌËfl ÚÂÎÂÒÍÓÔ‡ Ì‡·Î˛‰ÂÌËfl ‚ÂÎËÒ¸ ÌÂ‚ÓÓÛÊÂÌÌ˚Ï „Î‡-
ÁÓÏ. èÓ˝ÚÓÏÛ ÒÛ˘ÂÒÚ‚ÂÌÌÓ„Ó Û‚ÂÎË˜ÂÌËfl ÚÓ˜ÌÓÒÚË Ú‡ÍËı ‚ËÁÛ-
‡Î¸Ì˚ı Ì‡·Î˛‰ÂÌËÈ ÏÓÊÌÓ ·˚ÎÓ ‰Ó·ËÚ¸Òfl ÎË¯¸ ÔÛÚÂÏ Û‚ÂÎË˜Â-
ÌËfl ‡ÁÏÂÓ‚ ËÌÒÚÛÏÂÌÚÓ‚ – Í‚‡‰‡ÌÚÓ‚ Ë ÒÂÍÒÚ‡ÌÚÓ‚. ë ÌÓ‚˚-
ÏË ÔË·Ó‡ÏË Å‡„Â ÔÓ‰ÓÎÊËÎ ÚÓ˜Ì˚Â ËÁÏÂÂÌËfl ÔÎ‡ÌÂÚ.

Ç 1571 „. ÂÏÛ ÔË¯ÎÓÒ¸ ‚ÓÁ‚‡ÚËÚ¸Òfl ‚ Ñ‡ÌË˛ Í Á‡·ÓÎÂ‚¯Â-
ÏÛ ÓÚˆÛ. èÓÒÎÂ Â„Ó ÒÏÂÚË ÓÌ ÛÌ‡ÒÎÂ‰Ó‚‡Î Ó‰Ó‚ÓÂ ÔÓÏÂÒÚ¸Â
äÌÛ‰ÒÚÛÔ, „‰Â Ó·ÓÛ‰Ó‚‡Î Î‡·Ó‡ÚÓË˛ ‰Îfl Á‡ÌflÚËÈ ‡ÒÚÓÌÓ-
ÏËÂÈ, Ë ÔÓ˜ÚË ÔÓÎÌÓÒÚ¸˛ Á‡ÌflÎÒfl ıÓÁflÈÒÚ‚ÓÏ, ÌÓ ‚ÒÍÓÂ ËÒÍÎ˛-
˜ËÚÂÎ¸ÌÓÂ ‡ÒÚÓÌÓÏË˜ÂÒÍÓÂ fl‚ÎÂÌËÂ ‚ÂÌÛÎÓ Â„Ó Í Ì‡ÛÍÂ Ó ÌÂ·Â.
Ç 1572 „. ˜ÂÂÁ ÏÂÒflˆ ÔÓÒÎÂ ÍÓ‚‡‚ÓÈ Ç‡ÙÓÎÓÏÂÂ‚ÒÍÓÈ ÌÓ˜Ë,
‚˚È‰fl ËÁ ‰ÓÏ‡, Å‡„Â Û‚Ë‰ÂÎ ‚ ÒÓÁ‚ÂÁ‰ËË ä‡ÒÒËÓÔÂË ÌÓ‚Û˛ ÌÂ‚Â-
ÓflÚÌÓÈ flÍÓÒÚË Á‚ÂÁ‰Û. á‚ÂÁ‰‡, Í‡Í ‚˚flÒÌËÎÓÒ¸ ÔÓÁÊÂ, ·˚Î‡
Ò‚ÂıÌÓ‚ÓÈ, ‚ÒÔ˚ıÌÛ‚¯ÂÈ ‚ Ì‡¯ÂÈ É‡Î‡ÍÚËÍÂ. éÌ‡ ÔÓÒÚÂÔÂÌÌÓ
ÏÂÍÎ‡ Ë Ì‡·Î˛‰‡Î‡Ò¸ ‚ ÚÂ˜ÂÌËÂ 17 ÏÂÒflˆÂ‚, ÔÓÍ‡ ÌÂ ÒÚ‡Î‡ ÌÂ‰Ó-
ÒÚÛÔÌÓÈ ÌÂ‚ÓÓÛÊÂÌÌÓÏÛ „Î‡ÁÛ. ëÓ„Î‡ÒÌÓ ÄËÒÚÓÚÂÎ˛, ÓÊ‰Â-
ÌËÂ Á‚ÂÁ‰˚ ÌÂ ÏÓ„ÎÓ ·˚Ú¸ ‚ ‚Â˜ÌÓÏ Ë ÌÂËÁÏÂÌÌÓÏ ÏËÂ. èÓ Ì‡-
ÒÚÓÈ˜Ë‚˚Ï ÔÓÒ¸·‡Ï ‰ÛÁÂÈ ÂÁÛÎ¸Ú‡Ú˚ Ò‚ÓËı Ì‡·Î˛‰ÂÌËÈ ÓÌ
ÓÔËÒ‡Î ‚ ÍÌË„Â «é ÌÓ‚ÓÈ Á‚ÂÁ‰Â». ÇÂÓflÚÌÓ, ÌÓ‚‡fl Á‚ÂÁ‰‡ ÓÍÓÌ-
˜‡ÚÂÎ¸ÌÓ Û·Â‰ËÎ‡ 30-ÎÂÚÌÂ„Ó Å‡„Â, ˜ÚÓ „Î‡‚Ì˚Ï ‰ÂÎÓÏ Â„Ó ÊËÁ-
ÌË ‰ÓÎÊÌ‡ ·˚Ú¸ ‡ÒÚÓÌÓÏËfl. äÂÔÎÂ ‚ÔÓÒÎÂ‰ÒÚ‚ËË ÔËÒ‡Î:
«èÛÒÚ¸ ˝Ú‡ Á‚ÂÁ‰‡ ÌË˜Â„Ó ÌÂ ÔÂ‰ÒÍ‡Á‡Î‡, ÌÓ ‚Ó ‚ÒflÍÓÏ ÒÎÛ˜‡Â
ÓÌ‡ ‚ÓÁ‚ÂÒÚËÎ‡ Ë ÒÓÁ‰‡Î‡ ‚ÂÎËÍÓ„Ó ‡ÒÚÓÌÓÏ‡» [95. ë. 121].

Ç 1576 „. ‰‡ÚÒÍËÈ ÍÓÓÎ¸ îË‰Ëı II – ÛÒÂ‰Ì˚È ÔÓÍÓ‚ËÚÂÎ¸
Ì‡ÛÍË Ë ËÒÍÛÒÒÚ‚ – ÔÓ ÔÓÒ¸·Â ‰ÛÁÂÈ Å‡„Â Ì‡ÁÌ‡˜ËÎ ÂÏÛ ÒÓ‰Â-
Ê‡ÌËÂ ‰Îfl ‡ÒÚÓÌÓÏË˜ÂÒÍËı ËÒÒÎÂ‰Ó‚‡ÌËÈ. «í‡Í ˜ÚÓ ÏÌÂ ÌÂ˜Â„Ó
·ÂÒÔÓÍÓËÚ¸Òfl Ó ˜ÂÏ-ÌË·Û‰¸, ÍÓÏÂ Í‡Í Ó ÚÓÏ, ˜ÚÓ·˚ ÔÓÒÎ‡‚ËÚ¸
ÒÚ‡ÌÛ, ÍÓÓÎfl Ë Ò‡ÏÓ„Ó ÒÂ·fl», ÔËÒ‡Î ÓÌ ‚ ÔËÒ¸ÏÂ ‰Û„Û. äÓÏÂ
ÚÓ„Ó, Å‡„Â ·˚Î ÔÓÊ‡ÎÓ‚‡Ì ˆÂÎ˚È ÓÒÚÓ‚ ÇÂÌ ‚ áÛÌ‰ÒÍÓÏ ÔÓ-
ÎË‚Â, ÔÂ‰ÓÒÚ‡‚ÎÂÌ‡ Ó„ÓÏÌ‡fl ÒÛÏÏ‡ ‰ÂÌÂ„ (·Ó˜Í‡ ÁÓÎÓÚ‡) Ì‡
ÒÚÓËÚÂÎ¸ÒÚ‚Ó ‰ÓÏ‡ Ë Ó·ÒÂ‚‡ÚÓËË. Ç Â„Ó ÔÓÎ¸ÁÛ ·˚ÎË ÓÚ‚Â‰Â-
Ì˚ Ë Ò·Ó˚ ÓÚ ‡ÂÌ‰˚ ÓÒÚÓ‚‡ ÍÂÒÚ¸flÌ‡ÏË. ÑÓ·‡‚Ë‚ ÍÛÔÌÛ˛
ÒÛÏÏÛ ËÁ ÒÓ·ÒÚ‚ÂÌÌ˚ı ‰ÂÌÂ„, íËıÓ Á‡ ÌÂÒÍÓÎ¸ÍÓ ÎÂÚ ‚˚ÒÚÓËÎ
Á‰ÂÒ¸ ˆÂÎ˚È Á‡ÏÓÍ, Ì‡Á‚‡ÌÌ˚È ì‡ÌË·Ó„ (çÂ·ÂÒÌ˚È Á‡ÏÓÍ),
‚ÌÛÚË ÌÂ„Ó ÓÌ ‡ÁÏÂÒÚËÎ ÌÂÒÍÓÎ¸ÍÓ Ó·ÒÂ‚‡ÚÓËÈ Ò ‡Á‰‚ËÊÌ˚-
ÏË ÔÓ‚Ó‡˜Ë‚‡˛˘ËÏËÒfl Í˚¯‡ÏË, ·Ë·ÎËÓÚÂÍÛ Ò Ó„ÓÏÌ˚Ï ÌÂ-
·ÂÒÌ˚Ï „ÎÓ·ÛÒÓÏ, ·ÓÎ¸¯Û˛ ıËÏË˜ÂÒÍÛ˛ Î‡·Ó‡ÚÓË˛ Ë ‰‡ÊÂ
Ú˛¸ÏÛ ‚ ÔÓ‰‚‡ÎÂ. ôÂ‰‡fl „ÓÒÛ‰‡ÒÚ‚ÂÌÌ‡fl ÔÓ‰‰ÂÊÍ‡ ÔÓÁ‚ÓÎË-

ÒÓ‚Ô‡‰‡Ú¸, ÔÂ‚‡˘ÂÌÌ˚Â ÔÓ-
ÒÂ‰ÒÚ‚ÓÏ Ï‡ÚÂÏ‡ÚË˜ÂÒÍËı ‚˚-
ÍÎ‡‰ÓÍ ‚ ˜ËÒÎ‡, ÌÂ ‚Ó ‚ÒÂÏ ÒÓ„Î‡-
ÒÛ˛ÚÒfl ‰Û„ Ò ‰Û„ÓÏ. èÓÒÎÂ ÚÓ„Ó
Í‡Í ÏÌÂ Û‰‡ÎÓÒ¸ Ó·Ì‡ÛÊËÚ¸ ËÒ-
ÚÓ˜ÌËÍ Ó¯Ë·ÍË, fl ËÁÓ·ÂÎ Ú‡·ÎË-
ˆÛ, ÔÓÁ‚ÓÎË‚¯Û˛ ÏÌÂ ‚ÌÓÒËÚ¸ ÔÓ-
Ô‡‚ÍË Ë ÚÂÏ Ò‡Ï˚Ï Û˜ËÚ˚‚‡Ú¸
‰ÂÙÂÍÚ˚ ÔÓÒÓı‡. èËÓ·ÂÒÚË ÊÂ
ÌÓ‚˚È ÎËÏ· ‚ÒÂ Â˘Â ÌÂ ÔÂ‰ÒÚ‡‚-
ÎflÎÓÒ¸ ‚ÓÁÏÓÊÌÓÒÚË, ÔÓÒÍÓÎ¸ÍÛ
„Û‚ÂÌÂ, ‰ÂÊ‡‚¯ËÈ ‚ Ò‚ÓËı Û-
Í‡ı Á‡‚flÁÍË ÓÚ ÍÓ¯ÂÎ¸Í‡, ÌÂ ‰Ó-
ÔÛÒÚËÎ ·˚ ÔÓ‰Ó·Ì˚ı Ú‡Ú. ÇÓÚ
ÔÓ˜ÂÏÛ fl, ÊË‚fl ‚ ãÂÈÔˆË„Â Ë ÔÓ-
Á‰ÌÂÂ ÔÓ ‚ÓÁ‚‡˘ÂÌËË Ì‡ Ó‰ËÌÛ,
ÔÓËÁ‚ÂÎ ÔË ÔÓÏÓ˘Ë ˝ÚÓ„Ó ÔÓ-
ÒÓı‡ ÏÌÓÊÂÒÚ‚Ó Ì‡·Î˛‰ÂÌËÈ»
[103. ë. 379]. çÂÒÏÓÚfl Ì‡ ÓÚÒÛÚ-
ÒÚ‚ËÂ ÒÔÂˆË‡Î¸Ì˚ı ‡ÒÚÓÌÓÏË˜Â-
ÒÍËı ËÌÒÚÛÏÂÌÚÓ‚, ‚ 1563 „. ÓÌ
Ì‡·Î˛‰‡Î ÔÓıÓÊ‰ÂÌËÂ ë‡ÚÛÌ‡
˜ÂÂÁ ûÔËÚÂ Ë Ò‡‚ÌË‚‡Î ÓÚÏÂ-

˜ÂÌÌÓÂ ËÏ ‚ÂÏfl Ò ËÁ‚ÂÒÚÌ˚ÏË Ú‡·ÎË˜Ì˚ÏË ‰‡ÌÌ˚ÏË. Ç˚flÒÌË-
ÎÓÒ¸, ˜ÚÓ ‡ÒıÓÊ‰ÂÌËÂ Ò Ú‡·ÎËˆÂÈ èÚÓÎÂÏÂfl, ÛÚÓ˜ÌÂÌÌÓÈ ÄÎ¸-
ÙÓÌÒÓÏ ä‡ÒÚËÎ¸ÒÍËÏ (~1260 „Ó‰), ÒÓÒÚ‡‚ÎflÂÚ Ó‰ËÌ ÏÂÒflˆ, Ò Ú‡·-
ÎËˆÂÈ äÓÔÂÌËÍ‡ – ÌÂÒÍÓÎ¸ÍÓ ‰ÌÂÈ.

Ç 1365 „. ÔÓÒÎÂ ÒÏÂÚË ÔËÂÏÌÓ„Ó ÓÚˆ‡ íËıÓ ÔÓÎÛ˜ËÎ ÁÌ‡˜Ë-
ÚÂÎ¸ÌÓÂ ÒÓÒÚÓflÌËÂ, ÍÓÚÓÓÂ ‚ ÓÒÌÓ‚ÌÓÏ ÔÛÒÚËÎ Ì‡ Ì‡Û˜Ì˚Â Á‡Ìfl-
ÚËfl, Ë Â¯ËÎ ÔÓÒ‚flÚËÚ¸ Ò‚Ó˛ ÊËÁÌ¸ ‡ÒÚÓÌÓÏËË. Ç ÚÓ ‚ÂÏfl Á‡-
ÌflÚËfl Â˛ ‚˚Á˚‚‡ÎÓ Û‚‡ÊÂÌËÂ Û ÔÓÒ‚Â˘ÂÌÌ˚ı Î˛‰ÂÈ, ÒÛÂ‚ÂÌ˚Â
ÓÔ‡ÒÂÌËfl Û ÔÓÒÚÓÎ˛‰ËÌÓ‚, ÔÂÁÂÌËÂ ÌÂ‚ÂÊÂÒÚ‚ÂÌÌÓÈ ÁÌ‡ÚË,
ÔÓ‰ÓÁÂÌËfl ˆÂÍ‚Ë. èÓ˝ÚÓÏÛ ÔË ‚ÓÁ‚‡˘ÂÌËË ‰ÓÏÓÈ íËıÓ ÓÍ‡-
Á‡ÎË ıÓÎÓ‰Ì˚È ÔËÂÏ, Ò ÔÂÁÂÌËÂÏ ÓÚÌÓÒflÒ¸ Í Â„Ó Á‡ÌflÚËflÏ ‡Ò-
ÚÓÌÓÏËÂÈ. éÌ ÔÓÍË‰‡ÂÚ Ó‰ËÌÛ Ë ÛÂÁÊ‡ÂÚ ‚ ÉÂÏ‡ÌË˛. Ç 1569 „.
‚ ÄÛ„Ò·Û„Â ÓÌ ÔÓÁÌ‡ÍÓÏËÎÒfl Ò ·‡Ú¸flÏË àÓ„‡ÌÌÓÏ Ë è‡ÛÎÂÏ
ïÂÌˆÂÎflÏË, ÍÓÚÓ˚Â ·˚ÎË ÒÚ‡ÒÚÌ˚ÏË Î˛·ËÚÂÎflÏË ‡ÒÚÓÌÓ-
ÏËË. éÌË Ò‚ÂÎË Â„Ó ÒÓ ÒÔÓÒÓ·Ì˚ÏË Ï‡ÒÚÂ‡ÏË, Û ÍÓÚÓ˚ı Å‡„Â
Á‡Í‡Á‡Î ÔÓ Ò‚ÓËÏ ÒÓ·ÒÚ‚ÂÌÌ˚Ï ˜ÂÚÂÊ‡Ï Ì‡ ÁÌ‡˜ËÚÂÎ¸ÌÛ˛ ÒÛÏ-
ÏÛ ÒÓÓÛÊÂÌËÂ fl‰‡ ‡ÒÚÓÌÓÏË˜ÂÒÍËı ËÌÒÚÛÏÂÌÚÓ‚. Ç ˜ËÒÎÂ
˝ÚËı ÔË·ÓÓ‚ ·˚Î Í‚‡‰‡ÌÚ ‚˚ÒÓÚÓÈ 11 Ï, ÒÌ‡·ÊÂÌÌ˚È ÍÛ„ÓÏ
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ÎÓ, ÌÂÔÓÌËˆ‡ÂÏÓÂ, ÒÓÒÚ‡‚ÎÂÌÌÓÂ ËÁ ‡ÁÎË˜Ì˚ı Â‡Î¸Ì˚ı ÒÙÂ,
Í‡Í ‰Ó ÒËı ÔÓ ‰ÛÏ‡ÎË ÏÌÓ„ËÂ, ÌÓ ÚÂÍÛ˜ÂÂ Ë Ò‚Ó·Ó‰ÌÓÂ, ÓÚÍ˚ÚÓÂ
‚Ó ‚ÒÂı Ì‡Ô‡‚ÎÂÌËflı, ÍÓÚÓÓÂ ÌÂ ˜ËÌËÚ ‡·ÒÓÎ˛ÚÌÓ ÌËÍ‡ÍËı ÔÂ-
ÔflÚÒÚ‚ËÈ Ò‚Ó·Ó‰ÌÓÏÛ ·Â„Û ÔÎ‡ÌÂÚ» [9. ë. 188]. ÖÒÎË Ì‡·Î˛‰ÂÌËfl
äÓÔÂÌËÍ‡ ËÒ˜ËÒÎflÎËÒ¸ ‰ÂÒflÚÍ‡ÏË, ÚÓ Û íËıÓ Å‡„Â Ì‡·Î˛‰ÂÌËÈ
Ó‰ÌÓ„Ó ÚÓÎ¸ÍÓ ëÓÎÌˆ‡ – ÔË˜ÂÏ ÌÂÔÂ˚‚Ì˚ı, ËÁÓ ‰Ìfl ‚ ‰ÂÌ¸, ËÁ
„Ó‰‡ ‚ „Ó‰ ‚ ÚÂ˜ÂÌËÂ 20 ÎÂÚ, Ì‡Ò˜ËÚ˚‚‡ÎÓÒ¸ ÌÂÒÍÓÎ¸ÍÓ Ú˚Òfl˜. Ç
ÂÁÛÎ¸Ú‡ÚÂ ÓÌ ËÁÏÂËÎ ‰ÎËÌÛ „Ó‰‡ Ò Ó¯Ë·ÍÓÈ ÏÂÌ¸¯Â ÒÂÍÛÌ‰˚ Ë
ÒÓÒÚ‡‚ËÎ Ú‡·ÎËˆ˚ ‰‚ËÊÂÌËfl ëÓÎÌˆ‡, ÔÓ ÍÓÚÓ˚Ï Â„Ó ÔÓÎÓÊÂÌËÂ
Ì‡ ÌÂ·Â ÓÔÂ‰ÂÎflÎÓÒ¸ Ò ÚÓ˜ÌÓÒÚ¸˛ ‰Ó Û„ÎÓ‚ÓÈ ÏËÌÛÚ˚. ç‡Ë·ÓÎÂÂ
‚‡ÊÌ˚ÏË ‰Îfl ÔÓÒÎÂ‰Û˛˘Â„Ó ‡Á‚ËÚËfl ‡ÒÚÓÌÓÏËË ÓÍ‡Á‡ÎËÒ¸ Â„Ó
‚ÂÒ¸Ï‡ ÚÓ˜Ì˚Â ÔÓ ÚÂÏ ‚ÂÏÂÌ‡Ï ËÁÏÂÂÌËfl ÔÓÎÓÊÂÌËfl å‡Ò‡.
éÌË ÔÓ‚Ó‰ËÎËÒ¸ ÌÂÔÂ˚‚ÌÓ ‚ ÚÂ˜ÂÌËÂ 16 ÎÂÚ, Á‡ ÍÓÚÓ˚Â å‡Ò
ÛÒÔÂÎ 8 ‡Á Ó·ÓÈÚË ‚ÓÍÛ„ ëÓÎÌˆ‡. èÎ‡ÌÂÚ‡ Ì‡·Î˛‰‡Î‡Ò¸ ÔÓ ‚ÒÂÈ
Ó·ËÚÂ. Å‡„Â ‡Á‡·ÓÚ‡Î ÒÏÂ¯‡ÌÌÛ˛ ÌÂ ÒÎË¯ÍÓÏ Û‰‡˜ÌÛ˛ ÍÓÒ-
ÏÓÎÓ„Ë˜ÂÒÍÛ˛ ÔÓÎÛÔÚÓÎÂÏÂÂ‚ÒÍÛ˛-ÔÓÎÛÍÓÔÂÌËÍÓ‚ÒÍÛ˛ ÒËÒÚÂ-
ÏÛ. ëÓ„Î‡ÒÌÓ ÂÈ ëÓÎÌˆÂ Ì‡ıÓ‰ËÚÒfl ‚ ˆÂÌÚÂ ëÓÎÌÂ˜ÌÓÈ ÒËÒÚÂÏ˚
(Ú. Â. ÇÒÂÎÂÌÌÓÈ). ÇÓÍÛ„ ÌÂ„Ó ‚‡˘‡˛ÚÒfl ‚ÒÂ ÔÎ‡ÌÂÚ˚ ÍÓÏÂ
áÂÏÎË, ‚ÓÍÛ„ ÍÓÚÓÓÈ Á‡ „Ó‰ ëÓÎÌˆÂ ÓÔËÒ˚‚‡ÂÚ ÔÓÎÌ˚È ÍÛ„.
íËıÓ Å‡„Â ÔÓÎ‡„‡Î, ˜ÚÓ ‰Â‚Ìflfl ÒËÒÚÂÏ‡ èÚÓÎÂÏÂfl ÌÂÂÒÚÂÒÚ‚ÂÌ-
Ì‡ Ë ‚ÂÒ¸Ï‡ Á‡ÔÛÚ‡ÌÌ‡. çÂ Ó‰Ó·flÎ ÓÌ Ú‡ÍÊÂ ÚÂÓË˛ äÓÔÂÌËÍ‡,
ÛÚ‚ÂÊ‰‡fl, ˜ÚÓ áÂÏÎfl ÌÂÔÓ‰‚ËÊÌ‡ Ë Ì‡ıÓ‰ËÚÒfl ‚ ˆÂÌÚÂ ÏË‡,
ÒÎÂ‰Ûfl ÏÌÂÌË˛ ‰Â‚ÌËı Ë ë‚fl˘ÂÌÌÓÏÛ èËÒ‡ÌË˛». ÇÒÂ ÒÓ˜ËÌÂÌËfl
íËıÓ ‰ÓÍ‡Á˚‚‡˛Ú, ˜ÚÓ ÓÌ ÔËÚ‡Î Í äÓÔÂÌËÍÛ „ÎÛ·Ó˜‡È¯ÂÂ Û‚‡-
ÊÂÌËÂ. äÓ„‰‡ ÂÏÛ ÔÓ‰‡ËÎË ÚË ÎËÌÂÈÍË, ÍÓÚÓ˚Â äÓÔÂÌËÍ
ÛÔÓÚÂ·ÎflÎ ‰Îfl Ò‚ÓËı Ì‡·Î˛‰ÂÌËÈ, íËıÓ ÔÓ‚ÂÒËÎ Ëı Ì‡ Ò‡ÏÓÏ
‚Ë‰ÌÓÏ ÏÂÒÚÂ ‚ Ò‚ÓÂÈ Î‡·Ó‡ÚÓËË Ë ÔÓ‰ ÌËÏË Î‡ÚËÌÒÍËÂ ÒÚËıË
Ò‚ÓÂ„Ó ÒÓ˜ËÌÂÌËfl ÒÓ ÒÎÂ‰Û˛˘ËÏ ÒÓ‰ÂÊ‡ÌËÂÏ: «áÂÏÎfl ÌÂ ÔÓËÁ-
‚Ó‰ËÎ‡ Ú‡ÍÓ„Ó „ÂÌËfl ‚ ÔÓ‰ÓÎÊÂÌËÂ ÏÌÓ„Ëı ‚ÂÍÓ‚. ÑÂ‚ÌËÂ „Ë-
„‡ÌÚ˚, ÊÂÎ‡fl ‚ÁÓÈÚË Ì‡ ÌÂ·Ó, ÒÚ‡‚ËÎË „Ó˚ Ì‡ „Ó˚, èÂÎÓÌ Ì‡
éÒÒÛ; ÌÓ ÍÂÔÍËÂ ÙËÁË˜ÂÒÍÓ˛ ÒËÎÓ˛ Ë ÒÎ‡·˚Â ÛÏÓÏ, ÓÌË ÌÂ ÏÓ„-
ÎË ÛÒÔÂÚ¸ ‚ Ò‚ÓÂÏ ‰ÂÁÍÓÏ Ì‡ÏÂÂÌËË. äÓÔÂÌËÍ, ÒÎ‡·˚È ÚÂÎÓÏ,
ÌÓ ÒËÎ¸Ì˚È „ÂÌËÂÏ, ÚÓÎ¸ÍÓ ÔÓÒÂ‰ÒÚ‚ÓÏ ÚÂı ÍÛÒÍÓ‚ ‰ÂÂ‚‡ ‰Ó-
ÒÚË„ ÔÓÒÎÂ‰ÌËı ‚Â¯ËÌ éÎËÏÔ‡. çÂ ÓˆÂÌÂÌ˚ ‚ÒÂ ‚Â˘Ë, ÓÒÚ‡‚¯Ë-
ÂÒfl ÔÓÒÎÂ ˝ÚÓ„Ó ‚ÂÎËÍÓ„Ó ˜ÂÎÓ‚ÂÍ‡; ÌÂ ÓˆÂÌÂÌ˚ Ë ‰ÂÂ‚flÌÌ˚Â
Â„Ó ÍÛÒÍË» [52. ë. 34].

Ç 1597 „. ‰‡ÚÒÍËÈ ÚÓÌ Á‡ÌflÎ Ò˚Ì îË‰Ëı‡ äËÒÚË‡Ì IV, ÍÓ-
ÚÓ˚È, ÓÒÚÓ ÌÛÊ‰‡flÒ¸ ‚ ‰ÂÌ¸„‡ı Ì‡ ÒÓ‰ÂÊ‡ÌËÂ ‡ÏËË, ÎË¯ËÎ
Ó·ÒÂ‚‡ÚÓË˛ ÙËÌ‡ÌÒÓ‚ÓÈ ÔÓ‰‰ÂÊÍË, Í ˝ÚÓÏÛ ‚ÂÏÂÌË ÁÌ‡˜Ë-
ÚÂÎ¸ÌÓ ÛÂÁ‡ÌÌÓÈ. ÅÓÎÂÂ ÚÓ„Ó, ÓÌ ÔÓÒÚ‡‚ËÎ Å‡„Â ‚ ‚ËÌÛ, ˜ÚÓ ÚÓÚ
ÔÓÏÂ˘‡Î ‚ Û‡ÌË·Ó„ÒÍÛ˛ Ú˛¸ÏÛ ‡ÂÌ‰‡ÚÓÓ‚, ÛÍÎÓÌfl˛˘ËıÒfl

Î‡ ÂÏÛ ÒÓÁ‰‡Ú¸ ÁÌ‡ÏÂÌËÚ˚È Ì‡ ‚Ò˛ Ö‚ÓÔÛ Ì‡Û˜Ì˚È ˆÂÌÚ Ë ÔÓ-
ÎÛ˜ËÚ¸ ÎÛ˜¯ËÂ ÂÁÛÎ¸Ú‡Ú˚ ‰Îfl Ò‚ÓÂ„Ó ‚ÂÏÂÌË.

ë 1577 „. Å‡„Â ÔËÒÚÛÔËÎ Í ‡·ÓÚÂ Ë 20 ÎÂÚ ‚ÔÎÓÚ¸ ‰Ó 1597 „.
Â‰ÍÛ˛ ÌÓ˜¸ ÔÓ‚Ó‰ËÎ ·ÂÁ ÒËÒÚÂÏ‡ÚË˜ÂÒÍËı Ì‡·Î˛‰ÂÌËÈ Á‡ ÌÂ-
·ÂÒÌ˚ÏË Ò‚ÂÚËÎ‡ÏË. éÌ ·˚Î Ó‰ÌËÏ ËÁ ÚÂı, ÍÚÓ ÔÓÌflÎ, ˜ÚÓ ÚÓ˜Ì˚Â
ÔË·Ó˚ Ë ÒÍÛÔÛÎÂÁÌ˚Â ÏÂÚÓ‰˚ ‚‡ÊÌ˚ ÌÂ ÚÓÎ¸ÍÓ ‰Îfl Ô‡ÍÚË-
˜ÂÒÍËı ÔËÎÓÊÂÌËÈ ‡ÒÚÓÌÓÏËË, ÌÓ Ë ‰Îfl ÚÂÓËË. èÓÎÛ˜ÂÌÌ˚Â
‰‡ÌÌ˚Â ÏÓ„ÎË ·˚ Â¯ËÚ¸ ‚ÓÔÓÒ Ó· ËÒÚËÌÌÓÏ ÛÒÚÓÈÒÚ‚Â Ì‡¯ÂÈ
ÔÎ‡ÌÂÚÌÓÈ ÒËÒÚÂÏ˚. é‰ÌËÏ ËÁ ÔÂ‚˚ı íËıÓ Å‡„Â ÓˆÂÌËÎ ‚Ó ‚ÒÂÈ
ÔÓÎÌÓÚÂ ‚‡ÊÌÓÒÚ¸ ÏÌÓ„ÓÍ‡ÚÌ˚ı ÔÓ‚ÚÓÂÌËÈ Ó‰ÌÓ„Ó Ë ÚÓ„Ó ÊÂ
Ì‡·Î˛‰ÂÌËfl ÔË ‡ÁÌ˚ı ÛÒÎÓ‚Ëflı Ò ÚÓÈ ˆÂÎ¸˛, ˜ÚÓ·˚ ÒÎÛ˜‡ÈÌ˚Â
ËÒÚÓ˜ÌËÍË ÔÓ„Â¯ÌÓÒÚÂÈ ÓÚ‰ÂÎ¸Ì˚ı Ì‡·Î˛‰ÂÌËÈ ‚Á‡ËÏÌÓ ÌÂÈÚ-
‡ÎËÁÓ‚‡ÎË ‰Û„ ‰Û„‡. é ÚÓÏ, Í‡ÍËÏ Ú˘‡ÚÂÎ¸Ì˚Ï Ë ÒËÒÚÂÏ‡ÚË-
˜ÂÒÍËÏ Ó·‡ÁÓÏ ÔÓıÓ‰ËÎË ËÒÒÎÂ‰Ó‚‡ÌËfl íËıÓ Å‡„Â, ÏÓÊÌÓ ÛÁ-
Ì‡Ú¸, Ì‡ÔËÏÂ, ËÁ Â„Ó ÔÓËÁ‚Â‰ÂÌËfl «åÂı‡ÌËÍ‡ Ó·ÌÓ‚ÎÂÌÌÓÈ ‡Ò-
ÚÓÌÓÏËË»: «å˚ ‚Ô‡‚Â ÛÚ‚ÂÊ‰‡Ú¸ Ò ÌÂÍÓÎÂ·ËÏÓÈ Û‚ÂÂÌÌÓÒ-
Ú¸˛, Ë Ì‡¯Â ÏÌÂÌËÂ ÔÓ‰Ú‚ÂÊ‰‡ÂÚÒfl Ì‡·Î˛‰ÂÌËflÏË, ˜ÚÓ ÔÓÎÓÊÂ-
ÌËfl ÌÂÔÓ‰‚ËÊÌ˚ı Á‚ÂÁ‰ ÓÔÂ‰ÂÎÂÌ˚ Ì‡ÏË Ò ‡·ÒÓÎ˛ÚÌÓÈ Ë ÌÂÔÓ-
„Â¯ËÏÓÈ ÚÓ˜ÌÓÒÚ¸˛. èÓÎÓÊÂÌËfl ÏÌÓÊÂÒÚ‚‡ Á‚ÂÁ‰ Ï˚ ÓÔÂ‰Â-
ÎflÎË ÔÓ ÌÂÒÍÓÎ¸ÍÓ ‡Á, Ò ÔÓÏÓ˘¸˛ ‡ÁÎË˜Ì˚ı ËÌÒÚÛÏÂÌÚÓ‚ Ë
ÌÂËÁÏÂÌÌÓ ÔËıÓ‰ËÎË Í Ó‰ÌÓÏÛ Ë ÚÓÏÛ ÊÂ ÂÁÛÎ¸Ú‡ÚÛ. èË ‚˚-
ÔÓÎÌÂÌËË ˝ÚÓÈ ‡·ÓÚ˚ Ï˚ ÌÂ ËÒÔÓÎ¸ÁÓ‚‡ÎË ÏÂı‡ÌË˜ÂÒÍËı ÛÒÚ-
ÓÈÒÚ‚, ıÓÚfl Û Ì‡Ò Ë ·˚Î ·ÓÎ¸¯ÓÈ ·ÓÌÁÓ‚˚È „ÎÓ·ÛÒ, ‡ Ì‡ıÓ‰ËÎË
ÔÓÎÓÊÂÌËÂ Í‡Ê‰ÓÈ Á‚ÂÁ‰˚ ÔË ÔÓÏÓ˘Ë „ÓÏÓÁ‰ÍËı ÚË„ÓÌÓÏÂÚ-
Ë˜ÂÒÍËı ‚˚˜ËÒÎÂÌËÈ… ÖÒÎË ·˚ ‰Â‚ÌËÂ Ë Ì‡¯Ë ÔÂ‰¯ÂÒÚ‚ÂÌ-
ÌËÍË Á‡Ú‡ÚËÎË ·˚ ÒÚÓÎ¸ÍÓ ÚÛ‰‡ Ì‡ ÓÔÂ‰ÂÎÂÌËÂ ÔÓÎÓÊÂÌËÈ
Á‚ÂÁ‰, ÚÓ Ëı Í‡Ú‡ÎÓ„, ‰Ó¯Â‰¯ËÈ ‰Ó Ì‡Ò ÒÓ ‚ÂÏÂÌ ÉËÔÔ‡ı‡, ÌÂ
ËÁÓ·ËÎÓ‚‡Î ·˚ Ó¯Ë·Í‡ÏË» [103. ë. 389].

Ç ÌÓfl·Â 1577 „. Ò‡ÁÛ ÊÂ ÔÓ ÓÍÓÌ˜‡ÌËË ÒÚÓËÚÂÎ¸ÒÚ‚‡ ì‡-
ÌË·Ó„‡ ‚ÂÎËÍËÈ ‡ÒÚÓÌÓÏ Ì‡·Î˛‰‡Î Ë flÍÛ˛ ÍÓÏÂÚÛ. íËıÓ Å‡-
„Â Ú˘‡ÚÂÎ¸ÌÓ ÔÓÒÎÂ‰ËÎ ÂÂ Ú‡ÂÍÚÓË˛ ‚ÔÎÓÚ¸ ‰Ó ËÒ˜ÂÁÌÓ‚ÂÌËfl
‚Ë‰ËÏÓÒÚË ‚ flÌ‚‡Â 1578 „. èÛÚÂÏ ËÁÏÂÂÌËfl Ô‡‡ÎÎ‡ÍÒ‡ Ë ÒÓÔÓ-
ÒÚ‡‚ÎÂÌËfl Ò‚ÓËı ‰‡ÌÌ˚ı Ò ÔÓÎÛ˜ÂÌÌ˚ÏË ÍÓÎÎÂ„‡ÏË ‚ ‰Û„Ëı Ó·-
ÒÂ‚‡ÚÓËflı, ÓÌ ‰ÓÍ‡Á‡Î, ˜ÚÓ ÍÓÏÂÚ˚ – ÌÂ ‡ÚÏÓÒÙÂÌÓÂ fl‚ÎÂÌËÂ.
ùÚÓ ÓÁÌ‡˜‡ÎÓ, ˜ÚÓ ÄËÒÚÓÚÂÎ¸ ·˚Î ÌÂ Ô‡‚: Ú‚Â‰˚ı ÍËÒÚ‡ÎÎË-
˜ÂÒÍËı ÌÂ·ÂÒÌ˚ı ÒÙÂ ÌÂ ÒÛ˘ÂÒÚ‚ÛÂÚ, ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Ó fl‚ÎflÂÚÒfl ÔÛ-
ÒÚ˚Ï. Å‡„Â Ú‡Í Ì‡ÔËÒ‡Î Ó· ˝ÚÓÏ ÓÚÍ˚ÚËË: «èÓ ÏÓÂÏÛ ÏÌÂÌË˛,
ÒÙÂ˚ ‰ÓÎÊÌ˚ ·˚Ú¸ ËÒÍÎ˛˜ÂÌ˚ ËÁ ÌÂ·ÂÒ. ü ÔÓÌflÎ ˝ÚÓ ·Î‡„Ó‰‡-
fl ÍÓÏÂÚ‡Ï, ÔÓfl‚Îfl‚¯ËÏÒfl ‚ ÌÂ·Â. éÌË ÌÂ ÒÎÂ‰Û˛Ú Á‡ÍÓÌ‡Ï ÌË
Ó‰ÌÓÈ ËÁ ÒÙÂ, ÌÓ, ÒÍÓÂÂ, ‰ÂÈÒÚ‚Û˛Ú ‚ÓÔÂÍË ËÏ. Ñ‚ËÊÂÌËÂÏ
ÍÓÏÂÚ ˜ÂÚÍÓ ‰ÓÍ‡Á‡ÌÓ, ˜ÚÓ ÌÂ·ÂÒÌ‡fl Ï‡¯ËÌ‡ – ˝ÚÓ ÌÂ Ú‚Â‰ÓÂ ÚÂ-
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ıÓÓÌÂÌ Ò ˚ˆ‡ÒÍËÏË ÔÓ˜ÂÒÚflÏË ‚ Ô‡ÊÒÍÓÏ í˚ÌÒÍÓÏ ÒÓ·ÓÂ Ë
Ì‡ Ì‡‰„Ó·ÌÓÈ ÔÎËÚÂ Û˜ÂÌÓ„Ó ‚˚ÒÂ˜ÂÌ ‰Â‚ËÁ «çÂ ‚Î‡ÒÚË, ÌÂ ·Ó-
„‡ÚÒÚ‚‡, ‡ ÚÓÎ¸ÍÓ ÒÍËÔÂÚ˚ Ì‡ÛÍË ‚Â˜Ì˚». ÇÒÂ ‰‡ÌÌ˚Â Ì‡·Î˛‰Â-
ÌËÈ Ë ËÌÒÚÛÏÂÌÚ˚ Å‡„Â ËÏÔÂ‡ÚÓ ‚ÂÎÂÎ ÔÂÂ‰‡Ú¸ àÓ„‡ÌÌÛ
äÂÔÎÂÛ.

íËıÓ Å‡„Â ÔËÌ‡‰ÎÂÊËÚ Í ‚˚‰‡˛˘ËÏÒfl Û˜ÂÌ˚Ï Ò‚ÓÂ„Ó ‚ÂÍ‡,
ÓÒÌÓ‚‡ÚÂÎflÏ Ô‡ÍÚË˜ÂÒÍÓÈ ‡ÒÚÓÌÓÏËË. ÇÒ˛ ÊËÁÌ¸ ÓÌ ÔÓÒ‚flÚËÎ
Ì‡·Î˛‰ÂÌËflÏ ÌÂ·‡, ÌÂÛÒÚ‡ÌÌ˚Ï ÚÛ‰ÓÏ Ë ËÁÓ·ÂÚ‡ÚÂÎ¸ÌÓÒÚ¸˛
‰Ó·Ë‚¯ËÒ¸ ÂÁÛÎ¸Ú‡ÚÓ‚, ÌÂ ‚Ë‰‡ÌÌ˚ı ‡ÌÂÂ ÌË„‰Â ‚ ÏËÂ ÔÓ ÚÓ˜-
ÌÓÒÚË Ì‡·Î˛‰ÂÌËÈ Ë ¯ËÓÚÂ Óı‚‡Ú‡. Ç 1599 „. ‚ ÔËÒ¸ÏÂ Í‡ÌˆÎÂÛ
Å‡‚‡ËË äÂÔÎÂ Ì‡ÔËÒ‡Î: «ÇÒÂ ‰ÓÎÊÌ˚ ÒÏÓÎÍÌÛÚ¸ Ë ‚ÌËÏ‡Ú¸ íË-
ıÓ, ÍÓÚÓ˚È ÓÚ‰‡Î 35 ÎÂÚ ÊËÁÌË Ì‡·Î˛‰ÂÌËflÏ Ë Ò‚ÓËÏË „Î‡Á‡ÏË
‚Ë‰ÂÎ ·ÓÎ¸¯Â, ˜ÂÏ ÏÌÓ„ËÂ ‰Û„ËÂ ‚ÒÂÈ ÓÒÚÓÚÓÈ Ò‚ÓÂ„Ó ‡ÁÛÏ‡.
ã˛·ÓÈ Â„Ó ËÌÒÚÛÏÂÌÚ ÒÚÓËÚ ·ÓÎ¸¯Â, ˜ÂÏ ‚ÒÂ ÏÓÂ ËÏÛ˘ÂÒÚ‚Ó Ë
ËÏÛ˘ÂÒÚ‚Ó ‚ÒÂı ÏÓËı Ó‰Ì˚ı. èÓ Ò‡‚ÌÂÌË˛ Ò ÌËÏ èÚÓÎÂÏÂÈ,
ÄÎ¸ÙÓÌÒ Ë äÓÔÂÌËÍ ‚˚„Îfl‰ÂÎË ÔÓÒÚÓ Ï‡Î¸˜Ë¯Í‡ÏË, ÂÒÎË ·˚
íËıÓ ÌÂ ËÏÂÎ Ó·˚ÍÌÓ‚ÂÌËfl ÔËÔËÒ˚‚‡Ú¸ ËÏ ·ÓÎ¸¯Û˛ ˜‡ÒÚ¸ Ò‚Ó-
Ëı ÁÌ‡ÌËÈ Ë Ë‰ÂÈ, ÔÓÒÎÛÊË‚¯Ëı ÚÓÎ˜ÍÓÏ Í Â„Ó ÓÚÍ˚ÚËflÏ…» [94.
ë. 185].

1.4. éí à. äÖèãÖêÄ à É. ÉÄãàãÖü Ñé à. çúûíéçÄ

àÓ„‡ÌÌ äÂÔÎÂ Ó‰ËÎÒfl 27 ‰ÂÍ‡·fl 1571 „. ‚ Ï‡ÎÂÌ¸ÍÓÏ „Ó-
Ó‰ÍÂ ÇÂÈÎÂ ·ÎËÁ òÚÛÚ„‡Ú‡ ‚ ·Â‰ÌÓÈ ÔÓÚÂÒÚ‡ÌÚÒÍÓÈ ÒÂÏ¸Â.
Ç ÚÂ ‚ÂÏÂÌ‡ ÉÂÏ‡ÌËfl ·˚Î‡ ‡Á‰Ó·ÎÂÌ‡ Ì‡ ÏÂÎÍËÂ „ÓÒÛ‰‡ÒÚ-
‚‡; ÏÂÊ‰ÓÛÒÓ·Ì˚Â Ë ÂÎË„ËÓÁÌ˚Â ‚ÓÈÌ˚ ‡ÁÓflÎË Ì‡ÒÂÎÂÌËÂ Ë
ÔÂÔflÚÒÚ‚Ó‚‡ÎË ‡Á‚ËÚË˛ ÍÛÎ¸ÚÛ˚ Ë ÔÓÒ‚Â˘ÂÌËfl. ÜËÁÌ¸ äÂÔ-
ÎÂ‡ ·˚Î‡ ÔÓÎÌ‡ ÔÂÔflÚÒÚ‚ËÈ Ë ÎË¯ÂÌËÈ. ÉfiÚÂ ÔËÒ‡Î: «äÓ„‰‡ ËÒ-
ÚÓË˛ ÊËÁÌË äÂÔÎÂ‡ ÒÓÔÓÒÚ‡‚ÎflÂ¯¸ Ò ÚÂÏ, ÍÂÏ ÓÌ ÒÚ‡Î Ë ˜ÚÓ ÓÌ
Ò‰ÂÎ‡Î, ‡‰ÓÒÚÌÓ Û‰Ë‚ÎflÂ¯¸Òfl Ë ÔË ˝ÚÓÏ Û·ÂÊ‰‡Â¯¸Òfl, ˜ÚÓ ËÒ-
ÚËÌÌ˚È „ÂÌËÈ ÔÂÓ‰ÓÎÂ‚‡ÂÚ Î˛·˚Â ÔÂÔflÚÒÚ‚Ëfl» [58. ë. 7]. äÂÔ-
ÎÂ Ó‰ËÎÒfl ÒÂÏËÏÂÒfl˜Ì˚Ï ıËÎ˚Ï Â·ÂÌÍÓÏ, ‚ ‰ÂÚÒÚ‚Â ÏÌÓ„Ó ·Ó-
ÎÂÎ, ˜ÛÚ¸ ÌÂ ÛÏÂ ÓÚ ÓÒÔ˚, ÒÚ‡‰‡Î ·ÎËÁÓÛÍÓÒÚ¸˛ Ë ÏÓÌÓÍÛÎfl-
ÌÓÈ ÔÓÎËÓÔÒËÂÈ, ÔË ÍÓÚÓÓÈ ÙËÍÒËÛÂÏ˚È Ó‰ËÌÓ˜Ì˚È Ó·˙ÂÍÚ
Í‡ÊÂÚÒfl ÏÌÓÊÂÒÚ‚ÂÌÌ˚Ï. Ç 9 ÎÂÚ Â„Ó ‚ÁflÎË ËÁ ¯ÍÓÎ˚, Ë ‰Ó 12 ÎÂÚ
ÓÌ ÔËÒÎÛÊË‚‡Î ‚ ÒÂÎ¸ÒÍÓÈ Ó‰ËÚÂÎ¸ÒÍÓÈ Ú‡‚ÂÌÂ. èÓ˝ÚÓÏÛ ÂÏÛ
Ò ·ÓÎ¸¯ËÏ ÚÛ‰ÓÏ Û‰‡ÎÓÒ¸ ÓÍÓÌ˜ËÚ¸ ¯ÍÓÎÛ Ë ÔÓÒÚÛÔËÚ¸ ‚ 1589 „.
‚ í˛·ËÌ„ÂÌÒÍËÈ ÛÌË‚ÂÒËÚÂÚ. á‰ÂÒ¸ ÓÌ Ò Û‚ÎÂ˜ÂÌËÂÏ Á‡ÌËÏ‡ÎÒfl
Ï‡ÚÂÏ‡ÚËÍÓÈ Ë ‡ÒÚÓÌÓÏËÂÈ. Ö„Ó Û˜ËÚÂÎ¸ ÔÓÙÂÒÒÓ åÂÒÚÎËÌ ‚
ÛÌË‚ÂÒËÚÂÚÂ ÔÂÔÓ‰‡‚‡Î ‡ÒÚÓÌÓÏË˛ ÔÓ èÚÓÎÂÏÂ˛, ÌÓ ‚Ú‡ÈÌÂ
‰ÓÏ‡ ÁÌ‡ÍÓÏËÎ Û˜ÂÌËÍ‡ Ò ÓÒÌÓ‚‡ÏË ÌÓ‚Ó„Ó Û˜ÂÌËfl äÓÔÂÌËÍ‡.

ÓÚ ÛÔÎ‡Ú˚ ÂÌÚ˚. ë·ÂÂÊÂÌËÈ Û Å‡„Â ÔÓ˜ÚË ÌÂ ÓÒÚ‡ÎÓÒ¸, ‚ÒÂ
·˚ÎÓ ‚ÎÓÊÂÌÓ ‚ ì‡ÌË·Ó„, Ë ‚ ‡ÔÂÎÂ 1597 „. ÓÌ Ì‡‚ÒÂ„‰‡ ÔÓÍË-
ÌÛÎ Ì‡Û˜Ì˚È ˆÂÌÚ. Ç ÔÓÒÎÂ‰ÌÂÏ ÔËÒ¸ÏÂ ÍÓÓÎ˛ äËÒÚË‡ÌÛ (10
Ë˛Îfl) ÓÌ ÔËÒ‡Î: «ÖÒÎË ·˚ Û ÏÂÌfl ·˚Î‡ ‚ÓÁÏÓÊÌÓÒÚ¸ ÔÓ‰ÓÎÊ‡Ú¸
ÏÓ˛ ‡·ÓÚÛ ‚ Ñ‡ÌËË, fl ·˚ ÌÂ ÓÚÍ‡Á‡ÎÒfl ÓÚ ˝ÚÓ„Ó. ü ·˚ Í‡Í ÔÂÊ-
‰Â Ë Â˘Â ÎÛ˜¯Â ‰ÂÎ‡Î ·˚ ‚ÒÂ, ˜ÚÓ ÏÓ„Û, ‚ ˜ÂÒÚ¸ Ë ÒÎ‡‚Û Ç‡¯Â„Ó
ÇÂÎË˜ÂÒÚ‚‡ Ë ÏÓÂÈ ÒÓ·ÒÚ‚ÂÌÌÓÈ Ó‰ÌÓÈ ÁÂÏÎË, ÔÂ‰ÔÓ˜ËÚ‡fl ˝ÚÓ
‚ÒÂÏ ‰Û„ËÏ Ô‡‚ËÚÂÎflÏ, ÂÒÎË ·˚ ˝Ú‡ ÏÓfl ‡·ÓÚ‡ ÏÓ„Î‡ ‚˚ÔÓÎ-
ÌflÚ¸Òfl ÔË ·Î‡„ÓÔËflÚÌ˚ı ÛÒÎÓ‚Ëflı Ë ·ÂÁ ÌÂÒÔ‡‚Â‰ÎË‚ÓÒÚË ÍÓ
ÏÌÂ» [57. ë. 180]. Ç ÓÚ‚ÂÚÌÓÏ ÔËÒ¸ÏÂ 8 ÓÍÚfl·fl 1597 „. ÍÓÓÎ¸ ÔÂ-
Â˜ËÒÎflÎ ‡ÁÌ˚Â ÔÂ„Â¯ÂÌËfl Å‡„Â, ÍÓÚÓ˚È Â‰ÍÓ ıÓ‰ËÎ Í
ÔË˜‡ÒÚË˛, ÌÂ ÔÓÏÓ„‡Î Ë ‰‡ÊÂ ÔËÚÂÒÌflÎ Ò‚fl˘ÂÌÌËÍÓ‚ ÏÂÒÚÌÓÈ
ˆÂÍ‚Ë Ë Ú. Ô. Ñ‡ÎÂÂ ‚ ÔËÒ¸ÏÂ „Ó‚ÓËÎÓÒ¸: «çÂ ·ÂÒÔÓÍÓÈÚÂ ç‡Ò
ÚÂÏ, ÔÓÍËÌÂÚÂ ÎË ‚˚ ÒÚ‡ÌÛ ËÎË ÓÒÚ‡ÌÂÚÂÒ¸ ‚ ÌÂÈ… ÖÒÎË ‚˚ ÊÂ-
Î‡ÂÚÂ ÒÎÛÊËÚ¸ Í‡Í Ï‡ÚÂÏ‡ÚËÍ Ë ·Û‰ÂÚÂ ÔÓÒÚÛÔ‡Ú¸ Ú‡Í, Í‡Í ‚‡Ï ‚Â-
ÎflÚ, ÚÓ„‰‡ ‚˚ ‰ÓÎÊÌ˚ Ì‡˜‡Ú¸ Ò ÔÂ‰ÎÓÊÂÌËfl Ò‚ÓËı ÛÒÎÛ„ Ë Ò
ÔÓÒ¸·˚ Ó ÌËı, Í‡Í ÔÓ‰Ó·‡ÂÚ ÒÎÛ„Â… Ç‡¯Â ÔËÒ¸ÏÓ ÌÓÒËÚ ˜‡ÒÚ-
Ì˚È ı‡‡ÍÚÂ, Ì‡ÔËÒ‡ÌÓ ‰ÂÁÍÓ Ë ÂÏÛ ÌÂ ı‚‡Ú‡ÂÚ Á‰‡‚Ó„Ó ÒÏ˚Ò-
Î‡, Í‡Í ·Û‰ÚÓ å˚ Ó·flÁ‡Ì˚ ÓÚ˜ËÚ˚‚‡Ú¸Òfl ÔÂÂ‰ ‚‡ÏË, ÔÓ Í‡ÍÓÈ
ÔË˜ËÌÂ å˚ ÔÓËÁ‚Ó‰ËÏ Í‡ÍËÂ-ÎË·Ó ËÁÏÂÌÂÌËfl ‚Ó ‚Î‡‰ÂÌËflı ÍÓ-
ÓÌ˚» [57. ë. 182]. ëÔÛÒÚfl ‰‚‡ „Ó‰‡ Å‡„Â ÔÓÒÚÛÔËÎ Ì‡ ÒÎÛÊ·Û Í
ËÏÔÂ‡ÚÓÛ êÛ‰ÓÎ¸ÙÛ II Ë ‚·ÎËÁË è‡„Ë, ÚÓ„‰‡¯ÌÂÈ ÂÁË‰ÂÌˆËË
‰‚Ó‡, ÂÏÛ ÓÚ‚ÂÎË ‰ÓÏ, ËÁ ÍÓÚÓÓ„Ó êÛ‰ÓÎ¸Ù ÔÂ‰ÔÓÎ‡„‡Î ÒÓ-
Á‰‡Ú¸ ÌÓ‚˚È ì‡ÌËÂÌ·Û„. á‰ÂÒ¸ íËıÓ (ËÌÓ„‰‡ ‚ÏÂÒÚÂ Ò ËÏÔÂ‡-
ÚÓÓÏ, Ú‡ÈÌÓ ÔËÂÁÊ‡‚¯ËÏ Í ÌÂÏÛ) ÔËÒÚÛÔËÎ Í ‡ÒÚÓÌÓÏË˜ÂÒ-
ÍËÏ Ì‡·Î˛‰ÂÌËflÏ. Å‡„Â ÔË¯ÂÎ Í ‚˚‚Ó‰Û, ˜ÚÓ ‰Îfl Ó·‡·ÓÚÍË
Ì‡ÍÓÔÎÂÌÌ˚ı Á‡ 20 ÎÂÚ ‰‡ÌÌ˚ı ÂÏÛ ÌÛÊÂÌ ÏÓÎÓ‰ÓÈ Ú‡Î‡ÌÚÎË‚˚È
ÔÓÏÓ˘ÌËÍ-Ï‡ÚÂÏ‡ÚËÍ. ìÁÌ‡‚ ËÁ ÔÂÂÔËÒÍË Ó ÌÂÁ‡Ûfl‰Ì˚ı Ï‡ÚÂ-
Ï‡ÚË˜ÂÒÍËı ÒÔÓÒÓ·ÌÓÒÚflı àÓ„‡ÌÌ‡ äÂÔÎÂ‡, íËıÓ ÔË„Î‡ÒËÎ Â„Ó
Í ÒÂ·Â. Ç ÙÂ‚‡ÎÂ 1600 „. Å‡„Â ‚ÒÚÂÚËÎÒfl Ò ÌËÏ Ë Ó·˙flÒÌËÎ
„Î‡‚ÌÛ˛ Á‡‰‡˜Û: ‚˚‚ÂÒÚË ËÁ Ì‡·Î˛‰ÂÌËÈ ÌÓ‚Û˛ ÒËÒÚÂÏÛ ÏË‡,
ÍÓÚÓ‡fl ‰ÓÎÊÌ‡ ÔËÈÚË Ì‡ ÒÏÂÌÛ Í‡Í ÔÚÓÎÂÏÂÂ‚ÒÍÓÈ, Ú‡Í Ë ÍÓ-
ÔÂÌËÍÓ‚ÓÈ. éÌ ÔÓÛ˜ËÎ äÂÔÎÂÛ ËÒÒÎÂ‰Ó‚‡Ú¸ ‰‚ËÊÂÌËÂ ÔÎ‡ÌÂ-
Ú˚ å‡Ò, Ì‡·Î˛‰ÂÌËfl Á‡ ÍÓÚÓÓÈ ÒÓ‚ÒÂÏ ÌÂ ÛÍÎ‡‰˚‚‡ÎÓÒ¸ ÌÂ
ÚÓÎ¸ÍÓ ‚ ÒıÂÏÛ èÚÓÎÂÏÂfl, ÌÓ Ë ‚ ÏÓ‰ÂÎ¸ Å‡„Â. Ç 1601 „. íËıÓ
Å‡„Â Ë äÂÔÎÂ Ì‡˜‡ÎË ‡·ÓÚÛ Ì‡‰ ÌÓ‚˚ÏË, ÛÚÓ˜ÌÂÌÌ˚ÏË ‡ÒÚÓ-
ÌÓÏË˜ÂÒÍËÏË Ú‡·ÎËˆ‡ÏË, ÍÓÚÓ˚Â ‚ ˜ÂÒÚ¸ ËÏÔÂ‡ÚÓ‡ ÔÓÎÛ˜ËÎË
Ì‡Á‚‡ÌËÂ «êÛ‰ÓÎ¸ÙÓ‚˚ı» (Î‡Ú. Tabula Rudolphinae); ÓÌË ·˚ÎË Á‡-
ÍÓÌ˜ÂÌ˚ ‚ 1627 „. Ë ÒÎÛÊËÎË ‡ÒÚÓÌÓÏ‡Ï Ë ÏÓflÍ‡Ï ‚ÔÎÓÚ¸ ‰Ó
Ì‡˜‡Î‡ XIX ‚. çÓ 24 ÓÍÚfl·fl 1601 „. íËıÓ Å‡„Â ÌÂÓÊË‰‡ÌÌÓ
ÛÏÂ. èÓ ÔËÍ‡ÁÛ êÛ‰ÓÎ¸Ù‡ II ‚ÂÎËÍËÈ ‰‡ÚÒÍËÈ ‡ÒÚÓÌÓÏ ·˚Î ÔÓ-
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„ËÎËfl), ËÚÓËÍÛ Ë ‰Û„ËÂ ÔÂ‰ÏÂÚ˚. ÇÏÂÒÚÂ Ò ‰ÓÎÊÌÓÒÚ¸˛ ÔÂ-
ÔÓ‰‡‚‡ÚÂÎfl ÓÌ ÔÓÎÛ˜ËÎ Ú‡ÍÊÂ Á‚‡ÌËÂ Ë ‰ÓÎÊÌÓÒÚ¸ «landschafts-
mathematikus» (ÔÓ‚ËÌˆË‡Î¸ÌÓ„Ó Ï‡ÚÂÏ‡ÚËÍ‡), ‚ Ó·flÁ‡ÌÌÓÒÚ¸ ÍÓ-
ÚÓÓ„Ó ‚ıÓ‰ËÎÓ ÂÊÂ„Ó‰ÌÓÂ ÒÓÒÚ‡‚ÎÂÌËÂ Í‡ÎÂÌ‰‡ÂÈ, ÍÛ‰‡, ‚ ˜‡ÒÚ-
ÌÓÒÚË, ‚ıÓ‰ËÎË ÔÂ‰ÒÍ‡Á‡ÌËfl ‡ÒÚÓÎÓ„Ë˜ÂÒÍÓ„Ó ı‡‡ÍÚÂ‡. äÂÔ-
ÎÂ ÌÂÓ‰ÌÓÍ‡ÚÌÓ ‚ÂÒ¸Ï‡ ÒÍÂÔÚË˜ÂÒÍË Ë Ò‡ÏÓÍËÚË˜ÌÓ ÓˆÂÌË‚‡Î
Ò‚ÓË Á‡ÌflÚËfl ÔÓ ÒÓÒÚ‡‚ÎÂÌË˛ Í‡ÎÂÌ‰‡ÂÈ Ë ‡ÒÚÓÎÓ„ËË ‰Îfl Á‡‡-
·ÓÚÍ‡: «ã˛‰Ë Ó¯Ë·‡˛ÚÒfl, ‰ÛÏ‡fl, ˜ÚÓ ÓÚ ÌÂ·ÂÒÌ˚ı Ò‚ÂÚËÎ Á‡‚ËÒflÚ
ÁÂÏÌ˚Â ‰ÂÎ‡». Ç Ó‰ÌÓÏ ËÁ ÔËÒÂÏ ÓÌ ‚˚ÒÍ‡Á˚‚‡ÂÚÒfl Ú‡Í: «óÚÓ·˚
Ë˘Û˘ËÈ ËÒÚËÌÛ ÏÓ„ Ò‚Ó·Ó‰ÌÓ ÔÂ‰‡‚‡Ú¸Òfl ˝ÚÓÏÛ Á‡ÌflÚË˛, ÂÏÛ ÌÂ-
Ó·ıÓ‰ËÏ˚, ÔÓ ÏÂÌ¸¯ÂÈ ÏÂÂ, ÔË˘‡ Ë ÍÓ‚. ì ÍÓ„Ó ÌÂÚ ÌË˜Â„Ó, ÚÓÚ
‡· ‚ÒÂ„Ó, ‡ ÍÓÏÛ ÓıÓÚ‡ Ë‰ÚË ‚ ‡·˚? ÖÒÎË fl ÒÓ˜ËÌfl˛ Í‡ÎÂÌ‰‡Ë
Ë ‡Î¸Ï‡Ì‡ıË, ÚÓ ˝ÚÓ, ·ÂÁ ÒÓÏÌÂÌËfl, – ÔÓÒÚË ÏÌÂ, ÉÓÒÔÓ‰Ë, – ‚ÂÎË-
ÍÓÂ ‡·ÒÚ‚Ó, ÌÓ ÓÌÓ ‚ Ì‡ÒÚÓfl˘ÂÂ ‚ÂÏfl ÌÂÓ·ıÓ‰ËÏÓ. àÁ·‡‚Ë fl ÒÂ-
·fl ıÓÚ¸ Ì‡ ÍÓÓÚÍÓÂ ‚ÂÏfl ÓÚ ˝ÚÓ„Ó – ÏÌÂ ÔË¯ÎÓÒ¸ ·˚ Ë‰ÚË ‚
‡·ÒÚ‚Ó Â˘Â ·ÓÎÂÂ ÛÌËÁËÚÂÎ¸ÌÓÂ. ãÛ˜¯Â ËÁ‰‡‚‡Ú¸ ‡Î¸Ï‡Ì‡ıË Ò
ÔÂ‰ÒÍ‡Á‡ÌËflÏË, ˜ÂÏ ÔÓÒËÚ¸ ÏËÎÓÒÚ˚Ì˛. ÄÒÚÓÎÓ„Ëfl – ‰Ó˜¸ ‡Ò-
ÚÓÌÓÏËË, ıÓÚ¸ Ë ÌÂÁ‡ÍÓÌÌ‡fl, Ë ‡Á‚Â ÌÂ ÂÒÚÂÒÚ‚ÂÌÌÓ, ˜ÚÓ·˚ ‰Ó˜¸
ÍÓÏËÎ‡ Ò‚Ó˛ Ï‡Ú¸, ÍÓÚÓ‡fl ËÌ‡˜Â ÏÓ„Î‡ ·˚ ÛÏÂÂÚ¸ Ò „ÓÎÓ‰Û»
[58. ë. 34]. à‰Âfl ÔÓËÒÍ‡ „‡ÏÓÌËË ÏË‡ ‚ÓÁÌËÍÎ‡ Û äÂÔÎÂ‡ Â˘Â ‚
ÏÓÎÓ‰˚Â „Ó‰˚. éÌ ·˚Î Ï‡ÚÂÏ‡ÚËÍÓÏ-ÌÂÓÔÎ‡ÚÓÌËÍÓÏ Ë ÌÂÓÔËÙ‡-
„ÓÂÈˆÂÏ. éÌ Ò˜ËÚ‡Î, ˜ÚÓ ÔËÓ‰‡ ÒÓÁ‰‡Ì‡ ‚ ÒÓÓÚ‚ÂÚÒÚ‚ËË Ò Ï‡ÚÂ-
Ï‡ÚË˜ÂÒÍËÏË Ô‡‚ËÎ‡ÏË, Ë ËÒÍ‡Î Ï‡ÚÂÏ‡ÚË˜ÂÒÍÛ˛ ÒıÂÏÛ, ÎÂÊ‡-
˘Û˛ ‚ ÓÒÌÓ‚Â ÔÎ‡ÌÂÚÌÓÈ ÒËÒÚÂÏ˚.

Ö˘Â ‚ ÔÂ‚ÓÈ Ò‚ÓÂÈ ÍÌË„Â «í‡ÈÌ‡ ÏË‡» (Mysterium
Cosmographicum) äÂÔÎÂ Ô˚Ú‡ÎÒfl ‚˚‚ÂÒÚË ËÁ Â‰ËÌÓ„Ó „ÂÓÏÂÚË-
˜ÂÒÍÓ„Ó ÔËÌˆËÔ‡ ˜ËÒÎÓ ÔÎ‡ÌÂÚ, Ëı ÓÚÌÓÒËÚÂÎ¸Ì˚Â ‡ÁÏÂ˚ Ë
ı‡‡ÍÚÂ ‰‚ËÊÂÌËfl. Ç ÌÂÈ ËÒÒÎÂ‰Ó‚‡ÚÂÎ¸ Á‡‰‡ÎÒfl ˆÂÎ¸˛ Ì‡ÈÚË
Ú‡ÈÌÛ˛ „‡ÏÓÌË˛ ÇÒÂÎÂÌÌÓÈ, ‰Îfl ˜Â„Ó ÒÓÔÓÒÚ‡‚ËÎ Ò Ó·ËÚ‡ÏË
ÔflÚË ËÁ‚ÂÒÚÌ˚ı ÚÓ„‰‡ ÔÎ‡ÌÂÚ (ÒÙÂÛ áÂÏÎË ÓÌ ‚˚‰ÂÎflÎ ÓÒÓ·Ó)
‡ÁÌ˚Â «ÔÎ‡ÚÓÌÓ‚˚ ÚÂÎ‡» (Ô‡‚ËÎ¸Ì˚Â ÏÌÓ„Ó„‡ÌÌËÍË). ÉÂÓÏÂ-
ÚËfl ëÓÎÌÂ˜ÌÓÈ ÒËÒÚÂÏ˚ (Ú‡ÈÌ‡ ÏËÓÁ‰‡ÌËfl), Í‡Í ÔË¯ÂÚ äÂÔ-
ÎÂ, Á‡ÍÎ˛˜‡Î‡Ò¸ ‚ ÒÎÂ‰Û˛˘ÂÏ: «é·ËÚ‡ áÂÏÎË fl‚ÎflÂÚÒfl ÏÂÓÈ
‚ÒÂı ÓÒÚ‡Î¸Ì˚ı Ó·ËÚ. éÔË¯Ë ‚ÓÍÛ„ ÌÂÂ ‰Ó‰ÂÍ‡˝‰, ÚÓ„‰‡ ÒÙÂ-
‡, ÍÓÚÓ‡fl ‚ Ò‚Ó˛ Ó˜ÂÂ‰¸ ÓÔË¯ÂÚ Â„Ó, ·Û‰ÂÚ ÒÙÂ‡ å‡Ò‡. ÇÓ-
ÍÛ„ ÒÙÂ˚ å‡Ò‡ ÓÔË¯Ë ÚÂÚ‡˝‰, ÚÓ„‰‡ ÒÙÂ‡, ÍÓÚÓ‡fl Â„Ó Ó·-
ÌËÏÂÚ, ·Û‰ÂÚ ÒÙÂ‡ ûÔËÚÂ‡. ÇÓÍÛ„ ÒÙÂ˚ ûÔËÚÂ‡ ÓÔË¯Ë
ÍÛ·, – Á‡ÍÎ˛˜‡˛˘‡fl Â„Ó ÒÙÂ‡ ·Û‰ÂÚ ÒÙÂÓÈ ë‡ÚÛÌ‡. Ç Ó·ËÚÛ
áÂÏÎË ‚ÔË¯Ë ËÍÓÒ‡˝‰, – ‚ÔËÒ‡ÌÌ‡fl ‚ ÌÂ„Ó ÒÙÂ‡ ·Û‰ÂÚ ÒÙÂÓÈ
ÇÂÌÂ˚, ‚ ÒÙÂÛ ÇÂÌÂ˚ ‚ÔË¯Ë ÓÍÚ‡˝‰, – ‚ ÌÂ„Ó ·Û‰ÂÚ ‚ÔËÒ‡-
Ì‡ ÒÙÂ‡ åÂÍÛËfl. í‡Í Ú˚ ÔÓÈÏÂ¯¸ ÔË˜ËÌÛ ˜ËÒÎ‡ ÔÎ‡ÌÂÚ»

ÇÒÍÓÂ äÂÔÎÂ ÒÚ‡Î „Ófl˜ËÏ Ë Û·ÂÊ‰ÂÌÌ˚Ï ÒÚÓÓÌÌËÍÓÏ ÚÂÓ-
ËË äÓÔÂÌËÍ‡, Á‡˘Ë˘‡Î ÂÂ ‚Ó ‚ÂÏfl ÛÌË‚ÂÒËÚÂÚÒÍËı ‰ËÒÍÛÒ-
ÒËÈ. éÚÍ˚Ú‡fl ÔÓÔ‡„‡Ì‰‡ Û˜ÂÌËfl äÓÔÂÌËÍ‡ Ó˜ÂÌ¸ ÒÍÓÓ Ì‡-
‚ÎÂÍÎ‡ Ì‡ ÌÂ„Ó ÌÂÌ‡‚ËÒÚ¸ ÏÂÒÚÌ˚ı ·Ó„ÓÒÎÓ‚Ó‚.

èÓ ÓÍÓÌ˜‡ÌËË ÛÌË‚ÂÒËÚÂÚ‡ ‚ 1593 „. äÂÔÎÂ ÔÓÎÛ˜ËÎ ÒÚÂÔÂÌ¸
Ï‡„ËÒÚ‡, ÌÓ, Ó·‚ËÌÂÌÌ˚È ‚ Ò‚Ó·Ó‰ÓÏ˚ÒÎËË, ÌÂ ·˚Î ‰ÓÔÛ˘ÂÌ Í
·Ó„ÓÒÎÓ‚ÒÍÓÈ Í‡¸ÂÂ Ë ·˚Î ‚˚ÌÛÊ‰ÂÌ ÒÍËÚ‡Ú¸Òfl ÔÓ ‡ÁÌ˚Ï „Ó-
Ó‰‡Ï, Á‡ÌËÏ‡flÒ¸ ÒÎÛ˜‡ÈÌ˚ÏË ‡·ÓÚ‡ÏË. ç‡ÍÓÌÂˆ ·Î‡„Ó‰‡fl ÌÂ-
Á‡Ûfl‰Ì˚Ï Ï‡ÚÂÏ‡ÚË˜ÂÒÍËÏ ÒÔÓÒÓ·ÌÓÒÚflÏ ‚ 1594 „. ÓÌ ·˚Î ÔË-
„Î‡¯ÂÌ ˜ËÚ‡Ú¸ ÎÂÍˆËË ÔÓ Ï‡ÚÂÏ‡ÚËÍÂ Ë «Ì‡‚ÒÚ‚ÂÌÌÓÈ ÙËÎÓÒÓ-
ÙËË» ‚ ÔÓÚÂÒÚ‡ÌÚÒÍÓÈ „ËÏÌ‡ÁËË „ÓÓ‰‡ É‡ˆ‡, ÒÚÓÎËˆ˚ ÔÓ‚ËÌ-
ˆËË òÚËËË (Ì˚ÌÂ ‚ Ä‚ÒÚËË): « ü ‚ÓÒÔËÚ˚‚‡ÎÒfl Ì‡ Ò˜ÂÚ „ÂˆÓ„‡
Ç˛ÚÂÏ·Â„ÒÍÓ„Ó Ë …Â¯ËÎÒfl ÔËÌflÚ¸ ÔÂ‚Û˛ ÔÂ‰ÎÓÊÂÌÌÛ˛
ÏÌÂ ‰ÓÎÊÌÓÒÚ¸, ıÓÚfl Ë Ò ÌÂ ÓÒÓ·ÂÌÌÓÈ ÓıÓÚÓÈ» [58. ë. 29], – ÔËÒ‡Î
ÓÌ ÔÓÁÊÂ. é·ÒÚ‡ÌÓ‚Í‡, ÓÍÛÊ‡‚¯‡fl äÂÔÎÂ‡ ‚ É‡ˆÂ, Ï‡ÎÓ ·Î‡-
„ÓÔËflÚÒÚ‚Ó‚‡Î‡ Â„Ó Ì‡Û˜ÌÓÈ ‰ÂflÚÂÎ¸ÌÓÒÚË. èÓ ÓÚÁ˚‚‡Ï ‰Û„‡
äÂÔÎÂ‡, ¯ÚËËÈÒÍ‡fl ÁÌ‡Ú¸ ÌÂÌ‡‚Ë‰ÂÎ‡ Ì‡ÛÍÛ Ë ÔÓfl‚ÎflÎ‡ ÔÓ‡-
ÁËÚÂÎ¸ÌÓÂ ÌÂ‚ÂÊÂÒÚ‚Ó ‚Ó ‚ÒÂÏ. àÁÛ˜ÂÌËÂ Ï‡ÚÂÏ‡ÚËÍË ÌÂ ‚˚Á˚‚‡-
ÎÓ ˝ÌÚÛÁË‡ÁÏ‡ Û ‰‚ÓflÌÒÍËı Ë ·˛„ÂÒÍËı ‰ÂÚÂÈ Ë ÌÂ ·˚ÎÓ, ‚Ë‰Ë-
ÏÓ, Ó·flÁ‡ÚÂÎ¸Ì˚Ï. Ç ÔÂ‚˚È „Ó‰ Â„Ó ÛÓÍË Â˘Â ÔÓÒÂ˘‡ÎÓ ÌÂ-
ÒÍÓÎ¸ÍÓ Û˜‡˘ËıÒfl, Ì‡ ÒÎÂ‰Û˛˘ËÈ „Ó‰ ÌÂ ÓÒÚ‡ÎÓÒ¸ ÌË Ó‰ÌÓ„Ó. é‰-
Ì‡ÍÓ, ÔÓ ÏÌÂÌË˛ ËÌÒÔÂÍÚÓÓ‚, ÍÓÌÚÓÎËÓ‚‡‚¯Ëı ‡·ÓÚÛ ÔÂÔÓ-
‰‡‚‡ÚÂÎÂÈ, ˝ÚÓ ÌÂ ·˚ÎÓ ‚ËÌÓÈ Û˜ËÚÂÎfl, Ú‡Í Í‡Í Ì‡ «ËÁÛ˜ÂÌËÂ Ï‡-
ÚÂÏ‡ÚËÍË ÌÂ ‚ÒflÍ ÒÔÓÒÓ·ÂÌ». ÇÁ‡ÏÂÌ Ï‡ÚÂÏ‡ÚËÍË äÂÔÎÂÛ ÔË-
¯ÎÓÒ¸ ÔÂÔÓ‰‡‚‡Ú¸ ‡ËÙÏÂÚËÍÛ, ÍÎ‡ÒÒË˜ÂÒÍÛ˛ ÎËÚÂ‡ÚÛÛ (ÇÂ-
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àÓ„‡ÌÌ äÂÔÎÂ (ÌÂÏ. Johann Kepler; 27 ‰ÂÍ‡·-
fl 1571, Ç‡ÈÎ¸ ‰Â òÚ‡‰Ú – 15 ÌÓfl·fl 1630,
êÂ„ÂÌÒ·Û„) – ÌÂÏÂˆÍËÈ Ï‡ÚÂÏ‡ÚËÍ Ë ‚ÂÎË-
ÍËÈ ‡ÒÚÓÌÓÏ. éÒÌÓ‚‡ÚÂÎ¸ ÚÂÓÂÚË˜ÂÒÍÓÈ 

‡ÒÚÓÌÓÏËË



ÚÓÌÓÏËfl íËıÓ ÌÂ Á‡ı‚‡ÚËÎ‡ ÏÂÌfl Ì‡ÒÚÓÎ¸ÍÓ, ˜ÚÓ ˜ÛÚ¸ ·˚ÎÓ ÌÂ
ÒÓ¯ÂÎ Ò ÛÏ‡… é‰ÌÓÈ ËÁ ‚‡ÊÌÂÈ¯Ëı ÔË˜ËÌ ÏÓÂ„Ó ‚ËÁËÚ‡ Í íËıÓ
·˚ÎÓ ÊÂÎ‡ÌËÂ ÔÓÎÛ˜ËÚ¸ ÓÚ ÌÂ„Ó ÚÓ˜Ì˚Â ÁÌ‡˜ÂÌËfl ˝ÍÒˆÂÌÚËÒË-
ÚÂÚÓ‚, ˜ÚÓ·˚ Ò Ëı ÔÓÏÓ˘¸˛ ÔÓ‚ÂËÚ¸ í‡ÈÌÛ ÏËÓÁ‰‡ÌËfl Ë ÛÊÂ
ÛÔÓÏËÌ‡‚¯Û˛Òfl É‡ÏÓÌË˛ ÏË‡, Ë·Ó ‡ÔËÓÌ˚Â ÛÏÓÁ‡ÍÎ˛˜Â-
ÌËfl ‰ÓÎÊÌ˚ ÌÂ ÔÓÚË‚ÓÂ˜ËÚ¸ Ó˜Â‚Ë‰ÌÓÏÛ, ‡ Ì‡Ó·ÓÓÚ, Ì‡ıÓ-
‰ËÚ¸Òfl ‚ ÒÓ„Î‡ÒËË Ò ÌËÏ. ìÁÌ‡Ú¸ ˜ÚÓ-ÎË·Ó Û íËıÓ ÏÌÂ ÌÂ Û‰‡ÎÓÒ¸.
ãË¯¸ Á‡ Ó·Â‰ÓÏ ‚ Á‡ÒÚÓÎ¸ÌÓÈ ·ÂÒÂ‰Â ÓÌ ÏÂÊ‰Û ÔÓ˜ËÏ ÛÔÓÏËÌ‡Î
ÒÂ„Ó‰Ìfl – ‡ÔÓ„ÂÈ Ó‰ÌÓÈ ÔÎ‡ÌÂÚ˚, Á‡‚Ú‡ – ÛÁÎ˚ ‰Û„ÓÈ» [98.
ë. 257]. ÇËÁËÚ ‚ ÅÂÌ‡ÚÂÍ Û·Â‰ËÎ äÂÔÎÂ‡ ‚ ÚÓÏ, ˜ÚÓ Ó‰ÌÓÏÛ Å‡-
„Â ÌÂ ÔÓ‰ ÒËÎÛ ÒÔ‡‚ËÚ¸Òfl Ò Ó·‡·ÓÚÍÓÈ Ì‡·Î˛‰ÂÌËÈ. «íËıÓ Ó·-
Î‡‰‡ÂÚ ÎÛ˜¯ËÏË Ì‡·Î˛‰ÂÌËflÏË Ë, ÒÎÂ‰Ó‚‡ÚÂÎ¸ÌÓ, Ï‡ÚÂË‡ÎÓÏ
‰Îfl ‚ÓÁ‚Â‰ÂÌËfl Á‰‡ÌËfl, – ÔËÒ‡Î äÂÔÎÂ. – ì ÌÂ„Ó ÂÒÚ¸ ‡·ÓÚÌËÍË
Ë ‚ÒÂ ÌÂÓ·ıÓ‰ËÏÓÂ. çÂ‰ÓÒÚ‡ÂÚ ÂÏÛ ÎË¯¸ ‡ıËÚÂÍÚÓ‡, ÍÓÚÓ˚È
ËÒÔÓÎ¸ÁÓ‚‡Î ·˚ ‚ÒÂ ˝ÚÓ ‚ ÒÓÓÚ‚ÂÚÒÚ‚ËË Ò Â„Ó ÊÂ, íËıÓ, Á‡Ï˚ÒÎÓÏ.
à·Ó ÒÍÓÎ¸ ÌË Ò˜‡ÒÚÎË‚ ÌËÒÔÓÒÎ‡ÌÌ˚Ï ÂÏÛ ‰‡ÓÏ íËıÓ Ë ÒÍÓÎ¸ ÌË
ËÒÍÛÒÂÌ ÓÌ ‚ ‡ıËÚÂÍÚÛÂ, ‚ÒÂ ÊÂ ‡ÁÌÓÒÚÓÓÌÌÓÒÚ¸ Á‡‰‡˜ Ë ÚÓ
Ó·ÒÚÓflÚÂÎ¸ÒÚ‚Ó, ˜ÚÓ ËÒÚËÌ‡ ÔÓ‰˜‡Ò ·˚‚‡ÂÚ Á‡ÔflÚ‡Ì‡ ‰Ó‚ÓÎ¸ÌÓ
„ÎÛ·ÓÍÓ, ÔÂÔflÚÒÚ‚Û˛Ú Â„Ó ÛÒÔÂı‡Ï. ä ÚÓÏÛ ÊÂ Ì‡˜ËÌ‡ÂÚ ÒÍ‡Á˚-
‚‡Ú¸Òfl Ë ‚ÓÁ‡ÒÚ, Ë·Ó ‰Ûı Ë ÒËÎ˚ Â„Ó ÓÒÎ‡·Â‚‡˛Ú Ë ÓÒÎ‡·Â˛Ú ˜Â-
ÂÁ ÌÂÒÍÓÎ¸ÍÓ ÎÂÚ Ì‡ÒÚÓÎ¸ÍÓ, ˜ÚÓ ÂÏÛ ÒÚ‡ÌÂÚ ÚÛ‰ÌÓ ‰ÂÎ‡Ú¸ ‚ÒÂ
Ò‡ÏÓÏÛ» [98. ë. 257]. Ç É‡ˆÂ äÂÔÎÂ ÔÓ‚ÂÎ 6 ÎÂÚ. Ç 1597 „. ÓÌ
ÊÂÌËÎÒfl Ì‡ ‚‰Ó‚Â Å‡·‡Â å˛ÎÎÂ ÙÓÌ åÛÎÂÍ. àı ÔÂ‚˚Â ‰‚ÓÂ
‰ÂÚÂÈ ÛÏÂÎË ‚Ó ÏÎ‡‰ÂÌ˜ÂÒÚ‚Â, ‡ ÊÂÌ‡ Á‡·ÓÎÂÎ‡ ˝ÔËÎÂÔÒËÂÈ. Ç
Í‡ÚÓÎË˜ÂÒÍÓÏ É‡ˆÂ Ì‡˜‡ÎËÒ¸ „ÓÌÂÌËfl Ì‡ ÔÓÚÂÒÚ‡ÌÚÓ‚, äÂÔÎÂ
·˚Î Á‡ÌÂÒÂÌ ‚ ÒÔËÒÓÍ ËÁ„ÓÌflÂÏ˚ı «ÂÂÚËÍÓ‚» Ë ÔÓ‰ ÒÚ‡ıÓÏ
ÒÏÂÚÌÓÈ Í‡ÁÌË ·˚Î ‚˚ÌÛÊ‰ÂÌ ÔÓÍËÌÛÚ¸ „ÓÓ‰. Ç ˝ÚÓ ‚ÂÏfl íË-
ıÓ Å‡„Â Ì‡ÔËÒ‡Î äÂÔÎÂÛ: «èËÂÁÊ‡ÈÚÂ ÌÂ Í‡Í ˜ÛÊÂÒÚ‡ÌÂˆ, ‡
Í‡Í ‰Û„; ÔËÂÁÊ‡ÈÚÂ Ë ÔÓÏÓ„ËÚÂ ÏÌÂ ‚ÂÒÚË Ì‡·Î˛‰ÂÌËfl Ò ÚÂÏË
ÔË·Ó‡ÏË, ÍÓÚÓ˚ÏË fl ‡ÒÔÓÎ‡„‡˛».

Ç 1600 „. äÂÔÎÂ ÔË·˚Î ‚ è‡„Û, Ë ÔÓ‚Â‰ÂÌÌ˚Â Á‰ÂÒ¸
10 ÎÂÚ ·˚ÎË Ò‡Ï˚Ï ÔÎÓ‰ÓÚ‚ÓÌ˚Ï ÔÂËÓ‰ÓÏ Â„Ó ÊËÁÌË. èÓÒÎÂ
ÒÏÂÚË íËıÓ Å‡„Â ËÏÔÂ‡ÚÓ êÛ‰ÓÎ¸Ù II Ì‡ÁÌ‡˜ËÎ äÂÔÎÂ‡
«ËÏÔÂÒÍËÏ Ï‡ÚÂÏ‡ÚËÍÓÏ» Ò Ê‡ÎÓ‚‡Ì¸ÂÏ ‚ÔÓÎÓ‚ËÌÛ ÏÂÌ¸¯ËÏ,
ÌÂÊÂÎË ÔÓÎÛ˜‡Î Å‡„Â, Ë ‚ÏÂÌËÎ ÂÏÛ ‚ Ó·flÁ‡ÌÌÓÒÚ¸ Á‡‚Â¯ËÚ¸
‡·ÓÚÛ Ì‡‰ Ú‡·ÎËˆ‡ÏË ‡ÒÚÓÌÓÏË˜ÂÒÍËı Ì‡·Î˛‰ÂÌËÈ. é‰Ì‡ÍÓ ËÁ-
Á‡ ÌÂÒÍÓÌ˜‡ÂÏ˚ı ‚ÓÈÌ ËÏÔÂ‡ÚÓÒÍ‡fl Í‡ÁÌ‡ ·˚Î‡ ˜‡ÒÚÓ ÔÛÒÚ‡ Ë
Ê‡ÎÓ‚‡Ì¸Â äÂÔÎÂÛ ÔÎ‡ÚËÎË Â‰ÍÓ Ë ÒÍÛ‰ÌÓ. ÖÏÛ ÔË¯ÎÓÒ¸ Ú‡Í-
ÊÂ ‚ÂÒÚË ÏÌÓ„ÓÎÂÚÌ˛˛ ÚflÊ·Û Ò Ì‡ÒÎÂ‰ÌËÍ‡ÏË íËıÓ Å‡„Â, ÍÓÚÓ-
˚Â Ô˚Ú‡ÎËÒ¸ ÓÚÓ·‡Ú¸ Û ÌÂ„Ó ËÏÛ˘ÂÒÚ‚Ó ÔÓÍÓÈÌÓ„Ó Ë ÂÁÛÎ¸Ú‡-
Ú˚ ‡ÒÚÓÌÓÏË˜ÂÒÍËı Ì‡·Î˛‰ÂÌËÈ. ä ÏÓÏÂÌÚÛ ÍÓÌ˜ËÌ˚ íËıÓ

[9. ë. 188]. ïÓÚfl ˝Ú‡ ‡·ÓÚ‡ ÔÓÒÎÂ ‰‡Î¸ÌÂÈ¯Ëı ÓÚÍ˚ÚËÈ äÂÔÎÂ-
ÓÏ ÌÂÍÛ„Ó‚˚ı Ú‡ÂÍÚÓËÈ ‰‚ËÊÂÌËfl ÔÎ‡ÌÂÚ ÓÍ‡Á‡Î‡Ò¸ ÌÂÒÓ-
ÒÚÓflÚÂÎ¸ÌÓÈ, ÚÂÏ ÌÂ ÏÂÌÂÂ ‚ÂÛ ‚ Ì‡ÎË˜ËÂ ÒÍ˚ÚÓÈ Ï‡ÚÂÏ‡ÚË˜Â-
ÒÍÓÈ „‡ÏÓÌËË ÇÒÂÎÂÌÌÓÈ äÂÔÎÂ ÒÓı‡ÌËÎ ‰Ó ÍÓÌˆ‡ ÊËÁÌË.

äÌË„Û «í‡ÈÌ‡ ÏË‡» ÓÌ ÔÓÒÎ‡Î É‡ÎËÎÂ˛ Ë íËıÓ Å‡„Â ‚ Ì‡-
‰ÂÊ‰Â ÔÓÎÛ˜ËÚ¸ ‚ÏÂÒÚÂ Ò ÓÚÁ˚‚ÓÏ ÒÚÓÎ¸ ÌÂÓ·ıÓ‰ËÏ˚Â ÂÏÛ ‡ÒÚÓ-
ÌÓÏË˜ÂÒÍËÂ ‰‡ÌÌ˚Â. Ç ˝ÚÓÈ ÊÂ ‡·ÓÚÂ ÓÌ ‚˚ÒÍ‡Á‡Î ÔÂ‰ÔÓÎÓÊÂ-
ÌËÂ, ˜ÚÓ ‚ÒÂ ÔÎ‡ÌÂÚ˚ ‰‚ËÊÛÚÒfl ·Î‡„Ó‰‡fl ‚ÎËflÌË˛ ëÓÎÌˆ‡. àÁ
è‡‰ÛË 4 ‡‚„ÛÒÚ‡ 1597 „. ÔË¯ÂÎ ÓÚ‚ÂÚ É‡ÎËÎÂfl, „‰Â ·˚ÎË ÒÎÂ‰Û˛-
˘ËÂ ÒÚÓÍË: «ü Ú‡ÍÊÂ ·Î‡„Ó‰‡˛ ÚÂ·fl, Ë ÓÒÓ·ÂÌÌ˚Ï Ó·‡ÁÓÏ Á‡
ÚÓ, ˜ÚÓ Ú˚ Û‰ÓÒÚÓËÎ ÏÂÌfl ‰ÓÍ‡Á‡ÚÂÎ¸ÒÚ‚ÓÏ Ú‚ÓÂÈ ‰ÛÊ·˚. Ç Ú‚Ó-
ÂÈ ‡·ÓÚÂ fl ÔÓÍ‡ ÔÓÁÌ‡ÍÓÏËÎÒfl ÚÓÎ¸ÍÓ Ò ÔÂ‰ËÒÎÓ‚ËÂÏ, ËÁ ÍÓÚÓ-
Ó„Ó, Ó‰Ì‡ÍÓ, ÔÓÌflÎ Ú‚ÓË Ì‡ÏÂÂÌËfl Ë ÏÓ„Û ÔÓËÒÚËÌÂ ÔÓ‡‰Ó-
‚‡Ú¸Òfl, ˜ÚÓ ËÏÂ˛ Ú‡ÍÓ„Ó ÒÓ˛ÁÌËÍ‡ ‚ ÔÓËÒÍ‡ı ËÒÚËÌ˚. ÑÓÒÚÓÈÌÓ
ÒÓÊ‡ÎÂÌËfl, ˜ÚÓ ÒÚÓÎ¸ Â‰ÍË ÚÂ, ÍÚÓ ÒÎÂ‰ÛÂÚ ‚ Ò‚ÓËı ÙËÎÓÒÓÙÒÍËı
‡ÁÏ˚¯ÎÂÌËflı ·ÂÁÓ¯Ë·Ó˜Ì˚Ï ÔÛÚÂÏ. çÓ Á‰ÂÒ¸ ÌÂ ÏÂÒÚÓ ÓÔÎ‡ÍË-
‚‡Ú¸ ÌË˜ÚÓÊÌÓÒÚ¸ Ì‡¯Â„Ó ‚ÂÏÂÌË, ‡, ÒÍÓÂÂ, ÒÎÂ‰ÛÂÚ ÏÌÂ ÔÓÁ‰-
‡‚ËÚ¸ Ò‡ÏÓ„Ó ÒÂ·fl Ò Ó·ÂÚÂÌËÂÏ ÒÚÓÎ¸ Û·ÂÊ‰ÂÌÌÓ„Ó Á‡˘ËÚÌËÍ‡
ËÒÚËÌ˚. …ü ÏÌÓ„Ó ‡·ÓÚ‡Î Ì‡‰ ÚÂÏ, ˜ÚÓ·˚ ‰ÓÍ‡Á‡Ú¸, ÒÍÓÎ¸ Ó¯Ë-
·Ó˜Ì˚ ‡„ÛÏÂÌÚ˚, ‚˚‰‚ËÌÛÚ˚Â ÔÓÚË‚ „ËÔÓÚÂÁ˚ äÓÔÂÌËÍ‡, ÌÓ
ÔÓ ÒË˛ ÔÓÛ ÌÂ Â¯ËÎÒfl ÌË˜Â„Ó ÓÔÛ·ÎËÍÓ‚‡Ú¸, Ì‡ÔÛ„‡ÌÌ˚È ÒÎÛ-
˜Ë‚¯ËÏÒfl Ò äÓÔÂÌËÍÓÏ, Ì‡¯ËÏ Û˜ËÚÂÎÂÏ, ÍÓÚÓ˚È ıÓÚfl Ë Ó·-
ÂÎ ·ÂÒÒÏÂÚÌÛ˛ ÒÎ‡‚Û ÒÂ‰Ë ÌÂÏÌÓ„Ëı, ·˚Î, Ó‰Ì‡ÍÓ, ÓÒÏÂflÌ Ë
ÓÒ‚ËÒÚ‡Ì ·ÂÒÍÓÌÂ˜Ì˚Ï ˜ËÒÎÓÏ ‚ÒÂı ÔÓ˜Ëı – ÒÚÓÎ¸ Ó„ÓÏÌÓ ˜ËÒ-
ÎÓ „ÎÛÔˆÓ‚. ü ·˚ ÓÒÏÂÎËÎÒfl Ó·Ì‡Ó‰Ó‚‡Ú¸ Ò‚ÓË ‡ÁÏ˚¯ÎÂÌËfl,
·Û‰¸ Ú‡ÍËı, Í‡Í Ú˚, ·ÓÎ¸¯Â, ÌÓ ÔÓÒÍÓÎ¸ÍÛ ˝ÚÓ ÌÂ Ú‡Í, fl ‚˚ÌÛÊ-
‰ÂÌ ÓÚÎÓÊËÚ¸» [9. ë. 193]. Ç ‰‡Î¸ÌÂÈ¯ÂÏ ÓÌË ‚ÂÎË ÓÊË‚ÎÂÌÌÛ˛
ÔÂÂÔËÒÍÛ, Ë ˝ÚÓ Ó·ÒÚÓflÚÂÎ¸ÒÚ‚Ó (Ó·˘ÂÌËÂ Ò «ÂÂÚËÍÓÏ»-ÔÓÚÂÒ-
Ú‡ÌÚÓÏ) Ì‡ ÒÛ‰Â Ì‡‰ É‡ÎËÎÂÂÏ ·˚ÎÓ ÓÒÓ·Ó ÔÓ‰˜ÂÍÌÛÚÓ Í‡Í ÓÚfl„-
˜‡˛˘ÂÂ ‚ËÌÛ É‡ÎËÎÂfl.

èÓÒÎÂ ÔËÒ¸Ï‡ äÂÔÎÂ‡ Å‡„Â ÌÂ ÒÔÂ¯ËÎ ‰ÂÎËÚ¸Òfl Ì‡ÍÓÔÎÂÌ-
Ì˚ÏË Ì‡·Î˛‰ÂÌËflÏË. é„Ó˜ÂÌÌ˚È ÌÂÛ‰‡˜ÂÈ, äÂÔÎÂ ÔËÒ‡Î Ò‚ÓÂ-
ÏÛ Û˜ËÚÂÎ˛ åÂÒÚÎËÌÛ 26 ÙÂ‚‡Îfl 1599 „.: «ÇÓÚ ÏÓÂ ÏÌÂÌËÂ Ó íË-
ıÓ. éÌ ·Ó„‡Ú Ò‚Âı ÏÂ˚, ÌÓ, ÔÓ‰Ó·ÌÓ ·ÓÎ¸¯ËÌÒÚ‚Û ·Ó„‡˜ÂÈ, ÌÂ
ÁÌ‡ÂÚ, Í‡Í ‡ÒÔÓfl‰ËÚ¸Òfl Ò‚ÓËÏ ·Ó„‡ÚÒÚ‚ÓÏ. çÂÓ·ıÓ‰ËÏÓ ÔÓ˝ÚÓ-
ÏÛ ‚ÁflÚ¸ Ì‡ ÒÂ·fl Â„Ó ÚÛ‰ (˜ÚÓ fl Ë Ò‰ÂÎ‡Î Ò ÔÓ‰Ó·‡˛˘ÂÈ ‰ÂÎËÍ‡Ú-
ÌÓÒÚ¸˛) Ë ÎË¯ËÚ¸ Â„Ó Ì‡ÍÓÔÎÂÌÌ˚ı ·Ó„‡ÚÒÚ‚, ‚˚ÌÛ‰ËÚ¸ ÓÔÛ·ÎË-
ÍÓ‚‡Ú¸ ·ÂÁ ÛÚ‡ÈÍË Ì‡·Î˛‰ÂÌËfl, Ë ÔËÚÓÏ ‚ÒÂ» [98. ë. 257]. ç‡ÍÓ-
ÌÂˆ äÂÔÎÂ ÔÓÎÛ˜ËÎ ÔË„Î‡¯ÂÌËÂ Ë Ì‡ÌÂÒ ‚ËÁËÚ Å‡„Â. Ç ÔËÒ¸ÏÂ
ïÂ‚‡ÚÛ ÙÓÌ ïÓ˝Ì·Û„Û ÓÚ 12 Ë˛Îfl 1600 „. äÂÔÎÂ ÒÓÓ·˘‡ÂÚ:
«ü ·˚ Á‡ÍÓÌ˜ËÎ Ò‚ÓË ËÒÒÎÂ‰Ó‚‡ÌËfl „‡ÏÓÌËË ÏË‡, ÂÒÎË ·˚ ‡Ò-
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·Î˛‰ÂÌËflÏË ‡ÒÔÓÎÓÊËÚ¸ ÍÛ„Ó‚Û˛ Ó·ËÚÛ. í‡ÍÓÈ ÏÂÚÓ‰ ÔÓ‰·Ó-
‡ ÔÓÚÂ·Ó‚‡Î Ó„ÓÏÌÓÈ ‚˚˜ËÒÎËÚÂÎ¸ÌÓÈ ‡·ÓÚ˚. èÓÎÛ˜ÂÌÌÓÂ
˜ÂÂÁ „Ó‰ Â¯ÂÌËÂ ‡ÒıÓ‰ËÎÓÒ¸ Ò ‰‡ÌÌ˚ÏË Ì‡·Î˛‰ÂÌËÈ Ì‡ 8 Û„-
ÎÓ‚˚ı ÏËÌÛÚ ‰Û„Ë. çÓ ÓÌË ÛÍ‡Á‡ÎË ÔÛÚ¸ Í Ó·ÌÓ‚ÎÂÌË˛ ‚ÒÂÈ ‡Ò-
ÚÓÌÓÏËË Ë ÒÚ‡ÎË Ï‡ÚÂË‡ÎÓÏ ‰Îfl ·ÓÎ¸¯ÂÈ ˜‡ÒÚË Â„Ó ‡·ÓÚ˚.
éÌ ÔË¯ÂÎ Í ‚˚‚Ó‰Û, ˜ÚÓ ÔÂ‰ÎÓÊÂÌÌ‡fl ËÏ ÒıÂÏ‡ ÌÂ ÓÚ‚Â˜‡ÂÚ
‰ÂÈÒÚ‚ËÚÂÎ¸ÌÓÒÚË. éÍÛÊÌÓÒÚ¸ ÔÓÎÌÓÒÚ¸˛ ÓÔÂ‰ÂÎflÂÚÒfl Á‡‰‡ÌË-
ÂÏ ÚÂı ÚÓ˜ÂÍ Ì‡ ÌÂÈ, Î˛·‡fl ‰Û„‡fl ÍË‚‡fl ÎËÌËfl ÚÂ·ÛÂÚ ÁÌ‡ÌËfl
ÔÓÎÓÊÂÌËfl ·ÓÎ¸¯Â„Ó ÍÓÎË˜ÂÒÚ‚‡ ÚÓ˜ÂÍ. ÑÎfl ÓÔÂ‰ÂÎÂÌËfl ÙÓ-
Ï˚ Ó·ËÚ˚ å‡Ò‡, ÂÒÎË ÓÌ‡ ÌÂ ·˚Î‡ ÓÍÛÊÌÓÒÚ¸˛, ÚÂ·Ó‚‡ÎÓÒ¸
ÔÂÊ‰Â ‚ÒÂ„Ó ÛÚÓ˜ÌËÚ¸ Ó·ËÚÛ ÌÂ·ÂÒÌÓ„Ó ÚÂÎ‡, Ì‡ ÍÓÚÓÓÏ ‡Á-
ÏÂ˘ÂÌ Ì‡·Î˛‰‡ÚÂÎ¸, Ú. Â. Ò‡ÏÓÈ áÂÏÎË. ÇÂ‰¸ ËÁ ÌÂÔ‡‚ËÎ¸ÌÓ„Ó
ÔÂ‰ÒÚ‡‚ÎÂÌËfl Ó ‰‚ËÊÂÌËË Ì‡·Î˛‰‡ÚÂÎfl ‚˚‚Ó‰˚ Ó ‰‚ËÊÂÌËË Ì‡-
·Î˛‰‡ÂÏ˚ı Ó·˙ÂÍÚÓ‚ ·Û‰ÛÚ ÚÓÊÂ ÌÂ‚ÂÌ˚. ÖÒÎË ·˚ÎÓ ‚ÓÁÏÓÊÌÓ
‚ Í‡Ê‰˚È ÏÓÏÂÌÚ Ì‡ıÓ‰ËÚ¸ ÌÂÔÓÒÂ‰ÒÚ‚ÂÌÌÓ ‚ÂÎË˜ËÌÛ ÓÚÂÁÍ‡
ëÓÎÌˆÂ–áÂÏÎfl, ÚÓ Ó·ËÚÛ ÔÓÒÎÂ‰ÌÂÈ ÌÂÒÎÓÊÌÓ ÓÔÂ‰ÂÎËÚ¸. çÓ
Ú‡ÍÓÈ ‚ÓÁÏÓÊÌÓÒÚË Û äÂÔÎÂ‡ ÌÂ ·˚ÎÓ. ÑÎfl ÛÚÓ˜ÌÂÌËfl Ó·ËÚ˚
áÂÏÎË ÌÛÊÌÓ ËÁÏÂflÚ¸ ÂÂ ÔÓÎÓÊÂÌËÂ ÓÚÌÓÒËÚÂÎ¸ÌÓ ‰‚Ûı ÌÂÔÓ-
‰‚ËÊÌ˚ı ÚÓ˜ÂÍ. íÓ„‰‡, ËÁÏÂflfl Û„ÓÎ, ÔÓ‰ ÍÓÚÓ˚Ï ÓÌË ‚Ë‰Ì˚,
ÏÓÊÌÓ ÒÚÓËÚ¸ ÚÂÛ„ÓÎ¸ÌËÍË Ë ‚˚˜ËÒÎflÚ¸ ÏÂÒÚÓÔÓÎÓÊÂÌËÂ Ì‡-
·Î˛‰‡ÚÂÎfl, ‡ ÁÌ‡˜ËÚ, Ë áÂÏÎË. êÓÎ¸ Ó‰ÌÓÈ Ú‡ÍÓÈ ÚÓ˜ÍË ÏÓ„ÎÓ Ë„-
‡Ú¸ ëÓÎÌˆÂ. ÉÂÌË‡Î¸Ì‡fl ‰Ó„‡‰Í‡ äÂÔÎÂ‡ ÒÓÒÚÓflÎ‡ ‚ ‚˚·ÓÂ
å‡Ò‡ Í‡Í ‚ÚÓÓÈ ÌÂÔÓ‰‚ËÊÌÓÈ ÚÓ˜ÍË Ò ËÁ‚ÂÒÚÌÓÈ ÔÓ‰ÓÎÊË-
ÚÂÎ¸ÌÓÒÚ¸˛ Â„Ó „Ó‰‡. óÂÂÁ Í‡Ê‰˚È Ï‡ÒË‡ÌÒÍËÈ „Ó‰ Â„Ó ÔÓÎÓ-
ÊÂÌËÂ ·Û‰ÂÚ ÔÓ‚ÚÓflÚ¸Òfl, ‚ ÚÓ ‚ÂÏfl Í‡Í ÔÓÎÓÊÂÌËÂ áÂÏÎË Ì‡ ÂÂ
Ó·ËÚÂ Í‡Ê‰˚È ‡Á ·Û‰ÂÚ ‰Û„ËÏ. àÒÔÓÎ¸ÁÛfl ˝ÚÓÚ ÏÂÚÓ‰ Ë ‰‡Ì-
Ì˚Â ÏÌÓ„ÓÎÂÚÌËı Ì‡·Î˛‰ÂÌËÈ Å‡„Â Á‡ å‡ÒÓÏ, äÂÔÎÂ Ì‡¯ÂÎ
‰ÓÒÚ‡ÚÓ˜ÌÓÂ ÍÓÎË˜ÂÒÚ‚Ó ÚÓ˜ÂÍ Ó·ËÚ˚ áÂÏÎË Ë ÂÂ ÒÍÓÓÒÚ¸ Ì‡
‡ÁÌ˚ı Û˜‡ÒÚÍ‡ı Ó·ËÚ˚. èÓ ËÁ‚ÂÒÚÌÓÈ Ú‡ÂÍÚÓËË áÂÏÎË äÂÔ-
ÎÂ ÒÏÓ„ ÓÔÂ‰ÂÎËÚ¸ Ë ÙÓÏÛ Ó·ËÚ˚ å‡Ò‡. íÂ·Ó‚‡ÎÓÒ¸ Ì‡ÈÚË
Á‡ÍÓÌ, ÔÓ ÍÓÚÓÓÏÛ ÏÂÌflÂÚÒfl ÒÍÓÓÒÚ¸ áÂÏÎË. àÒıÓ‰fl ËÁ „ËÔÓÚÂ-
Á˚ Ó ÔËÚflÊÂÌËË ÔÎ‡ÌÂÚ˚ Í ëÓÎÌˆÛ, äÂÔÎÂ ÔÂ‰ÔÓÎÓÊËÎ, ˜ÚÓ
ÒÍÓÓÒÚ¸ ‰ÓÎÊÌ‡ ·˚Ú¸ Ó·‡ÚÌÓ ÔÓÔÓˆËÓÌ‡Î¸Ì‡ ‡ÒÒÚÓflÌË˛ ÓÚ
áÂÏÎË ‰Ó ëÓÎÌˆ‡. éÌ ‡Á·ËÎ Ó·ËÚÛ Ì‡ 360 ˜‡ÒÚÂÈ Ë ÒÚ‡Î ÔÓ‚Â-
flÚ¸ „ËÔÓÚÂÁÛ ‰Îfl ‡ÁÌ˚ı ÂÂ Û˜‡ÒÚÍÓ‚. ÇÒÍÓÂ ËÁ ˜ÂÚÂÊ‡ ÒÚ‡ÎÓ
flÒÌÓ, ˜ÚÓ Á‡ ‡‚Ì˚Â ÔÓÏÂÊÛÚÍË ‚ÂÏÂÌË áÂÏÎfl Ë å‡Ò ÔÓıÓ-
‰flÚ ‡‚Ì˚Â ÔÎÓ˘‡‰Ë ÒÂÍÚÓÓ‚ Ó·ËÚ˚.

íÂÔÂ¸ äÂÔÎÂÛ ÔÂ‰ÒÚÓflÎÓ ‰‡Ú¸ Ï‡ÚÂÏ‡ÚË˜ÂÒÍÓÂ ÓÔËÒ‡ÌËÂ
ÚÓÈ ÍË‚ÓÈ (ÔÓ 40 ‚˚˜ËÒÎÂÌÌ˚Ï ÚÓ˜Í‡Ï), ÔÓ ÍÓÚÓÓÈ ‰‚ËÊÂÚÒfl
å‡Ò, Ë ˝Ú‡ Á‡‰‡˜‡ ÓÍ‡Á‡Î‡Ò¸ Ò‡ÏÓÈ ÒÎÓÊÌÓÈ Ë ÚÛ‰ÓÂÏÍÓÈ. Ç ÚÂ-
˜ÂÌËÂ ÚÂı ÎÂÚ Û˜ÂÌ˚È ËÒÔÓÎ¸ÁÓ‚‡Î ÏÂÚÓ‰ ÔÓ‰·Ó‡ Ë Á‡ÍÓÌ ÔÎÓ-

Å‡„Â äÂÔÎÂ ÛÊÂ Ì‡˜‡Î ËÁÛ˜ÂÌËÂ Ó·ËÚ˚ å‡Ò‡. ÑÎfl ˝ÚÓ„Ó ÔÓ
ÚÂÓËË èÚÓÎÂÏÂfl ÚÂ·Ó‚‡ÎÓÒ¸ Ì‡ÈÚË ‡‰ËÛÒ Â„Ó Ó·ËÚ˚, ÒÏÂ˘Â-
ÌËÂ ÂÂ ˆÂÌÚ‡ ÓÚÌÓÒËÚÂÎ¸ÌÓ ëÓÎÌˆ‡, Ì‡Ô‡‚ÎÂÌËÂ, ‚ ÍÓÚÓÓÏ ÓÌ‡
ÒÏÂ˘ÂÌ‡, Ë ÚÓ˜ÍÛ ˝Í‚‡ÌÚ‡. êÂÁÛÎ¸Ú‡Ú˚ ˝ÚËı ËÒÒÎÂ‰Ó‚‡ÌËÈ ·˚ÎË
ÓÔÛ·ÎËÍÓ‚‡Ì˚ äÂÔÎÂÓÏ ‚ 1609 „. ‚ ÍÌË„Â «çÓ‚‡fl ‡ÒÚÓÌÓÏËfl».

äÂÔÎÂÓ‚Ó ÒÓ˜ËÌÂÌËÂ ÔÓ ÙÓÏÂ Ë ÒÓ‰ÂÊ‡ÌË˛ ÁÌ‡˜ËÚÂÎ¸ÌÓ
ÓÚÎË˜‡ÂÚÒfl ÓÚ ÏÌÓ„Ëı Ì‡Û˜Ì˚ı Ú‡ÍÚ‡ÚÓ‚ ÚÓ„Ó ‚ÂÏÂÌË. ÖÒÎË
äÓÔÂÌËÍ, É‡ÎËÎÂÈ Ë ç¸˛ÚÓÌ ÁÌ‡ÍÓÏflÚ Ì‡Ò ÚÓÎ¸ÍÓ Ò ÍÓÌÂ˜Ì˚ÏË
ÂÁÛÎ¸Ú‡Ú‡ÏË Ò‚ÓËı Ì‡Û˜Ì˚ı ‰ÓÒÚËÊÂÌËÈ, ÚÓ äÂÔÎÂ ÓÚÍÓ‚ÂÌÂÌ
Ò ˜ËÚ‡ÚÂÎÂÏ, ÒÓ‚Â¯ÂÌÌÓ ÒÓÁÌ‡ÚÂÎ¸ÌÓ ÓÔËÒ˚‚‡ÂÚ ıÓ‰ ‡·ÓÚ˚ ‚Ó
‚ÒÂı ‰ÂÚ‡Îflı, ‚ÍÎ˛˜‡fl ‚ÒÂ ÌÂÛ‰‡˜Ë Ë ÛÒÔÂıË, Ó¯Ë·ÍË Ë „ÂÌË‡Î¸-
Ì˚Â ‰Ó„‡‰ÍË, ÎÓ‚Û¯ÍË Ë Ëı Ó·ıÓ‰˚. èÓ˜ÂÏÛ ÓÌ Ú‡Í ÔÓÒÚÛÔ‡ÂÚ, ÓÌ
Ó·˙flÒÌflÂÚ ‚ ÔÂ‰ËÒÎÓ‚ËË: «ÑÎfl ÏÂÌfl ‚‡ÊÌÓ ÌÂ ÔÓÒÚÓ ÒÓÓ·˘ËÚ¸
˜ËÚ‡ÚÂÎ˛, ˜ÚÓ fl ‰ÓÎÊÂÌ ÒÍ‡Á‡Ú¸, ÌÓ ÔÂÊ‰Â ‚ÒÂ„Ó ÓÁÌ‡ÍÓÏËÚ¸ Â„Ó
Ò ‰Ó‚Ó‰‡ÏË, Ó„Ó‚ÓÍ‡ÏË, Ò˜‡ÒÚÎË‚Ó ÔÂÓ‰ÓÎÂÌÌ˚ÏË ÓÔ‡ÒÌÓÒÚfl-
ÏË, ÍÓÚÓ˚Â ÔË‚ÂÎË ÏÂÌfl Í ÏÓËÏ ÓÚÍ˚ÚËflÏ. äÓ„‰‡ ïËÒÚÓÙÓ
äÓÎÛÏ·, å‡„ÂÎÎ‡Ì Ë ÔÓÚÛ„‡Î¸ˆ˚, ËÁ ÍÓÚÓ˚ı ÔÂ‚˚È ÓÚÍ˚Î
ÄÏÂËÍÛ, ‚ÚÓÓÈ äËÚ‡ÈÒÍËÈ ÓÍÂ‡Ì, ‡ ÔÓÒÎÂ‰ÌËÂ – ÏÓÒÍÓÈ ÔÛÚ¸
‚ÓÍÛ„ ÄÏÂËÍË, ÔÓ‚ÂÒÚ‚Û˛Ú, Í‡Í ÓÌË Ò·Ë‚‡ÎËÒ¸ Ò ÔÛÚË Ë ·ÎÛÊ-
‰‡ÎË ‚ Ò‚ÓËı ÔÛÚÂ¯ÂÒÚ‚Ëflı, Ï˚ ÌÂ ÚÓÎ¸ÍÓ ÔÓ˘‡ÂÏ ËÏ ˝ÚÓ, ÌÓ,
·ÓÎÂÂ ÚÓ„Ó, Ï˚ ÌÂ ÊÂÎ‡ÂÏ ÔÓÔÛÒÍ‡ ˝ÚËı ‡ÒÒÍ‡ÁÓ‚, Ú‡Í Í‡Í ÚÓ„-
‰‡ ÔË ˜ÚÂÌËË ·˚ÎÓ ·˚ ÔÓÚÂflÌÓ ‚ÔÂ˜‡ÚÎÂÌËÂ Ó ‚ÒÂÏ ÁÌ‡˜ËÚÂÎ¸-
ÌÓÏ ‚ Ëı ÔÂ‰ÔËflÚËflı. èÛÒÚ¸ ÊÂ ÔÓ˝ÚÓÏÛ Ë ÏÌÂ ÌÂ ÔÓÒÚ‡‚flÚ ‚ ‚Ë-
ÌÛ, ÍÓ„‰‡ fl, ‚˚Á˚‚‡fl Û ˜ËÚ‡ÚÂÎfl ËÌÚÂÂÒ, ÔÓÈ‰Û ÔÓ‰Ó·Ì˚Ï ÔÛÚÂÏ
‚ Ò‚ÓÂÏ ËÁÎÓÊÂÌËË. äÓÌÂ˜ÌÓ, ÔË ˜ÚÂÌËË, Ì‡ÔËÏÂ, ÔÓıÓÊ‰ÂÌËÈ
‡„ÓÌ‡‚ÚÓ‚, Ï˚ Ò‡ÏË ÌÂ ÔËÌËÏ‡ÂÏ Û˜‡ÒÚËfl ‚ Ëı ÁÎÓÍÎ˛˜ÂÌËflı,
‡ ÚÛ‰ÌÓÒÚË Ë ÚÂÌËË Ì‡ ÏÓÂÏ Ï˚ÒÎÂÌÌÓÏ ÔÛÚË ÏÓ„ÛÚ Á‡‰ÂÚ¸ Ë Ò‡-
ÏÓ„Ó ˜ËÚ‡ÚÂÎfl, ÌÓ Ú‡ÍÓ‚ ÛÊ ÊÂ·ËÈ ‚ÒÂı Ï‡ÚÂÏ‡ÚË˜ÂÒÍËı ÒÓ˜Ë-
ÌÂÌËÈ» [58. ë. 93]. ÇÌ‡˜‡ÎÂ ËÒÒÎÂ‰Ó‚‡ÌËÈ äÂÔÎÂ, ÒÓı‡Ìflfl Ì‡
ÔÂ‚˚ı ÔÓ‡ı ‰‚ËÊÂÌËÂ ÍÛ„Ó‚˚Ï, ÓÚ·‡Ò˚‚‡ÂÚ ‡ÍÒËÓÏÛ ‡‚ÌÓ-
ÏÂÌÓ„Ó ‰‚ËÊÂÌËfl. èË ˝ÚÓÏ ÓÌ ÛÍÓ‚Ó‰ÒÚ‚ÛÂÚÒfl ÔÂÊ‰Â ‚ÒÂ„Ó
ÙËÁË˜ÂÒÍËÏË ÒÓÓ·‡ÊÂÌËflÏË: ÂÒÎË ëÓÎÌˆÂ ÛÔ‡‚ÎflÂÚ ‰‚ËÊÂÌË-
ÂÏ, fl‚ÎflÂÚÒfl Â„Ó ËÒÚÓ˜ÌËÍÓÏ, ÚÓ Â„Ó ÒËÎ‡ ‰ÓÎÊÌ‡ ‰ÂÈÒÚ‚Ó‚‡Ú¸ Ì‡
ÔÎ‡ÌÂÚÛ ·ÓÎÂÂ ËÌÚÂÌÒË‚ÌÓ, ÍÓ„‰‡ ÓÌ‡ Ì‡ıÓ‰ËÚÒfl ·ÎËÊÂ Í ËÒÚÓ˜-
ÌËÍÛ, Ë ÏÂÌÂÂ ËÌÚÂÌÒË‚ÌÓ, ÍÓ„‰‡ ÔÎ‡ÌÂÚ‡ ÓÚ ÌÂ„Ó Û‰‡ÎËÚÒfl, ÒÎÂ‰Ó-
‚‡ÚÂÎ¸ÌÓ, ÔÎ‡ÌÂÚ‡ ·Û‰ÂÚ ‰‚Ë„‡Ú¸Òfl Ò ·ÓÎ¸¯ÂÈ ËÎË ÏÂÌ¸¯ÂÈ ÒÍÓ-
ÓÒÚ¸˛ ‚ Á‡‚ËÒËÏÓÒÚË ÓÚ ÂÂ ‡ÒÒÚÓflÌËfl ‰Ó ëÓÎÌˆ‡. äÂÔÎÂ ËÁ-
„Ì‡Î ËÁ Ò‚ÓÂÈ ÒËÒÚÂÏ˚ ˝ÔËˆËÍÎ˚, ÌÓ ÓÒÚ‡‚ËÎ ˝Í‚‡ÌÚ˚ Ë ÔÂ‰ÔÓ-
ÎÓÊËÎ ÓÚÎË˜ËÂ ˝ÍÒˆÂÌÚË˜ÂÒÍËı ‡ÒÒÚÓflÌËÈ (ÒÏ. ËÒ. 1.2). çÂ
ÁÌ‡fl, Í‡ÍÓÂ ÔÓÎÓÊÂÌËÂ ‚ ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Â Á‡ÌËÏ‡ÂÚ ÎËÌËfl ECQ, ÓÌ,
Á‡‰‡‚‡fl ÔÓËÁ‚ÓÎ¸ÌÓ ÂÂ Ì‡Ô‡‚ÎÂÌËÂ, ÒÚ‡‡ÎÒfl ‚ ÒÓ„Î‡ÒËË Ò Ì‡-
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‰Îfl ÒÓ‚ÂÏÂÌÌËÍÓ‚, ÎË·Ó ‰Îfl ÔÓÚÓÏÍÓ‚; ÏÌÂ ·ÂÁ‡ÁÎË˜ÌÓ – ‰Îfl
ÍÓ„Ó. èÛÒÚ¸ ÍÌË„‡ Ê‰ÂÚ ÒÓÚÌË ÎÂÚ Ò‚ÓÂ„Ó ˜ËÚ‡ÚÂÎfl: Ê‰‡Î ÊÂ Ò‡Ï
ÅÓ„ 6000 ÎÂÚ, ÔÓÍ‡ fl‚ËÎÒfl Ò‚Ë‰ÂÚÂÎ¸» [94. ë. 206]. íÂÚËÈ Á‡ÍÓÌ
äÂÔÎÂ ÔËÏÂÌflÂÚ ÛÊÂ ÌÂ ÚÓÎ¸ÍÓ Í å‡ÒÛ, ÌÓ Ë ÍÓ ‚ÒÂÏ ÔÓ˜ËÏ
ÔÎ‡ÌÂÚ‡Ï (‚ÍÎ˛˜‡fl, ÂÒÚÂÒÚ‚ÂÌÌÓ, áÂÏÎ˛), ‡ Ú‡ÍÊÂ Í ÒÔÛÚÌËÍ‡Ï
É‡ÎËÎÂfl. á‡ÍÓÌ˚ äÂÔÎÂ‡ ÒÓÂ‰ËÌËÎË ‚ ÒÂ·Â flÒÌÓÒÚ¸, ÔÓÒÚÓÚÛ Ë
‚˚˜ËÒÎËÚÂÎ¸ÌÛ˛ ÏÓ˘¸.

äÂÔÎÂ ÓÔÛ·ÎËÍÓ‚‡Î ÏÌÓ„Ó ÍÌË„ Ë ÒÚ‡ÚÂÈ; Â„Ó Á‡ÏÂ˜‡ÚÂÎ¸Ì˚Â
Ï‡ÚÂÏ‡ÚË˜ÂÒÍËÂ ÒÔÓÒÓ·ÌÓÒÚË ÔÓfl‚ËÎËÒ¸ ÌÂ ÚÓÎ¸ÍÓ ‚ ‡ÒÚÓÌÓÏË-
˜ÂÒÍËı ‡·ÓÚ‡ı, ÌÓ Ë ÔË ‡ÒÒÏÓÚÂÌËË Á‡‰‡˜Ë Ó· ËÁÏÂÂÌËË
Ó·˙ÂÏÓ‚ («çÓ‚‡fl ÒÚÂÂÓÏÂÚËfl ‚ËÌÌ˚ı ·Ó˜ÂÍ», 1615), ‰Îfl ˜Â„Ó
äÂÔÎÂ ÔÂ‰ÎÓÊËÎ ÒÔÓÒÓ·, ÒÓ‰ÂÊ‡˘ËÈ ‚ ÒÂ·Â Á‡˜‡ÚÍË ‡Ì‡ÎËÁ‡
·ÂÒÍÓÌÂ˜ÌÓ Ï‡Î˚ı. éÌ ÒÚ‡Î ‡‚ÚÓÓÏ ÔÂ‚Ó„Ó Ó·¯ËÌÓ„Ó (‚ ÚÂı
ÚÓÏ‡ı) ËÁÎÓÊÂÌËfl ÍÓÔÂÌËÍ‡ÌÒÍÓÈ ‡ÒÚÓÌÓÏËË (Epitome astrono-
mia Copernicanae, 1617–1622), ÍÓÚÓÓÂ ÌÂÏÂ‰ÎÂÌÌÓ Û‰ÓÒÚÓËÎÓÒ¸
˜ÂÒÚË ÔÓÔ‡ÒÚ¸ ‚ «àÌ‰ÂÍÒ Á‡ÔÂ˘ÂÌÌ˚ı ÍÌË„». Ç ˝ÚÛ ÍÌË„Û, Ò‚ÓÈ
„Î‡‚Ì˚È ÚÛ‰, äÂÔÎÂ ‚ÍÎ˛˜ËÎ ÓÔËÒ‡ÌËÂ ‚ÒÂı Ò‚ÓËı ÓÚÍ˚ÚËÈ ‚
‡ÒÚÓÌÓÏËË. ãÂÚÓÏ 1627 „. äÂÔÎÂ ÔÓÒÎÂ 22 ÎÂÚ ÚÛ‰Ó‚ ÓÔÛ·ÎË-
ÍÓ‚‡Î Á‡ Ò‚ÓÈ Ò˜ÂÚ ‡ÒÚÓÌÓÏË˜ÂÒÍËÂ Ú‡·ÎËˆ˚, ÍÓÚÓ˚Â ‚ ˜ÂÒÚ¸
ËÏÔÂ‡ÚÓ‡ Ì‡Á‚‡Î «êÛ‰ÓÎ¸ÙÓ‚˚ÏË». ëÔÓÒ Ì‡ ÌËı ·˚Î Ó„Ó-
ÏÂÌ, Ú‡Í Í‡Í ‚ÒÂ ÔÂÊÌËÂ Ú‡·ÎËˆ˚ ‰‡‚ÌÓ ‡ÁÓ¯ÎËÒ¸ Ò Ì‡·Î˛‰Â-
ÌËflÏË. çÂÏ‡ÎÓ‚‡ÊÌÓ, ˜ÚÓ ÚÛ‰ ‚ÔÂ‚˚Â ‚ÍÎ˛˜‡Î Û‰Ó·Ì˚Â ‰Îfl
‡Ò˜ÂÚÓ‚ Ú‡·ÎËˆ˚ ÎÓ„‡ËÙÏÓ‚, ÒÎÛÊË‚¯ËÂ ‡ÒÚÓÌÓÏ‡Ï Ë ÏÓfl-
Í‡Ï ‚ÔÎÓÚ¸ ‰Ó Ì‡˜‡Î‡ XIX ‚. àÏÂÌÌÓ äÂÔÎÂ ‚‚ÂÎ ‚ ÙËÁËÍÛ ÚÂ-
ÏËÌ «ËÌÂˆËfl» Í‡Í ÔËÓÊ‰ÂÌÌÓÂ Ò‚ÓÈÒÚ‚Ó ÚÂÎ ÒÓÔÓÚË‚ÎflÚ¸Òfl
ÔËÎÓÊÂÌÌÓÈ ÒËÎÂ. á‡Ó‰ÌÓ ÓÌ, Í‡Í Ë É‡ÎËÎÂÈ, ÒÙÓÏÛÎËÓ‚‡Î ‚
flÒÌÓÏ ‚Ë‰Â ÔÂ‚˚È Á‡ÍÓÌ ÏÂı‡ÌËÍË: ‚ÒflÍÓÂ ÚÂÎÓ, Ì‡ ÍÓÚÓÓÂ ÌÂ
‰ÂÈÒÚ‚Û˛Ú ËÌ˚Â ÚÂÎ‡, Ì‡ıÓ‰ËÚÒfl ‚ ÔÓÍÓÂ ËÎË ÒÓ‚Â¯‡ÂÚ ÔflÏÓ-
ÎËÌÂÈÌÓÂ ‰‚ËÊÂÌËÂ. äÂÔÎÂ ‚ÔÎÓÚÌÛ˛ ÔÓ‰Ó¯ÂÎ Í ÓÚÍ˚ÚË˛ Á‡-
ÍÓÌ‡ Úfl„ÓÚÂÌËfl, ıÓÚfl Ë ÌÂ Ô˚Ú‡ÎÒfl ‚˚‡ÁËÚ¸ Â„Ó Ï‡ÚÂÏ‡ÚË˜ÂÒÍË.
«É‡‚ËÚ‡ˆË˛ fl ÓÔÂ‰ÂÎfl˛ Í‡Í ÒËÎÛ, ÔÓ‰Ó·ÌÛ˛ Ï‡„ÌÂÚËÁÏÛ – ‚Á‡-
ËÏÌÓÏÛ ÔËÚflÊÂÌË˛. ëËÎ‡ ÔËÚflÊÂÌËfl ÚÂÏ ·ÓÎ¸¯Â, ˜ÂÏ Ó·‡ ÚÂ-
Î‡ ·ÎËÊÂ Ó‰ÌÓ Í ‰Û„ÓÏÛ. èÓ˝ÚÓÏÛ ÚÂÎ‡ ÒËÎ¸ÌÂÂ ÒÓÔÓÚË‚Îfl˛Ú-
Òfl ÓÚ‰‡ÎÂÌË˛ ‰Û„ ÓÚ ‰Û„‡, ÂÒÎË ÓÌË Â˘Â ·ÎËÁÍË Ó‰ÌÓ Í ‰Û„Ó-
ÏÛ», – ÔËÒ‡Î ÓÌ [100. ë. 121]. äÓÏÂ ÚÓ„Ó, äÂÔÎÂ Ó˜ÂÌ¸ ÔÓ‰Ó·-
ÌÓ ÔÓ‡Ì‡ÎËÁËÓ‚‡Î ÒËÏÏÂÚË˛ ÒÌÂÊËÌÓÍ. Ö„Ó „ËÔÓÚÂÁ‡, ÒÓ„Î‡Ò-
ÌÓ ÍÓÚÓÓÈ Ì‡Ë·ÓÎ¸¯‡fl ÔÎÓÚÌÓÒÚ¸ ÛÔ‡ÍÓ‚ÍË ¯‡Ó‚ ‰ÓÒÚË„‡ÂÚÒfl
ÔË Ëı ÔË‡ÏË‰‡Î¸ÌÓÏ ÛÔÓfl‰Ó˜Ë‚‡ÌËË ‰Û„ Ì‡‰ ‰Û„ÓÏ («Á‡‰‡˜‡
äÂÔÎÂ‡») ·˚Î‡ ‰ÓÍ‡Á‡Ì‡ ÚÓÎ¸ÍÓ ‚ 1998 „. èËÓÌÂÌ˚Â ‡·ÓÚ˚
äÂÔÎÂ‡ ‚ Ó·Î‡ÒÚË ÒËÏÏÂÚËË ÔÓÁÊÂ Ì‡¯ÎË ÔËÏÂÌÂÌËÂ ‚ ÍËÒ-
Ú‡ÎÎÓ„‡ÙËË Ë ÚÂÓËË ÍÓ‰ËÓ‚‡ÌËfl.

˘‡‰ÂÈ: Á‡‰‡‚‡Î‡Ò¸ ÍË‚‡fl ÚÓÈ ËÎË ËÌÓÈ ÙÓÏ˚, ‚˚˜ËÒÎflÎËÒ¸ ÔÓ-
ÎÓÊÂÌËfl, ÍÓÚÓ˚Â ‰ÓÎÊÂÌ ·˚Î ·˚ Á‡ÌËÏ‡Ú¸ å‡Ò Ì‡ ˝ÚÓÈ ÔÂ‰-
ÔÓÎ‡„‡ÂÏÓÈ Ó·ËÚÂ ‚ ‡ÁÌ˚Â ÏÓÏÂÌÚ˚, Ë ÓÌË Ò‡‚ÌË‚‡ÎËÒ¸ Ò Ì‡-
·Î˛‰‡ÂÏ˚ÏË ÔÓÎÓÊÂÌËflÏË. èË¯ÎÓÒ¸ ÔÓ‚Ó‰ËÚ¸ Û‰Ë‚ËÚÂÎ¸Ì˚Â
ÔÓ ÚÛ‰ÌÓÒÚË Ë ÔÓ‰ÓÎÊËÚÂÎ¸ÌÓÒÚË ‚˚˜ËÒÎÂÌËfl Ë ÔÓ‚ÂflÚ¸ Ó‰-
ÌÛ Á‡ ‰Û„ÓÈ ÏÌÓ„ËÂ „ËÔÓÚÂÁ˚. ä‡Ê‰ÓÂ Â„Ó ‚˚˜ËÒÎÂÌËÂ Á‡ÌËÏ‡ÎÓ
10 ÒÚ‡ÌËˆ Ë Í‡Ê‰ÓÂ ËÁ ÌËı ÓÌ ÔÓ‚ÚÓflÎ ÔÓ 70 ‡Á. «ç‡ÛÍ‡ ÌÛÊ-
‰‡ÂÚÒfl ‚ Ú‚Ó˜ÂÒÍËı ÛÏ‡ı („ËÔÓÚÂÁ‡ı, ÚÂÓËflı), ‚ÓÓ·‡ÊÂÌËË Ë
Ó‰ÌÓ‚ÂÏÂÌÌÓ ‚ ÊÂÒÚÍÓÏ ÍÓÌÚÓÎÂ Ì‡‰ „ËÔÓÚÂÁ‡ÏË. Ç ËÒÚÓËË
Ì‡Û˜ÌÓÈ Ï˚ÒÎË ÌÂ ·˚ÎÓ, ÔÓÊ‡ÎÛÈ, ‰Û„Ó„Ó Û˜ÂÌÓ„Ó, ÍÓÚÓ˚È Ó‰-
ÌÓ‚ÂÏÂÌÌÓ ËÏÂÎ ·˚ Ú‡ÍÛ˛ ÒËÎÛ ‚ÓÓ·‡ÊÂÌËfl, Í‡Í Û äÂÔÎÂ‡, Ë
ÒÚÓÎ¸ ÊÂ ÍËÚË˜ÂÒÍË ÓÚÌÓÒËÎÒfl Í „ËÔÓÚÂÁ‡Ï» [9. ë. 200]. «è‡‚-
‰‡ ÎÂÊËÚ ÏÂÊ‰Û ÍÛ„ÓÏ Ë Ó‚‡ÎÓÏ, Í‡Í ·Û‰ÚÓ Ó·ËÚ‡ å‡Ò‡ ÂÒÚ¸
ÚÓ˜Ì˚È ˝ÎÎËÔÒ», – ÔËÒ‡Î äÂÔÎÂ. é‰Ì‡ÍÓ, ÔÓÏÂÒÚË‚ ëÓÎÌˆÂ ‚ Â„Ó
ˆÂÌÚ, ÓÌ ÒÌÓ‚‡ ÌÂ ÔË¯ÂÎ Í ÒÓ„Î‡ÒÛ˛˘ÂÏÛÒfl Ò ‰‡ÌÌ˚ÏË Ì‡·Î˛-
‰ÂÌËÈ ÂÁÛÎ¸Ú‡ÚÛ. ùÎÎËÔÒ ÌÂ ÔÓ‰ıÓ‰ËÎ, ÔÓÍ‡ äÂÔÎÂ ÌÂ ‡ÒÔÓÎÓ-
ÊËÎ ëÓÎÌˆÂ ‚ Â„Ó ÙÓÍÛÒÂ. íÓ„‰‡, ‚ Ì‡˜‡ÎÂ 1605 „. ‚ÒÂ ÒÓ¯ÎÓÒ¸ Ë
‚ÒÚ‡ÎÓ Ì‡ Ò‚ÓË ÏÂÒÚ‡. ç‡ ˝ÎÎËÔÒ ÎÂ„ÎË ‚ÒÂ ÚÓ˜ÍË Ó·ËÚ˚, ‚˚˜ËÒ-
ÎÂÌÌ˚Â ËÁ Ì‡·Î˛‰ÂÌËÈ. èÓ‰Ó·Ì˚Â Ô‡‚ËÎ‡ ÓÍ‡Á‡ÎËÒ¸ ÒÔ‡‚Â‰-
ÎË‚˚ÏË ‰Îfl áÂÏÎË Ë ‰Û„Ëı ÔÎ‡ÌÂÚ Ë ·˚ÎË ‚ ÒÓ„Î‡ÒËË Ò Á‡ÍÓÌÓÏ
ÔÎÓ˘‡‰ÂÈ. Ç ËÚÓ„Â ÒÛÚ¸ Á‡ÍÓÌÓ‚ äÂÔÎÂ‡ ÒÓÒÚÓËÚ ‚ ÒÎÂ‰Û˛˘ÂÏ.

èÂ‚˚È Á‡ÍÓÌ äÂÔÎÂ‡. ÇÒÂ ÔÎ‡ÌÂÚ˚ ‰‚ËÊÛÚÒfl ÔÓ ˝ÎÎËÔ-
Ò‡Ï, ‚ Ó‰ÌÓÏ ËÁ ÙÓÍÛÒÓ‚ ÍÓÚÓ˚ı (Ó·˘ÂÏ ‰Îfl ‚ÒÂı ÔÎ‡ÌÂÚ) Ì‡-
ıÓ‰ËÚÒfl ëÓÎÌˆÂ.

ÇÚÓÓÈ Á‡ÍÓÌ äÂÔÎÂ‡. Ñ‚ËÊÂÌËÂ ÔÎ‡ÌÂÚ Ú‡ÍÓ‚Ó, ˜ÚÓ Á‡
‡‚Ì˚Â ÔÓÏÂÊÛÚÍË ‚ÂÏÂÌË ÓÚÂÁÓÍ, ÒÓÂ‰ËÌfl˛˘ËÈ ÔÎ‡ÌÂÚÛ Ò
ëÓÎÌˆÂÏ, Á‡ÏÂÚ‡ÂÚ ‡‚Ì˚Â ÔÎÓ˘‡‰Ë: S1 = S2. ùÚÓ ÁÌ‡˜ËÚ, ˜ÚÓ
‚ ÔÂË„ÂÎËË ÒÍÓÓÒÚ¸ Ó·ËÚ‡Î¸ÌÓ„Ó ‰‚ËÊÂÌËfl ÔÎ‡ÌÂÚ˚ Ï‡ÍÒË-
Ï‡Î¸Ì‡, ‡ ‚ ‡ÙÂÎËË ÏËÌËÏ‡Î¸Ì‡ (ËÒ. 1.3).

äÂÔÎÂ ÔÓ‰ÓÎÊ‡Î ‡ÒÚÓÌÓÏË˜ÂÒÍËÂ ËÒÒÎÂ‰Ó‚‡ÌËfl Ë ‚ 1618 „.
ÓÚÍ˚Î Â˘Â Ó‰ËÌ Á‡ÍÓÌ.

íÂÚËÈ Á‡ÍÓÌ äÂÔÎÂ‡. éÚÌÓ¯ÂÌËÂ ÍÛ·‡ ÒÂ‰ÌÂ„Ó Û‰‡ÎÂÌËfl
ÔÎ‡ÌÂÚ˚ ÓÚ ëÓÎÌˆ‡ Í Í‚‡‰‡-
ÚÛ ÔÂËÓ‰‡ Ó·‡˘ÂÌËfl ÂÂ ‚Ó-
ÍÛ„ ëÓÎÌˆ‡ ÂÒÚ¸ ‚ÂÎË˜ËÌ‡ ÔÓ-
ÒÚÓflÌÌ‡fl ‰Îfl ‚ÒÂı ÔÎ‡ÌÂÚ.

ùÚÓÚ ÂÁÛÎ¸Ú‡Ú äÂÔÎÂ
ÓÔÛ·ÎËÍÓ‚‡Î ‚ Á‡‚Â¯‡˛˘ÂÈ
ÍÌË„Â «É‡ÏÓÌËfl ÏË‡» Ò ‚‰Óı-
ÌÓ‚ÂÌÌ˚ÏË ÒÎÓ‚‡ÏË: «ÜÂ·ËÈ
·Ó¯ÂÌ. ü Ì‡ÔËÒ‡Î ÍÌË„Û ÎË·Ó
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ÁÛÎ¸Ú‡ÚÓ‚ äÂÔÎÂ ‰‡ÊÂ ‚ fl‰Û Ò‡Ï˚ı ‚ÂÎËÍËı fl‚ÎflÂÚÒfl ÒÍÓÂÂ ÌÂ
Ô‡‚ËÎÓÏ, ‡ Â‰ÍËÏ ËÒÍÎ˛˜ÂÌËÂÏ» [98. ë. 253].

èÓ ˜ËÒÚÓÏÛ ÒÓ‚Ô‡‰ÂÌË˛, ‚ 1609 „., ÍÓ„‰‡ äÂÔÎÂ ÓÔÛ·ÎËÍÓ‚‡Î
‚ è‡„Â Á‡ÍÓÌ˚ ÔÎ‡ÌÂÚÌ˚ı ‰‚ËÊÂÌËÈ, ‚ è‡‰ÛÂ É‡ÎËÎÂÓ É‡ÎËÎÂÈ
Ì‡Ô‡‚ËÎ ‚ ÌÂ·Ó ÚÓÎ¸ÍÓ ˜ÚÓ ÒÓ·‡ÌÌ˚È ËÏ Ò‡ÏËÏ ÚÂÎÂÒÍÓÔ. éÌ
Ó‰ËÎÒfl 15 ÙÂ‚‡Îfl 1564 „. ‚ „ÓÓ‰Â èËÁÂ ‚ ÁÌ‡ÚÌÓÈ, ÌÓ Ó·Â‰ÌÂ‚-
¯ÂÈ ÒÂÏ¸Â. ç‡˜‡Î¸ÌÓÂ Ó·‡ÁÓ‚‡ÌËÂ É‡ÎËÎÂÓ ÔÓÎÛ˜ËÎ ‰ÓÏ‡. Ö˘Â
‚ ‰ÂÚÒÚ‚Â ÓÌ ÔÓfl‚ËÎ ÒÍÎÓÌÌÓÒÚ¸ Í ÏÂı‡ÌËÍÂ, ÍÓÌÒÚÛËÛfl ÏÓ‰Â-
ÎË Ï‡¯ËÌ. Ç 1575 „., ÍÓ„‰‡ ÒÂÏ¸fl ÔÂÂÂı‡Î‡ ‚Ó îÎÓÂÌˆË˛, ÓÌ
·˚Î Ì‡Ô‡‚ÎÂÌ ‚ ¯ÍÓÎÛ ÔË ÏÓÌ‡ÒÚ˚Â Ç‡ÎÎÓÏ·ÓÒ‡, „‰Â ËÁÛ˜‡Î
ÚÓ„‰‡¯ÌËÂ «ÒÂÏ¸ ËÒÍÛÒÒÚ‚», ‚ ˜‡ÒÚÌÓÒÚË „‡ÏÏ‡ÚËÍÛ, ËÚÓËÍÛ,
‰Ë‡ÎÂÍÚËÍÛ, ‡ËÙÏÂÚËÍÛ, ÁÌ‡ÍÓÏËÎÒfl Ò ‡·ÓÚ‡ÏË Î‡ÚËÌÒÍËı Ë
„Â˜ÂÒÍËı ÔËÒ‡ÚÂÎÂÈ. Ç 1581 „. É‡ÎËÎÂÓ ÔÓ Ì‡ÒÚÓflÌË˛ ÓÚˆ‡ ÔÓ-
ÒÚÛÔËÎ ‚ èËÁ‡ÌÒÍËÈ ÛÌË‚ÂÒËÚÂÚ, „‰Â ‰ÓÎÊÂÌ ·˚Î ËÁÛ˜‡Ú¸ ÏÂ‰Ë-
ˆËÌÛ. é‰Ì‡ÍÓ ÎÂÍˆËË ‚ ÛÌË‚ÂÒËÚÂÚÂ ÓÌ ÔÓÒÂ˘‡Î ÌÂÂ„ÛÎflÌÓ,
ÔÂ‰ÔÓ˜ËÚ‡fl ËÏ Ò‡ÏÓÒÚÓflÚÂÎ¸Ì˚Â Á‡ÌflÚËfl „ÂÓÏÂÚËÂÈ Ë Ô‡ÍÚË-
˜ÂÒÍÓÈ ÏÂı‡ÌËÍÓÈ. Ç ˝ÚÓ ‚ÂÏfl ÓÌ ‚ÔÂ‚˚Â ÔÓÁÌ‡ÍÓÏËÎÒfl Ò ÙË-
ÁËÍÓÈ ÄËÒÚÓÚÂÎfl, ‡·ÓÚ‡ÏË ‰Â‚ÌËı Ï‡ÚÂÏ‡ÚËÍÓ‚ – Ö‚ÍÎË‰‡ Ë
ÄıËÏÂ‰‡. èÓÒÎÂ‰ÌËÈ ÒÚ‡Î Â„Ó Ì‡ÒÚÓfl˘ËÏ Û˜ËÚÂÎÂÏ.

Ç èËÁÂ É‡ÎËÎÂÈ ÔÓ·˚Î ˜ÂÚ˚Â „Ó‰‡, ‡ Á‡ÚÂÏ, Û‚ÎÂÍ¯ËÒ¸ „ÂÓ-
ÏÂÚËÂÈ Ë ÏÂı‡ÌËÍÓÈ, ÓÒÚ‡‚ËÎ ÛÌË‚ÂÒËÚÂÚ Ë ‚ÂÌÛÎÒfl ‚Ó îÎÓ-
ÂÌˆË˛. êÂÁÛÎ¸Ú‡ÚÓÏ ˝ÚÓ„Ó ÔÂËÓ‰‡ ÊËÁÌË É‡ÎËÎÂfl ·˚ÎÓ ÌÂ-
·ÓÎ¸¯ÓÂ ÒÓ˜ËÌÂÌËÂ «å‡ÎÂÌ¸ÍËÂ „Ë‰ÓÒÚ‡ÚË˜ÂÒÍËÂ ‚ÂÒ˚» (1586),
‚ ÍÓÚÓÓÏ ÓÔËÒ‡Ì˚ ÔÓÒÚÓÂÌÌ˚Â ËÏ ‚ÂÒ˚ ‰Îfl ·˚ÒÚÓ„Ó ÓÔÂ‰Â-
ÎÂÌËfl ÒÓÒÚ‡‚‡ ÏÂÚ‡ÎÎË˜ÂÒÍËı ÒÔÎ‡‚Ó‚ Ë „ÂÓÏÂÚË˜ÂÒÍÓÂ ËÒÒÎÂ‰Ó-

èÓÒÎÂ‰ÌËÂ ‰‚‡ ‰ÂÒflÚËÎÂÚËfl ÊËÁÌË äÂÔÎÂ‡ ·˚ÎË ‰Îfl ÌÂ„Ó
ÓÒÓ·ÂÌÌÓ ÚÂ‚ÓÊÌ˚ÏË. Ö˘Â ‚ 1611 „. ·ÓÎÂÁÌË ÛÌÂÒÎË ‚ ÏÓ„ËÎÛ
ÚÓËı Â„Ó ‰ÂÚÂÈ Ë ÊÂÌÛ. èÓÒÎÂ ÓÚ˙ÂÁ‰‡ ËÁ è‡„Ë ‚ 1612 „. ÊËÁÌ¸
äÂÔÎÂ‡ ÔÓıÓ‰ËÎ‡ ‚ ÌÂÔÂ˚‚Ì˚ı ‡Á˙ÂÁ‰‡ı, ·ÓÎ¸¯ÂÈ ˜‡ÒÚ¸˛
‚ÒÎÂ‰ÒÚ‚ËÂ ÔÓÎËÚË˜ÂÒÍËı ÒÏÛÚ íË‰ˆ‡ÚËÎÂÚÌÂÈ ‚ÓÈÌ˚ Ë ÂÎË„Ë-
ÓÁÌ˚ı ÔÂÒÎÂ‰Ó‚‡ÌËÈ Í‡Í ÒÓ ÒÚÓÓÌ˚ Í‡ÚÓÎË˜ÂÒÍËı Ô‡‚ËÚÂÎÂÈ,
Ú‡Í Ë Â‰ËÌÓ‚ÂˆÂ‚-Î˛ÚÂ‡Ì. ãËÌˆ, ìÎ¸Ï, ë‡„‡Ì – ÌÂÔÓÎÌ˚È ÒÔË-
ÒÓÍ „ÓÓ‰Ó‚, ‚ ÍÓÚÓ˚ı ÓÌ ÚÛ‰ËÎÒfl. ëÂÏË‰ÂÒflÚËÎÂÚÌ˛˛ Ï‡Ú¸
äÂÔÎÂ‡ ‚ 1615 „. Ó·‚ËÌËÎË ‚ ÍÓÎ‰Ó‚ÒÚ‚Â, Ò‚flÁË Ò ‰¸fl‚ÓÎÓÏ, ·Ó„Ó-
ıÛÎ¸ÒÚ‚Â Ë Ú. Ô. Ë Á‡ÍÎ˛˜ËÎË ‚ Ú˛¸ÏÛ, Ë äÂÔÎÂÛ Ò ·ÓÎ¸¯ËÏ ÚÛ-
‰ÓÏ ÔÓÒÎÂ ¯ÂÒÚËÎÂÚÌÂ„Ó ÔÓˆÂÒÒ‡ (Ì‡ ÒÛ‰Â ÓÌ Ò‡Ï ‚˚ÒÚÛÔËÎ Á‡-
˘ËÚÌËÍÓÏ) Û‰‡ÎÓÒ¸ ÒÔ‡ÒÚË ÂÂ ÓÚ ÍÓÒÚ‡. ìÏÂ äÂÔÎÂ ‚ „ÓÓ‰Â
êÂ„ÂÌÒ·Û„Â Ì‡ ÔÓÒÚÓflÎÓÏ ‰‚ÓÂ 15 ÌÓfl·fl 1630 „., ÍÓ„‰‡ Ú˘ÂÚÌÓ
Ô˚Ú‡ÎÒfl ÔÓÎÛ˜ËÚ¸ ıÓÚ¸ ˜‡ÒÚ¸ Ê‡ÎÓ‚‡Ì¸fl, ÍÓÚÓÓÂ Á‡ ÏÌÓ„Ó ÎÂÚ
Á‡‰ÓÎÊ‡Î‡ ÂÏÛ ËÏÔÂ‡ÚÓÒÍ‡fl Í‡ÁÌ‡. Ç Ì‡ÒÎÂ‰ÒÚ‚Ó ÒÂÏÂÈÒÚ‚Û ÓÒ-
Ú‡ÎÓÒ¸ Ó‰ËÌ ËÁÌÓ¯ÂÌÌ˚È Í‡ÏÁÓÎ, ÌÂÒÍÓÎ¸ÍÓ Á‡‚‡Îfl‚¯ËıÒfl ‚ Í‡-
Ï‡Ì‡ı ÏÂ‰flÍÓ‚, ‰‚Â Û·‡¯ÍË, 57 ‚˚˜ËÒÎËÚÂÎ¸Ì˚ı Ú‡·ÎËˆ, 27 ÔÂ-
˜‡ÚÌ˚ı (˜‡ÒÚ¸˛ ÏÌÓ„ÓÚÓÏÌ˚ı) ÚÛ‰Ó‚, Ó„ÓÏÌ˚È ‚ÓÓı ÛÍÓÔË-
ÒÂÈ (ÓÌË ·˚ÎË ËÁ‰‡Ì˚ ÒÔÛÒÚfl ÔÓ˜ÚË 200 ÎÂÚ ‚ 22 ÚÓÏ‡ı) Ë 29 Ú˚-
Òfl˜ ÙÎÓËÌÓ‚ ÌÂ‚˚ÔÎ‡˜ÂÌÌÓ„Ó Ê‡ÎÓ‚‡Ì¸fl. ùÔËÚ‡ÙËfl Ì‡ Â„Ó ÏÓ-
„ËÎÂ, Ì‡ÔËÒ‡ÌÌ‡fl ËÏ Ò‡ÏËÏ, ‚ ÔÂÂ‚Ó‰Â „Î‡ÒËÚ: «èÂÊ‰Â fl ËÁÏÂ-
flÎ ÌÂ·ÂÒ‡, ÚÂÔÂ¸ ÏÂfl˛ ÔÓ‰ÁÂÏÌ˚È Ï‡Í; ÛÏ ÏÓÈ ·˚Î ‰‡ÓÏ
ÌÂ·‡ – ‡ ÚÂÎÓ, ÔÂÓ·‡ÁË‚¯ËÒ¸ ‚ ÚÂÌ¸, ÔÓÍÓËÚÒfl». ÄÎ¸·ÂÚ ùÈÌ-
¯ÚÂÈÌ Ì‡Á˚‚‡Î äÂÔÎÂ‡ «ÌÂÒ‡‚ÌÂÌÌ˚Ï ˜ÂÎÓ‚ÂÍÓÏ» Ë ÔËÒ‡Î Ó
Â„Ó ÒÛ‰¸·Â: «éÌ ÊËÎ ‚ ˝ÔÓıÛ, ÍÓ„‰‡ Â˘Â ÌÂ ·˚ÎÓ Û‚ÂÂÌÌÓÒÚË ‚
ÒÛ˘ÂÒÚ‚Ó‚‡ÌËË ÌÂÍÓÚÓÓÈ Ó·˘ÂÈ Á‡ÍÓÌÓÏÂÌÓÒÚË ‰Îfl ‚ÒÂı fl‚ÎÂ-
ÌËÈ ÔËÓ‰˚. ä‡ÍÓÈ „ÎÛ·ÓÍÓÈ ·˚Î‡ Û ÌÂ„Ó ‚Â‡ ‚ Ú‡ÍÛ˛ Á‡ÍÓÌÓ-
ÏÂÌÓÒÚ¸, ÂÒÎË, ‡·ÓÚ‡fl ‚ Ó‰ËÌÓ˜ÂÒÚ‚Â, ÌËÍÂÏ ÌÂ ÔÓ‰‰ÂÊË‚‡Â-
Ï˚È Ë ÌÂ ÔÓÌflÚ˚È, ÓÌ Ì‡ ÔÓÚflÊÂÌËË ÏÌÓ„Ëı ‰ÂÒflÚÍÓ‚ ÎÂÚ ˜Â-
Ô‡Î ‚ ÌÂÈ ÒËÎ˚ ‰Îfl ÚÛ‰ÌÓ„Ó Ë ÍÓÔÓÚÎË‚Ó„Ó ˝ÏÔËË˜ÂÒÍÓ„Ó ËÒ-
ÒÎÂ‰Ó‚‡ÌËfl ‰‚ËÊÂÌËfl ÔÎ‡ÌÂÚ Ë Ï‡ÚÂÏ‡ÚË˜ÂÒÍËı Á‡ÍÓÌÓ‚ ˝ÚÓ„Ó
‰‚ËÊÂÌËfl! ëÂ„Ó‰Ìfl, ÍÓ„‰‡ ˝ÚÓÚ Ì‡Û˜Ì˚È ‡ÍÚ ÛÊÂ ÒÓ‚Â¯ËÎÒfl, ÌË-
ÍÚÓ ÌÂ ÏÓÊÂÚ ÓˆÂÌËÚ¸ ÔÓÎÌÓÒÚ¸˛, ÒÍÓÎ¸ÍÓ ËÁÓ·ÂÚ‡ÚÂÎ¸ÌÓÒÚË,
ÒÍÓÎ¸ÍÓ ÚflÊÂÎÓ„Ó ÚÛ‰‡ Ë ÚÂÔÂÌËfl ÔÓÌ‡‰Ó·ËÎÓÒ¸, ˜ÚÓ·˚ ÓÚ-
Í˚Ú¸ ˝ÚË Á‡ÍÓÌ˚ Ë ÒÚÓÎ¸ ÚÓ˜ÌÓ Ëı ‚˚‡ÁËÚ¸» [101. ë. 121]. ä‡Í
ÚÓ˜ÌÓ ‚˚‡ÁËÎÒfl ËÒÚÓÎÍÓ‚‡ÚÂÎ¸ Ë ÔÂÂ‚Ó‰˜ËÍ Ì‡ ÛÒÒÍËÈ flÁ˚Í
‡·ÓÚ äÂÔÎÂ‡, Ï‡ÚÂÏ‡ÚËÍ Ë ÍÛÎ¸ÚÛÓÎÓ„ û.Ä. Ñ‡ÌËÎÓ‚: «èÓ
Ï‡Ò¯Ú‡·Û Ò‚ÓËı Ò‚Â¯ÂÌËÈ, ÓÒÚÓÈ Ì‡·Î˛‰‡ÚÂÎ¸ÌÓÒÚË Ë ÓÚÚÓ-
˜ÂÌÌÓÈ ËÌÚÛËˆËË, ÔÓ ˆÂÎ¸ÌÓÒÚË ı‡‡ÍÚÂ‡, ·Î‡„ÓÓ‰ÒÚ‚Û ÔÓÏ˚Ò-
ÎÓ‚, “Ô˜ÂÎËÌÓÏÛ ÚÛ‰ÓÎ˛·Ë˛” (Ä. ùÈÌ¯ÚÂÈÌ) Ë „ÂÌË‡Î¸ÌÓÒÚË
ÓÁ‡ÂÌËÈ, Ì‡ÍÓÌÂˆ, ÔÓ ‡ÁÌÓÓ·‡ÁË˛ Ë ‚‡ÊÌÓÒÚË ÔÓÎÛ˜ÂÌÌ˚ı Â-

54 ÉÎ‡‚‡ 1. ç¸˛ÚÓÌÓ‚‡ ÏÂı‡ÌËÍ‡ 1.4. éÚ à. äÂÔÎÂ‡ Ë É. É‡ÎËÎÂfl… 55

É‡ÎËÎÂÓ É‡ÎËÎÂÈ (ËÚ‡Î. Galileo Galilei;
15 ÙÂ‚‡Îfl 1564 – 8 flÌ‚‡fl 1642) – ‚ÂÎË-
ÍËÈ ËÚ‡Î¸flÌÒÍËÈ Ï˚ÒÎËÚÂÎ¸ ˝ÔÓıË ÇÓÁ-
ÓÊ‰ÂÌËfl, ÓÒÌÓ‚ÓÔÓÎÓÊÌËÍ ÍÎ‡ÒÒË˜ÂÒ-
ÍÓÈ ÏÂı‡ÌËÍË, ‡ÒÚÓÌÓÏ, Ï‡ÚÂÏ‡ÚËÍ, ÙË-
ÁËÍ, Ó‰ËÌ ËÁ ÓÒÌÓ‚‡ÚÂÎÂÈ ÒÓ‚ÂÏÂÌÌÓ„Ó
˝ÍÒÔÂËÏÂÌÚ‡Î¸ÌÓ-ÚÂÓÂÚË˜ÂÒÍÓ„Ó ÂÒÚÂ-

ÒÚ‚ÓÁÌ‡ÌËfl



ˆËÔ‡Ï ÄËÒÚÓÚÂÎfl. á‰ÂÒ¸ ÔÓfl‚ËÎ‡Ò¸ ÒËÎ‡ Â„Ó Ú‚Ó˜ÂÒÚ‚‡. èÓÁ‰-
ÌÂÂ Â„Ó ËÒÒÎÂ‰Ó‚‡ÌËfl ·ÓÎ¸¯Â ÒÓÒÂ‰ÓÚ‡˜Ë‚‡ÎËÒ¸ Ì‡ ‡ÒÚÓÌÓÏË-
˜ÂÒÍËı Ì‡·Î˛‰ÂÌËflı, ‡ ‚ ÔÓÒÎÂ‰ÌËÂ „Ó‰˚ ÊËÁÌË Ì‡ ÔÓÎÌÓÏ ËÁÎÓ-
ÊÂÌËË ÔÓÎÛ˜ÂÌÌ˚ı ‡ÌÂÂ ÂÁÛÎ¸Ú‡Ú‡ı. Ç Ú‡ÍÚ‡ÚÂ «é ÏÂı‡ÌË˜Â-
ÒÍÓÈ Ì‡ÛÍÂ Ë Ó ÔÓÎ¸ÁÂ, ÍÓÚÓÛ˛ ÏÓÊÌÓ ËÁ‚ÎÂ˜¸ ËÁ ÏÂı‡ÌË˜ÂÒÍËı
ËÌÒÚÛÏÂÌÚÓ‚», ıÓ‰Ë‚¯ÂÏ ‚ ÛÍÓÔËÒË Ë ÓÔÛ·ÎËÍÓ‚‡ÌÌÓÏ ‚ÔÂ-
‚˚Â ‚ 1634 „., ËÁÎ‡„‡ÂÚÒfl ÚÂÓËfl ÔÓÒÚ˚ı ÏÂı‡ÌËÁÏÓ‚ Ë ‚‚Ó‰ËÚÒfl
ÙÛÌ‰‡ÏÂÌÚ‡Î¸ÌÓÂ ÔÓÌflÚËÂ ÏÓÏÂÌÚ‡ ÒËÎ˚ (ËÚ‡Î. Momento). ÑÎfl
ÌÂ„Ó ı‡‡ÍÚÂÌ˚ ÒÓÂ‰ËÌÂÌËÂ ‰ËÌ‡ÏËÍË ÒÓ ÒÚ‡ÚËÍÓÈ Ë ˜ÂÚÍ‡fl
ÙÓÏÛÎËÓ‚Í‡ ÔÎÓ‰ÓÚ‚ÓÌÓ„Ó ÔËÌˆËÔ‡ ‚ËÚÛ‡Î¸ÌÓÈ ‡·ÓÚ˚.
ùÚÓÚ ÚÛ‰ Ë Á‡ÔËÒÍË ÔÓ ‡ÒÚÓÌÓÏËË, ‡ÒÔÓÒÚ‡ÌË‚¯ËÒ¸ ÒÂ‰Ë
ÒÚÛ‰ÂÌÚÓ‚, ÒÓÁ‰‡ÎË ‡‚ÚÓÛ ÒÎ‡‚Û ÌÂ ÚÓÎ¸ÍÓ ‚ àÚ‡ÎËË, ÌÓ Ë ‰Û„Ëı
ÒÚ‡Ì‡ı Ö‚ÓÔ˚.

ä Ô‡‰Û‡ÌÒÍÓÏÛ ÔÂËÓ‰Û ÓÚÌÓÒflÚÒfl Â„Ó ÛÍÓÔËÒË Ó· ËÁÓıÓ-
ÌËÁÏÂ ÍÓÎÂ·‡ÌËÈ Ï‡flÚÌËÍ‡ Ë ÓÚÍ˚ÚËÂ Á‡ÍÓÌÓ‚ ‰‚ËÊÂÌËfl, ÍÓÚÓ-
˚Â ·˚ÎË ÓÔÛ·ÎËÍÓ‚‡Ì˚ ‚ ÍÌË„‡ı «ÑË‡ÎÓ„ Ó ‰‚Ûı „Î‡‚ÌÂÈ¯Ëı ÒË-
ÒÚÂÏ‡ı ÏË‡ – ÔÚÓÎÂÏÂÂ‚ÓÈ Ë ÍÓÔÂÌËÍÓ‚ÓÈ» (1632) Ë «ÅÂÒÂ‰˚ Ë
Ï‡ÚÂÏ‡ÚË˜ÂÒÍËÂ ‰ÓÍ‡Á‡ÚÂÎ¸ÒÚ‚‡, Í‡Ò‡˛˘ËÂÒfl ‰‚Ûı ÌÓ‚˚ı ÓÚ‡Ò-
ÎÂÈ Ì‡ÛÍË, ÓÚÌÓÒfl˘ËıÒfl Í ÏÂı‡ÌËÍÂ Ë ÏÂÒÚÌÓÏÛ ‰‚ËÊÂÌË˛»
(1638). Ç ÌËı É‡ÎËÎÂÈ Á‡ÍÎ‡‰˚‚‡ÂÚ ‰‚‡ Í‡ÂÛ„ÓÎ¸Ì˚ı Í‡ÏÌfl ÒÓ-
‚ÂÏÂÌÌÓÈ ‰ËÌ‡ÏËÍË: ÔËÌˆËÔ ËÌÂˆËË Ë ÍÎ‡ÒÒË˜ÂÒÍËÈ ÔËÌˆËÔ
ÓÚÌÓÒËÚÂÎ¸ÌÓÒÚË, ÒÚ‡‚¯ËÈ ÓÒÌÓ‚ÓÈ ÒÓ‚ÂÏÂÌÌÓÈ ÚÂÓËË ÓÚÌÓÒË-
ÚÂÎ¸ÌÓÒÚË. êÂ¯ËÚÂÎ¸ÌÓ ÓÚÍ‡Á‡‚¯ËÒ¸ ÓÚ ÔÂ‰ÒÚ‡‚ÎÂÌËÈ ÄËÒÚÓ-
ÚÂÎfl Ó ‰‚ËÊÂÌËË, É‡ÎËÎÂÈ ÔË¯ÂÎ Í ‚˚‚Ó‰Û, ˜ÚÓ ‰‚ËÊÂÌËÂ (ËÏÂ-
˛ÚÒfl ‚ ‚Ë‰Û ÚÓÎ¸ÍÓ ÏÂı‡ÌË˜ÂÒÍËÂ ÔÓˆÂÒÒ˚) ÓÚÌÓÒËÚÂÎ¸ÌÓ, Ú. Â.
ÌÂÎ¸Áfl „Ó‚ÓËÚ¸ Ó ‰‚ËÊÂÌËË, ÌÂ ÛÚÓ˜ÌË‚, ÔÓ ÓÚÌÓ¯ÂÌË˛ Í Í‡ÍÓ-
ÏÛ «ÚÂÎÛ ÓÚÒ˜ÂÚ‡» ÓÌÓ ÔÓËÒıÓ‰ËÚ; Á‡ÍÓÌ˚ ‰‚ËÊÂÌËfl ·ÂÁÓÚÌÓÒË-
ÚÂÎ¸Ì˚, ÔÓ˝ÚÓÏÛ, Ì‡ıÓ‰flÒ¸ ‚ Á‡Í˚ÚÓÈ Í‡·ËÌÂ (ÓÌ Ó·‡ÁÌÓ ÔËÒ‡Î
«‚ Á‡Í˚ÚÓÏ ÔÓÏÂ˘ÂÌËË ÔÓ‰ Ô‡ÎÛ·ÓÈ ÍÓ‡·Îfl»), ÌÂÎ¸Áfl ÌËÍ‡ÍË-
ÏË ÓÔ˚Ú‡ÏË ÛÒÚ‡ÌÓ‚ËÚ¸, ÔÓÍÓËÚÒfl ÎË ˝Ú‡ Í‡·ËÌ‡ ËÎË ‰‚ËÊÂÚÒfl
‡‚ÌÓÏÂÌÓ Ë ÔflÏÓÎËÌÂÈÌÓ («·ÂÁ ÚÓÎ˜ÍÓ‚», ÔÓ ‚˚‡ÊÂÌË˛ É‡-
ÎËÎÂfl). éÚÌÓÒËÚÂÎ¸ÌÓÒÚ¸ ‰‚ËÊÂÌËfl ÓÁÌ‡˜‡ÂÚ, ˜ÚÓ Â„Ó ÌÂÎ¸Áfl ÓÚ-
ÌÓÒËÚ¸ Í ÚÂÎÛ Ò‡ÏÓÏÛ ÔÓ ÒÂ·Â. «ùÚÓ ÍÓÌÂˆ ÍÓÌˆÂÔˆËË ÄËÒÚÓÚÂ-
Îfl Ë ÒÂ‰ÌÂ‚ÂÍÓ‚ÓÈ ÚÂÓËË impetus ‡ (ÚÓÎ˜Í‡), ÓÒÌÓ‚‡ÌÌ˚ı Ì‡
‰‚Ë„‡ÚÂÎÂ, ÒÓÁ‰‡˛˘ÂÏ Ë ÒÓı‡Ìfl˛˘ÂÏ ‰‚ËÊÂÌËÂ. èÓÍÓÈ Ë ‰‚Ë-
ÊÂÌËÂ – ÔÓÒÚÓflÌÌ˚Â ÒÓÒÚÓflÌËfl ÚÂÎ. ëÓÒÚÓflÌËÂ ÔÓÍÓfl ÚÂÎ‡ Ú‡ÍÊÂ
ÌÛÊ‰‡ÂÚÒfl ‚ Ó·˙flÒÌÂÌËË. èË ÓÚÒÛÚÒÚ‚ËË ‚ÌÂ¯ÌÂ„Ó ÒÓÔÓÚË‚ÎÂ-
ÌËfl, ˜ÚÓ·˚ ÓÒÚ‡ÌÓ‚ËÚ¸ ÚÂÎÓ, Ì‡ıÓ‰fl˘ÂÂÒfl ‚ ‰‚ËÊÂÌËË, ÌÂÓ·ıÓ‰Ë-
Ï‡ ÒËÎ‡. ëËÎ‡ ÔÓËÁ‚Ó‰ËÚ ÌÂ ‰‚ËÊÂÌËÂ, ‡ ÛÒÍÓÂÌËÂ. É‡ÎËÎÂÂÏ
·˚Î‡ ÓÚÍ˚Ú‡ ‰ÓÓ„‡, ÍÓÚÓ‡fl ÔË‚Â‰ÂÚ Í ÔËÌˆËÔÛ ËÌÂˆËË» [9.
ë. 226]. Ç ÒÓ‚ÂÏÂÌÌÓÈ ÚÂÏËÌÓÎÓ„ËË, É‡ÎËÎÂÈ ÔÓ‚ÓÁ„Î‡ÒËÎ Ó‰-

‚‡ÌËÂ Ó ˆÂÌÚ‡ı ÚflÊÂÒÚË ÚÂÎÂÒÌ˚ı ÙË„Û. ùÚË ‡·ÓÚ˚ ÔËÌÂÒÎË
É‡ÎËÎÂ˛ ÔÂ‚Û˛ ËÁ‚ÂÒÚÌÓÒÚ¸ ÒÂ‰Ë ËÚ‡Î¸flÌÒÍËı Ï‡ÚÂÏ‡ÚËÍÓ‚.
éÌ ËÁ„ÓÚÓ‚ËÎ ÌÂÒÍÓÎ¸ÍÓ ÛÍÓÔËÒÌ˚ı ÍÓÔËÈ ‡·ÓÚ˚ Ë ÔÓÔ˚Ú‡ÎÒfl
Ëı ‡ÒÔÓÒÚ‡ÌËÚ¸. í‡Í ÓÌ ÔÓÁÌ‡ÍÓÏËÎÒfl Ò ËÁ‚ÂÒÚÌ˚Ï Ï‡ÚÂÏ‡ÚË-
ÍÓÏ ÚÓ„Ó ‚ÂÏÂÌË – Ï‡ÍËÁÓÏ É‚Ë‰Ó ì·‡Î¸‰Ó ‰ÂÎ¸ åÓÌÚÂ, ‡‚ÚÓ-
ÓÏ Û˜Â·ÌËÍ‡ ÔÓ ÏÂı‡ÌËÍÂ, ËÁ‚ÂÒÚÌ˚Ï ÁÌ‡ÚÓÍÓÏ ‡ıËÏÂ‰Ó‚ÓÈ
„ÂÓÏÂÚËË, ÍÓÚÓ˚È Á‡ÌËÏ‡Î ‚˚ÒÓÍËÈ ÔÓÒÚ „ÂÌÂ‡Î‡-ËÌÒÔÂÍÚÓ‡
‚ÒÂı ÍÂÔÓÒÚÂÈ Ë ÛÍÂÔÎÂÌËÈ ‚ „ÂˆÓ„ÒÚ‚Â íÓÒÍ‡ÌÒÍÓÏ. å‡ÍËÁ ‚
ÓÚÎË˜ËÂ ÓÚ ÔËÁ‡ÌÒÍËı ÔÓÙÂÒÒÓÓ‚ ÒÛÏÂÎ Â„Ó Ô‡‚ËÎ¸ÌÓ ÓˆÂ-
ÌËÚ¸. ìÊÂ ÚÓ„‰‡ ‰ÂÎ¸ åÓÌÚÂ „Ó‚ÓËÎ, ˜ÚÓ ÒÓ ‚ÂÏÂÌË ÄıËÏÂ‰‡
ÏË ÌÂ ‚Ë‰ÂÎ Ú‡ÍÓ„Ó „ÂÌËfl, Í‡Í É‡ÎËÎÂÈ. ÇÓÒıË˘ÂÌÌ˚È ÌÂÓ·˚Í-
ÌÓ‚ÂÌÌ˚Ï Ú‡Î‡ÌÚÓÏ ˛ÌÓ¯Ë, Ï‡ÍËÁ ÒÚ‡Î Â„Ó ‰Û„ÓÏ Ë ÔÓÍÓ‚Ë-
ÚÂÎÂÏ. èÓ Â„Ó ÂÍÓÏÂÌ‰‡ˆËË É‡ÎËÎÂÈ ‚ 1589 „. ÔÓÎÛ˜ËÎ ÏÂÒÚÓ
ÔÓÙÂÒÒÓ‡ Ï‡ÚÂÏ‡ÚËÍË ‚ èËÁ‡ÌÒÍÓÏ ÛÌË‚ÂÒËÚÂÚÂ, ‡ ‚ 1592 Á‡-
ÌflÎ Í‡ÙÂ‰Û Ï‡ÚÂÏ‡ÚËÍË è‡‰Û‡ÌÒÍÓ„Ó ÛÌË‚ÂÒËÚÂÚ‡ ‚ ÇÂÌÂˆË‡Ì-
ÒÍÓÈ ÂÒÔÛ·ÎËÍÂ. èÓÙÂÒÒÓ‡Ï ËÚÓËÍË ‚ è‡‰ÛÂ, ÍÛ‰‡ ÓÌ ÔÂÂ-
Âı‡Î, ÔÎ‡ÚËÎË ‰Ó 1700 ÙÎÓËÌÓ‚. É‡ÎËÎÂÈ ÒÓ„Î‡ÒËÎÒfl Ò ÓÍÎ‡‰ÓÏ
‚ÒÂ„Ó ‚ 180 ÙÎÓËÌÓ‚ Ì‡ ‰ÓÎÊÌÓÒÚ¸ ÔÓÙÂÒÒÓ‡ Ï‡ÚÂÏ‡ÚËÍË Ò
ÔÂÔÓ‰‡‚‡ÌËÂÏ „ÂÓÏÂÚËË, ÏÂı‡ÌËÍË, ‡ÒÚÓÌÓÏËË. äÛÒ ‡ÒÚÓÌÓ-
ÏËË ÓÌ ˜ËÚ‡Î, ÓÒÚ‡‚‡flÒ¸ ‚ ‡ÏÍ‡ı ÓÙËˆË‡Î¸ÌÓ ÔËÌflÚ˚ı ‚ÓÁÁÂ-
ÌËÈ ÄËÒÚÓÚÂÎfl–èÚÓÎÂÏÂfl, Ë ‰‡ÊÂ Ì‡ÔËÒ‡Î Í‡ÚÍËÈ ÍÛÒ „ÂÓ-
ˆÂÌÚË˜ÂÒÍÓÈ ‡ÒÚÓÌÓÏËË. é‰Ì‡ÍÓ Â„Ó ‰ÂÈÒÚ‚ËÚÂÎ¸Ì˚Â ‚Á„Îfl‰˚
Ì‡ ÒËÒÚÂÏÛ ÏËÓÁ‰‡ÌËfl ·˚ÎË ÒÓ‚Â¯ÂÌÌÓ ËÌ˚ÏË. Ç 1597 „. ÓÌ ÔË-
Ò‡Î: «ä ÏÌÂÌË˛ äÓÔÂÌËÍ‡ fl ÔË¯ÂÎ ÏÌÓ„Ó ÎÂÚ Ì‡Á‡‰ Ë ËÒıÓ‰fl ËÁ
ÌÂ„Ó Ì‡¯ÂÎ ÔË˜ËÌ˚ ÏÌÓ„Ëı fl‚ÎÂÌËÈ ÔËÓ‰˚, ‰‡ÎÂÍÓ ÌÂ Ó·˙flÒ-
ÌËÏ˚ı Ò ÔÓÏÓ˘¸˛ Ó·˚˜Ì˚ı „ËÔÓÚÂÁ. ç‡ÔËÒ‡Î ÏÌÓ„ËÂ ÒÓÓ·‡ÊÂ-
ÌËfl Ë ÓÔÓ‚ÂÊÂÌËfl ÔÓÚË‚Ì˚ı ‡„ÛÏÂÌÚÓ‚, ÍÓÚÓ˚Â, ‚ÔÓ˜ÂÏ,
ÓÔÛ·ÎËÍÓ‚‡Ú¸ ÌÂ Â¯ËÎÒfl, ÛÒÚ‡¯ÂÌÌ˚È ÒÛ‰¸·ÓÈ Û˜ËÚÂÎfl Ì‡¯Â-
„Ó äÓÔÂÌËÍ‡. ì ÌÂÏÌÓ„Ëı ÒÚflÊ‡Î ÓÌ ·ÂÒÒÏÂÚÌÛ˛ ÒÎ‡‚Û Ë ·ÂÒ-
˜ËÒÎÂÌÌ˚Ï ÏÌÓÊÂÒÚ‚ÓÏ – Ë·Ó Ú‡ÍÓ‚Ó ˜ËÒÎÓ „ÎÛÔˆÓ‚ – ÓÒÏÂflÌ Ë
ÓÒ‚ËÒÚ‡Ì» [74. ë. 109].

è‡‰Û‡ÌÒÍËÈ ÔÂËÓ‰ ÊËÁÌË É‡ÎËÎÂfl (1592–1610) – ‚ÂÏfl Ì‡Ë-
‚˚Ò¯Â„Ó ‡Òˆ‚ÂÚ‡ Â„Ó ‰ÂflÚÂÎ¸ÌÓÒÚË, „‰Â ÔÓfl‚ÎflÂÚÒfl ÌÂÁ‡‚ËÒË-
ÏÓÒÚ¸ Â„Ó Ï˚¯ÎÂÌËfl. ÇÒÍÓÂ ÓÌ ÒÚ‡Î Ò‡Ï˚Ï ÁÌ‡ÏÂÌËÚ˚Ï ÔÓ-
ÙÂÒÒÓÓÏ ‚ è‡‰ÛÂ. Ö„Ó ÎÂÍˆËË ÔËÓ·ÂÎË „ÓÏÍÛ˛ ËÁ‚ÂÒÚÌÓÒÚ¸,
Ì‡ ÌËı ÔËıÓ‰ËÎÓ ‰Ó ‰‚Ûı Ú˚Òfl˜ ÒÎÛ¯‡ÚÂÎÂÈ. ÇÂÌÂˆË‡ÌÒÍÓÂ Ô‡-
‚ËÚÂÎ¸ÒÚ‚Ó ÌÂÔÂÒÚ‡ÌÌÓ ÔÓÛ˜‡ÎÓ É‡ÎËÎÂ˛ ‡Á‡·ÓÚÍÛ ‡ÁÌÓ„Ó
Ó‰‡ ÚÂıÌË˜ÂÒÍËı ÛÒÚÓÈÒÚ‚, Ò ÌËÏ ‡ÍÚË‚ÌÓ ÔÂÂÔËÒ˚‚‡ÎËÒ¸ ÏÓ-
ÎÓ‰ÓÈ äÂÔÎÂ Ë ‰Û„ËÂ Ì‡Û˜Ì˚Â ‡‚ÚÓËÚÂÚ˚ ÚÓ„Ó ‚ÂÏÂÌË.

Ç ÔÂ‚˚Â „Ó‰˚ ÔÓÙÂÒÒÓÒÚ‚‡ É‡ÎËÎÂÈ Á‡ÌËÏ‡ÎÒfl „Î‡‚Ì˚Ï
Ó·‡ÁÓÏ ‡Á‡·ÓÚÍÓÈ ÌÓ‚ÓÈ ÏÂı‡ÌËÍË, ÔÓÒÚÓÂÌÌÓÈ ÌÂ ÔÓ ÔËÌ-
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Ï‡ÚËÍË». É‡ÎËÎÂÈ ËÁÓ·ÂÎ ÌÓ‚˚Â ÒÔÓÒÓ· ‡Ì‡ÎËÁ‡ fl‚ÎÂÌËfl Ë ÓÒÌÓ-
‚‡ÌËÂ ‰Îfl ÓÔ˚ÚÌÓÈ ÔÓ‚ÂÍË ÚÂÓËÈ. «…éÌ ‚˚‰‚ËÌÛÎ ‡„ÛÏÂÌÚ,
„Î‡ÒË‚¯ËÈ, ˜ÚÓ ‰Îfl ‚˚ÌÂÒÂÌËfl ˜ÂÚÍËı ÒÛÊ‰ÂÌËÈ ÓÚÌÓÒËÚÂÎ¸ÌÓ
ÔËÓ‰˚ Û˜ÂÌ˚Ï Ì‡‰ÎÂÊËÚ Û˜ËÚ˚‚‡Ú¸ ÚÓÎ¸ÍÓ “Ó·˙ÂÍÚË‚Ì˚Â” –
ÔÓ‰‰‡˛˘ËÂÒfl ÚÓ˜ÌÓÏÛ ËÁÏÂÂÌË˛ – Ò‚ÓÈÒÚ‚‡ (‡ÁÏÂ, ÙÓÏ‡,
ÍÓÎË˜ÂÒÚ‚Ó, ‚ÂÒ, ‰‚ËÊÂÌËÂ), ÚÓ„‰‡ Í‡Í Ò‚ÓÈÒÚ‚‡, ÔÓÒÚÓ ‰ÓÒÚÛÔ-
Ì˚Â ‚ÓÒÔËflÚË˛ (ˆ‚ÂÚ, Á‚ÛÍ, ‚ÍÛÒ, ÓÒflÁ‡ÌËÂ, Á‡Ô‡ı), ÒÎÂ‰ÛÂÚ ÓÒ-
Ú‡‚ÎflÚ¸ ·ÂÁ ‚ÌËÏ‡ÌËfl Í‡Í ÒÛ·˙ÂÍÚË‚Ì˚Â Ë ˝ÙÂÏÂÌ˚Â. ãË¯¸ Ò
ÔÓÏÓ˘¸˛ ÍÓÎË˜ÂÒÚ‚ÂÌÌÓ„Ó ‡Ì‡ÎËÁ‡ Ì‡ÛÍ‡ ÏÓÊÂÚ ÔÓÎÛ˜ËÚ¸ Ô‡-
‚ËÎ¸Ì˚Â ÁÌ‡ÌËfl Ó ÏËÂ» [6. ë. 181]. ç‡ÍÓÌÂˆ, ‰Îfl ÔÓÌËÏ‡ÌËfl Ï‡-
ÚÂÏ‡ÚË˜ÂÒÍËı Á‡ÍÓÌÓ‚ ÔËÓ‰˚, É‡ÎËÎÂÈ ÒÚ‡Î ÔËÏÂÌflÚ¸, ÒÓ‚Â-
¯ÂÌÒÚ‚Ó‚‡Ú¸ Ë ËÁÓ·ÂÚ‡Ú¸ ÏÌÓÊÂÒÚ‚Ó ÚÂıÌË˜ÂÒÍËı ÔË·ÓÓ‚. èÓ
Â„Ó ÏÌÂÌË˛, ÛÚËÌÌ‡fl ‡Í‡‰ÂÏË˜ÂÒÍ‡fl Ú‡‰ËˆËfl ÔÓÙÂÒÒÓÓ‚ –
ÔÓ˜ËÚ‡ÚÂÎÂÈ ÄËÒÚÓÚÂÎfl – Ò ·ÂÒÍÓÌÂ˜Ì˚Ï ‰Â‰ÛÍÚË‚Ì˚Ï ÓÔ‡‚-
‰‡ÌËÂÏ «·ËÓÎÓ„Ë˜ÂÒÍÓÈ» ÇÒÂÎÂÌÌÓÈ ‰ÓÎÊÌ‡ ·˚Î‡ ÛÒÚÛÔËÚ¸ ÏÂÒ-
ÚÓ ËÒÒÎÂ‰Ó‚‡ÌË˛ ÇÒÂÎÂÌÌÓÈ, ‚ ÍÓÚÓÓÈ ‰ÂÈÒÚ‚Û˛Ú ·ÂÁÎË˜Ì˚Â
Ï‡ÚÂÏ‡ÚË˜ÂÒÍËÂ Á‡ÍÓÌ˚. É‡ÎËÎÂfl ÔËÌflÚÓ Ò˜ËÚ‡Ú¸ ÓÒÌÓ‚‡ÚÂÎÂÏ
ÒÓ‚ÂÏÂÌÌÓ„Ó ÏÂÚÓ‰‡ Ì‡Û˜Ì˚ı ËÒÒÎÂ‰Ó‚‡ÌËÈ. «…åÂÚÓ‰ Ì‡Û˜ÌÓ-
„Ó ËÒÒÎÂ‰Ó‚‡ÌËfl É‡ÎËÎÂfl ÏÓÊÌÓ ı‡‡ÍÚÂËÁÓ‚‡Ú¸ Ú‡Í: ËÁ Ì‡·Î˛-
‰ÂÌËÈ Ë ÓÔ˚ÚÓ‚ ÛÒÚ‡Ì‡‚ÎË‚‡ÂÚÒfl ÔÂ‰ÔÓÎÓÊÂÌËÂ-„ËÔÓÚÂÁ‡, ÍÓÚÓ-
‡fl ıÓÚfl Ë fl‚ÎflÂÚÒfl Ó·Ó·˘ÂÌËÂÏ ÓÔ˚ÚÓ‚, ÌÓ ‚ÍÎ˛˜‡ÂÚ ‚ ÒÂ·fl ÌÂ-
˜ÚÓ ÌÓ‚ÓÂ, ˜ÚÓ ÌÂÔÓÒÂ‰ÒÚ‚ÂÌÌÓ ÌÂ ÒÓ‰ÂÊËÚÒfl ‚ Í‡Ê‰ÓÏ ÍÓÌ-
ÍÂÚÌÓÏ ÓÔ˚ÚÂ. ÉËÔÓÚÂÁ‡ ‰‡ÂÚ ‚ÓÁÏÓÊÌÓÒÚ¸ ‚˚‚ÂÒÚË ÒÚÓ„Ó Ï‡-
ÚÂÏ‡ÚË˜ÂÒÍËÏ Ë ÎÓ„Ë˜ÂÒÍËÏ ÔÛÚÂÏ ÓÔÂ‰ÂÎÂÌÌ˚Â ÒÎÂ‰ÒÚ‚Ëfl,
ÔÂ‰ÒÍ‡Á‡Ú¸ ÌÂÍÓÚÓ˚Â ÌÓ‚˚Â Ù‡ÍÚ˚, ÍÓÚÓ˚Â ÏÓÊÌÓ ÔÓ‚Â-
ËÚ¸ Ì‡ ÓÔ˚ÚÂ. èÓ‚ÂÍ‡ ÒÎÂ‰ÒÚ‚ËÈ Ë ÔÓ‰Ú‚ÂÊ‰‡ÂÚ „ËÔÓÚÂÁÛ –
ÔÂ‚‡˘‡ÂÚ ÂÂ ‚ ÙËÁË˜ÂÒÍËÈ Á‡ÍÓÌ» [11. ë. 97].

ë 1606 „. É‡ÎËÎÂÈ Ì‡˜‡Î Á‡ÌËÏ‡Ú¸Òfl ‡ÒÚÓÌÓÏËÂÈ. Ç Ë˛ÎÂ
1609 „. ÓÌ ÔÓÒÚÓËÎ Ò‚Ó˛ ÔÂ‚Û˛ ÔÓ‰ÁÓÌÛ˛ ÚÛ·Û – ÓÔÚË˜ÂÒÍÛ˛
ÒËÒÚÂÏÛ, ÒÓÒÚÓfl˘Û˛ ËÁ ‚˚ÔÛÍÎÓÈ Ë ‚Ó„ÌÛÚÓÈ ÎËÌÁ, – Ë Ì‡˜‡Î ÒËÒ-
ÚÂÏ‡ÚË˜ÂÒÍËÂ ‡ÒÚÓÌÓÏË˜ÂÒÍËÂ Ì‡·Î˛‰ÂÌËfl. ùÚÓ ·˚ÎÓ ‚ÚÓÓÂ
ÓÊ‰ÂÌËÂ ÔÓ‰ÁÓÌÓÈ ÚÛ·˚, ÍÓÚÓ‡fl ÔÓÒÎÂ ÔÓ˜ÚË 20-ÎÂÚÌÂÈ ÌÂ-
ËÁ‚ÂÒÚÌÓÒÚË ÒÚ‡Î‡ ÏÓ˘Ì˚Ï ËÌÒÚÛÏÂÌÚÓÏ Ì‡Û˜Ì˚ı ËÒÒÎÂ‰Ó‚‡-
ÌËÈ. ÇÔÓÒÎÂ‰ÒÚ‚ËË ÓÌ ÔËÒ‡Î: «ÌÂ Ê‡ÎÂfl ÚÛ‰‡ Ë ÒÂ‰ÒÚ‚, fl ÒÍÓÌÒÚ-
ÛËÓ‚‡Î ÒÚÓÎ¸ ÔÂ‚ÓÒıÓ‰Ì˚È ËÌÒÚÛÏÂÌÚ, ˜ÚÓ Ò Â„Ó ÔÓÏÓ˘¸˛
Ì‡·Î˛‰‡ÂÏ˚Â ÔÂ‰ÏÂÚ˚ ÔÂ‰ÒÚ‡‚Îfl˛ÚÒfl ‚ Ú˚Òfl˜Û ‡Á ·ÓÎÂÂ
ÍÛÔÌ˚ÏË Ë ·ÓÎÂÂ ˜ÂÏ ‚ ÚË‰ˆ‡Ú¸ ‡Á ·ÎËÊÂ, ˜ÂÏ ÂÒÎË ÒÏÓÚÂÚ¸
Ì‡ ÌËı ÌÂ‚ÓÓÛÊÂÌÌ˚Ï „Î‡ÁÓÏ. ëÍÓÎ¸ÍÓ Ë Í‡ÍÓ‚˚ ÔÂËÏÛ˘ÂÒÚ-
‚‡, ÔÂ‰ÓÒÚ‡‚ÎflÂÏ˚Â ˝ÚËÏ ËÌÒÚÛÏÂÌÚÓÏ Í‡Í Ì‡ ÁÂÏÎÂ, Ú‡Í Ë Ì‡
ÏÓÂ, ËÁÎË¯ÌÂ ÔÂÂ˜ËÒÎflÚ¸» [9. ë. 208]. ì˜ÂÌ˚Ï ·˚Î ÒÓÁ‰‡Ì ÚÂ-
ÎÂÒÍÓÔ Ò Û‚ÂÎË˜ÂÌËÂÏ ‚ 32 ‡Á‡. èÂ‚˚Â ÚÂÎÂÒÍÓÔË˜ÂÒÍËÂ Ì‡-

ÌÓÓ‰ÌÓÒÚ¸ ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚‡ (ÓÚÒÛÚÒÚ‚ËÂ ˆÂÌÚ‡ ÏË‡) Ë ‡‚ÌÓÔ‡-
‚ËÂ ËÌÂˆË‡Î¸Ì˚ı ÒËÒÚÂÏ ÓÚÒ˜ÂÚ‡. Ä„ÛÏÂÌÚ‡ˆËfl É‡ÎËÎÂfl ÌÂfl‚-
ÌÓ ÔÂ‰ÔÓÎ‡„‡ÂÚ, ˜ÚÓ ÂÁÛÎ¸Ú‡Ú˚ ÁÂÏÌ˚ı ÓÔ˚ÚÓ‚ ÏÓÊÌÓ ÔÂÂÌÓ-
ÒËÚ¸ Ì‡ ÌÂ·ÂÒÌ˚Â ÚÂÎ‡.

Ç è‡‰ÛÂ É‡ÎËÎÂÈ ËÁÛ˜‡Î ËÌÂˆË˛ Ë Ò‚Ó·Ó‰ÌÓÂ Ô‡‰ÂÌËÂ ÚÂÎ.
àÁÏÂflfl ‚ÂÏfl ÒÔÛÒÍ‡ ¯‡Ó‚ ÔÓ Ì‡ÍÎÓÌÌÓÈ ÔÎÓÒÍÓÒÚË ‚ 1609 „.,
ÓÌ Á‡ÏÂÚËÎ, ˜ÚÓ ÛÒÍÓÂÌËÂ Ò‚Ó·Ó‰ÌÓ„Ó Ô‡‰ÂÌËfl ÌÂ Á‡‚ËÒËÚ ÓÚ
Ï‡ÒÒ˚ ÚÂÎ‡. í‡ÍËÏ Ó·‡ÁÓÏ, ÓÌ ÓÔÓ‚Â„ ÔÂ‚ÓÂ ÛÚ‚ÂÊ‰ÂÌËÂ
ÄËÒÚÓÚÂÎfl, ÒÓ„Î‡ÒÌÓ ÍÓÚÓÓÏÛ, «ÂÒÎË ·˚ ÒÓ‚Â¯ÂÌÌÓ ÛÒÚ‡-
ÌËÚ¸ ÒÓÔÓÚË‚ÎÂÌËÂ ÒÂ‰˚, ÚÓ ‚ÒÂ ÚÂÎ‡ Ô‡‰‡ÎË ·˚ Ò Ó‰ËÌ‡ÍÓ‚ÓÈ
ÒÍÓÓÒÚ¸˛». É‡ÎËÎÂÈ ÓÔÓ‚Â„ Ë ‚ÚÓÓÈ ËÁ ÔË‚Â‰ÂÌÌ˚ı Á‡ÍÓÌÓ‚
ÄËÒÚÓÚÂÎfl, ÒÙÓÏÛÎËÓ‚‡‚ ÔÂ‚˚È Á‡ÍÓÌ ÏÂı‡ÌËÍË (Á‡ÍÓÌ
ËÌÂˆËË): ÔË ÓÚÒÛÚÒÚ‚ËË ‚ÌÂ¯ÌËı ÒËÎ ÚÂÎÓ ÎË·Ó ÔÓÍÓËÚÒfl, ÎË·Ó
‡‚ÌÓÏÂÌÓ ‰‚ËÊÂÚÒfl. éÌ ‰ÓÔÛÒÍ‡Î Ò‚Ó·Ó‰ÌÓÂ ‰‚ËÊÂÌËÂ ÌÂ ÚÓÎ¸-
ÍÓ ÔÓ ÔflÏÓÈ, ÌÓ Ë ÔÓ ÓÍÛÊÌÓÒÚË. éÔ˚ÚÌ˚Ï ÔÛÚÂÏ É‡ÎËÎÂÈ Ì‡-
¯ÂÎ Á‡ÍÓÌ˚ Ô‡‰ÂÌËfl: ÒÍÓÓÒÚ¸ Ì‡‡ÒÚ‡ÂÚ ÔÓÔÓˆËÓÌ‡Î¸ÌÓ ‚Â-
ÏÂÌË, ‡ ÔÛÚ¸ – ÔÓÔÓˆËÓÌ‡Î¸ÌÓ Í‚‡‰‡ÚÛ ‚ÂÏÂÌË. èË‚ÎÂÍ‡fl
ÔËÌˆËÔ ËÌÂˆËË, É‡ÎËÎÂÈ ‚˚‰‚ËÌÛÎ ‰Û„ÓÈ ÙÛÌ‰‡ÏÂÌÚ‡Î¸Ì˚È
ÔËÌˆËÔ – Á‡ÍÓÌ ÒÎÓÊÂÌËfl ÔÂÂÏÂ˘ÂÌËÈ. éÌ ÔÂ‰ÔÓÎÓÊËÎ, ˜ÚÓ
ÔÓÎÂÚ Ô‡‰‡˛˘Â„Ó ÚÂÎ‡ Ò ÌÂÌÛÎÂ‚ÓÈ „ÓËÁÓÌÚ‡Î¸ÌÓÈ Ì‡˜‡Î¸ÌÓÈ
ÒÍÓÓÒÚ¸˛ ·Û‰ÂÚ ÔÂ‰ÒÚ‡‚ÎflÚ¸ ÒÓ·ÓÈ Ì‡ÎÓÊÂÌËÂ ‰‚Ûı «ÔÓÒÚ˚ı
‰‚ËÊÂÌËÈ»: ‡‚ÌÓÏÂÌÓ„Ó „ÓËÁÓÌÚ‡Î¸ÌÓ„Ó ‰‚ËÊÂÌËfl ÔÓ ËÌÂ-
ˆËË Ë ‡‚ÌÓÛÒÍÓÂÌÌÓ„Ó ‚ÂÚËÍ‡Î¸ÌÓ„Ó Ô‡‰ÂÌËfl. ë ÔÓÏÓ˘¸˛
˝ÚËı ‰‚Ûı ÔËÌˆËÔÓ‚ ÓÌ ÔÓÍ‡Á‡Î, ˜ÚÓ ÌÂ‚ÂÚËÍ‡Î¸Ì‡fl Ú‡ÂÍÚÓËfl
·Ó¯ÂÌÌÓ„Ó ÚÂÎ‡ fl‚ÎflÂÚÒfl Ô‡‡·ÓÎÓÈ. ùÚÓÚ ÂÁÛÎ¸Ú‡Ú ·˚Î ÒÓ-
‚Â¯ÂÌÌÓ ÌÂ ËÁ‚ÂÒÚÂÌ ‚ÒÂÏ Â„Ó ÔÂ‰¯ÂÒÚ‚ÂÌÌËÍ‡Ï. ùÍÒÚ‡ÔÓÎË-
Ó‚‡‚ ÂÁÛÎ¸Ú‡Ú˚, ÔÓÎÛ˜ÂÌÌ˚Â ÔË Ì‡·Î˛‰ÂÌËË ÒÍ‡Ú˚‚‡˛˘ËıÒfl
ÔÓ Ì‡ÍÎÓÌÌÓÈ ÔÎÓÒÍÓÒÚË ÔÂ‰ÏÂÚÓ‚, ÓÌ ÒÛÏÂÎ ÓÔÂ‰ÂÎËÚ¸ ÛÒÍÓ-
ÂÌËÂ Ò‚Ó·Ó‰ÌÓ„Ó Ô‡‰ÂÌËfl ÚÂÎ‡ Ì‡ ÔÓ‚ÂıÌÓÒÚ¸ áÂÏÎË. á‡ 250
ÎÂÚ ‰Ó ÓÔ˚ÚÓ‚ îËÁÓ ÓÌ ÒÔÓÂÍÚËÓ‚‡Î ˝ÍÒÔÂËÏÂÌÚ ÔÓ ËÁÏÂÂ-
ÌË˛ ÒÍÓÓÒÚË Ò‚ÂÚ‡ ‚ ÁÂÏÌ˚ı ÛÒÎÓ‚Ëflı. É‡ÎËÎÂÈ ËÁÛ˜ËÎ ÍÓÎÂ·‡-
ÌËfl Ï‡flÚÌËÍ‡ Ë Ì‡¯ÂÎ, ˜ÚÓ ‰Îfl Ï‡Î˚ı ‡ÏÔÎËÚÛ‰ ÍÓÎÂ·‡ÌËfl ËÁÓ-
ıÓÌÌ˚ Ë ÔÂËÓ‰˚ ÍÓÎÂ·‡ÌËÈ ÒÓÓÚÌÓÒflÚÒfl Í‡Í Í‚‡‰‡ÚÌ˚Â ÍÓ-
ÌË ËÁ Â„Ó ‰ÎËÌ˚. êÂÁÛÎ¸Ú‡Ú˚ ËÒÒÎÂ‰Ó‚‡ÌËÈ É‡ÎËÎÂfl ÔË‚ÎÂÍÎË
‚ÌËÏ‡ÌËÂ É˛È„ÂÌÒ‡, ÍÓÚÓ˚È ËÁÓ·ÂÎ ˜‡Ò˚ Ò Ï‡flÚÌËÍÓ‚˚Ï Â„Û-
ÎflÚÓÓÏ (1657 „.); Ò ˝ÚÓ„Ó ÏÓÏÂÌÚ‡ ÔÓfl‚ËÎ‡Ò¸ ‚ÓÁÏÓÊÌÓÒÚ¸ ÚÓ˜-
Ì˚ı ËÁÏÂÂÌËÈ ‚ ˝ÍÒÔÂËÏÂÌÚ‡Î¸ÌÓÈ ÙËÁËÍÂ.

èÓ‰Ó·ÌÓ äÂÔÎÂÛ Ë äÓÔÂÌËÍÛ, É‡ÎËÎÂÈ ‚ÔËÚ‡Î Ò Û˜ÂÌËÂÏ
„ÛÏ‡ÌËÒÚÓ‚-ÌÂÓÔÎ‡ÚÓÌËÍÓ‚ ‚ÂÛ ‚ ÚÓ, ˜ÚÓ ÙËÁË˜ÂÒÍËÈ ÏË ÏÓÊ-
ÌÓ ÚÓÎÍÓ‚‡Ú¸ ‚ ÔÓÌflÚËflı „ÂÓÏÂÚËË Ë ‡ËÙÏÂÚËÍË. àÁ‚ÂÒÚÌÓ Â„Ó
ÁÌ‡ÏÂÌËÚÓÂ ËÁÂ˜ÂÌËÂ: «äÌË„‡ èËÓ‰˚ Ì‡ÔËÒ‡Ì‡ flÁ˚ÍÓÏ Ï‡ÚÂ-
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‰ÂÌ¸„‡ı ‚ 1610 „. É‡ÎËÎÂÈ ÔÓÍËÌÛÎ ÇÂÌÂˆË˛, „‰Â ÓÌ ·˚Î ÌÂ‰ÓÒÚÛ-
ÔÂÌ ‰Îfl ËÌÍ‚ËÁËˆËË, Ë ÔÓ ÔÓÒ¸·Â äÓÁËÏÓ II åÂ‰Ë˜Ë ÔÂÂÂı‡Î ‚Ó
îÎÓÂÌˆË˛. Ö„Ó Ó·flÁ‡ÌÌÓÒÚflÏË ÒÚ‡ÎË Ó·Û˜ÂÌËÂ Ò˚ÌÓ‚ÂÈ ÚÓÒ-
Í‡ÌÒÍÓ„Ó „ÂˆÓ„‡ Ë Û˜‡ÒÚËÂ ‚ ÌÂÍÓÚÓ˚ı ‰ÂÎ‡ı Í‡Í ÒÓ‚ÂÚÌËÍ‡ Ë
ÔÂ‰ÒÚ‡‚ËÚÂÎfl „ÂˆÓ„‡. îÓÏ‡Î¸ÌÓ ÓÌ Ú‡ÍÊÂ ·˚Î Á‡˜ËÒÎÂÌ ÔÓ-
ÙÂÒÒÓÓÏ èËÁ‡ÌÒÍÓ„Ó ÛÌË‚ÂÒËÚÂÚ‡, ÌÓ ÓÒ‚Ó·ÓÊ‰ÂÌ ÓÚ Ó·flÁ‡Ì-
ÌÓÒÚË ˜ÚÂÌËfl ÎÂÍˆËÈ. ç‡ÒÚÛÔËÎÓ ‚ÒÂÓ·˘ÂÂ ÔËÁÌ‡ÌËÂ. É‡ÎËÎÂÈ
ÒÚ‡Î Ò‡Ï˚Ï ÁÌ‡ÏÂÌËÚ˚Ï Û˜ÂÌ˚Ï Ö‚ÓÔ˚, ‚ Â„Ó ˜ÂÒÚ¸ ÒÓ˜ËÌflÎËÒ¸
Ó‰˚, „‰Â ÓÌ Ò‡‚ÌË‚‡ÎÒfl Ò äÓÎÛÏ·ÓÏ.

Ç 1613 „. É‡ÎËÎÂÈ ‚˚ÔÛÒÚËÎ ÍÌË„Û «èËÒ¸Ï‡ Ó ÒÓÎÌÂ˜Ì˚ı ÔflÚ-
Ì‡ı», ‚ ÍÓÚÓÓÈ ÓÚÍ˚ÚÓ ‚˚ÒÍ‡Á‡ÎÒfl ‚ ÔÓÎ¸ÁÛ ÒËÒÚÂÏ˚ äÓÔÂÌË-
Í‡. êÓÒÚ ‚ÎËflÌËfl É‡ÎËÎÂfl, ÌÂÁ‡‚ËÒËÏÓÒÚ¸ Â„Ó Ï˚¯ÎÂÌËfl («íÓÎ¸-
ÍÓ ÒÓ ÒÏÂÚ¸˛ ‰Ó„Ï˚ Ì‡˜ËÌ‡ÂÚÒfl Ì‡ÛÍ‡»), ÂÁÍ‡fl ÓÔÔÓÁËˆËÓÌ-
ÌÓÒÚ¸ ÔÓ ÓÚÌÓ¯ÂÌË˛ Í Û˜ÂÌË˛ ÄËÒÚÓÚÂÎfl («Ç Ì‡ÛÍ‡ı Ó ÔËÓ-
‰Â… ÌÛÊÌÓ ÓÒÚÂÂ„‡Ú¸Òfl, Í‡Í ·˚ ÌÂ ÒÚ‡Ú¸ Ì‡ Á‡˘ËÚÛ ÎÓÊÌÓ„Ó,
Ú‡Í Í‡Í Ú˚Òfl˜Ë ÑÂÏÓÒÙÂÌÓ‚ Ë Ú˚Òfl˜Ë ÄËÒÚÓÚÂÎÂÈ ·Û‰ÛÚ ‚˚·Ë-
Ú˚ ËÁ ÒÂ‰Î‡ Î˛·˚Ï Á‡Ûfl‰Ì˚Ï ÛÏÓÏ, ÍÓÚÓÓÏÛ ÔÓÒ˜‡ÒÚÎË‚ËÎÓÒ¸
Ì‡ÈÚË ËÒÚËÌÛ»), ÒÏÂÎ‡fl ÔÓÔ‡„‡Ì‰‡ Û˜ÂÌËfl äÓÔÂÌËÍ‡ ÒÔÓÒÓ·ÒÚ-
‚Ó‚‡ÎË ÙÓÏËÓ‚‡ÌË˛ ‡„ÂÒÒË‚ÌÓ„Ó Ë ‚ÎËflÚÂÎ¸ÌÓ„Ó ÍÛÊÍ‡ Â„Ó
ÔÓÚË‚ÌËÍÓ‚. ä‡ÚÓÎË˜ÂÒÍ‡fl ˆÂÍÓ‚¸, ÛÊÂ ‚ÒÚÂ‚ÓÊÂÌÌ‡fl ÛÒÔÂı‡-
ÏË êÂÙÓÏ‡ˆËË, Â¯ËÎ‡ Á‡ÔÂÚËÚ¸ ÍÓÔÂÌËÍ‡ÌÒÚ‚Ó. èÓÁËˆË˛
ˆÂÍ‚Ë ÔÓ ÔÓ‚Ó‰Û ÚËÛÏÙ‡Î¸ÌÓ„Ó ‡ÒÔÓÒÚ‡ÌÂÌËfl Û˜ÂÌËfl äÓ-
ÔÂÌËÍ‡ ÔÓflÒÌflÂÚ ÔËÒ¸ÏÓ ‚ÎËflÚÂÎ¸ÌÓ„Ó Í‡‰ËÌ‡Î‡ ÅÂÎÎ‡ÏËÌÓ
‚ 1615 „. Ó‰ÌÓÏÛ ËÁ Ò‚ÓËı ÍÓÂÒÔÓÌ‰ÂÌÚÓ‚: «äÓ„‰‡ ÛÚ‚ÂÊ‰‡˛Ú,
˜ÚÓ ‚ ÔÂ‰ÔÓÎÓÊÂÌËË, ·Û‰ÚÓ áÂÏÎfl ‰‚ËÊÂÚÒfl Ë ëÓÎÌˆÂ ÒÚÓËÚ ÌÂ-
ÔÓ‰‚ËÊÌÓ, ‚ÒÂ Ì‡·Î˛‰‡ÂÏ˚Â fl‚ÎÂÌËfl Ó·˙flÒÌfl˛ÚÒfl ÎÛ˜¯Â…, ÚÓ
˝ÚÓ ÔÂÍ‡ÒÌÓ ÒÍ‡Á‡ÌÓ Ë ÌÂ Á‡ÍÎ˛˜‡ÂÚ ‚ ÒÂ·Â ÌËÍ‡ÍÓÈ ÓÔ‡ÒÌÓÒÚË;
‡ ˝ÚÓ„Ó Ë ‰ÓÒÚ‡ÚÓ˜ÌÓ ‰Îfl Ï‡ÚÂÏ‡ÚËÍË; ÌÓ ÍÓ„‰‡ Ì‡˜ËÌ‡˛Ú „Ó‚Ó-
ËÚ¸, ˜ÚÓ ëÓÎÌˆÂ ‚ ‰ÂÈÒÚ‚ËÚÂÎ¸ÌÓÒÚË ÒÚÓËÚ ‚ ˆÂÌÚÂ ÏË‡ Ë ˜ÚÓ
ÓÌÓ ÚÓÎ¸ÍÓ ‚‡˘‡ÂÚÒfl ‚ÓÍÛ„ ÒÂ·fl, ÌÓ ÌÂ ‰‚ËÊÂÚÒfl Ò ‚ÓÒÚÓÍ‡ Ì‡
Á‡Ô‡‰ Ë ˜ÚÓ áÂÏÎfl Ì‡ıÓ‰ËÚÒfl Ì‡ ÚÂÚ¸ÂÏ ÌÂ·Â Ë Ò ·ÓÎ¸¯ÓÈ ÒÍÓÓ-
ÒÚ¸˛ ‚‡˘‡ÂÚÒfl ‚ÓÍÛ„ ëÓÎÌˆ‡, ÚÓ ˝ÚÓ ‚Â˘¸ Ó˜ÂÌ¸ ÓÔ‡ÒÌ‡fl Ë ÌÂ
ÚÓÎ¸ÍÓ ÔÓÚÓÏÛ, ˜ÚÓ ÓÌ‡ ‡Á‰‡Ê‡ÂÚ ‚ÒÂı ÙËÎÓÒÓÙÓ‚ Ë Û˜ÂÌ˚ı
·Ó„ÓÒÎÓ‚Ó‚, ÌÓ Ë ÔÓÚÓÏÛ, ˜ÚÓ ÓÌ‡ ‚Â‰ËÚ Ò‚flÚÓÈ ‚ÂÂ, ÔÓÒÍÓÎ¸ÍÛ
ËÁ ÌÂÂ ‚˚ÚÂÍ‡ÂÚ ÎÓÊÌÓÒÚ¸ ë‚flÚÓ„Ó èËÒ‡ÌËfl» [106. ë. 25]. ÑÂÍÂÚ
Ó Á‡ÔÂÚÂ ÍÌË„Ë äÓÔÂÌËÍ‡ „Î‡ÒËÎ: «óÚÓ·˚ ÌËÍÚÓ ÓÚÌ˚ÌÂ, Í‡ÍÓ-
„Ó ·˚ ÓÌ ÌË ·˚Î Á‚‡ÌËfl Ë Í‡ÍÓÂ ·˚ ÌË Á‡ÌËÏ‡Î ÔÓÎÓÊÂÌËÂ, ÌÂ
ÒÏÂÎ ÔÂ˜‡Ú‡Ú¸ Ëı ËÎË ÒÓ‰ÂÈÒÚ‚Ó‚‡Ú¸ ÔÂ˜‡Ú‡ÌË˛, ı‡ÌËÚ¸ Ëı Û ÒÂ-
·fl ËÎË ˜ËÚ‡Ú¸, ‡ ‚ÒÂÏ, ÍÚÓ ËÏÂÂÚ ËÎË ‚ÔÂ‰¸ ·Û‰ÂÚ ËÏÂÚ¸ Ëı, ‚ÏÂ-
ÌflÂÚÒfl ‚ Ó·flÁ‡ÌÌÓÒÚ¸ ÌÂÏÂ‰ÎÂÌÌÓ ÔÓ ÓÔÛ·ÎËÍÓ‚‡ÌËË Ì‡ÒÚÓfl˘Â„Ó
‰ÂÍÂÚ‡ ÔÂ‰ÒÚ‡‚ËÚ¸ Ëı ÏÂÒÚÌ˚Ï ‚Î‡ÒÚflÏ ËÎË ËÌÍ‚ËÁËÚÓ‡Ï»

·Î˛‰ÂÌËfl ÌÂ·ÂÒÌ˚ı ÚÂÎ É‡ÎËÎÂÈ ÔÓ‚ÂÎ 7 flÌ‚‡fl 1610 „. éÌ Ó·-
Ì‡ÛÊËÎ Í‡ÚÂ˚ Ë ıÂ·Ú˚ Ì‡ ãÛÌÂ (‚ Â„Ó ÔÂ‰ÒÚ‡‚ÎÂÌËË – «„Ó-
˚» Ë «ÏÓfl») Ë ÚÓ, ˜ÚÓ ãÛÌ‡ Ó·‡˘ÂÌ‡ ‚ÒÂ„‰‡ Ó‰ÌÓÈ Ò‚ÓÂÈ ÒÚÓ-
ÓÌÓÈ Í áÂÏÎÂ. ÇÒÂ ˝ÚÓ ÓÔÓ‚Â„‡ÎÓ Û˜ÂÌËÂ ÄËÒÚÓÚÂÎfl Ó ÔÓ-
ÚË‚ÓÔÓÎÓÊÌÓÒÚË «ÁÂÏÌÓ„Ó» Ë «ÌÂ·ÂÒÌÓ„Ó». áÂÏÎfl ÒÚ‡Î‡ ÚÂÎÓÏ
ÔËÌˆËÔË‡Î¸ÌÓ ÚÓÈ ÊÂ ÔËÓ‰˚, ˜ÚÓ Ë ÌÂ·ÂÒÌ˚Â Ò‚ÂÚËÎ‡, ‡ ˝ÚÓ ‚
Ò‚Ó˛ Ó˜ÂÂ‰¸ ÒÎÛÊËÎÓ ÍÓÒ‚ÂÌÌ˚Ï ‰Ó‚Ó‰ÓÏ ‚ ÔÓÎ¸ÁÛ ÒËÒÚÂÏ˚ äÓ-
ÔÂÌËÍ‡: ÂÒÎË ‰Û„ËÂ ÔÎ‡ÌÂÚ˚ ‰‚ËÊÛÚÒfl, ÚÓ ÂÒÚÂÒÚ‚ÂÌÌÓ ÔÂ‰ÔÓ-
ÎÓÊËÚ¸, ˜ÚÓ ‰‚ËÊÂÚÒfl Ë áÂÏÎfl. ì ûÔËÚÂ‡ Ó·Ì‡ÛÊËÎËÒ¸ ÒÓ·ÒÚ-
‚ÂÌÌ˚Â ÎÛÌ˚ – ˜ÂÚ˚Â ÒÔÛÚÌËÍ‡, ‚ÂÏÂÌ‡ Ó·‡˘ÂÌËfl ÍÓÚÓ˚ı
ÓÌ ÓÔÂ‰ÂÎËÎ. íÂÏ Ò‡Ï˚Ï É‡ÎËÎÂÈ ÓÔÓ‚Â„ Ó‰ËÌ ËÁ ‰Ó‚Ó‰Ó‚
ÔÓÚË‚ÌËÍÓ‚ „ÂÎËÓˆÂÌÚËÁÏ‡, ÔÓ ÏÌÂÌË˛ ÍÓÚÓ˚ı áÂÏÎfl ÌÂ ÏÓ-
ÊÂÚ ‚‡˘‡Ú¸Òfl ‚ÓÍÛ„ ëÓÎÌˆ‡, ÔÓÒÍÓÎ¸ÍÛ ‚ÓÍÛ„ ÌÂÂ Ò‡ÏÓÈ ‚‡-
˘‡ÂÚÒfl ãÛÌ‡. èÓÁÊÂ, ÓÒÂÌ¸˛ 1610 „., ÓÌ ÓÚÍ˚Î Ù‡Á˚ Û ÇÂÌÂ˚,
˜ÚÓ ÏÓ„ÎÓ ·˚Ú¸ Ó·˙flÒÌÂÌÓ ÚÓÎ¸ÍÓ ‰‚ËÊÂÌËÂÏ ˝ÚÓÈ ÔÎ‡ÌÂÚ˚ ‚Ó-
ÍÛ„ ëÓÎÌˆ‡ Ë ËÁÏÂÌÂÌËÂÏ ÔÓÎÓÊÂÌËfl ÇÂÌÂ˚ Ë áÂÏÎË ÓÚÌÓÒË-
ÚÂÎ¸ÌÓ ëÓÎÌˆ‡. ç‡ ÔÓ‚ÂıÌÓÒÚË ëÓÎÌˆ‡ ÓÌ Û‚Ë‰ÂÎ ÏÂ‰ÎÂÌÌÓ ÔÂ-
ÂÏÂ˘‡˛˘ËÂÒfl ÚÂÏÌ˚Â ÔflÚÌ‡, ˜ÚÓ ÛÍ‡Á˚‚‡ÎÓ Ì‡ ‚‡˘ÂÌËÂ
ëÓÎÌˆ‡ ‚ÓÍÛ„ Ò‚ÓÂÈ ÓÒË. ê‡ÒÒÏ‡ÚË‚‡fl ÌÂ·Ó ‚ ÚÂÎÂÒÍÓÔ, É‡ÎË-
ÎÂÈ Û‚Ë‰ÂÎ ·ÂÒ˜ËÒÎÂÌÌ˚Â ÒÍÓÔÎÂÌËfl Á‚ÂÁ‰, Ó·‡ÁÛ˛˘Ëı åÎÂ˜-
Ì˚È èÛÚ¸, ˜ÚÓ ÔÓ‰Ú‚ÂÊ‰‡ÎÓ Ë‰ÂË ÑÊÓ‰‡ÌÓ ÅÛÌÓ Ó ·ÂÒÍÓÌÂ˜-
ÌÓÒÚË ÇÒÂÎÂÌÌÓÈ Ë ÏÌÓÊÂÒÚ‚ÂÌÌÓÒÚË ÏËÓ‚.

íÂÎÂÒÍÓÔ É‡ÎËÎÂfl fl‚ËÎ Ì‡„Îfl‰Ì˚Â ‰ÓÍ‡Á‡ÚÂÎ¸ÒÚ‚‡ ÚÓ„Ó, ˜ÚÓ
„ÂÎËÓˆÂÌÚË˜ÂÒÍÛ˛ ÚÂÓË˛ ÛÊÂ ÌÂ‚ÓÁÏÓÊÌÓ Ò˜ËÚ‡Ú¸ ÌÂÍÓÈ ÛÒ-
ÎÓ‚ÌÓÒÚ¸˛, Ó·ÎÂ„˜‡˛˘ÂÈ ‚˚˜ËÒÎÂÌËfl. ç˚ÌÂ ÓÌ‡ ÔÓÎÛ˜ËÎ‡ ÁË-
ÏÓÂ ÔÓ‰Ú‚ÂÊ‰ÂÌËÂ. «éÚÍ˚ÚËfl ÒÔÛÚÌËÍÓ‚ ûÔËÚÂ‡, Ù‡Á ÇÂÌÂ-
˚, ÒÓÎÌÂ˜Ì˚ı ÔflÚÂÌ Ë Ú. ‰. ÔÓÚÂ·Ó‚‡ÎË ÎË¯¸ Ì‡ÎË˜Ëfl ÚÂÎÂÒÍÓ-
Ô‡ Ë ËÁ‚ÂÒÚÌÓ„Ó ÚÛ‰ÓÎ˛·Ëfl, ÌÓ ÌÛÊÂÌ ·˚Î ÌÂÓ·˚ÍÌÓ‚ÂÌÌ˚È „Â-
ÌËÈ, ˜ÚÓ·˚ ÓÚÍ˚Ú¸ Á‡ÍÓÌ˚ ÔËÓ‰˚ ‚ Ú‡ÍËı fl‚ÎÂÌËflı, ÍÓÚÓ˚Â
‚ÒÂ„‰‡ ÔÂ·˚‚‡ÎË ÔÂÂ‰ „Î‡Á‡ÏË, ÌÓ Ó·˙flÒÌÂÌËÂ ÍÓÚÓ˚ı ÚÂÏ ÌÂ
ÏÂÌÂÂ ‚ÒÂ„‰‡ ÛÒÍÓÎ¸Á‡ÎÓ ÓÚ ËÁ˚ÒÍ‡ÌËÈ ÙËÎÓÒÓÙÓ‚» [10. ë. 176].

ç‡Û˜ÌÛ˛ ‡·ÓÚÛ É‡ÎËÎÂÈ ÌÂ ÔÂÍ‡˘‡Î ‰Ó ÔÓÒÎÂ‰ÌËı ‰ÌÂÈ
ÊËÁÌË. ìÊÂ ‚ Ï‡ÚÂ 1610 „. ÓÌ ÓÔÛ·ÎËÍÓ‚‡Î ÌÂ·ÓÎ¸¯ÓÈ ÔÓ Ó·˙Â-
ÏÛ ÚÛ‰ ÔÓ‰ Ì‡Á‚‡ÌËÂÏ «á‚ÂÁ‰Ì˚È ‚ÂÒÚÌËÍ» (Siderius Nuncius),
ËÏÂ‚¯ËÈ ·ÓÎ¸¯ÓÈ ‰Îfl ÚÓ„Ó ‚ÂÏÂÌË ÚË‡Ê (550 ˝ÍÁÂÏÔÎflÓ‚) Ë
ÒÓ‰ÂÊ‡‚¯ËÈ ÒÂÌÒ‡ˆËÓÌÌ˚Â ‰Îfl ·ÓÎ¸¯ËÌÒÚ‚‡ ˜ËÚ‡ÚÂÎÂÈ ‡ÒÚÓ-
ÌÓÏË˜ÂÒÍËÂ ÓÚÍ˚ÚËfl. éÌË ·˚ÎË ÏÌÓ„ËÏË ‚ÒÚÂ˜ÂÌ˚ Ò ÌÂ‰Ó‚Â-
ËÂÏ, ‰‡ÊÂ Ò ‚‡Ê‰Â·ÌÓÒÚ¸˛, ÌÓ ÒÚÓÓÌÌËÍË ÍÓÔÂÌËÍ‡ÌÒÍÓ„Ó
Û˜ÂÌËfl, ÔÂÊ‰Â ‚ÒÂ„Ó äÂÔÎÂ, ÚÛÚ ÊÂ ÓÔÛ·ÎËÍÓ‚‡‚¯ËÈ «ê‡Á„Ó‚Ó
ÒÓ á‚ÂÁ‰Ì˚Ï ‚ÂÒÚÌËÍÓÏ», ÓÚÌÂÒÎËÒ¸ Í ÌËÏ Ò ‚ÓÒÚÓ„ÓÏ, ‚Ë‰fl ‚
˝ÚÓÏ ÔÓ‰Ú‚ÂÊ‰ÂÌËÂ Ô‡‚ÓÚ˚ Ò‚ÓËı Û·ÂÊ‰ÂÌËÈ. àÁ-Á‡ ÌÛÊ‰˚ ‚
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ÒÚË‡ÌÒÍÓÈ ÂÒÔÛ·ÎËÍÂ, ËÏÂfl ÔÂÂ‰ ÏÓËÏË „Î‡Á‡ÏË Ò‚fl˘ÂÌÌÓÂ
Ö‚‡Ì„ÂÎËÂ Ë Í‡Ò‡flÒ¸ Â„Ó ÛÍ‡ÏË, ÍÎflÌÛÒ¸, ˜ÚÓ ‚ÒÂ„‰‡ ‚ÂËÎ, ‚Â˛
ÒÂÈ˜‡Ò Ë Ò ÅÓÊ¸ÂÈ ÔÓÏÓ˘¸˛ ·Û‰Û ‚ÂËÚ¸ ‚ ·Û‰Û˘ÂÏ ‚Ó ‚ÒÂ ÚÓ,
˜ÚÓ ÒÓ‰ÂÊËÚ, ÔÓÔÓ‚Â‰ÛÂÚ, ˜ÂÏÛ Û˜ËÚ ë‚flÚ‡fl ëÓ·ÓÌ‡fl Ë ÄÔÓÒ-
ÚÓÎ¸ÒÍ‡fl ñÂÍÓ‚¸. <…> èÓ˝ÚÓÏÛ, ÊÂÎ‡fl ÓÒ‚Ó·Ó‰ËÚ¸ Ç‡¯Ë Ç˚-
ÒÓÍÓÔÂÓÒ‚fl˘ÂÌÒÚ‚‡ Ë ‚ÒflÍÓ„Ó ‚ÂÌÓ„Ó ıËÒÚË‡ÌËÌ‡ ÓÚ ÚflÊÍÓ„Ó
ÔÓ‰ÓÁÂÌËfl, ÒÔ‡‚Â‰ÎË‚Ó ÏÌÓ˛ Á‡ÒÎÛÊÂÌÌÓ„Ó, fl Ò ÓÚÍ˚Ú˚Ï
ÒÂ‰ˆÂÏ Ë ËÒÍÂÌÌÂÈ ‚ÂÓÈ ÔÓÍÎËÌ‡˛ Ë ÔÂÁË‡˛ ‚˚¯ÂÛÔÓÏfl-
ÌÛÚ˚Â Á‡·ÎÛÊ‰ÂÌËfl Ë ÂÂÒ¸ Ë ‚ÓÓ·˘Â ‚ÒflÍÓÂ ‰Û„ÓÂ Á‡·ÎÛÊ‰Â-
ÌËÂ, ÂÂÒ¸ Ë ÒÂÍÚÛ, ÔÓÚË‚ÓÂ˜‡˘ËÂ ë‚flÚÓÈ ñÂÍ‚Ë; Ë ÍÎflÌÛÒ¸,
˜ÚÓ ‚ ·Û‰Û˘ÂÏ ÌËÍÓ„‰‡ ·ÓÎ¸¯Â ÌÂ ÒÚ‡ÌÛ „Ó‚ÓËÚ¸ Ë ÛÚ‚ÂÊ‰‡Ú¸
ÌË ÛÒÚÌÓ, ÌË ÔËÒ¸ÏÂÌÌÓ ÚÓ„Ó, ˜ÚÓ ÏÓ„ÎÓ ·˚ Ì‡‚ÎÂ˜¸ Ì‡ ÏÂÌfl ÔÓ-
‰Ó·Ì˚Â ÔÓ‰ÓÁÂÌËfl; Ë ÂÒÎË fl ÛÁÌ‡˛ Í‡ÍÓ„Ó-ÎË·Ó ÂÂÚËÍ‡ ËÎË ÔÓ-
‰ÓÁÂ‚‡ÂÏÓ„Ó ‚ ÂÂÒË, ÚÓ ÒÓÓ·˘Û Ó ÌÂÏ ‚ ë‚fl˘ÂÌÌÛ˛ Í‡ÌˆÂÎfl-
Ë˛, ËÎË ÊÂ ÏÂÒÚÌÓÏÛ ËÌÍ‚ËÁËÚÓÛ, ËÎË ÔÂ‰ÒÚ‡‚ËÚÂÎ˛ Ú‡Ï, „‰Â
fl ·Û‰Û Ì‡ıÓ‰ËÚ¸Òfl…» [9. ë. 228]. «ÑÎfl ÚÓ„Ó ˜ÚÓ·˚ ÛÌË˜ÚÓÊËÚ¸
Û˜ÂÌËÂ äÓÔÂÌËÍ‡, ‚Ó‚ÒÂ ÌÂ‰ÓÒÚ‡ÚÓ˜ÌÓ Á‡ÚÍÌÛÚ¸ ÍÓÏÛ-ÌË·Û‰¸
ÓÚ. çÛÊÌÓ Â˘Â Ì‡ÎÓÊËÚ¸ Á‡ÔÂÚ Ì‡ ‚Ò˛ ‡ÒÚÓÌÓÏË˜ÂÒÍÛ˛ Ì‡-
ÛÍÛ Ë Ò‚Âı ÚÓ„Ó ‚ÓÒÔÂÚËÚ¸ ÍÓÏÛ ·˚ ÚÓ ÌË ·˚ÎÓ „Îfl‰ÂÚ¸ ‚ ÌÂ·Ó!»
[9. ë. 228]. «…íÂ·Ó‚‡Ú¸, ˜ÚÓ·˚ Î˛‰Ë ÓÚÍ‡Á˚‚‡ÎËÒ¸ ÓÚ ÒÓ·-
ÒÚ‚ÂÌÌ˚ı ÒÛÊ‰ÂÌËÈ Ë ÔÓ‰˜ËÌflÎËÒ¸ ÒÛÊ‰ÂÌËflÏ ‰Û„Ëı, Ë Ì‡ÁÌ‡-
˜‡Ú¸ ÎËˆ, ÒÓ‚Â¯ÂÌÌÓ ÌÂ‚ÂÊÂÒÚ‚ÂÌÌ˚ı ‚ Ì‡ÛÍÂ ËÎË ËÒÍÛÒÒÚ‚Â,
ÒÛ‰¸flÏË Ì‡‰ Î˛‰¸ÏË Û˜ÂÌ˚ÏË – ˝ÚÓ Ú‡ÍËÂ ÌÓ‚¯ÂÒÚ‚‡, ÍÓÚÓ˚Â
ÒÔÓÒÓ·Ì˚ ‰Ó‚ÂÒÚË ‰Ó „Ë·ÂÎË Ë ‡ÁÛ¯ËÚ¸ „ÓÒÛ‰‡ÒÚ‚Ó» (É. É‡-
ÎËÎÂÈ) (ÍÛÒË‚ Ì‡¯. – Ä.Å.).

èÓÊËÁÌÂÌÌÓÂ Á‡ÍÎ˛˜ÂÌËÂ ·˚ÎÓ Á‡ÏÂÌÂÌÓ ‰ÓÏ‡¯ÌËÏ ‡ÂÒ-
ÚÓÏ, Ë É‡ÎËÎÂÈ ‚ÂÌÛÎÒfl Ì‡ Ò‚Ó˛ ‚ËÎÎÛ ‚ Ä˜ÂÚË ÓÍÓÎÓ îÎÓÂÌ-
ˆËË, „‰Â ÓÌ Ì‡ıÓ‰ËÎÒfl ÔÓ‰ ‰ÓÏ‡¯ÌËÏ ‡ÂÒÚÓÏ Ë ÔÓ‰ ÔÓÒÚÓflÌÌ˚Ï
Ì‡‰ÁÓÓÏ ËÌÍ‚ËÁËˆËË. É‡ÎËÎÂÓ É‡ÎËÎÂÈ ÛÏÂ 8 flÌ‚‡fl 1642 „.
èÓıÓÓÌÂÌ ‚ ÏÓÌ‡¯ÂÒÍÓÏ ÔË‰ÂÎÂ ÒÓ·Ó‡ ë‡ÌÚ‡ äÓ˜Â ‚Ó îÎÓ-
ÂÌˆËË ·ÂÁ ÔÓ˜ÂÒÚÂÈ Ë Ì‡‰„Ó·Ëfl. Ç 1758 „. è‡Ô‡ ÅÂÌÂ‰ËÍÚ XIV
‚ÂÎÂÎ ‚˚˜ÂÍÌÛÚ¸ ‡·ÓÚ˚, Á‡˘Ë˘‡‚¯ËÂ „ÂÎËÓˆÂÌÚËÁÏ, ËÁ «àÌ-
‰ÂÍÒ‡ Á‡ÔÂ˘ÂÌÌ˚ı ÍÌË„», ÌÓ ˝Ú‡ ‡·ÓÚ‡ Á‡‚Â¯ËÎ‡Ò¸ ÚÓÎ¸ÍÓ ‚
1835 „. Ç ÌÓfl·Â 1979 „. Ô‡Ô‡ ËÏÒÍËÈ àÓ‡ÌÌ-è‡‚ÂÎ II ÓÙËˆË‡Î¸-
ÌÓ ÔËÁÌ‡Î, ˜ÚÓ ËÌÍ‚ËÁËˆËfl ‚ 1633 „. ÒÓ‚Â¯ËÎ‡ Ó¯Ë·ÍÛ, ÒËÎÓÈ
‚˚ÌÛ‰Ë‚ ÓÚÂ˜¸Òfl Û˜ÂÌÓ„Ó ÓÚ ÚÂÓËË äÓÔÂÌËÍ‡.

Ç ÓÁÌ‡ÏÂÌÓ‚‡ÌËÂ 400-ÎÂÚËfl ÔÂ‚˚ı Ì‡·Î˛‰ÂÌËÈ É‡ÎËÎÂfl ÉÂ-
ÌÂ‡Î¸Ì‡fl ÄÒÒ‡Ï·ÎÂfl ééç Ó·˙fl‚ËÎ‡ 2009 „Ó‰ „Ó‰ÓÏ ‡ÒÚÓÌÓ-
ÏËË. ùÈÌ¯ÚÂÈÌ Ì‡Á‚‡Î É‡ÎËÎÂfl «ÓÚˆÓÏ ÒÓ‚ÂÏÂÌÌÓÈ Ì‡ÛÍË» Ë
‰‡Î ÂÏÛ Ú‡ÍÛ˛ ı‡‡ÍÚÂËÒÚËÍÛ: «èÂÂ‰ Ì‡ÏË ÔÂ‰ÒÚ‡ÂÚ ˜ÂÎÓ‚ÂÍ
ÌÂÁ‡Ûfl‰ÌÓÈ ‚ÓÎË, ÛÏ‡ Ë ÏÛÊÂÒÚ‚‡, ÒÔÓÒÓ·Ì˚È ‚ Í‡˜ÂÒÚ‚Â ÔÂ‰-

[107. ë. 121]. ì˜ÂÌ˚È ‚ÂÌÛÎÒfl ‚Ó îÎÓÂÌˆË˛ Ë ‰Îfl ÔÓ‰ÓÎÊÂ-
ÌËfl Á‡˘ËÚ˚ ËÒÚËÌ˚ Â¯ËÎ ËÁ‰‡Ú¸ ÍÌË„Û, ÒÓ‰ÂÊ‡˘Û˛ ÌÂÈÚ‡Î¸-
ÌÓÂ Ó·ÒÛÊ‰ÂÌËÂ ‡ÁÌ˚ı ÚÓ˜ÂÍ ÁÂÌËfl. Ç «ÑË‡ÎÓ„Â Ó ‰‚Ûı ‚‡ÊÌÂÈ-
¯Ëı ÒËÒÚÂÏ‡ı ÏË‡ – èÚÓÎÂÏÂÂ‚ÓÈ Ë äÓÔÂÌËÍÓ‚ÓÈ» ÔÓ‰ ‚Ë‰ÓÏ
Ó‰Ó·ÂÌËfl Á‡ÔÂ˘ÂÌËfl Û˜ÂÌËfl äÓÔÂÌËÍ‡ ËÚ‡Î¸flÌÒÍÓÏÛ Û˜ÂÌÓ-
ÏÛ Û‰‡ÎÓÒ¸ ÔÂ‰ÒÚ‡‚ËÚ¸ ‰ÓÍ‡Á‡ÚÂÎ¸ÒÚ‚‡ ‚ ÔÓÎ¸ÁÛ ÚÂÓËË Ó ‰‚ËÊÂ-
ÌËË áÂÏÎË. ë‡ÌÍˆËË ÔÓÒÎÂ‰Ó‚‡ÎË ÌÂÁ‡ÏÂ‰ÎËÚÂÎ¸ÌÓ. èÓ‰‡ÊÛ
«ÑË‡ÎÓ„‡…» Á‡ÔÂÚËÎË, ‡ É‡ÎËÎÂfl ‚˚Á‚‡ÎË ‚ êËÏ. éÒÌÓ‚Ì˚ÏË
‚ÓÔÓÒ‡ÏË ËÌÍ‚ËÁËˆËË ·˚ÎË ‰‚‡: ÒÓÁÌ‡ÚÂÎ¸ÌÓ ÎË É‡ÎËÎÂÈ Ì‡Û-
¯ËÎ ˝‰ËÍÚ 1616 „. Ë ‡ÒÍ‡Ë‚‡ÂÚÒfl ÎË ÓÌ ‚ ÒÓ‰ÂflÌÌÓÏ. íË ˝ÍÒÔÂ-
Ú‡ ‰‡ÎË Á‡ÍÎ˛˜ÂÌËÂ: ÍÌË„‡ Ì‡Û¯‡ÂÚ Á‡ÔÂÚ Ì‡ ÔÓÔ‡„‡Ì‰Û «ÔË-
Ù‡„ÓÂÈÒÍÓÈ» ‰ÓÍÚËÌ˚. Ç ËÚÓ„Â Û˜ÂÌ˚È ·˚Î ÔÓÒÚ‡‚ÎÂÌ ÔÂÂ‰
‚˚·ÓÓÏ: ÎË·Ó ÓÌ ÔÓÍ‡ÂÚÒfl Ë ÓÚÂ˜ÂÚÒfl ÓÚ Ò‚ÓËı «Á‡·ÎÛÊ‰ÂÌËÈ»,
ÎË·Ó Â„Ó ÔÓÒÚË„ÌÂÚ Û˜‡ÒÚ¸ ÑÊÓ‰‡ÌÓ ÅÛÌÓ Ë ÏÌÓ„Ëı ‰Û„Ëı, Á‡-
ÏÛ˜ÂÌÌ˚ı ËÌÍ‚ËÁËˆËÂÈ. «çÂ‚ÂÊÂÒÚ‚Ó – Ï‡Ú¸ ÁÎÓ·˚, Á‡‚ËÒÚË,
‡Î˜ÌÓÒÚË Ë ‚ÒÂı ÔÓ˜Ëı ÌËÁÍËı Ë „Û·˚ı ÔÓÓÍÓ‚, ‡ Ú‡ÍÊÂ „Â-
ıÓ‚» (É. É‡ÎËÎÂÈ). èË„Ó‚Ó ·˚Î Ó·˙fl‚ÎÂÌ 22 Ë˛Ìfl: 

«å˚ Á‡fl‚ÎflÂÏ, – Ú‡Í Á‡Í‡Ì˜Ë‚‡ÂÚÒfl ÚÂÍÒÚ Ó·‚ËÌÂÌËfl, – ˜ÚÓ
Ú˚, ‚˚¯ÂÛÔÓÏflÌÛÚ˚È É‡ÎËÎÂÈ, Á‡ Ú‚ÓË ÔÓÒÚÛÔÍË, ‰ÓÍ‡Á‡ÌÌ˚Â ‚
ıÓ‰Â ÒÛ‰‡ Ë ÔËÁÌ‡ÌÌ˚Â ÚÓ·ÓÈ, Ó ˜ÂÏ „Ó‚ÓËÚÒfl ‚˚¯Â, ÔÂ‰ÒÚ‡‚-
ÎÂÌ ÔÂ‰ ë‚fl˘ÂÌÌÓÈ Í‡ÌˆÂÎflËÂÈ ÔÓ ÔÓ‰ÓÁÂÌË˛ ‚ ÂÂÒË, ‡
ËÏÂÌÌÓ ‚ ÚÓÏ, ˜ÚÓ Ú˚ ÔË‰ÂÊË‚‡ÎÒfl Ë ‚ÂËÎ ‚ Û˜ÂÌËÂ, ÎÓÊÌÓÂ Ë
ÔÓÚË‚ÓÂ˜‡˘ÂÂ ·ÓÊÂÒÚ‚ÂÌÌÓÏÛ ë‚fl˘ÂÌÌÓÏÛ èËÒ‡ÌË˛, Ó ÚÓÏ,
˜ÚÓ ëÓÎÌˆÂ fl‚ÎflÂÚÒfl ˆÂÌÚÓÏ ‰Îfl áÂÏÎË Ë ÓÌÓ ÌÂ ‰‚ËÊÂÚÒfl Ò ‚ÓÒ-
ÚÓÍ‡ Ì‡ Á‡Ô‡‰, ˜ÚÓ áÂÏÎfl ‰‚ËÊÂÚÒfl Ë ÌÂ Ì‡ıÓ‰ËÚÒfl ‚ ˆÂÌÚÂ ÏË‡,
˜ÚÓ Ú˚ ÏÓ„ ÔË‰ÂÊË‚‡Ú¸Òfl Ë Á‡˘Ë˘‡Ú¸ Â„Ó Ë ÔÓÒÎÂ Ó·˙fl‚ÎÂÌËfl
Ë ÓÔÂ‰ÂÎÂÌËfl Â„Ó Í‡Í ÔÓÚË‚ÓÂ˜‡˘Â„Ó ë‚fl˘ÂÌÌÓÏÛ èËÒ‡ÌË˛;
Ë ‚ÒÎÂ‰ÒÚ‚ËÂ ˝ÚÓ„Ó Ú˚ ÔÓ‰ÎÂÊË¯¸ ‚ÒÂÏ Ì‡Í‡Á‡ÌËflÏ ÔÓ Ò‚flÚ˚Ï
Í‡ÌÓÌ‡Ï Ë ‰Û„ËÏ Ó·˘ËÏ Ë ˜‡ÒÚÌ˚Ï ÔÓÒÚ‡ÌÓ‚ÎÂÌËflÏ, ÒÙÓÏÛÎË-
Ó‚‡ÌÌ˚Ï ÔÓÚË‚ ÔÓ‰Ó·Ì˚ı ÔÂÒÚÛÔÌËÍÓ‚. èÓ ˝ÚËÏ ÔÓÒÚ‡ÌÓ‚ÎÂ-
ÌËflÏ Ú˚, Í Ì‡¯ÂÏÛ Û‰Ó‚ÎÂÚ‚ÓÂÌË˛, ·Û‰Â¯¸ ÓÒ‚Ó·ÓÊ‰ÂÌ, ÌÓ ÔÂ-
Â‰ ÚÂÏ, Ò ÓÚÍ˚Ú˚Ï ÒÂ‰ˆÂÏ Ë ËÒÍÂÌÌÂÈ ‚ÂÓÈ, Ú˚ ‰ÓÎÊÂÌ ÔÂ‰
‚ÒÂÏË Ì‡ÏË ÓÚÂ˜¸Òfl, ÔÓÍÎflÒÚ¸ Ë ÔÂÁÂÚ¸ ‚˚¯ÂÛÔÓÏflÌÛÚ˚Â
Ó¯Ë·ÍË Ë ÂÂÒ¸ Ë ‚ÒflÍÛ˛ ‰Û„Û˛ Ó¯Ë·ÍÛ Ë ÂÂÒ¸, ÔÓÚË‚ÓÂ˜‡-
˘Û˛ ëÓ·ÓÌÓÈ Ë ÄÔÓÒÚÓÎ¸ÒÍÓÈ ñÂÍ‚Ë, ‚ ÚÓÈ ÙÓÏÂ Ë ÚÂÏ Ó·-
‡ÁÓÏ, ÍÓÚÓ˚Â Ï˚ ÚÂ·Â ÛÍ‡ÊÂÏ» [9. ë. 227]. èÓÒÎÂ Ó„Î‡¯ÂÌËfl
ÔË„Ó‚Ó‡ É‡ÎËÎÂÈ Ì‡ ÍÓÎÂÌflı ÔÓËÁÌÂÒ ÔÂ‰ÎÓÊÂÌÌ˚È ÂÏÛ
ÚÂÍÒÚ ÓÚÂ˜ÂÌËfl: «ü, É‡ÎËÎÂÈ, Ò˚Ì ÇËÌ˜ÂÌˆÓ É‡ÎËÎÂfl ËÁ îÎÓ-
ÂÌˆËË, ‚ ‚ÓÁ‡ÒÚÂ ÒÂÏË‰ÂÒflÚË ÎÂÚ, ÎË˜ÌÓ ÔÂ‰ÒÚ‡‚¯Ë ÔÂ‰ ÒÛ-
‰ÓÏ, ·Û‰Û˜Ë ÍÓÎÂÌÓÔÂÍÎÓÌÂÌÌ˚Ï ÔÂÂ‰ ‚‡ÏË, ‚˚ÒÓÍÓ˜ÚËÏ˚Â Ë
‰ÓÒÚÓÔÓ˜ÚÂÌÌ˚Â Í‡‰ËÌ‡Î˚, „Î‡‚Ì˚Â àÌÍ‚ËÁËÚÓ˚ ‚Ó ‚ÒÂÈ ïË-
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ÏÂÌÂÂ ˜ÂÏ 10 000 ÎÂÚ Ì‡Á‡‰. àÒ‡‡Í
ç¸˛ÚÓÌ, Â·ÂÌÓÍ, Ó‰Ë‚¯ËÈÒfl ÔÓÒÎÂ
ÒÏÂÚË ÓÚˆ‡ ‚ ‰ÂÌ¸ êÓÊ‰ÂÒÚ‚‡ ïËÒÚÓ-
‚‡ ‚ 1642 „., ÒÚ‡Î Î˛·ËÏˆÂÏ ·Ó„Ó‚».

ù. êÓ‰ÊÂÒ. 
îËÁËÍ‡ ‰Îfl Î˛·ÓÁÌ‡ÚÂÎ¸Ì˚ı. 

ç‡ÛÍ‡ Ó áÂÏÎÂ Ë ÇÒÂÎÂÌÌÓÈ. 
åÓÎÂÍÛÎ˚ Ë ˝ÌÂ„Ëfl

Ç 1642 „., ‚ „Ó‰ ÒÏÂÚË É‡ÎËÎÂfl, ‚ ÒÂÏ¸Â ÙÂÏÂ‡ ·ÎËÁ ÌÂ-
·ÓÎ¸¯ÓÈ ‡Ì„ÎËÈÒÍÓÈ ‰ÂÂ‚Û¯ÍË ÇÛÎÒÚÓÔ Ó‰ËÎÒfl àÒ‡‡Í ç¸˛-
ÚÓÌ. Ö„Ó ÓÚÂˆ ÛÏÂ ÌÂÁ‡‰ÓÎ„Ó ‰Ó ÓÊ‰ÂÌËfl Ò˚Ì‡. èÓ ÒÎÓ‚‡Ï Ï‡-
ÚÂË ç¸˛ÚÓÌ‡, ÓÌ Ó‰ËÎÒfl Ú‡ÍËÏ Ï‡ÎÂÌ¸ÍËÏ, ˜ÚÓ Â„Ó ÏÓÊÌÓ
·˚ÎÓ ·˚ ‚˚ÍÛÔ‡Ú¸ ‚ ·ÓÎ¸¯ÓÈ ÔË‚ÌÓÈ ÍÛÊÍÂ. çÂÒÏÓÚfl Ì‡ ÌÂ-
·Î‡„ÓÔËflÚÌ˚Â Ó·ÒÚÓflÚÂÎ¸ÒÚ‚‡ ÓÊ‰ÂÌËfl Ë ÒÎ‡·ÓÂ Á‰ÓÓ‚¸Â,
˜ÚÓ Ï‡Ú¸ ‚ÒÂ¸ÂÁ ÓÔ‡Ò‡Î‡Ò¸ Á‡ ÊËÁÌ¸ Â·ÂÌÍ‡, àÒ‡‡Í ç¸˛ÚÓÌ
‰ÓÊËÎ ‰Ó 84 ÎÂÚ Ë ÒÌËÒÍ‡Î ÒÎ‡‚Û Ó‰ÌÓ„Ó ËÁ ‚ÂÎË˜‡È¯Ëı ÔÂ‰ÒÚ‡-
‚ËÚÂÎÂÈ Ó‰‡ ˜ÂÎÓ‚Â˜ÂÒÍÓ„Ó. ë 12 ÎÂÚ Ï‡Î¸˜ËÍ Ì‡˜‡Î Û˜ËÚ¸Òfl ‚
¯ÍÓÎÂ, ‡ ‚ 1661 „. ÔÓÒÚÛÔËÎ ‚ íËÌËÚË-ÍÓÎÎÂ‰Ê äÂÏ·Ë‰ÊÒÍÓ-
„Ó ÛÌË‚ÂÒËÚÂÚ‡ ‚ Í‡˜ÂÒÚ‚Â ÒÛ·Ò‡ÈÁÂ‡ – ÒÚÛ‰ÂÌÚ‡, ‚˚ÔÓÎÌfl‚¯Â-
„Ó ‰Îfl Á‡‡·ÓÚÍ‡ Ó·flÁ‡ÌÌÓÒÚË ÔÓ Ó·ÒÎÛÊË‚‡ÌË˛ ·Ó„‡Ú˚ı ÒÚÛ-
‰ÂÌÚÓ‚ ‚ ÍÓÎÎÂ‰ÊÂ. ìÊÂ ‚ ÔÂ‚˚Â „Ó‰˚ Û˜ÂÌËfl ‚ ÛÌË‚ÂÒËÚÂÚÂ
ç¸˛ÚÓÌ ‚Ó ÏÌÓ„ÓÏ Ó·Ó„Ì‡Î Ò‚ÓËı Ò‚ÂÒÚÌËÍÓ‚, ‚ ˜ÂÏ ·˚Î‡
·ÓÎ¸¯‡fl Á‡ÒÎÛ„‡ Â„Ó Û˜ËÚÂÎfl, ËÁ‚ÂÒÚÌÓ„Ó Ï‡ÚÂÏ‡ÚËÍ‡ àÒ‡‡Í‡
Å‡ÓÛ. éÍÓÌ˜Ë‚ ÍÓÎÎÂ‰Ê ‚ 1665 „., ç¸˛ÚÓÌ ÔÓÎÛ˜ËÎ Û˜ÂÌÛ˛
ÒÚÂÔÂÌ¸ ·‡Í‡Î‡‚‡. Ç 1665–1667 „„., ‚Ó ‚ÂÏfl ˝ÔË‰ÂÏËË ˜ÛÏ˚,

ÒÚ‡‚ËÚÂÎfl ‡ˆËÓÌ‡Î¸ÌÓ„Ó Ï˚¯ÎÂÌËfl ‚˚ÒÚÓflÚ¸ ÔÓÚË‚ ÚÂı, ÍÚÓ,
ÓÔË‡flÒ¸ Ì‡ ÌÂ‚ÂÊÂÒÚ‚Ó Ì‡Ó‰‡ Ë Ô‡Á‰ÌÓÒÚ¸ Û˜ËÚÂÎÂÈ ‚ ˆÂÍÓ‚-
Ì˚ı Ó·Î‡˜ÂÌËflı Ë ÛÌË‚ÂÒËÚÂÚÒÍËı Ï‡ÌÚËflı, Ô˚Ú‡ÂÚÒfl ÛÔÓ˜ËÚ¸
Ë Á‡˘ËÚËÚ¸ Ò‚ÓÂ ÔÓÎÓÊÂÌËÂ. çÂÓ·˚˜‡ÈÌÓÂ ÎËÚÂ‡ÚÛÌÓÂ ‰‡Ó-
‚‡ÌËÂ ÔÓÁ‚ÓÎflÂÚ ÂÏÛ Ó·‡˘‡Ú¸Òfl Í Ó·‡ÁÓ‚‡ÌÌ˚Ï Î˛‰flÏ Ò‚ÓÂ„Ó
‚ÂÏÂÌË Ì‡ Ú‡ÍÓÏ flÒÌÓÏ Ë ‚˚‡ÁËÚÂÎ¸ÌÓÏ flÁ˚ÍÂ, ˜ÚÓ ÂÏÛ Û‰‡ÂÚ-
Òfl ÔÂÓ‰ÓÎÂÚ¸ ‡ÌÚÓÔÓˆÂÌÚË˜ÂÒÍÓÂ Ë ÏËÙË˜ÂÒÍÓÂ Ï˚¯ÎÂÌËÂ
Ò‚ÓËı ÒÓ‚ÂÏÂÌÌËÍÓ‚ Ë ‚ÌÓ‚¸ ‚ÂÌÛÚ¸ ËÏ Ó·˙ÂÍÚË‚ÌÓÂ Ë ÔË˜ËÌ-
ÌÓÂ ‚ÓÒÔËflÚËÂ ÍÓÒÏÓÒ‡, ÛÚ‡˜ÂÌÌÓÂ Ò ÛÔ‡‰ÍÓÏ „Â˜ÂÒÍÓÈ ÍÛÎ¸-
ÚÛ˚» [104]. «É‡ÎËÎÂÈ, ÔÓÊ‡ÎÛÈ, ·ÓÎ¸¯Â, ˜ÂÏ ÍÚÓ-ÎË·Ó ‰Û„ÓÈ ËÁ
ÓÚ‰ÂÎ¸Ì˚ı Î˛‰ÂÈ, ÓÚ‚ÂÚÒÚ‚ÂÌÂÌ Á‡ ÓÊ‰ÂÌËÂ ÒÓ‚ÂÏÂÌÌÓÈ Ì‡-
ÛÍË. áÌ‡ÏÂÌËÚ˚È ÒÔÓ Ò ä‡ÚÓÎË˜ÂÒÍÓÈ ñÂÍÓ‚¸˛ Á‡ÌËÏ‡Î ˆÂÌÚ-
‡Î¸ÌÓÂ ÏÂÒÚÓ ‚ ÙËÎÓÒÓÙËË É‡ÎËÎÂfl, Ë·Ó ÓÌ Ó‰ÌËÏ ËÁ ÔÂ‚˚ı
Ó·˙fl‚ËÎ, ˜ÚÓ Û ˜ÂÎÓ‚ÂÍ‡ ÂÒÚ¸ Ì‡‰ÂÊ‰‡ ÔÓÌflÚ¸, Í‡Í ÛÒÚÓÂÌ ÏË,
Ë, ·ÓÎÂÂ ÚÓ„Ó, ˜ÚÓ ˝ÚÓ„Ó ÏÓÊÌÓ ‰Ó·ËÚ¸Òfl, Ì‡·Î˛‰‡fl Ì‡¯ Â‡Î¸-
Ì˚È ÏË» [96. ë. 210].

1.5. çúûíéçéÇÄ ëàëíÖåÄ åàêÄ

…ë‡Ï˚Ï ‚ÂÎËÍËÏ ·˚Î àÒ‡‡Í
ç¸˛ÚÓÌ; …Ë·Ó ÂÒÎË ËÒÚËÌÌÓÂ ‚ÂÎË˜ËÂ
ÒÓÒÚÓËÚ ‚ ÚÓÏ, ˜ÚÓ·˚, ÔÓÎÛ˜Ë‚ ÓÚ ÌÂ·‡
ÏÓ˘Ì˚È Ú‡Î‡ÌÚ, ËÒÔÓÎ¸ÁÓ‚‡Ú¸ Â„Ó ‰Îfl
Ò‡ÏÓÓ·‡ÁÓ‚‡ÌËfl Ë ÔÓÒ‚Â˘ÂÌËfl ‰Û-
„Ëı, ÚÓ ˜ÂÎÓ‚ÂÍ, ÔÓ‰Ó·Ì˚È „-ÌÛ ç¸˛ÚÓ-
ÌÛ, Â‰‚‡ ÎË ‚ÒÚÂ˜‡‚¯ËÈÒfl Ó‰Ì‡Ê‰˚ Ì‡
ÔÓÚflÊÂÌËË ‰ÂÒflÚË ‚ÂÍÓ‚, ‰ÂÈÒÚ‚ËÚÂÎ¸-
ÌÓ ‚ÂÎËÍ, ‚ ÚÓ ‚ÂÏfl Í‡Í ‚ÒÂ… ÔÓÎËÚË-
ÍË Ë Á‡‚ÓÂ‚‡ÚÂÎË, ·ÂÁ ÍÓÚÓ˚ı ÌÂ Ó·Ó-
¯ÎÓÒ¸ ÌË Ó‰ÌÓ ÒÚÓÎÂÚËÂ, Ó·˚˜ÌÓ ÌÂ ˜ÚÓ
ËÌÓÂ, Í‡Í ËÏÂÌËÚ˚Â ÁÎÓ‰ÂË. å˚ ˜ÚËÏ
ÚÂı, ÍÚÓ ‚Î‡‰ÂÂÚ ÛÏ‡ÏË ÒËÎÓ˛ Ò‚ÓÂÈ
Ô‡‚‰˚, ÌÓ ÌÂ ÚÂı, ÍÚÓ ÔÛÚÂÏ Ì‡ÒËÎËfl
ÒÓÁ‰‡ÂÚ ‡·Ó‚; ÚÂı, ÍÚÓ ÔÓÁÌ‡Î ÇÒÂÎÂÌ-
ÌÛ˛, ‡ ÌÂ ÚÂı, ÍÚÓ ÂÂ Ó·ÂÁÓ·‡ÁËÎ.

ÇÓÎ¸ÚÂ. îËÎÓÒÓÙÒÍËÂ ÔËÒ¸Ï‡

ç¸˛ÚÓÌ ÌÂ ·˚Î ÔÂ‚˚Ï ˜ÂÎÓ‚ÂÍÓÏ
‚ÂÍ‡ ‡ˆËÓÌ‡ÎËÁÏ‡. éÌ ·˚Î ÔÓÒÎÂ‰ÌËÏ
Ï‡„ÓÏ, ÔÓÒÎÂ‰ÌËÏ ËÁ ‚‡‚ËÎÓÌflÌ ËÎË
¯ÛÏÂÓ‚, ÔÓÒÎÂ‰ÌËÏ ‚ÂÎËÍËÏ ÛÏÓÏ,
ÍÓÚÓ˚È ‚Á„ÎflÌÛÎ Ì‡ ‚Â˘ÂÒÚ‚ÂÌÌ˚È Ë
ËÌÚÂÎÎÂÍÚÛ‡Î¸Ì˚È ÏË ÚÂÏË ÊÂ „Î‡Á‡-
ÏË, ˜ÚÓ Ë Î˛‰Ë, Ì‡˜ËÌ‡‚¯ËÂ ÒÓÁ‰‡‚‡Ú¸
Ì‡¯Â ËÌÚÂÎÎÂÍÚÛ‡Î¸ÌÓÂ Ì‡ÒÎÂ‰ÒÚ‚Ó ÌÂ
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ë˝ àÒ‡‡Í ç¸˛ÚÓÌ (‡Ì„Î. Sir
Isaac Newton; 4 flÌ‚‡fl 1643 –
31 Ï‡Ú‡ 1727) – ‚ÂÎËÍËÈ ‡Ì„-
ÎËÈÒÍËÈ ÙËÁËÍ, Ï‡ÚÂÏ‡ÚËÍ Ë
‡ÒÚÓÌÓÏ. Ä‚ÚÓ ÙÛÌ‰‡ÏÂÌ-
Ú‡Î¸ÌÓ„Ó ÚÛ‰‡ «å‡ÚÂÏ‡ÚË˜ÂÒ-
ÍËÂ Ì‡˜‡Î‡ Ì‡ÚÛ‡Î¸ÌÓÈ ÙËÎÓ-
ÒÓÙËË» (ÓÔÛ·ÎËÍÓ‚‡ÌÓ 5 Ë˛Îfl
1687), ‚ ÍÓÚÓÓÏ ÓÌ ÓÔËÒ‡Î Á‡-
ÍÓÌ ‚ÒÂÏËÌÓ„Ó Úfl„ÓÚÂÌËfl Ë
Á‡ÍÓÌ˚, Á‡ÎÓÊË‚¯ËÂ ÓÒÌÓ‚˚
ÍÎ‡ÒÒË˜ÂÒÍÓÈ ÏÂı‡ÌËÍË. ê‡Á-
‡·ÓÚ‡Î (Ì‡fl‰Û Ò ÉÓÚÙË‰ÓÏ
ãÂÈ·ÌËˆÂÏ) ‰ËÙÙÂÂÌˆË‡Î¸-
ÌÓÂ Ë ËÌÚÂ„‡Î¸ÌÓÂ ËÒ˜ËÒÎÂ-
ÌËÂ, ÚÂÓË˛ ˆ‚ÂÚÌÓÒÚË Ë ÏÌÓ-
„ËÂ ‰Û„ËÂ Ï‡ÚÂÏ‡ÚË˜ÂÒÍËÂ Ë 

ÙËÁË˜ÂÒÍËÂ ÚÂÓËË



Á‡Ì˚ ‰Û„ Ò ‰Û„ÓÏ. àÌÚÂ‚‡Î ‚ÂÏÂÌË t2 – t1 ÏÂÊ‰Û ‰‚ÛÏfl ÒÓ·˚-
ÚËflÏË Ë ‡ÒÒÚÓflÌËÂ ÏÂÊ‰Û ÌËÏË ‚ Â‚ÍÎË‰Ó‚ÓÈ „ÂÓÏÂÚËË

(x2 – x1)
2 + (y2 – y1)

2 + (z2 – z1)
2 (1.1)

Ó‰ËÌ‡ÍÓ‚˚ ‚Ó ‚ÒÂı ËÌÂˆË‡Î¸Ì˚ı ÒËÒÚÂÏ‡ı ÓÚÒ˜ÂÚ‡.
ÇÚÓÓÈ Á‡ÍÓÌ ç¸˛ÚÓÌ‡. àÁÏÂÌÂÌËÂ ÍÓÎË˜ÂÒÚ‚‡ ‰‚ËÊÂÌËfl

ÔÓÔÓˆËÓÌ‡Î¸ÌÓ ÔËÎÓÊÂÌÌÓÈ ‰‚ËÊÛ˘ÂÈ ÒËÎÂ Ë ÔÓËÒıÓ‰ËÚ ÔÓ
Ì‡Ô‡‚ÎÂÌË˛ ÔflÏÓÈ, ‚‰ÓÎ¸ ÍÓÚÓÓÈ ˝Ú‡ ÒËÎ‡ ‰ÂÈÒÚ‚ÛÂÚ
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ùÚÓÚ Á‡ÍÓÌ ÔÓÎÓÊÂÌ ç¸˛ÚÓÌÓÏ ‚ ÓÒÌÓ‚Û ‰‚ËÊÂÌËfl Ï‡ÚÂË‡Î¸-
ÌÓÈ ÚÓ˜ÍË. Ö„Ó ÏÓÊÌÓ ‡ÒÒÏ‡ÚË‚‡Ú¸ Ú‡ÍÊÂ Í‡Í ÓÔÂ‰ÂÎÂÌËÂ ÒË-
Î˚ Ë Ï‡ÒÒ˚.

Ç ÏÂı‡ÌËÍÂ ç¸˛ÚÓÌ‡ ÏÂ‡ ËÌÂÚÌÓÒÚË ÚÂÎ‡ (Ú. Â. ÒÔÓÒÓ·ÌÓÒÚ¸
ÚÂÎ‡ ÒÓı‡ÌflÚ¸ ÒÓÒÚÓflÌËÂ ÔÓÍÓfl ËÎË ‡‚ÌÓÏÂÌÓ„Ó ÔflÏÓÎËÌÂÈ-
ÌÓ„Ó ‰‚ËÊÂÌËfl – ËÌÂÚÌ‡fl Ï‡ÒÒ‡) fl‚ÎflÂÚÒfl ÔÓÒÚÓflÌÌÓÈ. Ç ÏÂı‡-
ÌËÍÂ ùÈÌ¯ÚÂÈÌ‡ ÔÓÍ‡Á˚‚‡ÂÚÒfl, ˜ÚÓ ˝ÚÓ ÔÓÎÓÊÂÌËÂ ÒÔ‡‚Â‰ÎË‚Ó
Ò ÚÓ˜ÌÓÒÚ¸˛ ‰Ó ˜ÎÂÌÓ‚, ÔÓÔÓˆËÓÌ‡Î¸Ì˚ı v2/Ò2. ùÍÒÔÂËÏÂÌ-
Ú‡Î¸ÌÓ ·˚ÎÓ ÔÓÍ‡Á‡ÌÓ, ˜ÚÓ ‰Îfl ˜‡ÒÚËˆ˚ ËÌÂÚÌ‡fl Ï‡ÒÒ‡ ‡‚Ì‡
„‡‚ËÚ‡ˆËÓÌÌÓÈ Ï‡ÒÒÂ, ‚ıÓ‰fl˘ÂÈ ‚ Á‡ÍÓÌ ‚ÒÂÏËÌÓ„Ó Úfl„ÓÚÂÌËfl.

íÂÚËÈ Á‡ÍÓÌ ç¸˛ÚÓÌ‡. ÑÂÈÒÚ‚Ë˛ ‚ÒÂ„‰‡ ÂÒÚ¸ ÔÓÚË‚ÓÔÓ-
ÎÓÊÌÓÂ ÔÓÚË‚Ó‰ÂÈÒÚ‚ËÂ, ËÌ‡˜Â – ‚Á‡ËÏÓ‰ÂÈÒÚ‚Ëfl ‰‚Ûı ÚÂÎ
‰Û„ Ì‡ ‰Û„‡ ÏÂÊ‰Û ÒÓ·Ó˛ ‡‚Ì˚ Ë Ì‡Ô‡‚ÎÂÌ˚ ‚ ÔÓÚË‚ÓÔÓ-
ÎÓÊÌ˚Â ÒÚÓÓÌ˚.

ÓÌ Ì‡ıÓ‰ËÎÒfl ‚ Ò‚ÓÂÈ Ó‰ÌÓÈ ‰ÂÂ‚ÌÂ ÇÛÎÒÚÓÔ. ùÚË „Ó‰˚ ·˚ÎË
Ì‡Ë·ÓÎÂÂ ÔÓ‰ÛÍÚË‚Ì˚ÏË ‚ Ì‡Û˜ÌÓÏ Ú‚Ó˜ÂÒÚ‚Â ç¸˛ÚÓÌ‡. éÌ
ËÁÛ˜ËÎ ÓÒÌÓ‚Ì˚Â ‚ÓÔÓÒ˚ ÙËÁËÍË Ë Ï‡ÚÂÏ‡ÚËÍË, ‡ÍÚÛ‡Î¸Ì˚Â
‰Îfl Â„Ó ‚ÂÏÂÌË.

äÓ„‰‡ ˜ÂÂÁ ‰‚‡ „Ó‰‡ äÂÏ·Ë‰ÊÒÍËÈ ÛÌË‚ÂÒËÚÂÚ ‚ÌÓ‚¸ ÓÚ-
Í˚ÎÒfl, ç¸˛ÚÓÌ ÛÊÂ ‡Á‡·ÓÚ‡Î ‰ËÙÙÂÂÌˆË‡Î¸ÌÓÂ ËÒ˜ËÒÎÂ-
ÌËÂ Ë ÓÒÌÓ‚˚ ÒÓ‚ÂÏÂÌÌÓÈ ÚÂÓËË ˆ‚ÂÚ‡, ‚˚‚ÂÎ Á‡ÍÓÌ ‚ÒÂÏËÌÓ„Ó
Úfl„ÓÚÂÌËfl Ë Â¯ËÎ ÌÂÒÍÓÎ¸ÍÓ Ï‡ÚÂÏ‡ÚË˜ÂÒÍËı Á‡‰‡˜, ÍÓÚÓ˚Â ‰Ó
ÌÂ„Ó ÌËÍÚÓ Â¯ËÚ¸ ÌÂ ÒÏÓ„. ä‡Í ‚ÒÔÓÏËÌ‡Î Ò‡Ï ç¸˛ÚÓÌ: «Ç ÚÂ ‰ÌË
fl ·˚Î ‚ ‡Òˆ‚ÂÚÂ Ò‚ÓËı ËÁÓ·ÂÚ‡ÚÂÎ¸ÒÍËı ÒËÎ, Ë å‡ÚÂÏ‡ÚËÍ‡ Ë îË-
ÎÓÒÓÙËfl Ò ÚÂı ÔÓ ÏÂÌfl ÛÊÂ ÌË ‡ÁÛ ÌÂ Á‡ı‚‡Ú˚‚‡ÎË Ú‡Í ÒËÎ¸ÌÓ,
Í‡Í ÚÓ„‰‡». ç¸˛ÚÓÌÛ ÔËÔËÒ˚‚‡˛Ú ÒÎÓ‚‡: «ÖÒÎË fl ‚Ë‰ÂÎ ‰‡Î¸¯Â,
˜ÂÏ ‰Û„ËÂ, ÚÓ ÎË¯¸ ÔÓÚÓÏÛ, ˜ÚÓ ÒÚÓflÎ Ì‡ ÔÎÂ˜‡ı „Ë„‡ÌÚÓ‚». ç‡Û˜-
ÌÓÈ ÓÔÓÓÈ Ë ‚‰ÓıÌÓ‚ËÚÂÎflÏË Ú‚Ó˜ÂÒÚ‚‡ ç¸˛ÚÓÌ‡ ‚ Ì‡Ë·ÓÎ¸¯ÂÈ
ÒÚÂÔÂÌË ·˚ÎË ÙËÁËÍË. éÚ É‡ÎËÎÂfl ç¸˛ÚÓÌ ÔËÌflÎ Á‡ÍÓÌ ËÌÂˆËË,
ÓÚ ÑÂÍ‡Ú‡ – ‡Ì‡ÎËÚË˜ÂÒÍÛ˛ „ÂÓÏÂÚË˛, ÓÚ äÂÔÎÂ‡ – ÚË ÓÒÌÓ‚-
Ì˚ı Á‡ÍÓÌ‡ ‰‚ËÊÂÌËfl ÔÎ‡ÌÂÚ. åÂÌ¸¯ÂÂ, ÌÓ ÒÛ˘ÂÒÚ‚ÂÌÌÓÂ ‚ÎËflÌËÂ
ÓÍ‡Á‡ÎË ‰Û„ËÂ Ï‡ÚÂÏ‡ÚËÍË Ë ÙËÁËÍË: Ö‚ÍÎË‰, îÂÏ‡, É˛È„ÂÌÒ,
Ç‡ÎÎËÒ Ë Â„Ó ÌÂÔÓÒÂ‰ÒÚ‚ÂÌÌ˚È Û˜ËÚÂÎ¸ Å‡ÓÛ.

Ç ÙÛÌ‰‡ÏÂÌÚ‡Î¸ÌÓÏ ÔÓËÁ‚Â‰ÂÌËË «å‡ÚÂÏ‡ÚË˜ÂÒÍËÂ Ì‡˜‡Î‡
Ì‡ÚÛ‡Î¸ÌÓÈ ÙËÎÓÒÓÙËË», ÓÔÛ·ÎËÍÓ‚‡ÌÌÓÏ ÚÓÎ¸ÍÓ ‚ 1687 „.,
à. ç¸˛ÚÓÌ ‰‡Î ÓÔÂ‰ÂÎÂÌËÂ Ï‡ÒÒ˚ ÚÂÎ‡, ÍÓÎË˜ÂÒÚ‚‡ ‰‚ËÊÂÌËfl
(ÒÓı‡ÌË‚¯ËÂÒfl ‰Ó Ì‡¯Ëı ‰ÌÂÈ), ÒËÎ˚ Ë ÒÙÓÏÛÎËÓ‚‡Î ‡ÍÒËÓÏ˚
(ËÎË Á‡ÍÓÌ˚ ‰‚ËÊÂÌËfl), ÍÓÚÓ˚Â ‰‡ÎË ÓÒÌÓ‚Û ÒÚÓ„ÓÈ ÏÂı‡ÌË˜Â-
ÒÍÓÈ ÚÂÓËË. Ç ÒÓ‚ÂÏÂÌÌÓÏ ËÁÎÓÊÂÌËË ÓÌË Á‚Û˜‡Ú ÒÎÂ‰Û˛˘ËÏ
Ó·‡ÁÓÏ.

èÂ‚˚È Á‡ÍÓÌ ç¸˛ÚÓÌ‡. ÇÒflÍÓÂ ÚÂÎÓ ÔÂ·˚‚‡ÂÚ ‚ Ò‚ÓÂÏ ÒÓ-
ÒÚÓflÌËË ÔÓÍÓfl ËÎË ‡‚ÌÓÏÂÌÓ„Ó ÔflÏÓÎËÌÂÈÌÓ„Ó ‰‚ËÊÂÌËfl,
ÔÓÍ‡ Ë ÔÓÒÍÓÎ¸ÍÛ ÓÌÓ ÌÂ ÔÓÌÛÊ‰‡ÂÚÒfl ÔËÎÓÊÂÌÌ˚ÏË ÒËÎ‡ÏË
ËÁÏÂÌflÚ¸ ˝ÚÓ ÒÓÒÚÓflÌËÂ. ùÚÓÚ Á‡ÍÓÌ ÂÒÚ¸ Á‡ÍÓÌ ËÌÂˆËË É‡ÎË-
ÎÂfl Ë ÒÏ˚ÒÎ Â„Ó, ‚ ˜‡ÒÚÌÓÒÚË, ÒÓÒÚÓËÚ ËÏÂÌÌÓ ‚ ‚ÓÁÏÓÊÌÓÒÚË ‚˚-
·Ó‡ ËÁ ÏÌÓÊÂÒÚ‚‡ ÒËÒÚÂÏ ÓÚÒ˜ÂÚ‡ Ì‡Ë·ÓÎÂÂ Û‰Ó·ÌÓÈ ‰Îfl ÓÔËÒ‡-
ÌËfl ‰‚ËÊÂÌËfl ÚÂÎ, Ú‡Í Ì‡Á˚‚‡ÂÏÓÈ ËÌÂˆË‡Î¸ÌÓÈ ÒËÒÚÂÏ˚ ÓÚ-
Ò˜ÂÚ‡, „‰Â ÚÂÎÓ, ÌÂ ËÒÔ˚Ú˚‚‡˛˘ÂÂ ‚ÓÁ‰ÂÈÒÚ‚ËÈ ÒÓ ÒÚÓÓÌ˚ ‰Û-
„Ëı ÚÂÎ, ÒÓı‡ÌflÂÚ ÒÓÒÚÓflÌËÂ ÔÓÍÓfl ËÎË ‡‚ÌÓÏÂÌÓ„Ó ÔflÏÓÎË-
ÌÂÈÌÓ„Ó ‰‚ËÊÂÌËfl. ÇÓ ‚ÒÂı Ú‡ÍËı ÒËÒÚÂÏ‡ı Ò‚ÓÈÒÚ‚‡ ÔÓÒÚ‡Ì-
ÒÚ‚‡ – ‚ÂÏÂÌË Ó‰ËÌ‡ÍÓ‚˚ Ë Ó‰ËÌ‡ÍÓ‚Ó Á‡ÔËÒ˚‚‡˛ÚÒfl ‚ÒÂ Á‡ÍÓ-
Ì˚ ÏÂı‡ÌËÍË. éÚÒÛÚÒÚ‚ËÂ ÔÂ‰ÔÓ˜ÚËÚÂÎ¸ÌÓÈ ËÌÂˆË‡Î¸ÌÓÈ ÒËÒ-
ÚÂÏ˚ ÓÚÒ˜ÂÚ‡ Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl ÔËÌˆËÔÓÏ ÓÚÌÓÒËÚÂÎ¸ÌÓÒÚË É‡ÎË-
ÎÂfl. Ç ÏÂı‡ÌËÍÂ ç¸˛ÚÓÌ‡ ÔÂ‰ÔÓÎ‡„‡ÂÚÒfl, ˜ÚÓ Ì‡¯Â ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ-
‚Ó ÚÂıÏÂÌÓ, ‡ ‚ÂÏfl Ó‰ÌÓÏÂÌÓ. èÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Ó Ë ‚ÂÏfl ÌÂ Ò‚fl-
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ÄÎ¸·ÂÚ ùÈÌ¯ÚÂÈÌ (ÌÂÏ. Albert Einstein,
1879–1955) – Ó‰ËÌ ËÁ ÓÒÌÓ‚‡ÚÂÎÂÈ ÒÓ‚Â-
ÏÂÌÌÓÈ ÙËÁË˜ÂÒÍÓÈ ÚÂÓËË; ÒÓÁ‰‡ÚÂÎ¸
ÒÔÂˆË‡Î¸ÌÓÈ Ë Ó·˘ÂÈ ÚÂÓËÈ ÓÚÌÓÒËÚÂÎ¸-
ÌÓÒÚË; Î‡ÛÂ‡Ú çÓ·ÂÎÂ‚ÒÍÓÈ ÔÂÏËË ÔÓ 

ÙËÁËÍÂ 1921 „.



1. «Ä·ÒÓÎ˛ÚÌÓÂ, ËÒÚËÌÌÓÂ Ï‡ÚÂÏ‡ÚË˜ÂÒÍÓÂ ‚ÂÏfl Ò‡ÏÓ ÔÓ ÒÂ-
·Â Ë ÔÓ Ò‡ÏÓÈ Ò‚ÓÂÈ ÒÛ˘ÌÓÒÚË, ·ÂÁ ‚ÒflÍÓ„Ó ÓÚÌÓ¯ÂÌËfl Í ˜ÂÏÛ-ÎË-
·Ó ‚ÌÂ¯ÌÂÏÛ, ÔÓÚÂÍ‡ÂÚ ‡‚ÌÓÏÂÌÓ Ë ËÌ‡˜Â Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl ‰ÎË-
ÚÂÎ¸ÌÓÒÚ¸˛. éÚÌÓÒËÚÂÎ¸ÌÓÂ, Í‡ÊÛ˘ÂÂÒfl, ËÎË Ó·˚‰ÂÌÌÓÂ ‚ÂÏfl
ÂÒÚ¸ ËÎË ÚÓ˜Ì‡fl, ËÎË ËÁÏÂÌ˜Ë‚‡fl, ÔÓÒÚË„‡ÂÏ‡fl ˜Û‚ÒÚ‚‡ÏË, ‚ÌÂ¯-
Ìflfl, ÒÓ‚Â¯‡ÂÏ‡fl ÔË ÔÓÒÂ‰ÒÚ‚Â Í‡ÍÓ„Ó-ÎË·Ó ‰‚ËÊÂÌËfl ÏÂ‡
ÔÓ‰ÓÎÊËÚÂÎ¸ÌÓÒÚË, ÛÔÓÚÂ·ÎflÂÏ‡fl ‚ Ó·˚‰ÂÌÌÓÈ ÊËÁÌË ‚ÏÂÒÚÓ
ËÒÚËÌÌÓ„Ó, ËÎË Ï‡ÚÂÏ‡ÚË˜ÂÒÍÓ„Ó, ‚ÂÏÂÌË Í‡Í-ÚÓ: ˜‡Ò, ‰ÂÌ¸, ÏÂ-
Òflˆ, „Ó‰».

«ÇÓÁÏÓÊÌÓ, ˜ÚÓ ÌÂ ÒÛ˘ÂÒÚ‚ÛÂÚ (‚ ÔËÓ‰Â) Ú‡ÍÓ„Ó ‡‚ÌÓÏÂ-
ÌÓ„Ó ‰‚ËÊÂÌËfl, ÍÓÚÓ˚Ï ‚ÂÏfl ÏÓ„ÎÓ ·˚ ËÁÏÂflÚ¸Òfl Ò ÒÓ‚Â-
¯ÂÌÌÓÈ ÚÓ˜ÌÓÒÚ¸˛. ÇÒÂ ‰‚ËÊÂÌËfl ÏÓ„ÛÚ ÛÒÍÓflÚ¸Òfl ËÎË Á‡ÏÂ‰-
ÎflÚ¸Òfl, ÚÂ˜ÂÌËÂ ÊÂ ‡·ÒÓÎ˛ÚÌÓ„Ó ‚ÂÏÂÌË ËÁÏÂÌflÚ¸Òfl ÌÂ ÏÓ-
ÊÂÚ…»

2. «Ä·ÒÓÎ˛ÚÌÓÂ ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Ó ÔÓ Ò‡ÏÓÈ Ò‚ÓÂÈ ÒÛ˘ÌÓÒÚË, ·Â-
ÁÓÚÌÓÒËÚÂÎ¸ÌÓ Í ˜ÂÏÛ ·˚ ÚÓ ÌË ·˚ÎÓ ‚ÌÂ¯ÌÂÏÛ, ÓÒÚ‡ÂÚÒfl ‚ÒÂ„‰‡
Ó‰ËÌ‡ÍÓ‚˚Ï Ë ÌÂÔÓ‰‚ËÊÌ˚Ï.»

«…ÇÂÏfl Ë ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Ó ÒÓÒÚ‡‚Îfl˛Ú Í‡Í ·˚ ‚ÏÂÒÚËÎË˘‡ Ò‡-
ÏËı ÒÂ·fl Ë ‚ÒÂ„Ó ÒÛ˘ÂÒÚ‚Û˛˘Â„Ó. ÇÓ ‚ÂÏÂÌË ‚ÒÂ ‡ÒÔÓÎ‡„‡ÂÚÒfl
‚ ÒÏ˚ÒÎÂ ÔÓfl‰Í‡ ÔÓÒÎÂ‰Ó‚‡ÚÂÎ¸ÌÓÒÚË, ‚ ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Â – ‚ ÒÏ˚Ò-
ÎÂ ÔÓfl‰Í‡ ÔÓÎÓÊÂÌËfl. èÓ Ò‡ÏÓÈ Ò‚ÓÂÈ ÒÛ˘ÌÓÒÚË ÓÌË ÂÒÚ¸ ÏÂÒÚ‡,
ÔËÔËÒ˚‚‡Ú¸ ÊÂ ÏÂÒÚ‡Ï ‰‚ËÊÂÌËÂ ÌÂÎÂÔÓ. ÇÓÚ ˝ÚË-ÚÓ ÏÂÒÚ‡ Ë
ÒÛÚ¸ ÏÂÒÚ‡ ‡·ÒÓÎ˛ÚÌ˚Â, Ë ÚÓÎ¸ÍÓ ÔÂÂÏÂ˘ÂÌËfl ËÁ ˝ÚËı ÏÂÒÚ ÒÓ-
ÒÚ‡‚Îfl˛Ú ‡·ÒÓÎ˛ÚÌ˚Â ‰‚ËÊÂÌËfl… èË˜ËÌ˚ ÔÓËÒıÓÊ‰ÂÌËfl,
ÍÓÚÓ˚ÏË ‡ÁÎË˜‡˛ÚÒfl ËÒÚËÌÌ˚Â Ë Í‡ÊÛ˘ËÂÒfl ‰‚ËÊÂÌËfl, ÒÛÚ¸
ÚÂ ÒËÎ˚, ÍÓÚÓ˚Â Ì‡‰Ó Í ÚÂÎ‡Ï ÔËÎÓÊËÚ¸, ˜ÚÓ·˚ ÔÓËÁ‚ÂÒÚË
˝ÚË ‰‚ËÊÂÌËfl. àÒÚËÌÌÓÂ ‡·ÒÓÎ˛ÚÌÓÂ ‰‚ËÊÂÌËÂ ÌÂ ÏÓÊÂÚ ÌË ÔÓ-
ËÁÓÈÚË, ÌË ËÁÏÂÌËÚ¸Òfl ËÌ‡˜Â, Í‡Í ÓÚ ‰ÂÈÒÚ‚Ëfl ÒËÎ, ÔËÎÓÊÂÌÌ˚ı
ÌÂÔÓÒÂ‰ÒÚ‚ÂÌÌÓ Í ‰‚ËÊÛ˘ÂÏÛÒfl ÚÂÎÛ, ÚÓ„‰‡ Í‡Í ÓÚÌÓÒËÚÂÎ¸ÌÓÂ
‰‚ËÊÂÌËÂ ÚÂÎ‡ ÏÓÊÂÚ ·˚Ú¸ Ë ÔÓËÁ‚Â‰ÂÌÓ, Ë ËÁÏÂÌÂÌÓ ·ÂÁ ÔË-
ÎÓÊÂÌËfl ÒËÎ Í ˝ÚÓÏÛ ÚÂÎÛ; ‰ÓÒÚ‡ÚÓ˜ÌÓ, ˜ÚÓ·˚ ÒËÎ˚ ·˚ÎË ÔËÎÓ-
ÊÂÌ˚ Í ÚÂÏ ÚÂÎ‡Ï, ÔÓ ÓÚÌÓ¯ÂÌË˛ Í ÍÓÚÓ˚Ï ˝ÚÓ ‰‚ËÊÂÌËÂ ÓÔ-
Â‰ÂÎflÂÚÒfl.»

Ö˘Â É. É‡ÎËÎÂÈ ÔÂ‰ÒÚ‡‚ÎflÎ ‰‚ËÊÂÌËÂ Í‡Í ÔÓˆÂÒÒ, ÔÓËÒıÓ-
‰fl˘ËÈ ÌÂÔÂ˚‚ÌÓ ‚Ó ‚ÂÏÂÌË, Ë ÛÒÚ‡Ì‡‚ÎË‚‡Î ÒÓÓÚ‚ÂÚÒÚ‚ËÂ
ÏÂÊ‰Û ÍÓÌÚËÌÛÛÏÓÏ ÁÌ‡˜ÂÌËÈ ‚ÂÏÂÌË Ë ÍÓÌÚËÌÛÛÏÓÏ ÁÌ‡˜ÂÌËÈ
ÔÓÎÓÊÂÌËfl. èÓ˝ÚÓÏÛ ÓÔËÒ‡ÌËÂ ‰‚ËÊÂÌËfl Ï‡ÚÂË‡Î¸ÌÓÈ ÚÓ˜ÍË Ä
ÔÂ‰ÔÓÎ‡„‡ÂÚ ÁÌ‡ÌËÂ ÂÂ ÔÓÎÓÊÂÌËfl, Á‡‰‡‚‡ÂÏÓ„Ó ‚ ‰ÂÍ‡ÚÓ‚ÓÈ
ÒËÒÚÂÏÂ ÓÚÒ˜ÂÚ‡ ‡‰ËÛÒÓÏ-‚ÂÍÚÓÓÏ r

→
(t) ËÎË Â„Ó ÍÓÓ‰ËÌ‡Ú‡ÏË:

r
→

(t) = {x(t);   y(t), z(t)} � {x1(t);   x2(t),   x3(t)} = x
→

(t). (1.4)

èË Á‡ÔËÒË ‚ÚÓÓ„Ó Á‡ÍÓÌ‡ ç¸˛ÚÓÌ‡ ÔÂ‰ÔÓÎ‡„‡ÂÚÒfl, ˜ÚÓ
ÒËÎ˚, ‰ÂÈÒÚ‚Û˛˘ËÂ Ì‡ Ï‡ÚÂË‡Î¸ÌÛ˛ ÚÓ˜ÍÛ, ÒÎÂ‰ÛÂÚ ÒÍÎ‡‰˚-
‚‡Ú¸ ÔÓ Ô‡‚ËÎÛ ÒÎÓÊÂÌËfl ‚ÂÍÚÓÓ‚. ùÚÓ Ô‡‚ËÎÓ ÂÒÚ¸ Ó·Ó·˘Â-
ÌËÂ ˝ÍÒÔÂËÏÂÌÚ‡Î¸Ì˚ı Ù‡ÍÚÓ‚. ëÛÚ¸ Â„Ó ‰‡ÂÚÒfl ÔËÌˆËÔÓÏ
ÒÛÔÂÔÓÁËˆËË ÒËÎ: ÂÒÎË Ì‡ ÚÂÎÓ ‰ÂÈÒÚ‚Û˛Ú ÌÂÒÍÓÎ¸ÍÓ ÚÂÎ, ÚÓ
ÂÁÛÎ¸ÚËÛ˛˘‡fl ÒËÎ‡ Ì‡ıÓ‰ËÚÒfl ÔÛÚÂÏ ÒÛÏÏËÓ‚‡ÌËfl ÓÚ‰ÂÎ¸-
Ì˚ı ÒËÎ, ËÁÏÂÂÌÌ˚ı ‚ ÓÚÒÛÚÒÚ‚ËÂ ‰Û„Ëı, ÔÓ Ô‡‚ËÎÛ ÒÎÓÊÂ-
ÌËfl ‚ÂÍÚÓÓ‚:

(1.3)

àÌÓ„‰‡ ÔËÌˆËÔ ÒÛÔÂÔÓÁËˆËË Ì‡Á˚‚‡˛Ú óÂÚ‚ÂÚ˚Ï Á‡-
ÍÓÌÓÏ ç¸˛ÚÓÌ‡. çÓ‚˚Ï ‚ ÏÂı‡ÌËÍÂ ç¸˛ÚÓÌ‡ ÒÚ‡ÎÓ ÔÓÌflÚËÂ
ÒËÎ˚ ÌÂ ÔÓÒÚÓ Í‡Í ÌÂÍÓÂ„Ó ‰ÂÈÒÚ‚Ëfl, ‡ Í‡Í ‚ÂÎË˜ËÌ˚. Ç «ç‡-
˜‡Î‡ı» ç¸˛ÚÓÌ Ó·ÒÛÊ‰‡ÂÚ ÚËÔ˚ ÒËÎ, ‰ÂÈÒÚ‚Û˛˘Ëı Ì‡ ÙËÁË˜Â-
ÒÍËÂ ÚÂÎ‡, Ë ‡ÒÒÍ‡Á˚‚‡ÂÚ, ˜ÚÓ ÔÓËÒıÓ‰ËÚ Ò ÙËÁË˜ÂÒÍËÏË ÒËÒ-
ÚÂÏ‡ÏË, ÂÒÎË Í ÌËÏ ÔËÎÓÊËÚ¸ ‡ÁÎË˜Ì˚Â ÒËÎ˚. Ç ÍÌË„Â III
ç¸˛ÚÓÌ ÔÓÍ‡Á‡Î, ˜ÚÓ Ó„ÓÏÌÓÂ ÏÌÓÊÂÒÚ‚Ó Ò‡Ï˚ı ‡ÁÌÓÓ·‡Á-
Ì˚ı fl‚ÎÂÌËÈ Ë ÔÓˆÂÒÒÓ‚ – ‰‚ËÊÂÌËÂ ÔÎ‡ÌÂÚ, ãÛÌ˚, ÒÔÛÚÌËÍÓ‚
ûÔËÚÂ‡, ÍÓÏÂÚ, ÔËÎË‚˚, ÔÂˆÂÒÒË˛ ‡‚ÌÓ‰ÂÌÒÚ‚ËÈ Ë Ú. ‰. –
ÏÓÊÌÓ Ó·˙flÒÌËÚ¸, ÂÒÎË ÔËÌflÚ¸ „ËÔÓÚÂÁÛ Ó ÒÛ˘ÂÒÚ‚Ó‚‡ÌËË ÒË-
Î˚ ‚ÒÂÏËÌÓ„Ó Úfl„ÓÚÂÌËfl, ‰ÂÈÒÚ‚Û˛˘ÂÈ ÏÂÊ‰Û Î˛·˚ÏË ‰‚ÛÏfl
ÚÂÎ‡ÏË Ë ËÁÏÂÌfl˛˘ÂÈÒfl Ó·‡ÚÌÓ ÔÓÔÓˆËÓÌ‡Î¸ÌÓ Í‚‡‰‡ÚÛ
‡ÒÒÚÓflÌËfl ÏÂÊ‰Û ÌËÏË. ÇÒÂ ‚˚˜ËÒÎÂÌËfl ·˚ÎË ‚˚ÔÓÎÌÂÌ˚ Ò
ÔÓÏÓ˘¸˛ ÓË„ËÌ‡Î¸Ì˚ı Ï‡ÚÂÏ‡ÚË˜ÂÒÍËı ÏÂÚÓ‰Ó‚, Ó ÍÓÚÓ˚ı
É. ãÂÈ·ÌËˆ ‰‡Î ÒÎÂ‰Û˛˘ËÈ ÓÚÁ˚‚: «ÖÒÎË ‚ÁflÚ¸ Ï‡ÚÂÏ‡ÚËÍÛ ÓÚ
Ì‡˜‡Î‡ ÏË‡ ‰Ó ÚÓ„Ó ‚ÂÏÂÌË, ÍÓ„‰‡ ÊËÎ ç¸˛ÚÓÌ, ÚÓ Ò‰ÂÎ‡ÌÌÓÂ
ËÏ – „Ó‡Á‰Ó ÎÛ˜¯‡fl ÂÂ ÔÓÎÓ‚ËÌ‡». «ç¸˛ÚÓÌ ÒÓÁ‰‡Î Ò‚Ó˛ ÚÂÓ-
Ë˛ Ì‡ ÓÒÌÓ‚Â ÔÂ‰ÔÓÎÓÊÂÌËÈ, ‚˚ÚÂÍ‡˛˘Ëı ËÁ ˝ÍÒÔÂËÏÂÌÚ‡,
Á‡ÚÂÏ ÔÓÎÛ˜ËÎ ËÁ ÚÂÓËË ÒÎÂ‰ÒÚ‚Ëfl, ‡ ÛÊÂ ÔÓÚÓÏ ÔÓ‚ÂËÎ, Ì‡-
ÒÍÓÎ¸ÍÓ ÏÓ„, ˝ÚË ÒÎÂ‰ÒÚ‚Ëfl ˝ÍÒÔÂËÏÂÌÚ‡Î¸ÌÓ. èÓ˝ÚÓÏÛ Â„Ó
ÚÂÓËfl ·˚Î‡ Ò‚flÁ‡Ì‡ Ò ‰ÂÈÒÚ‚ËÚÂÎ¸ÌÓÒÚ¸˛ ˝ÍÒÔÂËÏÂÌÚÓÏ Ë
˜ÂÚÍËÏË ÓÔÂ‰ÂÎÂÌËflÏË, ÓÌ‡ ÏÓ„Î‡ ÔÂ‰ÒÍ‡Á‡Ú¸ fl‚ÎÂÌËfl, ÍÓÚÓ-
˚Â ‚ Ò‚Ó˛ Ó˜ÂÂ‰¸ ÔÓ‚ÂflÎËÒ¸ ÓÔ˚ÚÓÏ. íÂÓËfl ç¸˛ÚÓÌ‡
“Ó·˙flÒÌflÎ‡” ÏÌÓÊÂÒÚ‚Ó ˜Û‰ÂÒ, Ò‚Ó‰fl Ëı Í Ó·˚˜Ì˚Ï ÛÊÂ ËÁ‚Â-
ÒÚÌ˚Ï fl‚ÎÂÌËflÏ» [10. ë. 289].

èÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Ó. ÇÂÏfl. ëËÒÚÂÏ‡ ÓÚÒ˜ÂÚ‡. ç¸˛ÚÓÌ ‚‚Ó‰ËÚ ‡·-
ÒÓÎ˛ÚÌÓÂ ‚ÂÏfl Ë ‡·ÒÓÎ˛ÚÌÓÂ ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Ó ÔË ÔÓÏÓ˘Ë ÔÓÒÚÛ-
Î‡ÚÓ‚, Ì‡ ÍÓÚÓ˚ı ·˚Î‡ ÓÒÌÓ‚‡Ì‡ ‚Òfl ÙËÁËÍ‡ ‰Ó XX ‚. ìÏÂÒÚÌÓ
ÔË‚ÂÒÚË ı‡‡ÍÚÂÌ˚Â ‚˚‰ÂÊÍË ËÁ Â„Ó ÍÌË„Ë [14].

r r
F Fi

i

= ∑ .
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ÏÓ„Û˘Â„Ó ÅÓ„‡, ‡ Ì‡‚ÓÏ ‚˚‡Ê‡Î Â‚‡Ì„ÂÎ¸ÒÍÛ˛ ÔÓÒÚÓÚÛ.
èÛÒÚ¸ ÒÏÂÚÌ˚Â ‡‰Û˛ÚÒfl, ˜ÚÓ ÒÛ˘ÂÒÚ‚Ó‚‡ÎÓ Ú‡ÍÓÂ ÛÍ‡¯ÂÌËÂ
Ó‰‡ ˜ÂÎÓ‚Â˜ÂÒÍÓ„Ó» [105. ë. 192].

ëËÎ˚ ‚ ÔËÓ‰Â. ç¸˛ÚÓÌ ‚ÔÂ‚˚Â ‡ÒÒÏÓÚÂÎ ÓÒÌÓ‚ÌÓÈ ÏÂ-
ÚÓ‰ ÙÂÌÓÏÂÌÓÎÓ„Ë˜ÂÒÍÓ„Ó ÓÔËÒ‡ÌËfl Î˛·Ó„Ó ÙËÁË˜ÂÒÍÓ„Ó ‚ÓÁ-
‰ÂÈÒÚ‚Ëfl ˜ÂÂÁ ÔÓÒÂ‰ÒÚ‚Ó ÒËÎ˚. á‡‚Â¯ËÎË Ï‡ÚÂÏ‡ÚËÁ‡ˆË˛ ÏÂ-
ı‡ÌËÍË ùÈÎÂ Ë ã‡„‡ÌÊ. èË Â¯ÂÌËË ÍÓÌÍÂÚÌ˚ı Á‡‰‡˜ ‚˚‡-
ÊÂÌËÂ ‰Îfl ‚ÂÍÚÓ‡ ÒËÎ˚, Í‡Í Ô‡‚ËÎÓ, Á‡‰‡ÂÚÒfl ÍÓÌÍÂÚÌÓÈ
ÙÛÌÍˆËÂÈ F

→
= F

→
(r

→
, r

→•
, t). éÚÏÂÚËÏ, ˜ÚÓ ‚ ‡„ÛÏÂÌÚÂ ÒËÎ˚ ËÏÂ˛Ú-

Òfl ÚÓÎ¸ÍÓ r
→

Ë r
→•
, ‡ ·ÓÎÂÂ ‚˚ÒÓÍËÂ ÔÓËÁ‚Ó‰Ì˚Â – r–(t) Ë Ú. ‰. – ÓÚ-

ÒÛÚÒÚ‚Û˛Ú. ùÚÓ fl‚ÎflÂÚÒfl ÓÚ‡ÊÂÌËÂÏ ÔÓÒÚÛÎ‡Ú‡ ÍÎ‡ÒÒË˜ÂÒÍÓÈ
ÏÂı‡ÌËÍË, ˜ÚÓ Á‡‰‡ÌËÂ ÍÓÓ‰ËÌ‡Ú Ë ÒÍÓÓÒÚÂÈ ˜‡ÒÚËˆ ÒËÒÚÂÏ˚
ÔÓÎÌÓÒÚ¸˛ ÓÔËÒ˚‚‡ÂÚ ÒÓÒÚÓflÌËÂ ÒËÒÚÂÏ˚ Ë ÒÓÓÚ‚ÂÚÒÚ‚ÂÌÌÓ
ÔÓÁ‚ÓÎflÂÚ ÔÂ‰ÒÍ‡Á‡Ú¸ ÂÂ ÒÓÒÚÓflÌËÂ ‚ ‰‡Î¸ÌÂÈ¯ËÂ ÏÓÏÂÌÚ˚, Ú. Â.
ÂÂ ‰‚ËÊÂÌËÂ.

é„‡ÌË˜ËÏÒfl ÔÓÒÚÂÈ¯ËÏ ÒÎÛ˜‡ÂÏ Ó‰ÌÓÏÂÌÓ„Ó ‰‚ËÊÂÌËfl.
ÇÒÂ ÔÂ‰¯ÂÒÚ‚Û˛˘ÂÂ ‡Á‚ËÚËÂ ÙËÁËÍË ÔÓÍ‡Á‡ÎÓ, ˜ÚÓ ‚ÒÂ ÒËÎ˚ ‚
ÔËÓ‰Â ÏÓÊÌÓ Ò‚ÂÒÚË Í ÌÂÒÍÓÎ¸ÍËÏ ÙÛÌ‰‡ÏÂÌÚ‡Î¸Ì˚Ï ‚Á‡ËÏÓ-
‰ÂÈÒÚ‚ËflÏ, Ë ‚ÒÂ ÒËÎ˚, ‰ÂÈÒÚ‚Û˛˘ËÂ Ì‡ ÚÂÎÓ, ÏÓÊÌÓ ÔÂÂ˜ËÒ-
ÎËÚ¸. íÓ„‰‡ Á‡ÍÓÌ˚ ç¸˛ÚÓÌ‡ Ó‰ÌÓÁÌ‡˜ÌÓ ÓÔËÒ˚‚‡˛Ú ˝‚ÓÎ˛ˆË˛
ÒËÒÚÂÏ˚. èË‚Â‰ÂÏ ÒÎÂ‰Û˛˘ËÂ ÔËÏÂ˚ ÒËÎ.

1. É‡‚ËÚ‡ˆËÓÌÌ‡fl ÒËÎ‡ – ÔÓÒÚÓflÌÌ‡fl ‚Ó ‚ÂÏÂÌË:

mẍ = F = mg = const. (1.7)

2. ëËÎ‡ ÚÂÌËfl – Á‡‚ËÒËÏÓÒÚ¸ ÓÚ ÒÍÓÓÒÚË ÔË Ï‡Î˚ı ÒÍÓÓ-
ÒÚflı:

FÚ = F(x
.
) = –αx

.
. (1.8)

3. ëËÎ‡ ÛÔÛ„ÓÒÚË – Á‡‚ËÒËÏÓÒÚ¸ ÓÚ ÍÓÓ‰ËÌ‡Ú˚:

FÛÔ = F(x) = –kx. (1.9)

4. çÂÒÍÓÎ¸ÍÓ ÒËÎ:

F = FÛÔ + FÚ = –kx – αx
.
. (1.10)

5. ëËÎ‡, Á‡‚ËÒfl˘‡fl ÓÚ ‚ÂÏÂÌË. ê‡ÒÒÏÓÚËÏ ÒËÒÚÂÏÛ, ÒÓÒÚÓfl-
˘Û˛ ËÁ Á‡flÊÂÌÌÓ„Ó ÚÂÎ‡, ÔÓÏÂ˘ÂÌÌÓ„Ó ÏÂÊ‰Û Ó·ÍÎ‡‰Í‡ÏË ÍÓÌ-
‰ÂÌÒ‡ÚÓ‡. èÛÒÚ¸ Ì‡ÔflÊÂÌËÂ ÏÂÊ‰Û Ó·ÍÎ‡‰Í‡ÏË U = U0sinωt, 

ÇÂÍÚÓ r
→

(t) ÓÔËÒ˚‚‡ÂÚ Ú‡ÂÍÚÓË˛ ‰‚ËÊÂÌËfl Ï‡ÚÂË‡Î¸ÌÓÈ ÚÓ˜-
ÍË. ëËÒÚÂÏ‡ ÓÚÒ˜ÂÚ‡ ÒÓÒÚÓËÚ ËÁ ÒËÒÚÂÏ˚ ÍÓÓ‰ËÌ‡Ú Ë ˜‡ÒÓ‚, ËÏÂ-
˛˘Ëı ‚ ÌÂÈ ÌÛÎÂ‚Û˛ ÒÍÓÓÒÚ¸ ‚ Í‡Ê‰˚È ÏÓÏÂÌÚ (ËÒ. 1.4). íÓ„‰‡
ÒÍÓÓÒÚ¸ Ï‡ÚÂË‡Î¸ÌÓÈ ÚÓ˜ÍË ÓÔÂ‰ÂÎflÂÚÒfl Í‡Í

(1.5)

‡ ÛÒÍÓÂÌËÂ

(1.6)

ë ‡·ÓÚ‡ÏË ç¸˛ÚÓÌ‡ Ò‚flÁ‡Ì‡ ÌÓ‚‡fl ˝ÔÓı‡ ‚ ÙËÁËÍÂ Ë Ï‡ÚÂ-
Ï‡ÚËÍÂ. Ç Ï‡ÚÂÏ‡ÚËÍÂ ÔÓfl‚Îfl˛ÚÒfl ÏÓ˘Ì˚Â ‡Ì‡ÎËÚË˜ÂÒÍËÂ ÏÂ-
ÚÓ‰˚. Ç ÙËÁËÍÂ ÓÒÌÓ‚Ì˚Ï ÏÂÚÓ‰ÓÏ ËÒÒÎÂ‰Ó‚‡ÌËfl ÔËÓ‰˚ ÒÚ‡-
ÌÓ‚ËÚÒfl ÔÓÒÚÓÂÌËÂ Ï‡ÚÂÏ‡ÚË˜ÂÒÍËı ÏÓ‰ÂÎÂÈ ‚ ÔËÓ‰Â Ë Ëı ËÒ-
ÒÎÂ‰Ó‚‡ÌËÂ Ò ÔË‚ÎÂ˜ÂÌËÂÏ ÌÓ‚Ó„Ó Ï‡ÚÂÏ‡ÚË˜ÂÒÍÓ„Ó ‡ÔÔ‡‡Ú‡.
Ç «ç‡˜‡Î‡ı» ‚ÔÂ‚˚Â ‰‡Ì‡ Ó·˘‡fl ÒıÂÏ‡ ÒÚÓ„Ó„Ó Ï‡ÚÂÏ‡ÚË˜Â-
ÒÍÓ„Ó ÔÓ‰ıÓ‰‡ Í Â¯ÂÌË˛ Î˛·ÓÈ ÍÓÌÍÂÚÌÓÈ Á‡‰‡˜Ë ÁÂÏÌÓÈ
ËÎË ÌÂ·ÂÒÌÓÈ ÏÂı‡ÌËÍË. èÓ ÒÎÓ‚‡Ï Ä. ùÈÌ¯ÚÂÈÌ‡, «ç¸˛ÚÓÌ
·˚Î ÔÂ‚˚Ï, ÍÚÓ ÔÓÔ˚Ú‡ÎÒfl ÒÙÓÏÛÎËÓ‚‡Ú¸ ˝ÎÂÏÂÌÚ‡Ì˚Â Á‡-
ÍÓÌ˚, ÍÓÚÓ˚Â ÓÔÂ‰ÂÎfl˛Ú ‚ÂÏÂÌÌÓÈ ıÓ‰ ¯ËÓÍÓ„Ó ÍÎ‡ÒÒ‡
ÔÓˆÂÒÒÓ‚ ‚ ÔËÓ‰Â Ò ‚˚ÒÓÍÓÈ ÒÚÂÔÂÌ¸˛ ÔÓÎÌÓÚ˚ Ë ÚÓ˜ÌÓÒÚË»,
‡ Ú‡ÍÊÂ «…ÓÍ‡Á‡Î Ò‚ÓËÏË ÚÛ‰‡ÏË „ÎÛ·ÓÍÓÂ Ë ÒËÎ¸ÌÓÂ ‚ÎËflÌËÂ
Ì‡ ‚ÒÂ ÏËÓ‚ÓÁÁÂÌËÂ ‚ ˆÂÎÓÏ» [102. ë. 89]. ç‡Û˜Ì˚Â ‡·ÓÚ˚,
ÔÓÎÓÊË‚¯ËÂ Ì‡˜‡ÎÓ ÚÓ„‰‡¯ÌÂÈ Ì‡Û˜ÌÓÈ Â‚ÓÎ˛ˆËË, ÔËÌÂÒÎË
ÛÊÂ ÔË ÊËÁÌË ç¸˛ÚÓÌÛ ‚ÒÂÏËÌÓÂ ÔËÁÌ‡ÌËÂ, Ó ˜ÂÏ „Ó‚ÓËÚ
˝ÔËÚ‡ÙËfl Ì‡ Â„Ó ÏÓ„ËÎÂ: «á‰ÂÒ¸ ÔÓÍÓËÚÒfl ë˝ àÒ‡‡Í ç¸˛ÚÓÌ,

‰‚ÓflÌËÌ, ÍÓÚÓ˚È ÔÓ˜ÚË ·ÓÊÂ-
ÒÚ‚ÂÌÌ˚Ï ‡ÁÛÏÓÏ ÔÂ‚˚È ‰ÓÍ‡-
Á‡Î Ò Ù‡ÍÂÎÓÏ Ï‡ÚÂÏ‡ÚËÍË ‰‚Ë-
ÊÂÌËÂ ÔÎ‡ÌÂÚ, ÔÛÚË ÍÓÏÂÚ Ë ÔË-
ÎË‚˚ ÓÍÂ‡ÌÓ‚. éÌ ËÒÒÎÂ‰Ó‚‡Î
‡ÁÎË˜ËÂ Ò‚ÂÚÓ‚˚ı ÎÛ˜ÂÈ Ë ÔÓfl‚-
Îfl˛˘ËÂÒfl ÔË ˝ÚÓÏ ‡ÁÎË˜Ì˚Â
Ò‚ÓÈÒÚ‚‡ ˆ‚ÂÚÓ‚, ˜Â„Ó ‡ÌÂÂ ÌË-
ÍÚÓ ‰‡ÊÂ ÌÂ ÔÓ‰ÓÁÂ‚‡Î. èË-
ÎÂÊÌ˚È, ÏÛ‰˚È Ë ‚ÂÌ˚È ËÒ-
ÚÓÎÍÓ‚‡ÚÂÎ¸ ÔËÓ‰˚, ‰Â‚ÌÓÒ-
ÚË Ë ë‚. ÔËÒ‡ÌËfl, ÓÌ ÛÚ‚ÂÊ‰‡Î
Ò‚ÓÂÈ ÙËÎÓÒÓÙËÂÈ ‚ÂÎË˜ËÂ ÇÒÂ-
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2. Ñ‚ËÊÂÌËÂ ÔÓ‰ ‰ÂÈÒÚ‚ËÂÏ ÔÓÒÚÓflÌÌÓÈ ÒËÎ˚ (Ô‡-
‰ÂÌËÂ Ò ÌÂ·ÓÎ¸¯ÓÈ ‚˚ÒÓÚ˚ ‚ ÔÛÒÚÓÚÂ). èÛÒÚ¸ ÚÓ˜Í‡
ËÏÂÂÚ Ì‡˜‡Î¸ÌÛ˛ ÒÍÓÓÒÚ¸, Ì‡Ô‡‚ÎÂÌÌÛ˛ ÔÓ ‚ÂÚËÍ‡-
ÎË. ë˜ËÚ‡fl ÒËÎÛ ÚflÊÂÒÚË ÔÓÒÚÓflÌÌÓÈ, Ì‡È‰ÂÏ ÒÍÓÓÒÚ¸
Ë ÍÓÓ‰ËÌ‡ÚÛ Í‡Í ÙÛÌÍˆËË ‚ÂÏÂÌË. èËÏÂÏ Ì‡˜‡Î¸-
ÌÓÂ ÔÓÎÓÊÂÌËÂ ÚÓ˜ÍË Á‡ Ì‡˜‡ÎÓ é ÍÓÓ‰ËÌ‡Ú (ËÒ. 1.5)
Ë Ì‡Ô‡‚ËÏ ÓÒ¸ ı ÔÓ ‚ÂÚËÍ‡ÎË ‚ÌËÁ.

èÛÒÚ¸ ‚ ÏÓÏÂÌÚ t ÚÓ˜Í‡ Á‡ÌËÏ‡ÂÚ ÌÂÍÓÚÓÓÂ ÔÓÎÓ-
ÊÂÌËÂ Ä. ÇÚÓÓÈ Á‡ÍÓÌ ç¸˛ÚÓÌ‡ ‚ Ì‡¯ÂÏ ÒÎÛ˜‡Â ÔË-
ÏÂÚ ‚Ë‰

miẍ = mgg. (1.15)

èÂ‰ÔÓÎ‡„‡fl ‡‚ÂÌÒÚ‚Ó ËÌÂˆËÓÌÌÓÈ mi Ë „‡‚ËÚ‡ˆËÓÌÌÓÈ mg

Ï‡ÒÒ˚, ÔÓÎÛ˜‡ÂÏ Û‡‚ÌÂÌËÂ ẍ = �
d

d

v

t
� = g, ËÌÚÂ„ËÓ‚‡ÌËÂ ÍÓÚÓÓ„Ó 

ÓÔÂ‰ÂÎflÂÚ Á‡‚ËÒËÏÓÒÚ¸ ÒÍÓÓÒÚË ÓÚ ‚ÂÏÂÌË v = gt + C1. ÖÒÎË ‚
Ì‡˜‡Î¸Ì˚È ÏÓÏÂÌÚ v(t = 0) = v0, ÚÓ

v = gt + v0. (1.16)

ì˜ËÚ˚‚‡fl ÒÓÓÚÌÓ¯ÂÌËÂ v = �
d

d

x

t
�, ÔÓÒÎÂ ËÌÚÂ„ËÓ‚‡ÌËfl ÔÓÎÛ-

˜‡ÂÏ Á‡‚ËÒËÏÓÒÚ¸ ÍÓÓ‰ËÌ‡Ú˚ ÓÚ ‚ÂÏÂÌË:

x(t) = �
g

2

t2

� + v0t + x(t = 0). (1.17)

3. Ñ‚ËÊÂÌËÂ ÔÓ‰ ‰ÂÈÒÚ‚ËÂÏ ÒËÎ˚, Á‡‚ËÒfl˘ÂÈ ÓÚ ÒÍÓÓÒÚË.
á‡‚ËÒËÏÓÒÚ¸ ÒËÎ˚ ÓÚ ÒÍÓÓÒÚË ‚ÓÁÌËÍ‡ÂÚ, Ì‡ÔËÏÂ, ÂÒÎË ‰ÂÈ-
ÒÚ‚ÛÂÚ ÒËÎ‡ ÚÂÌËfl. ê‡ÒÒÏÓÚËÏ ÒÎÛ˜‡È Ô‡‰ÂÌËfl ÚÂÎ‡ ‚ ‚ÓÁ‰ÛıÂ
Ò ÌÂÌÛÎÂ‚ÓÈ Ì‡˜‡Î¸ÌÓÈ ÒÍÓÓÒÚ¸˛ (ÒÏ. ËÒ. 1.5). ÅÛ‰ÂÏ Ò˜Ë-
Ú‡Ú¸, ˜ÚÓ ÒËÎ˚, ‰ÂÈÒÚ‚Û˛˘ËÂ Ì‡ ÚÂÎÓ, ÔËÎÓÊÂÌ˚ Í Â„Ó ˆÂÌÚÛ
Ï‡ÒÒ. á‡ÍÓÌ ÒÓÔÓÚË‚ÎÂÌËfl ÒÂ‰˚ ÒÎÓÊÂÌ. ëÓÔÓÚË‚ÎÂÌËÂ Á‡-
‚ËÒËÚ ÓÚ ÙÓÏ˚ Ë ‡ÁÏÂÓ‚ ‰‚ËÊÛ˘Â„ÓÒfl ÚÂÎ‡, Ò‚ÓÈÒÚ‚ Ò‡ÏÓÈ
ÒÂ‰˚ Ë ÒÍÓÓÒÚË ‰‚ËÊÂÌËfl ÚÂÎ‡. ÖÒÎË ÚÂÎÓ ÌÂ ÒÎË¯ÍÓÏ Ï‡ÎÓ
(Ì‡ÔËÏÂ ÂÒÎË Â˜¸ Ë‰ÂÚ Ó ÒÌ‡fl‰Â ËÎË ·ÓÏ·Â), ÚÓ ÔË Ï‡Î˚ı
ÒÍÓÓÒÚflı (‰Ó 0,1 Ï/Ò) ÒËÎ‡ ÒÓÔÓÚË‚ÎÂÌËfl ‚ÓÁ‰Ûı‡ R ÔÓÔÓˆË-
ÓÌ‡Î¸Ì‡ ÔÂ‚ÓÈ ÒÚÂÔÂÌË ÒÍÓÓÒÚË, ÔË ÒÍÓÓÒÚflı ÓÚ 0,1 ‰Ó
300 Ï/Ò ÒËÎ‡ ÔÓÔÓˆËÓÌ‡Î¸Ì‡ Í‚‡‰‡ÚÛ ÒÍÓÓÒÚË. èË ·ÓÎ¸-
¯Ëı ÒÍÓÓÒÚflı ÒÓÔÓÚË‚ÎÂÌËÂ Á‡‚ËÒËÚ ÓÚ ‚˚Ò¯Ëı ÒÚÂÔÂÌÂÈ

ÚÓ„‰‡ Ì‡ÔflÊÂÌÌÓÒÚ¸ ˝ÎÂÍÚË˜ÂÒÍÓ„Ó ÔÓÎfl Ë ÒËÎ‡,

‰ÂÈÒÚ‚Û˛˘‡fl Ì‡ ÚÂÎÓ, ËÏÂÂÚ ‚Ë‰

(1.11)

í‡ÍËÏ Ó·‡ÁÓÏ, ‚ ‡ÒÒÏ‡ÚË‚‡ÂÏ˚ı ÒÎÛ˜‡flı ‚ÚÓÓÈ Á‡ÍÓÌ
ç¸˛ÚÓÌ‡ (1.2) Ò‚Ó‰ËÚÒfl Í Ó·˚ÍÌÓ‚ÂÌÌÓÏÛ ‰ËÙÙÂÂÌˆË‡Î¸ÌÓÏÛ
Û‡‚ÌÂÌË˛. Ç Ú‡ÍÓÈ ÙÓÏÂ ÓÌ ·˚Î ‚ÔÂ‚˚Â ÔÂ‰ÒÚ‡‚ÎÂÌ, ÔÓ-
‚Ë‰ËÏÓÏÛ, ã. ùÈÎÂÓÏ. Ç ÂÁÛÎ¸Ú‡ÚÂ ËÌÚÂ„ËÓ‚‡ÌËfl ‰ËÙÙÂ-
ÂÌˆË‡Î¸ÌÓ„Ó Û‡‚ÌÂÌËfl ÏÓÊÌÓ Ì‡ÈÚË ÍÓÓ‰ËÌ‡ÚÛ ˜‡ÒÚËˆ˚ x Ë
ÂÂ ÒÍÓÓÒÚ¸ v = x

.
(t) ‚ Î˛·ÓÈ ÏÓÏÂÌÚ. ÑÎfl ˝ÚÓ„Ó ÌÂÓ·ıÓ‰ËÏ˚

ÎË¯¸ Ì‡˜‡Î¸Ì˚Â ÍÓÓ‰ËÌ‡Ú˚ x(t0) Ë ÒÍÓÓÒÚ¸ ˜‡ÒÚËˆ˚ v = x
.
(t0).

í‡Í Í‡Í ‚ÚÓÓÈ Á‡ÍÓÌ ç¸˛ÚÓÌ‡ ‰‡ÂÚ ËÒ˜ÂÔ˚‚‡˛˘ÂÂ ÓÔËÒ‡-
ÌËÂ ‰‚ËÊÂÌËfl ˜‡ÒÚËˆ˚, ÚÓ Â„Ó Ì‡Á˚‚‡˛Ú ÓÒÌÓ‚Ì˚Ï Á‡ÍÓÌÓÏ
‰ËÌ‡ÏËÍË.

èÓÍ‡ÊÂÏ Ì‡ ÔËÏÂ‡ı, Í‡ÍËÏ Ó·‡ÁÓÏ ËÁ ‚ÚÓÓ„Ó Á‡ÍÓÌ‡
ç¸˛ÚÓÌ‡ ÓÔÂ‰ÂÎfl˛ÚÒfl ÍÓÓ‰ËÌ‡Ú˚ Ë ÒÍÓÓÒÚË ˜‡ÒÚËˆ˚, Ë·Ó
«ÔË ËÁÛ˜ÂÌËË Ì‡ÛÍ ÔËÏÂ˚ ÌÂ ÏÂÌÂÂ ÔÓÛ˜ËÚÂÎ¸Ì˚, ˜ÂÏ Ô‡‚Ë-
Î‡» (ç¸˛ÚÓÌ).

1. Ñ‚ËÊÂÌËÂ ÔÓ‰ ‰ÂÈÒÚ‚ËÂÏ ÒËÎ˚, Á‡‚ËÒfl˘ÂÈ ÚÓÎ¸ÍÓ ÓÚ ‚Â-
ÏÂÌË: F(x, x

.
, t) = F(t). Ç ˝ÚÓÏ ÒÎÛ˜‡Â Á‡‰‡˜‡ Â¯‡ÂÚÒfl ÔflÏ˚Ï ËÌ-

ÚÂ„ËÓ‚‡ÌËÂÏ Û‡‚ÌÂÌËfl:

mẍ = F(t). (1.12)

àÌÚÂ„ËÛfl Â„Ó ÎÂ‚Û˛ Ë Ô‡‚Û˛ ˜‡ÒÚË ÔÂ‚˚È ‡Á ÔÓ ‚ÂÏÂÌË ‚
ÔÂ‰ÂÎ‡ı ÓÚ t0 ‰Ó t, Ï˚ Ì‡ıÓ‰ËÏ ÒÍÓÓÒÚ¸ ÚÂÎ‡ Ë Î˛·ÓÈ ÏÓÏÂÌÚ

(1.13)

àÌÚÂ„ËÛfl ‚ÚÓÓÈ ‡Á ÔÓ ‚ÂÏÂÌË, Ï˚ ÓÔÂ‰ÂÎflÂÏ ÔË Á‡‰‡Ì-
ÌÓÈ ÒËÎÂ ÔÓÎÓÊÂÌËÂ ÚÂÎ‡ ‚ Î˛·ÓÈ ÏÓÏÂÌÚ

(1.14)
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êËÒ. 1.5

O

A

x

mg



ê‡ÁÂ¯‡fl ˝ÚÓ ‚˚‡ÊÂÌËÂ ÓÚÌÓ-
ÒËÚÂÎ¸ÌÓ v, ÔÓÎÛ˜‡ÂÏ Á‡‚ËÒË-
ÏÓÒÚ¸ ÒÍÓÓÒÚË ÓÚ ‚ÂÏÂÌË ‚ fl‚-
ÌÓÏ ‚Ë‰Â

(1.21)

èË t → ∞ ÒÍÓÓÒÚ¸ ÒÚÂÏËÚÒfl Í ÔÂ‰ÂÎ¸ÌÓÏÛ ÁÌ‡˜ÂÌË˛ vÍ = c, 

ËÎË Ú. Â. ÔË ÔÓÒÚÓflÌÌ˚ı ÙÓÏÂ ÚÂÎ‡, ‡ÁÏÂ‡ı Ë

ÔÎÓÚÌÓÒÚË ÒÂ‰˚ Ï‡ÍÒËÏ‡Î¸Ì‡fl ÒÍÓÓÒÚ¸ Ô‡‰ÂÌËfl ÔÓÔÓˆËÓ-
Ì‡Î¸Ì‡ Í‚‡‰‡ÚÌÓÏÛ ÍÓÌ˛ ËÁ Ï‡ÒÒ˚ ÚÂÎ‡. É‡ÙË˜ÂÒÍË Á‡‚ËÒË-
ÏÓÒÚ¸ ÒÍÓÓÒÚË ÔË v(t = 0) = 0 ÓÚ ‚ÂÏÂÌË Ô‡‰ÂÌËfl ÔÓÍ‡Á‡Ì‡ Ì‡
ËÒ. 1.6.

ùÚË ÔËÏÂ˚ ÔÓÍ‡Á˚‚‡˛Ú, ˜ÚÓ ÔË ËÁ‚ÂÒÚÌ˚ı ÒËÎ‡ı, ‰ÂÈÒÚ‚Û-
˛˘Ëı Ì‡ ÚÂÎÓ, Û‡‚ÌÂÌËfl ç¸˛ÚÓÌ‡ Ó‰ÌÓÁÌ‡˜ÌÓ ÓÔÂ‰ÂÎfl˛Ú ÒÍÓ-
ÓÒÚ¸ Ë ÔÓÎÓÊÂÌËÂ ÚÂÎ‡ ‚ Î˛·ÓÈ ÏÓÏÂÌÚ ÔË Î˛·˚ı Á‡‰‡ÌÌ˚ı
Ì‡˜‡Î¸Ì˚ı ÛÒÎÓ‚Ëflı. Ñ‚ËÊÂÌËÂ Ï‡ÚÂË‡Î¸ÌÓÈ ÚÓ˜ÍË ÔÓ‰ ‰ÂÈÒÚ-
‚ËÂÏ ‰Û„Ëı ÒËÎ ‡ÒÒÏÓÚÂÌÓ ‚ ÒÎÂ‰Û˛˘Ëı „Î‡‚‡ı.

  
v

mg

S
Í =
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c
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⎛
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⎞
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⎞
⎠

th
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.

ÒÍÓÓÒÚË. ê‡ÒÒÏÓÚËÏ ÒÍÓÓÒÚË 0,1 ‰Ó 300 Ï/Ò, ‚ ˝ÚÓÏ ÒÎÛ˜‡Â ‚
·‡ÎÎËÒÚËÍÂ Ó·˚˜ÌÓ Ò˜ËÚ‡˛Ú

R = αρSv2,

„‰Â α – ÍÓ˝ÙÙËˆËÂÌÚ, Á‡‚ËÒfl˘ËÈ ÓÚ ÙÓÏ˚ ÚÂÎ‡; ρ – ÔÎÓÚÌÓÒÚ¸
‚ÓÁ‰Ûı‡; S – ÔÎÓ˘‡‰¸ ÏË‰ÂÎÂ‚‡ ÒÂ˜ÂÌËfl, Ú. Â. Ì‡Ë·ÓÎ¸¯Â„Ó ÔÓÔÂ-
Â˜ÌÓ„Ó ÒÂ˜ÂÌËfl ÚÂÎ‡ ÔÎÓÒÍÓÒÚ¸˛, ÔÂÔÂÌ‰ËÍÛÎflÌÓÈ Í ÒÍÓÓ-
ÒÚË. ëÓ‚ÏÂÒÚËÏ, Í‡Í Ë ‚ ÔÂ‰˚‰Û˘ÂÈ Á‡‰‡˜Â, Ì‡˜‡ÎÓ ÍÓÓ‰ËÌ‡Ú Ò
Ì‡˜‡Î¸Ì˚Ï ÔÓÎÓÊÂÌËÂÏ ÚÂÎ‡, ÓÒ¸ ı Ì‡Ô‡‚ËÏ ‚ÂÚËÍ‡Î¸ÌÓ ‚ÌËÁ
Ë Á‡ÔË¯ÂÏ Û‡‚ÌÂÌËÂ ç¸˛ÚÓÌ‡

mẍ = mg – R = mẍ = mg – αρSv2,

ËÎË

(1.18)

„‰Â ‚‚Â‰ÂÌÓ Ó·ÓÁÌ‡˜ÂÌËÂ c2 = �
α
m

ρ
g

S
�.

ÖÒÎË ‚ Ì‡˜‡Î¸Ì˚È ÏÓÏÂÌÚ v(t = 0) < c, ÚÓ �
d

d

v

t
� > 0 ‚ ÔÓÒÎÂ‰Û˛˘ËÂ 

ÏÓÏÂÌÚ˚. èÓ˝ÚÓÏÛ ÒÍÓÓÒÚ¸ ÚÂÎ‡ Û‚ÂÎË˜Ë‚‡ÂÚÒfl (ÒËÎ‡ ÚflÊÂÒÚË
·ÓÎ¸¯Â ÒËÎ˚ ÒÓÔÓÚË‚ÎÂÌËfl) ‚ÔÎÓÚ¸ ‰Ó ÏÓÏÂÌÚ‡, ÍÓ„‰‡ ÒÍÓÓÒÚ¸
ÒÚ‡ÌÂÚ ‡‚ÌÓÈ c. èË v(t = 0) > c ÒÍÓÓÒÚ¸ Ú‡ÍÊÂ ÒÚÂÏËÚÒfl Í ÁÌ‡-
˜ÂÌË˛ c, ÍÓÚÓÓÂ fl‚ÎflÂÚÒfl ÒÚ‡ˆËÓÌ‡ÌÓÈ ÚÓ˜ÍÓÈ Û‡‚ÌÂÌËfl (1.15).
á‡ÏÂÚËÏ, ˜ÚÓ ‰Îfl Ô‡‡¯˛ÚËÒÚ‡ ˝Ú‡ ÔÂ‰ÂÎ¸Ì‡fl ÒÍÓÓÒÚ¸ c ‡‚Ì‡
6 ÍÏ/Ò. Ç˚˜ËÒÎËÏ ÒÍÓÓÒÚ¸ ÚÂÎ‡ ‚ Î˛·ÓÈ ÏÓÏÂÌÚ, ÔÓÎ‡„‡fl, ˜ÚÓ ‚
Ì‡˜‡Î¸Ì˚È v(t = 0) = v0. èÓÒÎÂ ‡Á‰ÂÎÂÌËfl ÔÂÂÏÂÌÌ˚ı ‚ (1.15) Ë
ÔÓÒÚÂÈ¯Ëı ÔÂÓ·‡ÁÓ‚‡ÌËÈ ÓÌÓ ÔË‚Ó‰ËÚÒfl Í ‚Ë‰Û

(1.19)

àÌÚÂ„ËÛfl ÎÂ‚Û˛ ˜‡ÒÚ¸ ˝ÚÓ„Ó Û‡‚ÌÂÌËfl ÓÚ ÌÛÎfl ‰Ó t, Ô‡‚Û˛ ÓÚ
v0 ‰Ó v, ÔÓÎÛ˜‡ÂÏ Â¯ÂÌËÂ ‚ ‚Ë‰Â ÌÂfl‚ÌÓÈ ÙÛÌÍˆËË

(1.20)
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êËÒ. 1.6



‰˚ ÌÂ ÌÛÊ‰‡˛ÚÒfl ÌË ‚ ÔÓÒÚÓÂÌËflı, ÌË ‚ ‡ÒÒÛÊ‰ÂÌËflı „ÂÓÏÂÚ-
Ë˜ÂÒÍÓ„Ó ËÎË ÏÂı‡ÌË˜ÂÒÍÓ„Ó ı‡‡ÍÚÂ‡, ‡ ÎË¯¸ ‚ ‡Î„Â·‡Ë˜Â-
ÒÍËı ÓÔÂ‡ˆËflı, ÔÓ‰˜ËÌfl˛˘ËıÒfl ÒÚÓ„ËÏ Ë Ó‰ÌÓÓ·‡ÁÌ˚Ï Ô‡-
‚ËÎ‡Ï. íÓÚ, ÍÚÓ Î˛·ËÚ Ï‡ÚÂÏ‡ÚË˜ÂÒÍËÈ ‡Ì‡ÎËÁ, Ò Û‰Ó‚ÓÎ¸ÒÚ‚Ë-
ÂÏ Û‚Ë‰ËÚ, ˜ÚÓ ÏÂı‡ÌËÍ‡ ÒÚ‡ÌÓ‚ËÚÒfl ÌÓ‚˚Ï ‡Á‰ÂÎÓÏ ‡Ì‡ÎËÁ‡, Ë
·Û‰ÂÚ ÏÌÂ ·Î‡„Ó‰‡ÂÌ Á‡ Ú‡ÍÓÂ ‡Ò¯ËÂÌËÂ Ó·Î‡ÒÚË Â„Ó ÔËÏÂ-
ÌÂÌËfl» [12. ë. 9].

2.1. ÉéãéçéåçõÖ à çÖÉéãéçéåçõÖ ëÇüáà

ë Ï‡ÚÂÏ‡ÚË˜ÂÒÍÓÈ ÚÓ˜ÍË ÁÂÌËfl
„ÓÎÓÌÓÏÌÓÒÚ¸ Ò‚flÁÂÈ ÂÒÚ¸ ÔÓÒÚÛÎ‡Ú ÙË-
ÁË˜ÂÒÍÓ„Ó ÔÓËÒıÓÊ‰ÂÌËfl.

Ç.à. ÄÌÓÎ¸‰

ç‡˜ËÌ‡fl Ò ÔËÓÌÂÌ˚ı ‡·ÓÚ ÅÂÌÛÎÎË Ë ùÈÎÂ‡ ÏÂı‡ÌËÍ‡
ç¸˛ÚÓÌ‡ ÒÚ‡Î‡ ÔËÏÂÌflÚ¸Òfl Í ‰ËÌ‡ÏËÍÂ Ï‡ÚÂË‡Î¸Ì˚ı ÚÂÎ. éÌË
Ï˚ÒÎÂÌÌÓ ‡Á‰ÂÎflÎËÒ¸ Ì‡ Ï‡ÚÂË‡Î¸Ì˚Â ÚÓ˜ÍË – ‚ÂÒ¸Ï‡ Ï‡Î˚Â
˜‡ÒÚËˆ˚, ‡ÁÏÂ‡ÏË ÍÓÚÓ˚ı ÏÓÊÌÓ ÔÂÌÂ·Â˜¸. ÑÎfl Í‡Ê‰ÓÈ ËÁ
˝ÚËı ˜‡ÒÚËˆ Á‡ÔËÒ˚‚‡ÎÓÒ¸ Û‡‚ÌÂÌËÂ ç¸˛ÚÓÌ‡ (1.2), Û˜ËÚ˚‚‡˛-
˘ÂÂ ‚Á‡ËÏÓ‰ÂÈÒÚ‚Ëfl Ò ÓÍÛÊ‡˛˘ËÏË ˜‡ÒÚËˆ‡ÏË.

ëÓ‚ÓÍÛÔÌÓÒÚ¸ Ï‡ÚÂË‡Î¸Ì˚ı ÚÓ˜ÂÍ, ‰‚ËÊÂÌËÂ ÍÓÚÓ˚ı ‚Á‡Ë-
ÏÓÒ‚flÁ‡ÌÌÓ, Ì‡ÁÓ‚ÂÏ Ï‡ÚÂË‡Î¸ÌÓÈ ÒËÒÚÂÏÓÈ. ÖÂ ÔËÏÂ‡ÏË fl‚-
Îfl˛ÚÒfl:

‡) ÏÌÓÊÂÒÚ‚Ó ‚Á‡ËÏÓ‰ÂÈÒÚ‚Û˛˘Ëı Ï‡ÚÂË‡Î¸Ì˚ı ÚÓ˜ÂÍ;
·) Ú‚Â‰ÓÂ ÚÂÎÓ – ÏÌÓÊÂÒÚ‚Ó Ï‡ÚÂË‡Î¸Ì˚ı ÚÓ˜ÂÍ, ‡ÒÒÚÓfl-

ÌËfl ÏÂÊ‰Û ÍÓÚÓ˚ÏË ÊÂÒÚÍÓ Á‡ÙËÍÒËÓ‚‡Ì˚ Ë ÌÂ ËÁÏÂÌfl˛ÚÒfl
Í‡Í ‚ ÔÓˆÂÒÒÂ ‰‚ËÊÂÌËfl, Ú‡Í Ë Ò ÚÂ˜ÂÌËÂÏ ‚ÂÏÂÌË.

êÂ¯ÂÌËÂ Û‡‚ÌÂÌËÈ ç¸˛ÚÓÌ‡ ÚÂ·ÛÂÚ ÁÌ‡ÌËfl ‚ÒÂı ‚ÌÂ¯ÌËı
ÒËÎ, ÔËÎÓÊÂÌÌ˚ı Í Ï‡ÚÂË‡Î¸ÌÓÈ ÒËÒÚÂÏÂ. Ç fl‰Â ÚÂıÌË˜ÂÒÍËı
ÔËÎÓÊÂÌËÈ ÓÔÂ‰ÂÎËÚ¸ Ëı ‰ÓÒÚ‡ÚÓ˜ÌÓ ÒÎÓÊÌÓ, ÔÓ˝ÚÓÏÛ ÔÓÎ¸ÁÛ-
˛ÚÒfl ‰Û„ËÏ ÔÓ‰ıÓ‰ÓÏ, ÒÛÚ¸ ÍÓÚÓÓ„Ó flÒÌ‡ ËÁ ‡ÒÒÏÓÚÂÌËfl ÔÓ-
ÒÚÂÈ¯ÂÈ Á‡‰‡˜Ë Ó ‰‚ËÊÂÌËË Ï‡ÚÂË‡Î¸ÌÓÈ ÚÓ˜ÍË Ï‡ÒÒ˚ m ÔÓ ÌÂ-
ÔÓ‰‚ËÊÌÓÈ ÔÎÓÒÍÓÒÚË z = 0. ÖÒÎË Ì‡Ò ËÌÚÂÂÒÛÂÚ ÚÓÎ¸ÍÓ ÂÂ ‰‚Ë-
ÊÂÌËÂ, ÚÓ Ï˚ ‰ÓÎÊÌ˚ Û˜ÂÒÚ¸ ‚ÒÂ ‰ÂÈÒÚ‚Û˛˘ËÂ Ì‡ ÌÂÂ ‚ÌÂ¯ÌËÂ
ÒËÎ˚. é‰ÌÓÈ ËÁ Ú‡ÍËı ÒËÎ ·Û‰ÂÚ ÒËÎ‡ ÛÔÛ„ÓÒÚË, ‰ÂÈÒÚ‚Û˛˘‡fl Ì‡
Ï‡ÚÂË‡Î¸ÌÛ˛ ÚÓ˜ÍÛ ÒÓ ÒÚÓÓÌ˚ ÔÓ‚ÂıÌÓÒÚË. ÖÒÎË ÒËÎ‡ ÛÔÛ„Ó-
„Ó ‚Á‡ËÏÓ‰ÂÈÒÚ‚Ëfl ÚÓ˜ÍË Ò ˜‡ÒÚËˆ‡ÏË ÔÓ‚ÂıÌÓÒÚË ÏÌÓ„Ó ·ÓÎ¸-
¯Â ‚ÌÂ¯ÌËı ÒËÎ, ‰ÂÈÒÚ‚Û˛˘Ëı Ì‡ ÌÂÂ, ÚÓ ‰‚ËÊÂÌËÂ Ï‡ÚÂË‡Î¸-
ÌÓÈ ÚÓ˜ÍË ÌÂ ‚˚Á˚‚‡ÂÚ ‰ÂÙÓÏ‡ˆËË ÔÓ‚ÂıÌÓÒÚË. èÓ˝ÚÓÏÛ ‰ÂÈ-
ÒÚ‚ËÂ ÛÔÛ„Ëı ÒËÎ ÔË‚Â‰ÂÚ ÚÓÎ¸ÍÓ Í Ó„‡ÌË˜ÂÌË˛ Ò‚Ó·Ó‰˚ ÔÂ-
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ÉÎ‡‚‡ 2. ãÄÉêÄçÜÖÇÄ åÖïÄçàäÄ

ã‡„‡ÌÊ ‰ÓÍ‡Á‡Î, ˜ÚÓ Ò‡Ï˚Â ‡Á-
ÌÓÓ·‡ÁÌ˚Â ÒÎÂ‰ÒÚ‚Ëfl, ÓÚÌÓÒfl˘ËÂÒfl Í
‰‚ËÊÂÌË˛ ÔÎ‡ÌÂÚ, ÏÓ„ÛÚ ·˚Ú¸ ‚˚‚Â‰Â-
Ì˚ ËÁ Ó‰ÌÓÈ ÓÒÌÓ‚ÌÓÈ ÙÓÏÛÎ˚. èË
˝ÚÓÏ Í‡ÒÓÚ‡ ÏÂÚÓ‰‡ Ì‡ÒÚÓÎ¸ÍÓ ÒÓÓÚ-
‚ÂÚÒÚ‚ÛÂÚ ‰ÓÒÚÓËÌÒÚ‚Û ÂÁÛÎ¸Ú‡Ú‡, ˜ÚÓ
˝Ú‡ ‚ÂÎËÍ‡fl ‡·ÓÚ‡ ÔÂ‚‡˘‡ÂÚÒfl ‚
Ò‚ÓÂ„Ó Ó‰‡ Ï‡ÚÂÏ‡ÚË˜ÂÒÍÛ˛ ÔÓ˝ÏÛ.

ì.ê. É‡ÏËÎ¸ÚÓÌ

êÓ‰Ë‚¯ËÈÒfl ‚ àÚ‡ÎËË Ù‡ÌˆÛÁ ÜÓÁÂÙ ãÛË ã‡„‡ÌÊ ÔÓ Ô‡-
‚Û Ò˜ËÚ‡ÂÚÒfl ÔflÏ˚Ï ÔÓ‰ÓÎÊ‡ÚÂÎÂÏ àÒ‡‡Í‡ ç¸˛ÚÓÌ‡. éÌ ‡Á-
‡·ÓÚ‡Î ÏÂÚÓ‰ ‚ ÏÂı‡ÌËÍÂ, ÍÓÚÓ˚È ÔÎÓ‰ÓÚ‚ÓÌÓ ÔËÏÂÌËÎ Í
Â¯ÂÌË˛ ‡ÒÚÓÌÓÏË˜ÂÒÍËı Á‡‰‡˜. éÌ ‚ ˜‡ÒÚÌÓÒÚË Â¯ËÎ Á‡‰‡˜Û
Ó ‰‚ËÊÂÌËË ãÛÌ˚ ÔÓ‰ ‰ÂÈÒÚ‚ËÂÏ ÔËÚflÊÂÌËfl áÂÏÎË Ë ëÓÎÌˆ‡,
Ó·˙flÒÌËÎ ÍÓÎÂ·‡ÌËfl ‚ ÔÓÎÓÊÂÌËË ÁÂÏÌÓÈ ÓÒË, ÔÓ‡Ì‡ÎËÁËÓ-
‚‡Î ‰‚ËÊÂÌËfl ÒÔÛÚÌËÍÓ‚ ûÔËÚÂ‡. Ç ÔÂ‰ËÒÎÓ‚ËË Í «ÄÌ‡ÎËÚË-
˜ÂÒÍÓÈ ÏÂı‡ÌËÍÂ», ‚˚ÔÛ˘ÂÌÌÓÈ ‚ 1788 „., ã‡„‡ÌÊ ÔËÒ‡Î: «Ç
˝ÚÓÈ ‡·ÓÚÂ ‚˚ ÌÂ Ì‡È‰ÂÚÂ ËÒÛÌÍÓ‚. àÁÎ‡„‡ÂÏ˚Â ÏÌÓ˛ ÏÂÚÓ-

ÜÓÁÂÙ ãÛË ã‡„‡ÌÊ (Ù. Joseph Louis
Lagrange; 25 flÌ‚‡fl 1736, íÛËÌ – 10 ‡Ô-
ÂÎfl 1813, è‡ËÊ) – ‚ÂÎËÍËÈ Ù‡ÌˆÛÁ-

ÒÍËÈ Ï‡ÚÂÏ‡ÚËÍ Ë ÏÂı‡ÌËÍ



Ç Ó·˘ÂÏ ÒÎÛ˜‡Â Ò‚flÁ¸ „ÂÓÏÂÚË˜ÂÒÍÓ„Ó ı‡‡ÍÚÂ‡ ÏÓÊÌÓ
ÔÂ‰ÒÚ‡‚ËÚ¸ Û‡‚ÌÂÌËÂÏ

fi(r
→

1; r
→

2; …; r
→

N, t) = 0;   i = 1, …, å, (2.3)

„‰Â N – ˜ËÒÎÓ ˜‡ÒÚËˆ ‚ ÒËÒÚÂÏÂ; m – ˜ËÒÎÓ Ì‡ÎÓÊÂÌÌ˚ı Ò‚flÁÂÈ.
äÓ„‰‡ Ó„‡ÌË˜ÂÌËfl Ì‡ÎÓÊÂÌ˚ ÌÂ ÚÓÎ¸ÍÓ Ì‡ ÍÓÓ‰ËÌ‡Ú˚ ˜‡Ò-

ÚËˆ, ÌÓ Ë Ì‡ Ëı ÒÍÓÓÒÚË, Û‡‚ÌÂÌËÂ Ò‚flÁË ËÏÂÂÚ ‚Ë‰

fi(r
→

1; r
→•

1; …; r
→

N; r
→•

N, t) = 0;   i = 1, …, å. (2.4)

ÖÒÎË Û‡‚ÌÂÌËÂ (2.4) ÏÓÊÂÚ ·˚Ú¸ ÔÓËÌÚÂ„ËÓ‚‡ÌÓ ÔÓ ‚ÂÏÂÌË,
ÓÌÓ, Ó˜Â‚Ë‰ÌÓ, ˝Í‚Ë‚‡ÎÂÌÚÌÓ (2.3). ë‚flÁË ‚Ë‰‡ (2.3) Ì‡Á˚‚‡˛ÚÒfl
„ÓÎÓÌÓÏÌ˚ÏË, Ò‚flÁË ‚Ë‰‡ (2.4) – ÌÂ„ÓÎÓÌÓÏÌ˚ÏË, ÂÒÎË ÓÌË ÌÂ
Ò‚Ó‰flÚÒfl Í Ò‚flÁflÏ (2.3). ÑÎfl ÔË‚Â‰ÂÌÌ˚ı ‚˚¯Â ÔËÏÂÓ‚ Ò‚flÁË
(2.1), (2.2), (2.4) fl‚Îfl˛ÚÒfl „ÓÎÓÌÓÏÌ˚ÏË Ë Û‰ÂÊË‚‡˛˘ËÏË, Ú‡Í
Í‡Í ÓÔÂ‰ÂÎÂÌ˚ ‡‚ÂÌÒÚ‚ÓÏ f = 0. ë‚flÁË ‚Ë‰‡ (2.2) ÓÔÂ‰ÂÎfl˛Ú
„ÓÎÓÌÓÏÌÛ˛ ÌÂÛ‰ÂÊË‚‡˛˘Û˛ Ò‚flÁ¸, ÔÓÒÍÓÎ¸ÍÛ ‰Îfl ÂÂ ÓÔËÒ‡ÌËfl
ËÒÔÓÎ¸ÁÛ˛Ú ÌÂ‡‚ÂÌÒÚ‚Ó. èËÏÂ 5 ÔÂ‰ÒÚ‡‚ÎflÂÚ ÌÂ„ÓÎÓÌÓÏÌÛ˛
Ò‚flÁ¸. Ç ÌÂÏ ÙË„ÛËÛÂÚ Ó„‡ÌË˜ÂÌËÂ Ì‡ ÒÍÓÓÒÚ¸, ÍÓÚÓÓÂ ÌÂ
ÏÓÊÂÚ ·˚Ú¸ Ò‚Â‰ÂÌÓ Í Ò‚flÁË „ÂÓÏÂÚË˜ÂÒÍÓ„Ó ı‡‡ÍÚÂ‡. é·ÛÒ-
ÎÓ‚ÎÂÌÓ ˝ÚÓ ‰ÓÒÚ‡ÚÓ˜ÌÓ ÒÎÓÊÌ˚ÏË ‰‚ËÊÂÌËflÏË, ÍÓÚÓ˚Â ‚ÓÁ-
ÏÓÊÌ˚ ‰Îfl ¯‡‡ Ì‡ ÔÎÓÒÍÓÒÚË.

àÚ‡Í, ‚ ÒÎÛ˜‡Â „ÓÎÓÌÓÏÌ˚ı Û‰ÂÊË‚‡˛˘Ëı Ò‚flÁÂÈ Ì‡ÍÎ‡‰˚-
‚‡ÂÏ˚Â ËÏË Ó„‡ÌË˜ÂÌËfl ‚˚‡Ê‡˛ÚÒfl ‚ ‚Ë‰Â ‡‚ÂÌÒÚ‚, Ò‚flÁ˚‚‡-
˛˘Ëı ÍÓÓ‰ËÌ‡Ú˚ ˜‡ÒÚËˆ Ë ‚ÂÏfl. ë‚flÁË, ÌÂ ËÁÏÂÌfl˛˘ËÂÒfl ÒÓ
‚ÂÏÂÌÂÏ, Ì‡Á˚‚‡˛ÚÒfl ÒÚ‡ˆËÓÌ‡Ì˚ÏË, ‚ ÔÓÚË‚ÌÓÏ ÒÎÛ˜‡Â –
ÌÂÒÚ‡ˆËÓÌ‡Ì˚ÏË. ì‡‚ÌÂÌËfl „ÓÎÓÌÓÏÌÓÈ ÒÚ‡ˆËÓÌ‡ÌÓÈ Ò‚flÁË
ËÏÂ˛Ú ‚Ë‰

fi(r
→

1; r
→

2; … ; r
→

n) = 0;   i = 1, …, å, (2.5)

‚ ÍÓÚÓ˚Â ‚ ÓÚÎË˜ËÂ ÓÚ ÌÂÒÚ‡ˆËÓÌ‡ÌÓÈ Ò‚flÁË (2.4) ÌÂ ‚ıÓ‰ËÚ fl‚-
ÌÓ ‚ÂÏfl.

èÓ ÒÛÚË „ÓÎÓÌÓÏÌ˚Â Ò‚flÁË fl‚Îfl˛ÚÒfl „ÂÓÏÂÚË˜ÂÒÍËÏ ÔÓÌfl-
ÚËÂÏ Ë ˜‡ÒÚÓ ‚ÓÁÌËÍ‡˛Ú, ÍÓ„‰‡ ‰‚ËÊÂÌËÂ Ó„‡ÌË˜ÂÌÓ ÒÓÔËÍÓÒ-
ÌÓ‚ÂÌËÂÏ Ò ‰Û„ËÏË ÚÂÎ‡ÏË. ÑÎfl Â¯ÂÌËfl Á‡‰‡˜ Ò ÌÂ„ÓÎÓÌÓÏÌ˚-
ÏË ËÎË ÌÂÛ‰ÂÊË‚‡˛˘ËÏË Ò‚flÁflÏË ÌÛÊÌ˚ ÒÔÂˆË‡Î¸Ì˚Â ÏÂÚÓ‰˚,
ÍÓÚÓ˚Â ‚ ‰‡Î¸ÌÂÈ¯ÂÏ ÌÂ ‡ÒÒÏ‡ÚË‚‡˛ÚÒfl.

ÑÎfl ÓÔÂ‰ÂÎÂÌËfl ÔÓÎÓÊÂÌËfl ÒËÒÚÂÏ˚ ËÁ N Ï‡ÚÂË‡Î¸Ì˚ı ÚÓ-
˜ÂÍ (˜‡ÒÚËˆ) ‚ ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Â Ì‡‰Ó Á‡‰‡Ú¸ N ‡‰ËÛÒÓ‚-‚ÂÍÚÓÓ‚,
Ú. Â. 3N ÍÓÓ‰ËÌ‡Ú. åËÌËÏ‡Î¸ÌÓÂ ˜ËÒÎÓ ÌÂÁ‡‚ËÒËÏ˚ı ‚ÂÎË˜ËÌ,
ÌÂÓ·ıÓ‰ËÏ˚ı ‰Îfl Ó‰ÌÓÁÌ‡˜ÌÓ„Ó ÓÔÂ‰ÂÎÂÌËfl ÔÓÎÓÊÂÌËfl ÒËÒÚÂ-

ÂÏÂ˘ÂÌËfl Ï‡ÚÂË‡Î¸ÌÓÈ ÚÓ˜ÍË ‚‰ÓÎ¸ ÓÒË z Ë ÛÒÎÓ‚Ë˛ z = 0 ÔË
ËÌÚÂ„ËÓ‚‡ÌËË Û‡‚ÌÂÌËÈ ç¸˛ÚÓÌ‡. Ç Â‡Î¸Ì˚ı ÒËÒÚÂÏ‡ı Ó„-
‡ÌË˜ÂÌËfl ÏÓ„ÛÚ ·˚Ú¸ ÌÂ ÚÓÎ¸ÍÓ „ÂÓÏÂÚË˜ÂÒÍÓ„Ó ı‡‡ÍÚÂ‡,
ÌÓ Ë ÍËÌÂÏ‡ÚË˜ÂÒÍÓ„Ó (Ì‡ ÒÍÓÓÒÚ¸). ÇÒÂ ÔÓ‰Ó·ÌÓ„Ó ÚËÔ‡ Ó„‡-
ÌË˜ÂÌËfl Ì‡Á˚‚‡˛ÚÒfl Ò‚flÁflÏË.

å‡ÚÂË‡Î¸Ì˚Â ÒËÒÚÂÏ˚ ÒÓ Ò‚flÁflÏË Ì‡Á˚‚‡˛ÚÒfl ÌÂÒ‚Ó·Ó‰-
Ì˚ÏË ‚ ÓÚÎË˜ËÂ ÓÚ Ò‚Ó·Ó‰Ì˚ı, Û ÍÓÚÓ˚ı Ò‚flÁË ÓÚÒÛÚÒÚ‚Û˛Ú.
åÓÊÌÓ Ú‡ÍÊÂ ‰‡Ú¸ ‰Û„ÓÂ ÓÔÂ‰ÂÎÂÌËÂ Ò‚Ó·Ó‰ÌÓÈ Ï‡ÚÂË‡Î¸-
ÌÓÈ ÚÓ˜ÍË ËÎË Ò‚Ó·Ó‰ÌÓÈ Ï‡ÚÂË‡Î¸ÌÓÈ ÒËÒÚÂÏ˚. å‡ÚÂË‡Î¸-
Ì‡fl ÚÓ˜Í‡ Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl Ò‚Ó·Ó‰ÌÓÈ, ÂÒÎË ÓÌ‡ ÏÓÊÂÚ Á‡ÌËÏ‡Ú¸ Î˛-
·ÓÂ ÔÓÎÓÊÂÌËÂ ‚ ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Â, ‡ ÂÂ ÒÍÓÓÒÚË ÏÓ„ÛÚ ÔËÌËÏ‡Ú¸
Î˛·˚Â ÁÌ‡˜ÂÌËfl Ë Ì‡Ô‡‚ÎÂÌËfl. é˜Â‚Ë‰ÌÓ, ˜ÚÓ ˝ÚË ‰‚‡ ÓÔÂ‰Â-
ÎÂÌËfl ËÏÂ˛Ú Ó‰ËÌ Ë ÚÓÚ ÊÂ ÒÏ˚ÒÎ, Ú‡Í Í‡Í ‚ÓÁÏÓÊÌÓÒÚ¸ ÔË-
ÌËÏ‡Ú¸ Î˛·˚Â ÁÌ‡˜ÂÌËfl ‰Îfl ÍÓÓ‰ËÌ‡Ú Ë ÒÍÓÓÒÚÂÈ ÏÓ-
ÊÂÚ ·˚Ú¸ ÓÒÛ˘ÂÒÚ‚ÎÂÌ‡ ÚÓÎ¸ÍÓ ÔË ÓÚÒÛÚÒÚ‚ËË Ó„‡ÌË˜ÂÌËÈ
(Ò‚flÁÂÈ).

èËÏÂ‡ÏË ÒËÒÚÂÏ ÒÓ Ò‚flÁflÏË „ÂÓÏÂÚË˜ÂÒÍÓ„Ó ı‡‡ÍÚÂ‡
ÏÓ„ÛÚ ÒÎÛÊËÚ¸ ÒÎÂ‰Û˛˘ËÂ.

èËÏÂ 1. ó‡ÒÚËˆ‡, ÍÓÚÓ‡fl ÔË ‰‚ËÊÂÌËË ÌÂ ÏÓÊÂÚ ÔÓÍË-
ÌÛÚ¸ Á‡‰‡ÌÌÛ˛ ÔÓ‚ÂıÌÓÒÚ¸ ËÎË ÍË‚Û˛. í‡ÍËÂ ÛÒÎÓ‚Ëfl ˜‡ÒÚÓ
‚ÓÁÌËÍ‡˛Ú ‚ ÚÂıÌË˜ÂÒÍËı ÛÒÚÓÈÒÚ‚‡ı. èÓ‚ÂıÌÓÒÚ¸ ËÎË ÍË‚‡fl
ÏÓ„ÛÚ ·˚Ú¸ ÌÂÔÓ‰‚ËÊÌ˚ÏË (ÒÚ‡ˆËÓÌ‡Ì‡fl Ò‚flÁ¸) ËÎË ÔÂÂÏÂ-
˘‡Ú¸Òfl Á‡‰‡ÌÌ˚Ï Ó·‡ÁÓÏ (ÌÂÒÚ‡ˆËÓÌ‡Ì‡fl Ò‚flÁ¸).

èËÏÂ 2. Ñ‚Â ˜‡ÒÚËˆ˚ Ä Ë Ç, Ò‚flÁ‡ÌÌ˚Â ÊÂÒÚÍËÏ ÌÂ‚ÂÒÓ-
Ï˚Ï ÒÚÂÊÌÂÏ. Ç ˝ÚÓÏ ÒÎÛ˜‡Â Ó„‡ÌË˜ÂÌËÂ, Ì‡ÍÎ‡‰˚‚‡ÂÏÓÂ Ò‚fl-
Á¸˛, ÏÓÊÂÚ ·˚Ú¸ Á‡ÔËÒ‡ÌÓ ‚ ‚Ë‰Â Û‡‚ÌÂÌËfl

(xA – xB)2 + (yA – yB)2 + (zA – zB)2 = L2. (2.1)

èËÏÂ 3. Ñ‚Â ˜‡ÒÚËˆ˚, Ò‚flÁ‡ÌÌ˚Â ÌÂ‚ÂÒÓÏÓÈ ÌËÚ¸˛ ‰ÎËÌÓÈ
L. ÄÌ‡ÎËÚË˜ÂÒÍÓÂ ‚˚‡ÊÂÌËÂ Ú‡ÍÓÈ Ò‚flÁË ËÏÂÂÚ ‚Ë‰

(xA – xB)2 + (yA – yB)2 + (zA – zB)2 < L2. (2.2)

èËÏÂ 4. Ä·ÒÓÎ˛ÚÌÓ Ú‚Â‰ÓÂ ÚÂÎÓ, ÍÓÚÓÓÂ ÏÓÊÌÓ ‡ÒÒÏ‡-
ÚË‚‡Ú¸ Í‡Í ÒËÒÚÂÏÛ ˜‡ÒÚËˆ Ò ÌÂËÁÏÂÌÌ˚ÏË ‚Á‡ËÏÌ˚ÏË ‡ÒÒÚÓfl-
ÌËflÏË, Ú. Â. ÔÓ‰˜ËÌÂÌÌ˚ı Ò‚flÁflÏ ‚Ë‰‡ (2.1).

èËÏÂ 5. èËÏÂÓÏ ÒËÒÚÂÏ˚ ÒÓ Ò‚flÁ¸˛ Í‡Í „ÂÓÏÂÚË˜ÂÒÍÓ-
„Ó, Ú‡Í Ë ÍËÌÂÏ‡ÚË˜ÂÒÍÓ„Ó ı‡‡ÍÚÂ‡ ÏÓÊÂÚ ÒÎÛÊËÚ¸ ¯‡, Í‡Úfl-
˘ËÈÒfl ·ÂÁ ÒÍÓÎ¸ÊÂÌËfl ÔÓ ¯ÂÓıÓ‚‡ÚÓÈ ÔÓ‚ÂıÌÓÒÚË. é„‡ÌË˜Â-
ÌËÂ ÍËÌÂÏ‡ÚË˜ÂÒÍÓ„Ó ı‡‡ÍÚÂ‡ Á‡ÍÎ˛˜‡ÂÚÒfl ‚ ÚÓÏ, ˜ÚÓ ÒÍÓ-
ÓÒÚ¸ ÚÓ˜ÍË Í‡Ò‡ÌËfl ‰ÓÎÊÌ‡ ·˚Ú¸ ‡‚Ì‡ ÌÛÎ˛.
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ÌËflÏË ‰‚ËÊÂÌËfl. èÛÒÚ¸ Ï‡ÚÂË‡Î¸Ì‡fl ÚÓ˜Í‡ ‰‚ËÊÂÚÒfl ÔÓ Á‡ÍÓÌÛ
r
→

= r
→

(t). á‡ ·ÂÒÍÓÌÂ˜ÌÓ Ï‡Î˚È ËÌÚÂ‚‡Î ‚ÂÏÂÌË dt ÚÓ˜Í‡ ÒÓ‚Â-
¯‡ÂÚ ‰‚ËÊÂÌËÂ ÔÓ ÌÂÍÓÚÓÓÈ Ú‡ÂÍÚÓËË Ë ‰ÂÈÒÚ‚ËÚÂÎ¸ÌÓÂ ÔÂ-
ÂÏÂ˘ÂÌËÂ ËÁÏÂÌflÂÚÒfl Ì‡ ‡‰ËÛÒ-‚ÂÍÚÓ dr

→
(t) = r

→′(t)dt.
ÇËÚÛ‡Î¸Ì˚Â (virtus) ÔÂÂÏÂ˘ÂÌËfl – ˝ÚÓ ‚ÓÁÏÓÊÌ˚Â ËÁÏÂÌÂ-

ÌËfl ÍÓÓ‰ËÌ‡Ú Ï‡ÚÂË‡Î¸Ì˚ı ÚÓ˜ÂÍ, ÍÓÚÓ˚Â ‰ÓÔÛÒÍ‡˛ÚÒfl Ò‚fl-
ÁflÏË ‚ Á‡ÏÍÌÛÚÓÈ ÒËÒÚÂÏÂ. ÇÓÓ·‡ÁËÏ, ˜ÚÓ ‚ ÌÂÍÓÚÓ˚È ÏÓÏÂÌÚ
ÚÓ˜Í‡ ÔÓÎÛ˜‡ÂÚ ·ÂÒÍÓÌÂ˜ÌÓ Ï‡ÎÓÂ ÔÂÂÏÂ˘ÂÌËÂ, ÍÓÚÓÓÂ ÌÂ Ò‚fl-
Á‡ÌÓ Ò ‰‚ËÊÂÌËÂÏ ÚÓ˜ÍË ‚Ó ‚ÂÏÂÌË, ‡ ‰ÓÔÛÒÍ‡ÂÚÒfl Ì‡ÎÓÊÂÌÌ˚-
ÏË Ì‡ ÌÂÂ Ò‚flÁflÏË. Ç ˝ÚÓÏ ÒÎÛ˜‡Â ËÁÏÂÌÂÌËÂ ÙÛÌÍˆËË ÔÓËÒıÓ-
‰ËÚ ÌÂ ‚ÒÎÂ‰ÒÚ‚ËÂ ËÁÏÂÌÂÌËfl ‡„ÛÏÂÌÚ‡ ÙÛÌÍˆËË r

→
(t), ‡ ‚ÒÎÂ‰ÒÚ-

‚ËÂ ËÁÏÂÌÂÌËfl ‚Ë‰‡ Ò‡ÏÓÈ ÙÛÌÍˆËË. éÌÓ Ó·ÓÁÌ‡˜‡ÂÚÒfl ÒËÏ‚ÓÎÓÏ
δ. í‡Í ËÁ-Á‡ ·ÂÒÍÓÌÂ˜ÌÓ Ï‡ÎÓ„Ó ËÁÏÂÌÂÌËfl ‚Ë‰‡ ‚ÂÍÚÓÌÓÈ ÙÛÌÍ-
ˆËË r

→
= r

→
(t) ÔÓÎÛ˜‡ÂÚÒfl ‚ÂÍÚÓÌ‡fl ÙÛÌÍˆËfl

r
→�

= rr
→

(t) + εη→(t). (2.8)

ùÚ‡ ÌÓ‚‡fl ÙÛÌÍˆËfl ÓÔÂ‰ÂÎflÂÚÒfl ·ÂÒÍÓÌÂ˜ÌÓ Ï‡Î˚Ï ˜ËÒÎÓÏ ε Ë
ÔÓËÁ‚ÓÎ¸ÌÓÈ ‰ËÙÙÂÂÌˆËÛÂÏÓÈ ‚ÂÍÚÓÌÓÈ ÙÛÌÍˆËÂÈ η→(t).

ê‡ÒÒÏÓÚËÏ, Í‡Í ‚ ÔÓÒÚÂÈ¯ÂÏ ÒÎÛ˜‡Â Ò‚flÁ‡Ì˚ Ì‡Ô‡‚ÎÂÌËfl
ÒËÎ˚ Â‡ÍˆËË Ë ‚ËÚÛ‡Î¸ÌÓ„Ó ÔÂÂÏÂ˘ÂÌËfl. í‡Í, ‰Îfl ‰‚Ûı ˜‡Ò-
ÚËˆ, Ò‚flÁ‡ÌÌ˚ı ÊÂÒÚÍËÏ ÌÂ‚ÂÒÓÏ˚Ï ÒÚÂÊÌÂÏ (ÔËÏÂ 2), ‰Îfl
‚ËÚÛ‡Î¸ÌÓ„Ó ÔÂÂÏÂ˘ÂÌËfl ‰ÓÎÊÌÓ ‚˚ÔÓÎÌflÚ¸Òfl ÛÒÎÓ‚ËÂ

(rr
→

+ δrr
→

)2 = L2.

èÓÒÍÓÎ¸ÍÛ (rr
→

)2 = L2, ÚÓ rr
→δrr

→
= 0 Ë ‚ÂÍÚÓ rr

→
ÔÂÔÂÌ‰ËÍÛÎflÂÌ ‚ÂÍ-

ÚÓÛ ‚ËÚÛ‡Î¸ÌÓ„Ó ÔÂÂÏÂ˘ÂÌËfl. èÓÒÍÓÎ¸ÍÛ ÒËÎ‡ Ì‡ÚflÊÂÌËfl
ÒÚÂÊÌfl T

→
Ì‡Ô‡‚ÎÂÌ‡ ÔÓ ‡‰ËÛÒÛ-‚ÂÍÚÓÛ, ÚÓ T

→
⊥δr

→
Ë ‡·ÓÚ‡ ÒË-

Î˚ Ì‡ÚflÊÂÌËfl T
→

Ì‡ ·ÂÒÍÓÌÂ˜ÌÓ Ï‡ÎÓÏ ‚ËÚÛ‡Î¸ÌÓÏ ÔÂÂÏÂ˘Â-
ÌËË ‡‚Ì‡ ÌÛÎ˛:

T
→

δr
→

= 0.

ê‡ÒÒÏÓÚËÏ Ó·˘ËÈ ÒÎÛ˜‡È. èÛÒÚ¸ Ì‡ ÒËÒÚÂÏÛ ËÁ N ˜‡ÒÚËˆ Ì‡-
ÎÓÊÂÌ˚ m ÒÚ‡ˆËÓÌ‡Ì˚ı Ò‚flÁÂÈ, ‚˚‡Ê‡ÂÏ˚ı ÛÒÎÓ‚ËflÏË

fl(r
→

1, r
→

2, …, r
→

N) = 0 (l = 1, 2, …, å), (2.9)

„‰Â r
→

i – ‡‰ËÛÒ-‚ÂÍÚÓ ˜‡ÒÚËˆ˚ i (i = 1, 2, …, N) Ò ÍÓÓ‰ËÌ‡Ú‡ÏË
r
→

i = (xi, yi, zi).
èË‰‡‰ËÏ ‚ÂÍÚÓ‡Ï r

→
i ÔÂÂÏÂ˘ÂÌËfl, ‰ÓÔÛÒÍ‡ÂÏ˚Â Ì‡ÎÓÊÂÌ-

Ì˚ÏË ÒÚ‡ˆËÓÌ‡Ì˚ÏË Ò‚flÁflÏË, Ú. Â. ‚ËÚÛ‡Î¸Ì˚Â ÔÂÂÏÂ˘ÂÌËfl,

Ï˚, Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl ˜ËÒÎÓÏ ÒÚÂÔÂÌÂÈ Ò‚Ó·Ó‰˚; ‰Îfl Ò‚Ó·Ó‰Ì˚ı N
˜‡ÒÚËˆ ˝ÚÓ ˜ËÒÎÓ ‡‚ÌÓ 3N. ä‡Ê‰‡fl „ÓÎÓÌÓÏÌ‡fl Ò‚flÁ¸ Ò ÔÓÏÓ˘¸˛
Û‡‚ÌÂÌËfl (2.5) ÔÓÁ‚ÓÎflÂÚ ÔÂ‰ÒÚ‡‚ËÚ¸ Ó‰ÌÛ ËÁ ÍÓÓ‰ËÌ‡Ú Í‡Í
ÙÛÌÍˆË˛ ÓÒÚ‡Î¸Ì˚ı. ëÎÂ‰Ó‚‡ÚÂÎ¸ÌÓ, Í‡Ê‰‡fl Ú‡Í‡fl Ò‚flÁ¸ ÛÏÂÌ¸-
¯‡ÂÚ ˜ËÒÎÓ ÌÂÁ‡‚ËÒËÏ˚ı ÍÓÓ‰ËÌ‡Ú Ì‡ Â‰ËÌËˆÛ. íÓ˜Í‡ ËÏÂÂÚ 3
ÒÚÂÔÂÌË Ò‚Ó·Ó‰˚. Ñ‚Â ÚÓ˜ÍË, Ì‡ıÓ‰fl˘ËÂÒfl Ì‡ ÙËÍÒËÓ‚‡ÌÌÓÏ
‡ÒÒÚÓflÌËË ‰Û„ ÓÚ ‰Û„‡, – 5. èË Ì‡ÎÓÊÂÌËË M Ò‚flÁÂÈ ˜ËÒÎÓ
ÒÚÂÔÂÌÂÈ Ò‚Ó·Ó‰˚ ·Û‰ÂÚ ‡‚ÌÓ 3N – M. ë‚flÁË Ó„‡ÌË˜Ë‚‡˛Ú ‰‚Ë-
ÊÂÌËÂ ˜‡ÒÚËˆ ÒËÒÚÂÏ˚, ÒÎÂ‰Ó‚‡ÚÂÎ¸ÌÓ, ‚˚Á˚‚‡˛Ú Ëı ÛÒÍÓÂÌËfl,
‡ ÁÌ‡˜ËÚ, ‰ÂÈÒÚ‚Û˛Ú Ì‡ ˜‡ÒÚËˆ˚ Ò ÌÂÍÓÚÓ˚ÏË ÒËÎ‡ÏË R

→
l, ÍÓÚÓ-

˚Â Ì‡Á˚‚‡˛ÚÒfl ÒËÎ‡ÏË Â‡ÍˆËË.

2.2. äãÄëëàîàäÄñàü ëàã, ÑÖâëíÇìûôàï çÄ íÖãé. 

ÇàêíìÄãúçõÖ èÖêÖåÖôÖçàü. àÑÖÄãúçõÖ ëÇüáà

ê‡ÒÒÏÓÚËÏ ÒËÒÚÂÏÛ ËÁ N ˜‡ÒÚËˆ Ë ÍÎ‡ÒÒËÙËˆËÛÂÏ ÒËÎ˚,
‰ÂÈÒÚ‚Û˛˘ËÂ Ì‡ i-˛ ˜‡ÒÚËˆÛ. Ç ·ÓÎ¸¯ËÌÒÚ‚Â ÒÎÛ˜‡Â‚ ÒËÎÛ F

→
i,

‰ÂÈÒÚ‚Û˛˘Û˛ Ì‡ ˜‡ÒÚËˆÛ i ÒËÒÚÂÏ˚, Û‰Ó·ÌÓ ÔÓ‰‡Á‰ÂÎflÚ¸ Ì‡ ‚ÌÛ-
ÚÂÌÌ˛˛ ÒËÎÛ F

→
in, ‰ÂÈÒÚ‚Û˛˘Û˛ ÒÓ ÒÚÓÓÌ˚ ÚÓ˜ÂÍ ‰‡ÌÌÓÈ ÒËÒ-

ÚÂÏ˚, Ë Á‡‰‡ÌÌÛ˛ ‚ fl‚ÌÓÏ ‚Ë‰Â ‚ÌÂ¯Ì˛˛ ÒËÎÛ F
→

i
ext ÒÓ ÒÚÓÓÌ˚

ÚÂÎ, ÌÂ ‚ıÓ‰fl˘Ëı ‚ ‰‡ÌÌÛ˛ ÒËÒÚÂÏÛ. é·ÓÁÌ‡˜ËÏ F
→

ij
in ÒËÎÛ, ‰ÂÈÒÚ-

‚Û˛˘Û˛ Ì‡ i-˛ ˜‡ÒÚËˆÛ ÒËÒÚÂÏ˚ ÒÓ ÒÚÓÓÌ˚ j-È ˜‡ÒÚËˆ˚ ËÁ ˝ÚÓÈ
ÒËÒÚÂÏ˚. íÓ„‰‡ ‚ÌÛÚÂÌÌflfl ÒËÎ‡ F

→
i
in, ‰ÂÈÒÚ‚Û˛˘‡fl Ì‡ i-˛ ˜‡ÒÚËˆÛ

ÒÓ ÒÚÓÓÌ˚ ‚ÒÂı ÚÓ˜ÂÍ ‰‡ÌÌÓÈ ÒËÒÚÂÏ˚, ‡‚Ì‡

(2.6)

„‰Â ÒÛÏÏËÓ‚‡ÌËÂ ‡ÒÔÓÒÚ‡ÌflÂÚÒfl Ì‡ ‚ÒÂ ÍÓÓ‰ËÌ‡Ú˚ ˜‡ÒÚËˆ,
ÍÓÏÂ i = j. ÇÌÛÚÂÌÌËÂ Ë ‚ÌÂ¯ÌËÂ ÒËÎ˚ ÔËÌflÚÓ Ì‡Á˚‚‡Ú¸ ‡Í-
ÚË‚Ì˚ÏË ÒËÎ‡ÏË. íÓ„‰‡ Î˛·‡fl ÒËÎ‡, ‰ÂÈÒÚ‚Û˛˘‡fl Ì‡ i-˛ ˜‡ÒÚË-
ˆÛ, ·Û‰ÂÚ ÒÓÒÚÓflÚ¸ ËÁ ‡ÍÚË‚ÌÓÈ ÒËÎ˚

F
→

i = F
→

i
in + F

→
i
ext (2.7)

Ë ÒËÎ˚ Â‡ÍˆËË R
→

i. ëËÎ˚ Â‡ÍˆËË Ì‡Ï ÌÂËÁ‚ÂÒÚÌ˚, Ëı ‰ÂÈÒÚ-
‚ËÂ ÒÓÒÚÓËÚ ‚ ÚÓÏ, ˜ÚÓ·˚ Û˜ÂÒÚ¸ Ò‚flÁË ‚ ÒËÒÚÂÏÂ. á‡‰‡˜‡ Î‡-
„‡ÌÊÂ‚ÓÈ ÏÂı‡ÌËÍË – ËÒÍÎ˛˜ËÚ¸ ˝ÚË ÒËÎ˚ ËÁ Û‡‚ÌÂÌËÈ
‰‚ËÊÂÌËfl.

ÑÂÈÒÚ‚ËÚÂÎ¸Ì˚ÏË ÔÂÂÏÂ˘ÂÌËflÏË ‚ ÒËÒÚÂÏÂ Ï‡ÚÂË‡Î¸Ì˚ı
ÚÓ˜ÂÍ Ì‡Á˚‚‡˛ÚÒfl ÔÂÂÏÂ˘ÂÌËfl, ÍÓÚÓ˚Â ÓÔÂ‰ÂÎfl˛ÚÒfl Û‡‚ÌÂ-

   

r r
F Fi ij

j

N
in in=

=
∑

1

,
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ÚÓ„‰‡ ÌÓ‚˚Â ÍÓÓ‰ËÌ‡Ú˚ ˜‡ÒÚËˆ r
→

i + δr
→

i Ú‡ÍÊÂ ‰ÓÎÊÌ˚ Û‰Ó‚ÎÂ-
Ú‚ÓflÚ¸ Ì‡ÎÓÊÂÌÌ˚Ï Ì‡ ÒËÒÚÂÏÛ Ò‚flÁflÏ (2.9):

fl(r
→

1 + δr
→

1, r
→

2 + δr
→

2, …, r
→

N + δr
→

N) = 0. (2.10)

èÓ‰˜ÂÍÌÂÏ Â˘Â ‡Á, ˜ÚÓ ÒÏ˚ÒÎ δr
→

i (2.7) ÒÓÒÚÓËÚ ÌÂ ‚ ÔÂÂÏÂ-
˘ÂÌËË ‚Ó ‚ÂÏÂÌË, ‡ ‚ ÓÔÂ‰ÂÎÂÌËË ÚÂı ‚ÓÁÏÓÊÌ˚ı ËÁÏÂÌÂÌËÈ
ÍÓÓ‰ËÌ‡Ú ÒËÒÚÂÏ˚, ÍÓÚÓ˚Â ‰ÓÔÛÒÍ‡˛ÚÒfl Ì‡ÎÓÊÂÌÌ˚ÏË Ì‡
ÌÂÂ Ò‚flÁflÏË (2.10).

ê‡ÒÒÏÓÚËÏ Ò‚flÁ¸ Ò ÌÓÏÂÓÏ l. ê‡ÁÎÓÊË‚ ÎÂ‚Û˛ ˜‡ÒÚ¸ Û‡‚ÌÂ-
ÌËfl (2.9) ‚ fl‰ ÔÓ ÒÚÂÔÂÌflÏ δr

→
i (i = 1, 2, …, N), Ì‡ıÓ‰ËÏ Ò ÚÓ˜ÌÓÒ-

Ú¸˛ ‰Ó ÔÂ‚Ó„Ó ÔÓfl‰Í‡

(2.11)

èÓ˝ÚÓÏÛ Ò Û˜ÂÚÓÏ (2.9) ÔÓÎÛ˜‡ÂÏ ÒÓÓÚÌÓ¯ÂÌËÂ

(2.12)

ÍÓÚÓÓÏÛ ‰ÓÎÊÌ˚ Û‰Ó‚ÎÂÚ‚ÓflÚ¸ ·ÂÒÍÓÌÂ˜ÌÓ Ï‡Î˚Â ‚ËÚÛ‡Î¸-
Ì˚Â ÔÂÂÏÂ˘ÂÌËfl.

ê‡ÒÒÏÓÚËÏ ‚ Í‡˜ÂÒÚ‚Â ÔËÏÂ‡ ‰‚ËÊÂÌËÂ ˜‡ÒÚËˆ˚ ÔÓ‰ ‰ÂÈ-
ÒÚ‚ËÂÏ ÒËÎ˚ F

→
ÔÓ „Î‡‰ÍÓÈ ÌÂÔÓ‰‚ËÊÌÓÈ ÔÓ‚ÂıÌÓÒÚË, Á‡‰‡‚‡Â-

ÏÓÈ ÙÛÌÍˆËÂÈ

f(x, y, z) = 0. (2.13)

á‡ÔË¯ÂÏ Û‡‚ÌÂÌËfl ‰‚ËÊÂÌËfl

mr
→̈

= F
→

+ R
→

, (2.14)

„‰Â ÒËÎ‡ Â‡ÍˆËË R
→

, ‚˚Á˚‚‡ÂÏ‡fl ‰ÂÈÒÚ‚ËÂÏ Ò‚flÁË, ËÏÂÂÚ ÍÓÏÔÓ-
ÌÂÌÚ˚ {Rx, Ry, Rz}. ç‡È‰ÂÏ ÛÒÎÓ‚Ëfl, Ì‡Î‡„‡ÂÏ˚Â Ò‚flÁ¸˛ (2.13) Ì‡
ÒÍÓÓÒÚ¸ Ë ÛÒÍÓÂÌËÂ ÌÂÒ‚Ó·Ó‰ÌÓÈ Ï‡ÚÂË‡Î¸ÌÓÈ ÚÓ˜ÍË. èÓ-
ÒÍÓÎ¸ÍÛ Û‡‚ÌÂÌËÂ Ò‚flÁË (2.13) ÒÔ‡‚Â‰ÎË‚Ó ‚Ó ‚ÒÂ ÏÓÏÂÌÚ˚, ÚÓ
ÔÓÎÌ‡fl ÔÓËÁ‚Ó‰Ì‡fl ÔÓ ‚ÂÏÂÌË ÓÚ ˝ÚÓ„Ó Û‡‚ÌÂÌËfl ‡‚ÌÓ ÌÛÎ˛:

(2.15)
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ë Û˜ÂÚÓÏ ‚˚‡ÊÂÌËfl ‰Îfl „‡‰ËÂÌÚ‡

(2.16)

˝ÚÓ Û‡‚ÌÂÌËÂ ÏÓÊÌÓ Á‡ÔËÒ‡Ú¸ ‚ ‚Ë‰Â.

grad f ⋅r→
•

= 0. (2.17)

èÓÒÍÓÎ¸ÍÛ ‚ÂÍÚÓ grad f fl‚ÎflÂÚÒfl ‚ÂÍÚÓÓÏ ÌÓÏ‡ÎË Í ÔÓ-
‚ÂıÌÓÒÚË (2.13), ÚÓ Ï˚ ÔÓÎÛ˜‡ÂÏ Ó„‡ÌË˜ÂÌËÂ Ì‡ ‚ÂÍÚÓ ÒÍÓÓ-
ÒÚË Ï‡ÚÂË‡Î¸ÌÓÈ ÚÓ˜ÍË. ÇÓ ‚ÂÏfl ‰‚ËÊÂÌËfl ÓÌ ÔÂÔÂÌ‰ËÍÛÎfl-
ÂÌ ‚ÂÍÚÓÛ ÌÓÏ‡ÎË. ÇÁfl‚ ÔÓÎÌÛ˛ ÔÓËÁ‚Ó‰ÌÛ˛ ÔÓ ‚ÂÏÂÌË ÓÚ
(2.17), Ï˚ ÔÓÎÛ˜‡ÂÏ

D2 f + grad f ⋅r→̈ = 0, (2.18)

„‰Â ‚˚‡ÊÂÌËÂ D2 f ‡‚ÌÓ

èÓÒÎÂ ÔÓ‰ÒÚ‡ÌÓ‚ÍË r
→̈
, ‚ÁflÚÓ„Ó ËÁ (2.14), ‚ Û‡‚ÌÂÌËÂ (2.18) Ï˚

Ì‡ıÓ‰ËÏ Ó„‡ÌË˜ÂÌËÂ ÒËÎ˚ Â‡ÍˆËË ‚ ÒÎÂ‰Û˛˘ÂÈ ÙÓÏÂ:

(2.19)

ùÚÓ Û‡‚ÌÂÌËÂ ÔÓÍ‡Á˚‚‡ÂÚ, ˜ÚÓ ÔË Ì‡ÎË˜ËË Ò‚flÁÂÈ ‚ÒÂ„‰‡ ÌÂÓ·-
ıÓ‰ËÏÓ ‚ Û‡‚ÌÂÌËÂ ç¸˛ÚÓÌ‡ Í ‡ÍÚË‚Ì˚Ï ÒËÎ‡Ï, ‰ÂÈÒÚ‚Û˛˘Ëı
Ì‡ ÚÂÎÓ, ‰Ó·‡‚ÎflÚ¸ ÒËÎ˚ Â‡ÍˆËË. Ç ÔÓÚË‚ÌÓÏ ÒÎÛ˜‡Â Ï˚ ÔÓÎÛ-
˜‡ÂÏ Ó„‡ÌË˜ÂÌËÂ Ì‡ ‡ÍÚË‚Ì˚Â ÒËÎ˚. êÂ¯ÂÌËÂ ‚˚‡ÊÂÌËfl (2.19)
ÓÚÌÓÒËÚÂÎ¸ÌÓ ÒËÎ˚ Â‡ÍˆËË R

→
ËÏÂÂÚ ‚Ë‰

(2.20)

„‰Â T
→

– ÔÓËÁ‚ÓÎ¸Ì˚È ‚ÂÍÚÓ, ÔÂÔÂÌ‰ËÍÛÎflÌ˚È Í gradf. à‰Â-
‡Î¸Ì˚ÏË Ì‡Á˚‚‡˛ÚÒfl Ò‚flÁË, ‰Îfl ÍÓÚÓ˚ı ‚ÂÍÚÓ T

→
‡‚ÂÌ ÌÛÎ˛ Ë

ÒËÎ‡ Â‡ÍˆËË Ì‡Ô‡‚ÎÂÌ‡ ÔÓ grad f. ÑÎfl Ú‡ÍËı Ò‚flÁÂÈ

R
→

= λgrad f, (2.21)
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˜ÂÒÍËı) Ò‚flÁÂÈ. å˚ ·Û‰ÂÏ ÔÓÎ‡„‡Ú¸, ˜ÚÓ ˝ÚË ÔÂÂÏÂ˘ÂÌËfl Ó·‡-
ÚËÏ˚, Ú. Â. Á‡‰‡ÌÌ˚Â Ò‚flÁË ÌÂ ÏÂ¯‡˛Ú Ì‡Ï Á‡ÏÂÌËÚ¸ Î˛·ÓÂ ÔÂÂ-
ÏÂ˘ÂÌËÂ δr

→
i Ì‡ –δr

→
i.

èËÌˆËÔ ‚ËÚÛ‡Î¸Ì˚ı ÔÂÂÏÂ˘ÂÌËÈ, Ë‰Âfl ÍÓÚÓÓ„Ó ‚ÔÂ‚˚Â
·˚Î‡ ‚˚ÒÍ‡Á‡Ì‡ ëÚÂ‚ËÌÓÏ (1548–1620), „Î‡ÒËÚ, ˜ÚÓ ÏÂı‡ÌË˜ÂÒ-
Í‡fl ÒËÒÚÂÏ‡, Ì‡ ÚÓ˜ÍË ÍÓÚÓÓÈ Ì‡ÎÓÊÂÌ˚ ÒÚ‡ˆËÓÌ‡Ì˚Â, Û‰Â-
ÊË‚‡˛˘ËÂ Ë Ë‰Â‡Î¸Ì˚Â Ò‚flÁË, ·Û‰ÂÚ Ì‡ıÓ‰ËÚ¸Òfl ‚ ‡‚ÌÓ‚ÂÒËË ‚
ÚÓÏ Ë ÚÓÎ¸ÍÓ ‚ ÚÓÏ ÒÎÛ˜‡Â, ÍÓ„‰‡ ÔÓÎÌ‡fl ‚ËÚÛ‡Î¸Ì‡fl ‡·ÓÚ‡
‚ÒÂı ‡ÍÚË‚Ì˚ı ÒËÎ, ÔËÎÓÊÂÌÌ˚ı Í ÚÓ˜Í‡Ï ÒËÒÚÂÏ˚, ÔË Î˛-
·ÓÏ ‚ËÚÛ‡Î¸ÌÓÏ ÔÂÂÏÂ˘ÂÌËË Ó·‡˘‡ÂÚÒfl ‚ ÌÛÎ¸:

(2.25)

Ç ÔÓÒÚÂÈ¯ÂÈ ËÌÚÂÔÂÚ‡ˆËË ˝ÚÓÚ ÔËÌˆËÔ ËÁ‚ÂÒÚÂÌ ËÁ
¯ÍÓÎ¸ÌÓ„Ó ÍÛÒ‡ ÙËÁËÍË Í‡Í «Ô‡‚ËÎÓ ˚˜‡„‡». åÓÊÌÓ ÔÂ‰ÎÓ-
ÊËÚ¸ „ÂÓÏÂÚË˜ÂÒÍÛ˛ ËÌÚÂÔÂÚ‡ˆË˛ ˝ÚÓ„Ó Û‡‚ÌÂÌËfl. Ç ÎÂ‚ÓÈ
Â„Ó ˜‡ÒÚË Á‡ÔËÒ‡ÌÓ, ÔÓ ÒÛÚË, ÒÍ‡ÎflÌÓÂ ÔÓËÁ‚Â‰ÂÌËÂ 3N-ÏÂÌÓÈ
ÒËÎ˚ Ò ÔÓÂÍˆËflÏË Ì‡ ÓÒË 3N-ÏÂÌÓ„Ó ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚‡ (ÍÓÏÔÓÌÂÌ-
Ú‡ÏË) (F1, F2, …, FN) Ë 3N-ÏÂÌÓ„Ó ‚ËÚÛ‡Î¸ÌÓ„Ó ÔÂÂÏÂ˘ÂÌËfl Ò
ÍÓÏÔÓÌÂÌÚ‡ÏË (δr1, δr2, …, δrN).

é·‡˘ÂÌËÂ ‚ ÌÛÎ¸ ÒÍ‡ÎflÌÓ„Ó ÔÓËÁ‚Â‰ÂÌËfl ÓÁÌ‡˜‡ÂÚ, ˜ÚÓ
3N-ÏÂÌ‡fl ÒËÎ‡ ÓÚÓ„ÓÌ‡Î¸Ì‡ ÔÓËÁ‚ÓÎ¸ÌÓÏÛ 3N-ÏÂÌÓÏÛ ‚Ë-
ÚÛ‡Î¸ÌÓÏÛ ÔÂÂÏÂ˘ÂÌË˛. èÂ‰ÔÓÎÓÊËÏ ÒÌ‡˜‡Î‡, ˜ÚÓ Ì‡ Ï‡ÚÂË-
‡Î¸ÌÛ˛ ÒËÒÚÂÏÛ ÌÂ Ì‡ÎÓÊÂÌÓ ÌËÍ‡ÍËı Ò‚flÁÂÈ. Ç ˝ÚÓÏ ÒÎÛ˜‡Â ÚÓ˜-
Í‡ Ò ÍÓÓ‰ËÌ‡Ú‡ÏË ‚ ÍÓÌÙË„Û‡ˆËÓÌÌÓÏ ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Â x1, x2, …,
xi, …, x3N ÏÓÊÂÚ ÔÂÂÏÂ˘‡Ú¸Òfl ‚ Î˛·ÓÏ Ì‡Ô‡‚ÎÂÌËË. íÓ„‰‡
ÔËÌˆËÔ ‚ËÚÛ‡Î¸Ì˚ı ÔÂÂÏÂ˘ÂÌËÈ ÚÂ·ÛÂÚ, ˜ÚÓ·˚ ÒËÎ‡, ‡ ÒÓÓÚ-
‚ÂÚÒÚ‚ÂÌÌÓ Ë ‚ÒÂ ÍÓÏÔÓÌÂÌÚ˚ F

→
i Ó·‡ÚËÎËÒ¸ ‚ ÌÛÎ¸:

F
→

i = 0 (i = 1, 2, …, N), (2.26)

ÔÓÚÓÏÛ ˜ÚÓ ÌÂ ÒÛ˘ÂÒÚ‚ÛÂÚ ‚ÂÍÚÓ‡, ÍÓÚÓ˚È ·˚Î ·˚ ÔÂÔÂÌ‰Ë-
ÍÛÎflÂÌ ÍÓ ‚ÒÂÏ Ì‡Ô‡‚ÎÂÌËflÏ ‚ ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Â.

èÛÒÚ¸ ÚÂÔÂ¸ Ï‡ÚÂË‡Î¸Ì‡fl ÚÓ˜Í‡ Ì‡ıÓ‰ËÚÒfl ÔÓ‰ ‰ÂÈÒÚ‚ËÂÏ Á‡-
‰‡ÌÌ˚ı M Ò‚flÁÂÈ, ÌÂ ‰ÓÔÛÒÍ‡˛˘Ëı ÂÂ ‰‚ËÊÂÌËÂ ÔÓ M ÍÓÓ‰ËÌ‡Ú‡Ï
ÍÓÌÙË„Û‡ˆËÓÌÌÓ„Ó ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚‡. íÓ„‰‡ ‚ ÒËÎÛ ‡‚ÂÌÒÚ‚‡ ÌÛÎ˛
‚ÒÂı M ‚ËÚÛ‡Î¸Ì˚ı ÔÂÂÏÂ˘ÂÌËÈ ÛÒÎÓ‚ËÂ (2.22) Á‡ÏÂÌflÂÚÒfl Ì‡

(2.27)
 
δ δ δ δ δA F x F x F x F xN m N m i i
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= =
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∑
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1

0.

„‰Â ÒÍ‡ÎflÌ˚È ÏÌÓÊËÚÂÎ¸ ‡‚Ì˚È

(2.22)

Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl ÏÌÓÊËÚÂÎÂÏ Ò‚flÁË. Ç ‰‡Î¸ÌÂÈ¯ÂÏ Ï˚ ·Û‰ÂÏ ‡ÒÒÏ‡-
ÚË‚‡Ú¸ ÚÓÎ¸ÍÓ Ë‰Â‡Î¸Ì˚Â Ò‚flÁË. èÓÒÎÂ ÔÓ‰ÒÚ‡ÌÓ‚ÍË (2.21),
(2.22) ‚ (2.14) Ï˚ ÔÓÎÛ˜‡ÂÏ Á‡ÏÍÌÛÚÛ˛ ÒËÒÚÂÏÛ Û‡‚ÌÂÌËÈ ‰Îfl
ÓÔÂ‰ÂÎÂÌËfl ‰ËÌ‡ÏËÍË ÚÓ˜ÍË.

á‡ÏÂÚËÏ, ˜ÚÓ Ë‰Â‡Î¸Ì˚Â Ò‚flÁË ÒÛ˘ÂÒÚ‚Û˛Ú Ë ÔË „ÓÎÓÌÓÏÌÓÈ
ÌÂÒÚ‡ˆËÓÌ‡ÌÓÈ Ò‚flÁË, ÍÓ„‰‡ ÒÔ‡‚Â‰ÎË‚˚ Û‡‚ÌÂÌËfl (2.17),
(2.18), ÌÓ ‚˚‡ÊÂÌËÂ ‰Îfl D2 f ËÏÂÂÚ ‰Û„ÓÈ ‚Ë‰.

2.3. èêàçñàè ÇàêíìÄãúçõï èÖêÖåÖôÖçàâ

…èÓÒÚÛÎ‡Ú Ä (ÔËÌˆËÔ ‚ËÚÛ‡Î¸-
Ì˚ı ÔÂÂÏÂ˘ÂÌËÈ) ÂÒÚ¸ Â‰ËÌÒÚ‚ÂÌÌ˚È
ÔËÌˆËÔ ‡Ì‡ÎËÚË˜ÂÒÍÓÈ ÏÂı‡ÌËÍË Ë ÔÓ-
˝ÚÓÏÛ Ë„‡ÂÚ ÙÛÌ‰‡ÏÂÌÚ‡Î¸ÌÛ˛ ÓÎ¸.

ä. ã‡ÌˆÓ¯

ÑÎfl ‡Á‚ËÚËfl ‡Ì‡ÎËÚË˜ÂÒÍÓÈ ÏÂı‡ÌËÍË ÙÛÌ‰‡ÏÂÌÚ‡Î¸ÌÓÂ
ÁÌ‡˜ÂÌËÂ ËÏÂÎ ÔËÌˆËÔ ‚ËÚÛ‡Î¸Ì˚ı ÔÂÂÏÂ˘ÂÌËÈ. ì‡‚ÌÂÌËfl
ç¸˛ÚÓÌ‡ ‰Îfl N ˜‡ÒÚËˆ ÔË Ì‡ÎÓÊÂÌËË m „ÓÎÓÌÓÏÌ˚ı Ò‚flÁÂÈ
ËÏÂ˛Ú ‚Ë‰:

mir
→̈

i = F
→

i + R
→

i (i = 1, 2, …, N); (2.23)

fj(r
→

1, r
→

2, …, r
→

N) = 0 (j = 1, 2, …, M). (2.24)

àı ÌÂÓ·ıÓ‰ËÏÓ Â¯ËÚ¸ ÔË ÌÂËÁ‚ÂÒÚÌ˚ı ÒËÎ‡ı Â‡ÍˆËË. ÄÌ‡ÎÓ-
„Ë˜Ì‡fl ÔÓ·ÎÂÏ‡ ·˚Î‡ ‡ÌÂÂ Â¯ÂÌ‡ ‚ ÒÚ‡ÚËÍÂ – Û˜ÂÌËË Ó ‡‚ÌÓ-
‚ÂÒËË ÚÂÎ. ëÓ„Î‡ÒÌÓ ã‡„‡ÌÊÛ, ÒÚ‡ÚËÍ‡ ÓÒÌÓ‚‡Ì‡ Ì‡ ÚÂı ÓÒÌÓ‚-
Ì˚ı ÔÓÎÓÊÂÌËflı:

1) ÔËÌˆËÔÂ ˚˜‡„‡ ÄıËÏÂ‰‡;
2) ÔËÌˆËÔÂ ÒÎÓÊÂÌËfl ÒËÎ;
3) ÒÚ‡ÚË˜ÂÒÍÓÏ ÔËÌˆËÔÂ ‚ËÚÛ‡Î¸Ì˚ı ÔÂÂÏÂ˘ÂÌËÈ.
é·ÒÛ‰ËÏ ÔÓÒÎÂ‰ÌËÈ ÔËÌˆËÔ. ê‡ÒÒÏÓÚËÏ ÒÚ‡ÚË˜ÂÒÍÛ˛ Á‡-

‰‡˜Û Ó ‡‚ÌÓ‚ÂÒËË ÒËÒÚÂÏ˚ ˜‡ÒÚËˆ. èÛÒÚ¸ Ì‡ ˜‡ÒÚËˆ˚ ‚ ÚÓ˜Í‡ı Ò
ÍÓÓ‰ËÌ‡Ú‡ÏË r

→
1, r

→
2, …, r

→
N ‰ÂÈÒÚ‚Û˛Ú ‡ÍÚË‚Ì˚Â ÒËÎ˚ F

→
1, F

→
2, …, F

→
N.

ÇËÚÛ‡Î¸Ì˚Â ÔÂÂÏÂ˘ÂÌËfl ˝ÚËı ÚÓ˜ÂÍ Ó·ÓÁÌ‡˜ËÏ δr
→

1, δr
→

2, …, δr
→

N.
ùÚË ÔÂÂÏÂ˘ÂÌËfl ÌÂ ‰ÓÎÊÌ˚ Ì‡Û¯‡Ú¸ ËÏÂ˛˘ËıÒfl (ÍËÌÂÏ‡ÚË-

   

λ = + ⋅⎛
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⎞
⎠⎟

–
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2.4. èêàçñàè Ñ'ÄãÄåÅÖêÄ. 

éÅôÖÖ ìêÄÇçÖçàÖ ÑàçÄåàäà

ÇÓ „Î‡‚Û ‰ËÌ‡ÏËÍË ÌÛÊÌÓ ÔÓÒÚ‡-
‚ËÚ¸ Ì‡˜‡ÎÓ Ñ'ÄÎ‡Ï·Â‡ – Ó·˘Û˛ ÚÂÓ-
ÂÏÛ, ÍÓÚÓ‡fl ÛÍ‡Á˚‚‡ÂÚ, Í‡Í ‰ÓÎÊÌ˚
·˚Ú¸ ÒÓÒÚ‡‚ÎÂÌ˚ Û‡‚ÌÂÌËfl ‰‚ËÊÂÌËfl
‰Îfl ‚ÒflÍÓÈ ‰ËÌ‡ÏË˜ÂÒÍÓÈ ÒËÒÚÂÏ˚. ùÚ‡
ÚÂÓÂÏ‡ ·˚Î‡ Ì‡È‰ÂÌ‡ Ñ'ÄÎ‡Ï·ÂÓÏ,
ÍÓÚÓ˚È Á‡ÏÂÚËÎ, ˜ÚÓ Á‡ÍÓÌ˚ ‰‚ËÊÂ-
ÌËfl Ë Û‡‚ÌÂÌËfl ‰‚ËÊÂÌËfl ÔÓıÓÊË Ì‡
Á‡ÍÓÌ˚ ‡‚ÌÓ‚ÂÒËfl Ë Û‡‚ÌÂÌËfl ‡‚ÌÓ-
‚ÂÒËfl… íÓÎ¸ÍÓ Ò Ñ'ÄÎ‡Ï·Â‡ Ì‡˜ËÌ‡-
ÂÚÒfl ‰ËÌ‡ÏËÍ‡ ÒËÒÚÂÏ˚.

Ç.ã. äËÔË˜Â‚, 
ÅÂÒÂ‰˚ Ó ÏÂı‡ÌËÍÂ

î‡ÌˆÛÁÒÍËÈ ÏÂı‡ÌËÍ Ë Ï‡ÚÂÏ‡ÚËÍ Ñ'ÄÎ‡Ï·Â ‚ ÍÌË„Â «ÑË-
Ì‡ÏËÍ‡» ÛÍ‡Á‡Î Ó·˘ËÈ ÏÂÚÓ‰ Â¯ÂÌËfl Á‡‰‡˜ ‰ËÌ‡ÏËÍË ÌÂÒ‚Ó·Ó‰-
Ì˚ı ÒËÒÚÂÏ, ‡ÒÔÓÒÚ‡ÌË‚ Ì‡ ‰ËÌ‡ÏËÍÛ ÔËÌˆËÔ ‚ËÚÛ‡Î¸Ì˚ı
ÔÂÂÏÂ˘ÂÌËÈ. ÄÌ‡ÎËÚË˜ÂÒÍÓÂ ‚˚‡ÊÂÌËÂ ˝ÚÓ„Ó ÔËÌˆËÔ‡ ·˚ÎÓ
‰‡ÌÓ ÔÓÁ‰ÌÂÂ ã‡„‡ÌÊÂÏ. èÓÒÚ‡fl Ë ÔÎÓ‰ÓÚ‚ÓÌ‡fl Ë‰Âfl Ñ'ÄÎ‡Ï-
·Â‡ ÒÓÒÚÓËÚ ‚ ÒÎÂ‰Û˛˘ÂÏ. å˚ ËÒıÓ‰ËÏ ËÁ ÓÒÌÓ‚ÌÓ„Ó Á‡ÍÓÌ‡
ç¸˛ÚÓÌ‡ (2.23) ‰Îfl Ï‡ÚÂË‡Î¸ÌÓÈ ÚÓ˜ÍË ‚ ÏÂı‡ÌË˜ÂÒÍÓÈ ÒËÒÚÂÏÂ
ËÁ N ˜‡ÒÚËˆ Ë ÔÂÂÔËÒ˚‚‡ÂÏ Â„Ó ‚ ‚Ë‰Â

F
→

i + R
→

i – mir
→̈

i = 0  (i = 1, 2, …, N).

Ç‚Â‰ÂÏ ‚ÂÍÚÓ I
→

i ÒÎÂ‰Û˛˘ËÏ Ó·‡ÁÓÏ:

I
→

i = –mir
→̈

i. (2.33)

Ö„Ó ÏÓÊÌÓ ‡ÒÒÏ‡ÚË‚‡Ú¸ Í‡Í ÒËÎÛ, ÒÓÁ‰‡‚‡ÂÏÛ˛ ‰‚ËÊÂÌËÂÏ (‰‡-
Î‡Ï·ÂÓ‚‡ ÒËÎ‡ ËÌÂˆËË). íÂÔÂ¸ Û‡‚ÌÂÌËÂ ç¸˛ÚÓÌ‡ ÏÓÊÌÓ Á‡-
ÔËÒ‡Ú¸ ‚ ‚Ë‰Â

F
→

i + R
→

i + I
→

i = 0  (i = 1, 2, …, N). (2.34)

ä‡Á‡ÎÓÒ¸ ·˚, ˜ÚÓ ÔÓÏÂÊÛÚÓ˜Ì‡fl ÒÚÛÔÂÌ¸ (2.33) ‰‡ÂÚ ÎË¯¸
ÌÓ‚ÓÂ Ì‡Á‚‡ÌËÂ ÔÓËÁ‚Â‰ÂÌË˛ Ï‡ÒÒ˚ Ì‡ ÛÒÍÓÂÌËÂ, ‚ÁflÚÓÏÛ Ò Ó·-
‡ÚÌ˚Ï ÁÌ‡ÍÓÏ. «àÏÂÌÌÓ ˝Ú‡ Í‡ÊÛ˘‡flÒfl ÚË‚Ë‡Î¸ÌÓÒÚ¸ ‰ÂÎ‡ÂÚ
ÔËÌˆËÔ Ñ'ÄÎ‡Ï·Â‡ „ÂÌË‡Î¸Ì˚Ï ÓÚÍ˚ÚËÂÏ Ë ‚ ÚÓ ÊÂ ‚ÂÏfl ÔÓ-
ÒÚÓflÌÌ˚Ï ËÒÚÓ˜ÌËÍÓÏ ÌÂ‚ÂÌ˚ı ÚÓÎÍÓ‚‡ÌËÈ Ë ÌÂ‰Ó‡ÁÛÏÂÌËÈ»

íÓ ÂÒÚ¸ ÔËÌˆËÔ ‚ËÚÛ‡Î¸Ì˚ı ÔÂÂÏÂ˘ÂÌËÈ ÚÂ·ÛÂÚ ÛÊÂ ÌÂ Ó·-
‡˘ÂÌËfl ‚ ÌÛÎ¸ ÒËÎ˚, ‡ ÎË¯¸ ÂÂ ÓÚÓ„ÓÌ‡Î¸ÌÓÒÚË ˝ÚÓÏÛ ÔÓ‰ÔÓ-
ÒÚ‡ÌÒÚ‚Û ‚ ÒÏ˚ÒÎÂ ‚˚ÔÓÎÌÂÌËfl ÔÓÒÎÂ‰ÌÂ„Ó ‡‚ÂÌÒÚ‚‡.

Ç ËÚÓ„Â ÔË ‡Ì‡ÎËÚË˜ÂÒÍÓÏ ÔÓ‰ıÓ‰Â ÏÓÊÌÓ ÌÂ ËÌÚÂÂÒÓ‚‡Ú¸-
Òfl ÒËÎ‡ÏË, ÔÓËÒıÓ‰fl˘ËÏË ÓÚ Ò‚flÁÂÈ, ‡ ‡ÒÒÏ‡ÚË‚‡Ú¸ ÎË¯¸ ‡Í-
ÚË‚Ì˚Â, ‚ÌÂ¯ÌËÂ ÒËÎ˚. ùÚÓ ‰ÓÒÚË„‡ÂÚÒfl ÚÂÏ, ˜ÚÓ Û˜ËÚ˚‚‡˛ÚÒfl
ÎË¯¸ ÚÂ ÔÂÂÏÂ˘ÂÌËfl, ÍÓÚÓ˚Â ‰ÓÔÛÒÍ‡˛ÚÒfl Ò‚flÁflÏË.

èËÌˆËÔÛ ‚ËÚÛ‡Î¸Ì˚ı ÔÂÂÏÂ˘ÂÌËÈ ÏÓÊÌÓ ÔË‰‡Ú¸ ‰Û„Û˛
ÙÓÏÛ. ÑÎfl ‡‚ÌÓ‚ÂÒËfl ÒËÒÚÂÏ˚ ËÁ N ˜‡ÒÚËˆ ÒÓ Ò‚flÁflÏË (2.24)
ÒÔ‡‚Â‰ÎË‚˚ Û‡‚ÌÂÌËfl ç¸˛ÚÓÌ‡

F
→

i + R
→

i = 0  (i = 1, 2, …, N). (2.28)

ìÏÌÓÊËÏ Í‡Ê‰ÓÂ ËÁ ÌËı Ì‡ ·ÂÒÍÓÌÂ˜ÌÓ Ï‡ÎÓÂ ‚ËÚÛ‡Î¸ÌÓÂ ÔÂÂ-
ÏÂ˘ÂÌËÂ δr

→
i Ë ÔÓÒÛÏÏËÛÂÏ ÔÓ ‚ÒÂÏ ˜‡ÒÚËˆ‡Ï ÒËÒÚÂÏ˚. íÓ„‰‡ Ò

Û˜ÂÚÓÏ (2.25) ÔÓÎÛ˜ËÏ ‰Û„Û˛ ÙÓÏÛÎËÓ‚ÍÛ ÔËÌˆËÔ‡ ‚ËÚÛ-
‡Î¸Ì˚ı ÔÂÂÏÂ˘ÂÌËÈ ‚ ÒÚ‡ÚËÍÂ: ÔÓÎÌ‡fl ‚ËÚÛ‡Î¸Ì‡fl ‡·ÓÚ‡
‚ÒÂı ÒËÎ Â‡ÍˆËË ‡‚Ì‡ ÌÛÎ˛ Ì‡ Î˛·˚ı ‚ËÚÛ‡Î¸Ì˚ı ÔÂÂÏÂ˘Â-
ÌËflı, ÌÂ Ì‡Û¯‡˛˘Ëı Ò‚flÁÂÈ:

(2.29)

Ç ÏÂı‡ÌËÍÂ ˜‡ÒÚÓ ‚ÒÚÂ˜‡˛ÚÒfl ÔÓÚÂÌˆË‡Î¸Ì˚Â ÒËÎ˚, ‰Îfl ÍÓ-
ÚÓ˚ı ÒËÎ˚ F

→
i ‚˚‡Ê‡˛ÚÒfl ˜ÂÂÁ ‚ÂÎË˜ËÌÛ U = U(r

→
1, r

→
2, …, r

→
N),

Ì‡Á˚‚‡ÂÏÛ˛ ÔÓÚÂÌˆË‡Î¸ÌÓÈ ˝ÌÂ„ËÂÈ, Í‡Í

(2.30)

íÓ„‰‡

(2.31)

Ë ÔËÏÂÌÂÌËÂ ÔËÌˆËÔ‡ ‚ËÚÛ‡Î¸Ì˚ı ÔÂÂÏÂ˘ÂÌËÈ Í ÔÓÚÂÌˆË-
‡Î¸Ì˚Ï ÒËÎ‡Ï ‚ ÒÚ‡ÚËÍÂ ÓÁÌ‡˜‡ÂÚ, ˜ÚÓ ‡‚ÌÓ‚ÂÒÌÓÂ ÒÓÒÚÓflÌËÂ
Ï‡ÚÂË‡Î¸ÌÓÈ ÒËÒÚÂÏ˚ Â‡ÎËÁÛÂÚÒfl ÔË ˝ÍÒÚÂÏÛÏÂ ÔÓÚÂÌˆË‡Î¸-
ÌÓÈ ˝ÌÂ„ËË:

δU = 0. (2.32)
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ÌËÈ. èÓÎÛ˜ÂÌÌÓÂ Û‡‚ÌÂÌËÂ ÒÓÂ‰ËÌflÂÚ ÔËÌˆËÔ Ñ'ÄÎ‡Ï·Â‡ Ë
ÔËÌˆËÔ ‚ËÚÛ‡Î¸Ì˚ı ÔÂÂÏÂ˘ÂÌËÈ ã‡„‡ÌÊ‡ Ë ÌÓÒËÚ Ì‡Á‚‡ÌËÂ
Û‡‚ÌÂÌËfl Ñ'ÄÎ‡Ï·Â‡–ã‡„‡ÌÊ‡.

á‡‰‡ÌÌ‡fl ÒËÒÚÂÏ‡ ÔËÎÓÊÂÌÌ˚ı ÒËÎ Ó·˚˜ÌÓ ÌÂ Ì‡ıÓ‰ËÚÒfl ‚
‡‚ÌÓ‚ÂÒËË, Ú‡Í Í‡Í ‰Îfl ˝ÚÓ„Ó ÚÂ·ÛÂÚÒfl ‚˚ÔÓÎÌÂÌËÂ ÒÔÂˆË‡Î¸-
Ì˚ı ÛÒÎÓ‚ËÈ. èÓÎÌ‡fl ‚ËÚÛ‡Î¸Ì‡fl ‡·ÓÚ‡ ˝ÚËı ÒËÎ Ó·˚˜ÌÓ ÓÚ-
ÎË˜Ì‡ ÓÚ ÌÛÎfl. é‰Ì‡ÍÓ Ò‡ÏÓ ‰‚ËÊÂÌËÂ ÒËÒÚÂÏ˚ ‚ÓÒÔÓÎÌflÂÚ ‰‡Ì-
Ì˚È ÌÂ‰ÓÒÚ‡ÚÓÍ. íÂÎÓ ‰‚ËÊÂÚÒfl Ú‡ÍËÏ Ó·‡ÁÓÏ, ˜ÚÓ·˚ ‰ÓÔÓÎ-
ÌËÚÂÎ¸Ì˚Â ËÌÂˆËÓÌÌ˚Â ÒËÎ˚, ÔÓÓÊ‰‡ÂÏ˚Â ‰‚ËÊÂÌËÂÏ, ÔË-
‚ÂÎË ·‡Î‡ÌÒ ‡·ÓÚ˚ Í ÌÛÎ˛. í‡ÍËÏ ÔÛÚÂÏ ËÁ ÔËÌˆËÔ‡ Ñ'ÄÎ‡Ï-
·Â‡ ÒÎÂ‰Û˛Ú Ó·˘ËÂ Û‡‚ÌÂÌËfl ‰‚ËÊÂÌËfl (2.36) ÔÓËÁ‚ÓÎ¸ÌÓÈ
ÏÂı‡ÌË˜ÂÒÍÓÈ ÒËÒÚÂÏ˚. ä‡ÊÂÚÒfl, ˜ÚÓ Ú‡Í Í‡Í ÚÂÎÓ Ì‡ Ò‡ÏÓÏ ‰Â-
ÎÂ ‰‚ËÊÂÚÒfl, ÚÓ ÌÂÚ ÌËÍ‡ÍËı ÓÒÌÓ‚‡ÌËÈ ‡ÒÒÏ‡ÚË‚‡Ú¸ Â„Ó ÔÓ-
ÍÓfl˘ËÏÒfl. é‰Ì‡ÍÓ ‰‚ËÊÂÌËÂ ÂÒÚ¸ fl‚ÎÂÌËÂ ÓÚÌÓÒËÚÂÎ¸ÌÓÂ. å˚
ÏÓÊÂÏ ‚‚ÂÒÚË ÒËÒÚÂÏÛ ÓÚÒ˜ÂÚ‡, ‰‚ËÊÛ˘Û˛Òfl ‚ÏÂÒÚÂ Ò ÚÂÎÓÏ, Ë
Ì‡·Î˛‰‡Ú¸ Á‡ ÌÂÔÓ‰‚ËÊÌ˚Ï ÚÂÎÓÏ ËÁ ˝ÚÓÈ ÒËÒÚÂÏ˚ ÓÚÒ˜ÂÚ‡.
äÓÏÂ ÚÓ„Ó, ÔËÌˆËÔ Ñ'ÄÎ‡Ï·Â‡ ‡ÍˆÂÌÚËÛÂÚ ‚ÌËÏ‡ÌËÂ Ì‡ ÒË-
Î‡ı, ‰ÂÈÒÚ‚Û˛˘Ëı Ì‡ ‚ËÚÛ‡Î¸Ì˚ı ÔÂÂÏÂ˘ÂÌËflı, ÍÓÚÓ˚Â
ÏÓÊÌÓ ÔÓËÁ‚Ó‰ËÚ¸ ‚ Î˛·ÓÈ ÏÓÏÂÌÚ ·ÂÁÓÚÌÓÒËÚÂÎ¸ÌÓ Í Â‡Î¸-
ÌÓÏÛ ‰‚ËÊÂÌË˛ ÚÂÎ‡. ùÚÓÚ ÔËÌˆËÔ ËÒÔÓÎ¸ÁÛÂÚ ‚ËÚÛ‡Î¸Ì˚Â, ‡
ÌÂ Â‡Î¸Ì˚Â ÔÂÂÏÂ˘ÂÌËfl Ë ÔÓ˝ÚÓÏÛ ÓÌ Ó‰ËÌ‡ÍÓ‚Ó ÔËÏÂÌËÏ
Í‡Í Í ÔÓÍÓfl˘ËÏÒfl ÚÂÎ‡Ï, Ú‡Í Ë Í ‰‚ËÊÛ˘ËÏÒfl. èËÌˆËÔ
Ñ'ÄÎ‡Ï·Â‡ ÔËÏÂÌËÏ Í ÒËÒÚÂÏ‡Ï Ò „ÓÎÓÌÓÏÌ˚ÏË Ë ÌÂ„ÓÎÓ-
ÌÓÏÌ˚ÏË Ò‚flÁflÏË, ‡ Ú‡ÍÊÂ Í ÒËÒÚÂÏ‡Ï Ò ÚÂÌËÂÏ, ÂÒÎË ‚ÍÎ˛-
˜ËÚ¸ ÒËÎ˚ ÚÂÌËfl ‚ ˜ËÒÎÓ ‡ÍÚË‚Ì˚ı ÒËÎ. ÇÒÂ ‰Û„ËÂ ÔËÌˆË-
Ô˚ ÏÂı‡ÌËÍË fl‚Îfl˛ÚÒfl ÔÓÒÚÓ ‰Û„ËÏË Ï‡ÚÂÏ‡ÚË˜ÂÒÍËÏË
ÙÓÏÛÎËÓ‚Í‡ÏË ˝ÚÓ„Ó ÔËÌˆËÔ‡, ·ÓÎÂÂ Û‰Ó·Ì˚ÏË ‰Îfl Â¯Â-
ÌËfl ÍÓÌÍÂÚÌÓ„Ó ÍÎ‡ÒÒ‡ Á‡‰‡˜.

2.5. ìêÄÇçÖçàü ãÄÉêÄçÜÄ èÖêÇéÉé êéÑÄ

ë ÔÓÏÓ˘¸˛ ÔËÌˆËÔ‡ Ñ'ÄÎ‡Ï·Â‡ ÏÓÊÌÓ ‚˚‚ÂÒÚË ‰ËÙÙÂ-
ÂÌˆË‡Î¸Ì˚Â Û‡‚ÌÂÌËfl ‰‚ËÊÂÌËfl. Ç‚Â‰ÂÏ Û‰Ó·Ì˚Â ‰Îfl ‰‡Î¸ÌÂÈ-
¯Â„Ó Ó·ÓÁÌ‡˜ÂÌËfl:

r
→

1 = (x1, x2, x3),   r
→

2 = (x4, x5, x6), …,   r
→

N = (x3N–2, x3N–1, x3N);

δr
→

1 = (δx1, δx2, δx3),   δr
→

2 = (δx4, δx5, δx6), …, δr
→

N = (δx3N–2, δx3N–1, δx3N);

F
→

1 = (F1, F2, F3),   F
→

2 = (F4, F5, F6), …,   F
→

N = (F3N–2, F3N–1, F3N).

2.5. ì‡‚ÌÂÌËfl ã‡„‡ÌÊ‡ ÔÂ‚Ó„Ó Ó‰‡ 8988 ÉÎ‡‚‡ 2. ã‡„‡ÌÊÂ‚‡ ÏÂı‡ÌËÍ‡

[12. ë. 113]. èËÌˆËÔ Ñ'ÄÎ‡Ï·Â‡ „Î‡ÒËÚ, ˜ÚÓ Î˛·‡fl ÒËÒÚÂÏ‡ ÒËÎ
‚ Î˛·ÓÈ ÏÓÏÂÌÚ Ì‡ıÓ‰ËÚÒfl ‚ ‡‚ÌÓ‚ÂÒËË, ÂÒÎË Ï˚ ‰Ó·‡‚ÎflÂÏ Í
‡ÍÚË‚Ì˚Ï ÒËÎ‡Ï ÒËÎ˚ ËÌÂˆËË.

èÓÍ‡ÊÂÏ, ˜ÚÓ ÔÓÒÎÂ‰Ó‚‡ÚÂÎ¸ÌÓÂ ÔËÏÂÌÂÌËÂ ÔËÌˆËÔ‡
Ñ'ÄÎ‡Ï·Â‡ Ë ÔËÌˆËÔ‡ ‚ËÚÛ‡Î¸Ì˚ı ÔÂÂÏÂ˘ÂÌËÈ Í ÏÂı‡ÌË˜Â-
ÒÍÓÈ ÒËÒÚÂÏÂ, ÔÓ‰˜ËÌÂÌÌÓÈ ÒÚ‡ˆËÓÌ‡Ì˚Ï, Û‰ÂÊË‚‡˛˘ËÏ Ë
Ë‰Â‡Î¸Ì˚Ï Ò‚flÁflÏ, ÔÓÁ‚ÓÎflÂÚ ÔÓÎÛ˜ËÚ¸ Ó·˘ÂÂ Û‡‚ÌÂÌËÂ ‰ËÌ‡-
ÏËÍË. ìÏÌÓÊ‡fl Û‡‚ÌÂÌËÂ (2.34) Ì‡ ‚ÂÍÚÓ δr

→
i ‚ËÚÛ‡Î¸ÌÓ„Ó ÔÂ-

ÂÏÂ˘ÂÌËfl i-È ˜‡ÒÚËˆ˚ Ë ÒÛÏÏËÛfl ÔÓ ‚ÒÂÏ ˜‡ÒÚËˆ‡Ï, Ï˚ ÔÓÎÛ-
˜‡ÂÏ Ó·˘ÂÂ Û‡‚ÌÂÌËÂ ÒÚ‡ÚËÍË

(2.35)

èÓÒÍÓÎ¸ÍÛ ‰Îfl Ë‰Â‡Î¸Ì˚ı Ò‚flÁÂÈ ÒÛÏÏ‡ ‡·ÓÚ ÒËÎ Â‡ÍˆËË Ì‡
‚ËÚÛ‡Î¸Ì˚ı ÔÂÂÏÂ˘ÂÌËflı ‡‚Ì‡ ÌÛÎ˛, Ï˚ ÔÓÎÛ˜‡ÂÏ Ó·˘ÂÂ
Û‡‚ÌÂÌËÂ ‰ËÌ‡ÏËÍË

(2.36)

èÓÎÌ‡fl ‚ËÚÛ‡Î¸Ì‡fl ‡·ÓÚ‡ ‚ÒÂı ÔËÎÓÊÂÌÌ˚ı ÒËÎ Ë ÒËÎ ËÌÂ-
ˆËË ‡‚Ì‡ ÌÛÎ˛ ‰Îfl ‚ÒÂı Ó·‡ÚËÏ˚ı ‚ËÚÛ‡Î¸Ì˚ı ÔÂÂÏÂ˘Â-
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ÂÌÚ˚ ÔË Í‡Ê‰ÓÏ ËÁ ÓÒÚ‡‚¯ËıÒfl ÌÂÁ‡‚ËÒËÏ˚ı ‚ËÚÛ‡Î¸Ì˚ı ÔÂ-
ÂÏÂ˘ÂÌËflı:

(2.42)

ÑÓ·‡‚Îflfl Û‡‚ÌÂÌËfl Ò‚flÁÂÈ Í (2.41), ÔÓÎÛ˜‡ÂÏ ÒËÒÚÂÏÛ Û‡‚-
ÌÂÌËÈ ã‡„‡ÌÊ‡ ÔÂ‚Ó„Ó Ó‰‡:

(2.43)

ÒÔ‡‚Â‰ÎË‚Û˛ ‰Îfl ÒËÒÚÂÏ ÒÓ Ò‚flÁflÏË. ëËÒÚÂÏ‡ 3N+M Û‡‚ÌÂÌËÈ
(2.43) ‰ÓÒÚ‡ÚÓ˜Ì‡ ‰Îfl Ì‡xoÊ‰ÂÌËfl 3N ÍÓÓ‰ËÌ‡Ú Ë M ÌÂËÁ‚ÂÒÚÌ˚ı
ÏÌÓÊËÚÂÎÂÈ ã‡„‡ÌÊ‡ λi (i = 1, 2, …, M). Ç ÌÂÈ ÓÚÒÛÚÒÚ‚Û˛Ú ÒËÎ˚
Â‡ÍˆËË, ‡ ‚‚Â‰ÂÌ˚ ÚÓÎ¸ÍÓ ËÁ‚ÂÒÚÌ˚Â Û‡‚ÌÂÌËfl Ò‚flÁË. èÓ‰Ó·-
ÌÛ˛ ÒËÒÚÂÏÛ Û‡‚ÌÂÌËÈ ÏÓÊÌÓ ‚˚‚ÂÒÚË Ë ‰Îfl ÌÂ„ÓÎÓÌÓÏÌ˚ı ÒË-
ÒÚÂÏ. îËÁË˜ÂÒÍÓÈ ÒÏ˚ÒÎ λi ÓÔÂ‰ÂÎflÂÚÒfl Û‡‚ÌÂÌËÂÏ Ò‚flÁË (‡Á-
ÏÂÌÓÒÚ¸˛ ÙÛÌÍˆËË f), ‡ÁÏÂÌÓÒÚ¸˛ ÍÓÓ‰ËÌ‡Ú xμ Ë ‡ÒÒÏ‡ÚË-
‚‡ÂÏÓÈ Á‡‰‡˜ÂÈ. 

ê‡ÒÒÏÓÚËÏ ‚ Í‡˜ÂÒÚ‚Â ÔËÏÂ‡ ‰ËÌ‡ÏËÍÛ Ï‡ÚÂÏ‡ÚË˜ÂÒÍÓ„Ó
Ï‡flÚÌËÍ‡ (ËÒ. 2.1) – Ï‡ÚÂË‡Î¸ÌÓÈ ÚÓ˜ÍË, Á‡ÍÂÔÎÂÌÌÓÈ Ì‡ ÍÓÌ-
ˆÂ ÌÂ‡ÒÚflÊËÏÓÈ ÌËÚË ‰ÎËÌÓÈ l. á‡ÔË¯ÂÏ Ò‚flÁ¸ ÏÂÊ‰Û ‰ÂÍ‡ÚÓ-
‚˚ÏË Ë ÔÓÎflÌ˚ÏË ÍÓÓ‰ËÌ‡Ú‡ÏË Ï‡ÚÂË‡Î¸ÌÓÈ ÚÓ˜ÍË:

(2.44)

àÏÂÂÏ Ó‰ÌÓ Û‡‚ÌÂÌËÂ Ò‚flÁË

(2.45)

ÄÍÚË‚Ì‡fl ÒËÎ‡ ‰ÂÈÒÚ‚ÛÂÚ ÚÓÎ¸ÍÓ ÔÓ ÓÒË y: F1 = 0, F2 = mg. èÓËÁ-
‚Ó‰Ì˚Â ÔÓ ÍÓÓ‰ËÌ‡Ú‡Ï ÓÚ Û‡‚ÌÂÌËfl Ò‚flÁË ‡‚Ì˚
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á‡ÔË¯ÂÏ Û‡‚ÌÂÌËfl Ñ'ÄÎ‡Ï·Â‡–ã‡„‡ÌÊ‡ Ë Û‡‚ÌÂÌËfl m
Ò‚flÁÂÈ ‚ ‚Ë‰Â (2.12) ‚ ÌÓ‚˚ı Ó·ÓÁÌ‡˜ÂÌËflı:

(2.37)

(2.38)

Ç ˝ÚÓÈ ÒËÒÚÂÏÂ ÎËÌÂÈÌ˚ı Û‡‚ÌÂÌËÈ ÓÎ¸ ÌÂËÁ‚ÂÒÚÌ˚ı Ë„‡˛Ú
δxμ. ç‡ 3N ÔÂÂÏÂÌÌ˚ı δxμ Ì‡ÎÓÊÂÌÓ M Ò‚flÁÂÈ (2.38), ÔÓ˝ÚÓÏÛ
M ÔÂÂÏÂÌÌ˚ı ÓÍ‡Á˚‚‡˛ÚÒfl ÎËÌÂÈÌÓ Á‡‚ËÒËÏ˚ÏË. èÛÒÚ¸ Á‡‚Ë-
ÒËÏ˚ÏË ·Û‰ÛÚ ÔÂ‚˚Â M ÔÂÂÏÂÌÌ˚ı. ìÏÌÓÊËÏ Í‡Ê‰ÓÂ Û‡‚-
ÌÂÌËÂ (2.38) Ì‡ ÒÍ‡ÎflÌ˚È ÏÌÓÊËÚÂÎ¸ λi, „‰Â λi – ÌÂÍÓÚÓ˚Â
ÙÛÌÍˆËË ‚ÂÏÂÌË. èÓÒÛÏÏËÛÂÏ ÔÓ i Ë ÔÓÏÂÌflÂÏ ÔÓfl‰ÓÍ
ÒÛÏÏËÓ‚‡ÌËfl:

(2.39)

ëÎÓÊËÏ (2.39) Ò Û‡‚ÌÂÌËÂÏ Ñ'ÄÎ‡Ï·Â‡–ã‡„‡ÌÊ‡ (2.37)

(2.40)

Ç˚·ÂÂÏ ÌÂÓÔÂ‰ÂÎÂÌÌ˚Â ÏÌÓÊËÚÂÎË λi Ú‡Í, ˜ÚÓ·˚ ÍÓ˝ÙÙË-
ˆËÂÌÚ˚ ÔÂÂ‰ ÔÂ‚˚ÏË M Á‡‚ËÒËÏ˚ÏË ÔÂÂÏÂ˘ÂÌËflÏË δxμ Ó·‡-
˘‡ÎËÒ¸ ‚ ÌÛÎ¸.

(2.41)

í‡ÍËÏ Ó·‡ÁÓÏ λi ‚˚·Ë‡˛ÚÒfl Ú‡Í, ˜ÚÓ·˚ ÔÓ ÔÂ‚˚Ï M ÍÓ-
Ó‰ËÌ‡Ú‡Ï, xμ (μ = 1, 2, …, M) ·˚ÎË ÒÔ‡‚Â‰ÎË‚˚ Û‡‚ÌÂÌËfl
ç¸˛ÚÓÌ‡. èÓÒÍÓÎ¸ÍÛ ‚ÒÂ ÓÒÚ‡Î¸Ì˚Â ‚ËÚÛ‡Î¸Ì˚Â ÔÂÂÏÂ˘Â-
ÌËfl ÌÂÁ‡‚ËÒËÏ˚ Ë ÌÂ ‡‚Ì˚ ÌÛÎ˛, ÚÓ ‰Îfl ‚˚ÔÓÎÌÂÌËfl ÒÓÓÚÌÓ-
¯ÂÌËfl (2.40) Ï˚ Ó·flÁ‡Ì˚ ÔÓÎÓÊËÚ¸ ‡‚Ì˚ÏË ÌÛÎ˛ ÍÓ˝ÙÙËˆË-
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ùÚË ÙÛÌÍˆËË, ÔÓ‰ÒÚ‡‚ÎÂÌÌ˚Â ‚ (2.46), Ó·‡˘‡˛Ú ˝ÚÓ Û‡‚ÌÂ-
ÌËÂ ‚ ÚÓÊ‰ÂÒÚ‚Ó. èÓÒÎÂ ‚‚Â‰ÂÌËfl Ó·Ó·˘ÂÌÌ˚ı ÍÓÓ‰ËÌ‡Ú ‚
Í‡Ê‰˚È ÏÓÏÂÌÚ ÛÒÚ‡Ì‡‚ÎË‚‡ÂÚÒfl ‚Á‡ËÏÌÓ-Ó‰ÌÓÁÌ‡˜ÌÓÂ ÒÓÓÚ-
‚ÂÚÒÚ‚ËÂ ÏÂÊ‰Û ‚ÒÂ‚ÓÁÏÓÊÌ˚ÏË ÔÓÎÓÊÂÌËflÏË ÒËÒÚÂÏ˚ Ë ÚÓ˜-
Í‡ÏË ‚ ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Â Ò ÍÓÓ‰ËÌ‡Ú‡ÏË (q1(t), q2(t), …, q3N–M(t)).
Ñ‚ËÊÂÌË˛ ÒËÒÚÂÏ˚ ÓÚ‚Â˜‡ÂÚ ‰‚ËÊÂÌËÂ ÚÓ˜ÍË ‚ ˝ÚÓÏ ÔÓ-
ÒÚ‡ÌÒÚ‚Â. èÂ‚˚Â ÔÓËÁ‚Ó‰Ì˚Â ÔÓ ‚ÂÏÂÌË ÓÚ Ó·Ó·˘ÂÌÌ˚ı
ÍÓÓ‰ËÌ‡Ú, Ú. Â. ‚ÂÎË˜ËÌ˚ q

.
k Ì‡Á˚‚‡˛ÚÒfl Ó·Ó·˘ÂÌÌ˚ÏË ÒÍÓÓ-

ÒÚflÏË ÒËÒÚÂÏ˚, ‡ ‚ÚÓ˚Â q̈k – Ó·Ó·˘ÂÌÌ˚ÏË ÛÒÍÓÂÌËflÏË. ÑÎfl
Í‡ÚÍÓÒÚË Ó·ÓÁÌ‡˜ÂÌËÈ Ï˚ ·Û‰ÂÏ ˜‡ÒÚÓ ÛÒÎÓ‚ÌÓ ÔÓÌËÏ‡Ú¸ ÔÓ‰
q ÒÓ‚ÓÍÛÔÌÓÒÚ¸ ‚ÒÂı ÍÓÓ‰ËÌ‡Ú, ‡ ÔÓ‰ q

.
– ÒÓ‚ÓÍÛÔÌÓÒÚ¸ ‚ÒÂı

ÒÍÓÓÒÚÂÈ.
é‰ÌÓ‚ÂÏÂÌÌÓÂ Á‡‰‡ÌËÂ ‚ÒÂı Ó·Ó·˘ÂÌÌ˚ı ÍÓÓ‰ËÌ‡Ú Ë ÒÍÓ-

ÓÒÚÂÈ ÔÓÎÌÓÒÚ¸˛ ÓÔÂ‰ÂÎflÂÚ ÒÓÒÚÓflÌËÂ ÒËÒÚÂÏ˚ ‚ Ì‡˜‡Î¸Ì˚È
ÏÓÏÂÌÚ Ë ÔÓÁ‚ÓÎflÂÚ ÔÂ‰ÒÍ‡Á‡Ú¸ ÂÂ ‰‡Î¸ÌÂÈ¯ÂÂ ÔÓ‚Â‰ÂÌËÂ. ë Ï‡-
ÚÂÏ‡ÚË˜ÂÒÍÓÈ ÚÓ˜ÍË ÁÂÌËfl ˝ÚÓ ÓÁÌ‡˜‡ÂÚ, ˜ÚÓ Û‡‚ÌÂÌËfl ç¸˛ÚÓ-
Ì‡, Í‡Í Ï˚ Û‚Ë‰ËÏ ‰‡ÎÂÂ, ÏÓ„ÛÚ ·˚Ú¸ Á‡ÔËÒ‡Ì˚ ‚ ÚÂÏËÌ‡ı Ó·Ó·-
˘ÂÌÌ˚ı ÍÓÓ‰ËÌ‡Ú.

Ç˚‡ÁËÏ ‚ËÚÛ‡Î¸Ì˚Â ÔÂÂÏÂ˘ÂÌËfl Í‡Ê‰ÓÈ ˜‡ÒÚËˆ˚ ˜ÂÂÁ
‚ËÚÛ‡Î¸Ì˚Â ÔÂÂÏÂ˘ÂÌËfl Ó·Ó·˘ÂÌÌ˚ı ÍÓÓ‰ËÌ‡Ú:

(2.47)

Ë ÔÓ‰ÒÚ‡‚ËÏ Ëı ‚ Ó·˘ÂÂ Û‡‚ÌÂÌËÂ ‰ËÌ‡ÏËÍË (2.36):

(2.48)

èÓÒÎÂ ËÁÏÂÌÂÌËfl ÔÓfl‰Í‡ ÒÛÏÏËÓ‚‡ÌËfl ÔÓÎÛ˜ËÏ

èÓÒÍÓÎ¸ÍÛ ‚ÒÂ ‚ËÚÛ‡Î¸Ì˚Â ÔÂÂÏÂ˘ÂÌËfl Ó·Ó·˘ÂÌÌ˚ı ÍÓ-
Ó‰ËÌ‡Ú ÌÂÁ‡‚ËÒËÏ˚ Ë ÔÓËÁ‚ÓÎ¸Ì˚, ÚÓ ÌÛÎ˛ ‰ÓÎÊÌ˚ ‡‚ÌflÚ¸Òfl
ÏÌÓÊËÚÂÎË ÔÂÂ‰ Í‡Ê‰˚Ï ‚ËÚÛ‡Î¸Ì˚Ï ÔÂÂÏÂ˘ÂÌËÂÏ. Ç ËÚÓ„Â
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íÓ„‰‡ ‰Îfl ÒËÒÚÂÏ˚ Û‡‚ÌÂÌËÈ ã‡-
„‡ÌÊ‡ ÔÂ‚Ó„Ó Ó‰‡

îÛÌÍˆËfl λ ËÏÂÂÚ ÒÏ˚ÒÎ ÒËÎ˚
Ì‡ÚflÊÂÌËfl ÌËÚË. ÑÎfl ËÌÚÂ„ËÓ-
‚‡ÌËfl ˝ÚÓÈ ÒËÒÚÂÏ˚ (ÒÏ. „Î. 4)
ÚÂ·ÛÂÚÒfl ÔÂÊ‰Â ‚ÒÂ„Ó ËÒÍÎ˛-

˜ËÚ¸ ÌÂËÁ‚ÂÒÚÌÛ˛ λ, Û˜ËÚ˚‚‡fl, ˜ÚÓ ÔÓËÁ‚Ó‰Ì‡fl ÓÚ ÌÂÂ ‚ Û‡‚-
ÌÂÌËfl ÌÂ ‚ıÓ‰ËÚ.

2.6. ìêÄÇçÖçàü ãÄÉêÄçÜÄ ÇíéêéÉé êéÑÄ

çÓ‚˚Â Ë‰ÂË ÔË‰ÛÏ˚‚‡Ú¸ ÚÛ‰ÌÓ.
ÑÎfl ˝ÚÓ„Ó ÚÂ·ÛÂÚÒfl ËÒÍÎ˛˜ËÚÂÎ¸ÌÓÂ
‚ÓÓ·‡ÊÂÌËÂ.

ê. îÂÈÌÏ‡Ì

ì‡‚ÌÂÌËfl ã‡„‡ÌÊ‡ ÔÂ‚Ó„Ó Ó‰‡ Û˜ËÚ˚‚‡˛Ú Ò‚flÁË ‚ ÒËÒ-
ÚÂÏÂ, ÌÓ Ëı Â¯ÂÌËÂ „ÓÏÓÁ‰ÍÓ Ë ÌÂÛ‰Ó·ÌÓ. ÑÎfl „ÓÎÓÌÓÏÌ˚ı
ÒËÒÚÂÏ ã‡„‡ÌÊ ÔÂ‰ÎÓÊËÎ ‰Û„ÓÈ ÒÔÓÒÓ· Â¯ÂÌËfl. èÛÒÚ¸ Ì‡
ÒËÒÚÂÏÛ ËÁ N Ï‡ÚÂË‡Î¸Ì˚ı ÚÓ˜ÂÍ Ì‡ÎÓÊÂÌÓ M „ÓÎÓÌÓÏÌ˚ı
Ò‚flÁÂÈ (2.24). ä‡Í ÛÊÂ ÓÚÏÂ˜‡ÎÓÒ¸, ÔË Ú‡ÍËı Ò‚flÁflı Ï˚ ÏÓÊÂÏ
‚˚‡ÁËÚ¸ M ‰ÂÍ‡ÚÓ‚˚ı ÍÓÓ‰ËÌ‡Ú ËÁ ˝ÚËı Û‡‚ÌÂÌËÈ Í‡Í
ÙÛÌÍˆËË ÓÒÚ‡Î¸Ì˚ı 3N – M ÍÓÓ‰ËÌ‡Ú Ë ‡ÒÒÏ‡ÚË‚‡Ú¸ ˝ÚË ÔÓ-
ÒÎÂ‰ÌËÂ ‚ Í‡˜ÂÒÚ‚Â Ó·Ó·˘ÂÌÌ˚ı. ÇÓÓ·˘Â Î˛·˚Â ‚ÂÎË˜ËÌ˚, Á‡-
‰‡ÌËÂ ÍÓÚÓ˚ı ‚ ÍÓÎË˜ÂÒÚ‚Â, ‡‚ÌÓÏ ˜ËÒÎÛ ÒÚÂÔÂÌÂÈ Ò‚Ó·Ó‰˚,
Ó‰ÌÓÁÌ‡˜ÌÓ ÓÔÂ‰ÂÎËÚ ÔÓÎÓÊÂÌËÂ ÚÂÎ‡ ‚ ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Â, ÌÓÒflÚ
Ì‡Á‚‡ÌËÂ Ó·Ó·˘ÂÌÌ˚ı ÍÓÓ‰ËÌ‡Ú. èÛÒÚ¸ ‚ÏÂÒÚÓ ‰ÂÍ‡ÚÓ‚˚ı
‚‚Â‰ÂÌ˚ ÌÂÁ‡‚ËÒËÏ˚Â Ó·Ó·˘ÂÌÌ˚Â ÍÓÓ‰ËÌ‡Ú˚, Ú. Â. Ì‡È‰ÂÌ˚
s = (3N – M) ÎËÌÂÈÌÓ ÌÂÁ‡‚ËÒËÏ˚ı ÙÛÌÍˆËÈ q1(t), q2(t), …, q3N–M(t),
˜ÂÂÁ ÍÓÚÓ˚Â Û‰‡ÎÓÒ¸ ‚˚‡ÁËÚ¸ ÔÓÎÓÊÂÌËÂ ‚ÒÂı ÚÓ˜ÂÍ ÒËÒÚÂ-
Ï˚ Ë Â¯ËÚ¸ Û‡‚ÌÂÌËfl (2.24). íÓ„‰‡ ‡‰ËÛÒ-‚ÂÍÚÓ ÔÓÎÓÊÂÌËfl
Í‡Ê‰ÓÈ Ï‡ÚÂË‡Î¸ÌÓÈ ÚÓ˜ÍË r

→
i Á‡‚ËÒËÚ ÓÚ ÌÂÁ‡‚ËÒËÏ˚ı Ó·Ó·-

˘ÂÌÌ˚ı ÍÓÓ‰ËÌ‡Ú

r
→

i = r
→

i(q1(t),   q2(t), …,   q3N–M(t)). (2.46)
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èÂÓ·‡ÁÛÂÏ ‚ (2.49) ÒÎ‡„‡ÂÏ˚Â Ò ÒËÎÓÈ ËÌÂˆËË. èÓ‰ÒÚ‡‚Îflfl
r
→•

i = v
→

i ‚ ÚÓÊ‰ÂÒÚ‚Ó

Ë Û˜ËÚ˚‚‡fl ÚÓÎ¸ÍÓ ˜ÚÓ ‰ÓÍ‡Á‡ÌÌ˚Â ÒÓÓÚÌÓ¯ÂÌËfl, ÔÓÎÛ˜‡ÂÏ

èÓÒÎÂ ÒÛÏÏËÓ‚‡ÌËfl ÔÓ ËÌ‰ÂÍÒÛ i

(2.53)

‚ Ô‡‚Û˛ ˜‡ÒÚ¸ ‚ıÓ‰ËÚ ÍËÌÂÚË˜ÂÒÍ‡fl ˝ÌÂ„Ëfl T ÒËÒÚÂÏ˚ ˜‡ÒÚËˆ

àÁ (2.50) ÒÎÂ‰ÛÂÚ, ˜ÚÓ ÓÌ‡ Á‡‚ËÒËÚ ÌÂ ÚÓÎ¸ÍÓ ÓÚ Ó·Ó·˘ÂÌÌ˚ı
ÒÍÓÓÒÚÂÈ, ÌÓ Ë ÓÚ Ó·Ó·˘ÂÌÌ˚ı ÍÓÓ‰ËÌ‡Ú:

(2.54)

„‰Â ‚ÂÎË˜ËÌ˚

(2.55)

‚ÒÎÂ‰ÒÚ‚ËÂ Ò‚flÁÂÈ ÂÒÚ¸ ÌÂÎËÌÂÈÌ˚Â ÙÛÌÍˆËË ÓÚ Ó·Ó·˘ÂÌÌ˚ı ÍÓ-
Ó‰ËÌ‡Ú.

íÓ„‰‡ Û‡‚ÌÂÌËfl ‰‚ËÊÂÌËfl (2.53) ËÏÂ˛Ú ‚Ë‰

(2.56)
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èÂ‰ÒÚ‡‚ËÏ ‚ıÓ‰fl˘ËÂ Ò˛‰‡ ‚ÂÎË˜ËÌ˚ ˜ÂÂÁ Ó·Ó·˘ÂÌÌ˚Â ÍÓÓ-
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(2.50)

ÑÓÍ‡ÊÂÏ, ˜ÚÓ

(2.51)

Ú. Â. ÔË ‰ËÙÙÂÂÌˆËÓ‚‡ÌËË ‡‰ËÛÒ‡-‚ÂÍÚÓ‡ ˜‡ÒÚËˆ˚ ÏÓÊÌÓ
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ÎË ‚Á‡ËÏÓ‰ÂÈÒÚ‚ËÂ ‚ ÒËÒÚÂÏÂ ÓÚÒÛÚÒÚ‚ÛÂÚ, ÙÛÌÍˆËfl ã‡„‡ÌÊ‡
‡‚Ì‡ ÔÓÒÚÓ ÍËÌÂÚË˜ÂÒÍÓÈ ˝ÌÂ„ËË ÒËÒÚÂÏ˚:

(2.60)

èËÏÂ. ê‡ÒÒÏÓÚËÏ ÒÌÓ‚‡ Â¯ÂÌËÂ Á‡‰‡˜Ë Ó Ï‡ÚÂÏ‡ÚË˜ÂÒÍÓÏ
Ï‡flÚÌËÍÂ Ì‡ ÓÒÌÓ‚Â Û‡‚ÌÂÌËÈ ã‡„‡ÌÊ‡ ‚ÚÓÓ„Ó Ó‰‡. ÅÛ‰ÂÏ ËÒ-
ÔÓÎ¸ÁÓ‚‡Ú¸ Ó·ÓÁÌ‡˜ÂÌËfl ËÒ. 2.1. äÓÎË˜ÂÒÚ‚Ó ÒÚÂÔÂÌÂÈ Ò‚Ó·Ó‰˚
s = 1. Ç Í‡˜ÂÒÚ‚Â Â‰ËÌÒÚ‚ÂÌÌÓÈ Ó·Ó·˘ÂÌÌÓÈ ÍÓÓ‰ËÌ‡Ú˚ ‚ÓÁ¸ÏÂÏ
Û„ÓÎ ÓÚÍÎÓÌÂÌËfl Ï‡flÚÌËÍ‡ ÓÚ ‚ÂÚËÍ‡ÎË ϕ. íÓ„‰‡ Û‡‚ÌÂÌËfl

x = l sinϕ, y = l cosϕ

Ó‰ÌÓÁÌ‡˜ÌÓ ‡ÁÂ¯‡˛Ú Û‡‚ÌÂÌËÂ Ò‚flÁË r = l. äËÌÂÚË˜ÂÒÍ‡fl, ÔÓÚÂÌ-
ˆË‡Î¸Ì‡fl ˝ÌÂ„ËË Ë Î‡„‡ÌÊË‡Ì ÒËÒÚÂÏ˚ ËÏÂ˛Ú ÍÓÏÔ‡ÍÚÌ˚È ‚Ë‰:

U = –mgy = –mgl cosϕ;

T = �
m

2
�(x

. 2 + y
. 2) = �

m

2

l2

� ϕ2;

L = T – U = �
m

2

l2

� ϕ. 2 + mgl cosϕ.

íÓ„‰‡ Û‡‚ÌÂÌËfl ‰‚ËÊÂÌËfl

ÔËÌËÏ‡˛Ú ÍÓÏÔ‡ÍÚÌ˚È ‚Ë‰:

ml2ϕ̈ + mgl sinϕ = 0. (2.61)

éÚÏÂÚËÏ ÔÂËÏÛ˘ÂÒÚ‚‡ Û‡‚ÌÂÌËÈ ã‡„‡ÌÊ‡ ‚ÚÓÓ„Ó Ó‰‡.
1. é‰Ì‡ ÙÛÌÍˆËfl – Î‡„‡ÌÊË‡Ì – ÓÔÂ‰ÂÎflÂÚ ‚Ò˛ ‰ËÌ‡ÏËÍÛ

ÒËÒÚÂÏ˚.
2. ÇË‰ Û‡‚ÌÂÌËÈ ‰‚ËÊÂÌËfl ÌÂ Á‡‚ËÒËÚ ÓÚ ‚˚·Ó‡ Ó·Ó·˘ÂÌ-

Ì˚ı ÍÓÓ‰ËÌ‡Ú.
3. ìÏÂÌ¸¯‡ÂÚÒfl ÍÓÎË˜ÂÒÚ‚Ó ‚˚˜ËÒÎÂÌËÈ, Ú‡Í Í‡Í ÌÂ ÌÛÊÌÓ

‚‚Ó‰ËÚ¸ ÒËÎ˚ Â‡ÍˆËË Ò‚flÁÂÈ. ì˜ÂÚ Ò‚flÁÂÈ ‚ „ÓÎÓÌÓÏÌ˚ı ÒËÒÚÂ-
Ï‡ı Ò‚Ó‰ËÚÒfl ÔÓÒÚÓ Í ÛÏÂÌ¸¯ÂÌË˛ ˜ËÒÎ‡ ÒÚÂÔÂÌÂÈ Ò‚Ó·Ó‰˚ Ë,
ÒÎÂ‰Ó‚‡ÚÂÎ¸ÌÓ, Û‡‚ÌÂÌËÈ.

4. ì‡‚ÌÂÌËfl ÔÓÁ‚ÓÎfl˛Ú ÓÔËÒ‡Ú¸ ·ÓÎÂÂ Ó·˘ËÂ (ÌÂ ÏÂı‡ÌË˜Â-
ÒÍËÂ) ÒËÒÚÂÏ˚ ‰‡ÊÂ ÔË ÓÚÒÛÚÒÚ‚ËË ÔÓÌflÚËfl Ï‡ÒÒ˚.

d

dt

L L∂
∂

∂
∂

=
˙

–
ϕ ϕ

0

 
L T

m vi i

i

N

= =
=
∑

2
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.
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é„‡ÌË˜ËÏÒfl ÒÎÛ˜‡ÂÏ, ÍÓ„‰‡ ÒËÎ‡ F
→

i ‚˚‡Ê‡ÂÚÒfl ˜ÂÂÁ ÔÓÚÂÌ-
ˆË‡Î¸ÌÛ˛ ˝ÌÂ„Ë˛ ÒËÒÚÂÏ˚ U(r

→
1, r

→
2, …, r

→
3N) ÒÓÓÚÌÓ¯ÂÌËflÏË

(2.30). èË ÓÔËÒ‡ÌËË ÒËÒÚÂÏ˚ ‚ Ó·Ó·˘ÂÌÌ˚ı ÍÓÓ‰ËÌ‡Ú‡ı ÎÓ„Ë˜-
ÌÓ ‚‚ÂÒÚË Ú‡ÍÊÂ Ë Ó·Ó·˘ÂÌÌÛ˛ ÒËÎÛ Í‡Í

íÓ„‰‡ (2.56) Á‡ÔË¯ÂÏ ‚ ‚Ë‰Â

(2.57)

èÓ‰ÒÚ‡‚Îflfl Ò˛‰‡ Ë Û˜ËÚ˚‚‡fl ÌÂÁ‡‚ËÒËÏÓÒÚ¸ ÔÓÚÂÌˆË-

‡Î¸ÌÓÈ ˝ÌÂ„ËË ÓÚ Ó·Ó·˘ÂÌÌ˚ı ÒÍÓÓÒÚÂÈ ÔÓÎÛ˜‡ÂÏ 

Û‡‚ÌÂÌËfl ‰‚ËÊÂÌËfl ‚ Ó·Ó·˘ÂÌÌ˚ı ÍÓÓ‰ËÌ‡Ú‡ı

(2.58)

àÎË, Ó·ÓÁÌ‡˜‡fl L = T – U, ËÏÂÂÏ ‚ ÓÍÓÌ˜‡ÚÂÎ¸ÌÓÏ ‚Ë‰Â Û‡‚ÌÂÌËfl

(2.59)

j = 1, 2, …, 3N – M.

èÓÎÛ˜ÂÌÌ˚Â Û‡‚ÌÂÌËfl ÌÓÒflÚ Ì‡Á‚‡ÌËÂ Û‡‚ÌÂÌËÈ ã‡„‡ÌÊ‡
‚ÚÓÓ„Ó Ó‰‡ ‰Îfl ÔÓÚÂÌˆË‡Î¸Ì˚ı ÒËÎ, ‡ ‚ÂÎË˜ËÌ‡ L = T – U, ‡‚-
Ì‡fl ‡ÁÌÓÒÚË ÏÂÊ‰Û ÍËÌÂÚË˜ÂÒÍÓÈ Ë ÔÓÚÂÌˆË‡Î¸ÌÓÈ ˝ÌÂ„ËÂÈ,
Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl Î‡„‡ÌÊË‡ÌÓÏ, ËÎË ÙÛÌÍˆËÂÈ ã‡„‡ÌÊ‡. Ç ÒÎÛ˜‡Â ÂÒ-
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Ì˚È ÔÛÚ¸ ÓÚ ÚÓ˜ÍË (x, y) ‰Ó ÚÓ˜ÍË
(x + dx, y + dy), ÚÓ

ËÎË

(2.62)

àÌÚÂ‚‡Î ds Ï‡ÚÂË‡Î¸Ì‡fl ÚÓ˜Í‡ ÔÓıÓ‰ËÚ Á‡ ‚ÂÏfl dt:

ìÔÓÒÚËÏ Á‡‰‡˜Û, ÔÓÎ‡„‡fl, ˜ÚÓ ÒÍÓÓÒÚ¸ v ‚ ÚÓ˜ÍÂ Ä ‡‚Ì‡ ÌÛ-

Î˛. àÁ Á‡ÍÓÌ‡ ÒÓı‡ÌÂÌËfl ˝ÌÂ„ËË 

ÏÓÊÌÓ Ì‡ÈÚË ÒÍÓÓÒÚ¸ v ‚ ÚÓ˜ÍÂ Ò ÍÓÓ‰ËÌ‡Ú‡ÏË (ı, Û(ı)):

ëÎÂ‰Ó‚‡ÚÂÎ¸ÌÓ

Ë ˜‡ÒÚËˆ‡ ÔÓıÓ‰ËÚ ÔÛÚ¸ ÓÚ ÚÓ˜ÍË Ä ‰Ó ÚÓ˜ÍË Ç Á‡ ‚ÂÏfl

(2.63)

Ç ˝ÚÓÏ ‚˚‡ÊÂÌËË ÏÌÓÊÂÒÚ‚Û ÙÛÌÍˆËÈ y = y(x) ÒÚ‡‚ËÚÒfl ‚ ÒÓ-
ÓÚ‚ÂÚÒÚ‚ËÂ ˜ËÒÎÓ tAB. Ç Ú‡ÍËı ÒÎÛ˜‡flı „Ó‚ÓflÚ, ˜ÚÓ Ì‡ ÏÌÓÊÂÒÚ‚Â

t
y

g y y
dxAB

x
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=
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( )∫
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–
.
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ds dx dy2 2 2= + =

2.7. ÇÄêàÄñàéççéÖ àëóàëãÖçàÖ

ëÚÓÎ¸ ÔÂÍ‡ÒÌ‡fl Ë ‰Ó ÒËı ÔÓ ÌÂ-
ÒÎ˚ı‡ÌÌ‡fl Á‡‰‡˜‡.

É. ãÂÈ·ÌËˆ

ü, Ú‡ÍËÏ Ó·‡ÁÓÏ, Ó‰ÌÓ‚ÂÏÂÌÌÓ
Â¯ËÎ ‰‚Â Á‡ÏÂ˜‡ÚÂÎ¸Ì˚Â Á‡‰‡˜Ë – Ó‰-
ÌÛ ÓÔÚË˜ÂÒÍÛ˛, ‰Û„Û˛ ÏÂı‡ÌË˜ÂÒÍÛ˛,
Ú. Â. fl Ò‰ÂÎ‡Î ·ÓÎ¸¯Â ÚÓ„Ó, ˜ÚÓ ÚÂ·Ó-
‚‡Î ÓÚ ‰Û„Ëı. ü ÔÓÍ‡Á‡Î, ˜ÚÓ ıÓÚfl ˝ÚË
‰‚Â Á‡‰‡˜Ë ‚ÁflÚ˚ ËÁ ÒÓ‚Â¯ÂÌÌÓ ‡Á-
ÎË˜Ì˚ı ˜‡ÒÚÂÈ Ì‡ÛÍË, ÚÂÏ ÌÂ ÏÂÌÂÂ ÓÌË
ËÏÂ˛Ú Ó‰ËÌ‡ÍÓ‚Û˛ ÔËÓ‰Û.

à. ÅÂÌÛÎÎË

é‰ÌËÏ ËÁ ËÒÚÓÍÓ‚ ‚ÓÁÌËÍÌÓ‚ÂÌËfl ‚‡Ë‡ˆËÓÌÌÓ„Ó ËÒ˜ËÒÎÂÌËfl
fl‚ÎflÂÚÒfl Á‡‰‡˜‡ Ó ·‡ıËÒÚÓıÓÌÂ (Ó ÍË‚ÓÈ ·˚ÒÚÂÈ¯Â„Ó ÒÔÛÒ-
Í‡): Ì‡ Ï‡ÚÂË‡Î¸ÌÛ˛ ÚÓ˜ÍÛ Ï‡ÒÒ˚ m, ‰‚ËÊÛ˘Û˛Òfl ‚ ‚ÂÚËÍ‡Î¸-
ÌÓÈ ÔÎÓÒÍÓÒÚË ÓÚ ÚÓ˜ÍË A Í ÚÓ˜ÍÂ B, ‰ÂÈÒÚ‚ÛÂÚ ÒËÎ‡ ÚflÊÂÒÚË.
çÛÊÌÓ Ì‡ÈÚË Ú‡ÂÍÚÓË˛, ‰‚ËÊÂÌËÂ ÔÓ ÍÓÚÓÓÈ ÔË ÙËÍÒËÓ-
‚‡ÌÌ˚ı ÚÓ˜Í‡ı Ì‡˜‡Î‡ Ë ÍÓÌˆ‡ ÔÓËÒıÓ‰ËÚ Á‡ Ì‡ËÏÂÌ¸¯ÂÂ ‚Â-
Ïfl. ùÚ‡ Á‡‰‡˜‡ ·˚Î‡ ‚ÔÂ‚˚Â ÒÙÓÏÛÎËÓ‚‡Ì‡ Ë Â¯ÂÌ‡ àÓ„‡Ì-
ÌÓÏ ÅÂÌÛÎÎË ‚ 1696 „. èË Â¯ÂÌËË ˝ÚÓÈ Á‡‰‡˜Ë ·˚Î ÒÙÓÏÛ-
ÎËÓ‚‡Ì ÏÓ˘Ì˚È Ï‡ÚÂÏ‡ÚË˜ÂÒÍËÈ ‡ÔÔ‡‡Ú, Ó·˙flÒÌfl˛˘ËÈ ÔËÌ-
ˆËÔ˚ ‰‚ËÊÂÌËfl ‚ ÔËÓ‰Â. èÛÒÚ¸ ËÒÍÓÏ‡fl ÍË‚‡fl ‡Ì‡ÎËÚË˜ÂÒÍË
‚˚‡Ê‡ÂÚÒfl Û‡‚ÌÂÌËÂÏ y = f (x) (ËÒ. 2.2). ÖÒÎË ds – ˝ÎÂÏÂÌÚ‡-
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àÓ„‡ÌÌ ÅÂÌÛÎÎË (ÌÂÏ. Johann Bernoulli;
27 Ë˛Îfl 1667, Å‡ÁÂÎ¸ – 1 flÌ‚‡fl 1748, Å‡-
ÁÂÎ¸) – ¯‚ÂÈˆ‡ÒÍËÈ Ï‡ÚÂÏ‡ÚËÍ. ê‡Á‚ËÎ ÚÂÓ-
Ë˛ ÔÓÍ‡Á‡ÚÂÎ¸ÌÓÈ ÙÛÌÍˆËË, ‚˚‚ÂÎ Ô‡‚Ë-
ÎÓ ‡ÒÍ˚ÚËfl ÌÂÓÔÂ‰ÂÎÂÌÌÓÒÚË ÚËÔ‡ 0/0
(ÌÓÒfl˘ÂÂ ËÏfl ãÓÔËÚ‡Îfl), ‡Á‡·ÓÚ‡Î ÏÂÚÓ-
‰˚ ËÌÚÂ„ËÓ‚‡ÌËfl ‡ˆËÓÌ‡Î¸Ì˚ı ‰Ó·ÂÈ,
‚˚˜ËÒÎÂÌËfl ÔÎÓ˘‡‰ÂÈ ÔÎÓÒÍËı ÙË„Û,
ÒÔflÏÎÂÌËÂ ‡ÁÎË˜Ì˚ı ÍË‚˚ı Ë ‰. ÖÏÛ
ÔËÌ‡‰ÎÂÊËÚ ÔÂ‚ÓÂ ÒËÒÚÂÏ‡ÚË˜ÂÒÍÓÂ ËÁÎÓ-
ÊÂÌËÂ ‰ËÙÙÂÂÌˆË‡Î¸ÌÓ„Ó Ë ËÌÚÂ„‡Î¸ÌÓ„Ó 

ËÒ˜ËÒÎÂÌËÈ

êËÒ. 2.2



‡ ËÌÚÂ„‡Î (2.64) – ÍÓÌÂ˜ÌÓÈ ÒÛÏÏÓÈ

á‡ÔËÒ‡ÌÌ‡fl ÒÛÏÏ‡ Á‡‚ËÒËÚ ÓÚ n ÔÂÂÏÂÌÌ˚ı y1, …, yn. àÒÔÓÎ¸-
ÁÛÂÏ ÛÒÎÓ‚Ëfl ˝ÍÒÚÂÏÛÏ‡ ÙÛÌÍˆËË ÏÌÓ„Ëı ÔÂÂÏÂÌÌ˚ı

i = 1, …, n (2.67)

Ë Ó·ÓÁÌ‡˜ËÏ Fi = F(y(xi), y′(xi)). àÁ ÓÔÂ‰ÂÎÂÌËfl y′(xi) (2.66) ‚Ë‰ÌÓ,
˜ÚÓ y(xi) ‚ıÓ‰ËÚ ÌÂ ÚÓÎ¸ÍÓ ‚ y′i, ÌÓ Ë ‚ y′i–1, ÔÓ˝ÚÓÏÛ ÛÒÎÓ‚ËÂ ˝ÍÒÚÂ-
ÏÛÏ‡ (2.67) ÔÂÂÔË¯ÂÏ ‚ ‚Ë‰Â

(2.68)

íÓ„‰‡ Ò Û˜ÂÚÓÏ (2.66) ÔÓÎÛ˜‡ÂÏ

(2.69)
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ÙÛÌÍˆËÈ Á‡‰‡Ì ÙÛÌÍˆËÓÌ‡Î. èÓ‰Ó·Ì˚Â Á‡‰‡˜Ë ÏÓ„ÛÚ ·˚Ú¸ ÒÙÓ-
ÏÛÎËÓ‚‡Ì˚ ‚ Ó·˘ÂÏ ‚Ë‰Â ÒÎÂ‰Û˛˘ËÏ Ó·‡ÁÓÏ. èÛÒÚ¸ Á‡‰‡Ì‡
ÙÛÌÍˆËfl F(x, y, y′x) ÚÂı ÔÂÂÏÂÌÌ˚ı x, y(x), y′x. á‡‰‡Ì ÓÔÂ‰ÂÎÂÌ-
Ì˚È ËÌÚÂ„‡Î

(2.64)

‚ ÍÓÚÓÓÏ ÙÛÌÍˆËfl y(x) Û‰Ó‚ÎÂÚ‚ÓflÂÚ „‡ÌË˜Ì˚Ï ÛÒÎÓ‚ËflÏ

y(xA) = a;   y(xB) = b. (2.65)

ç‡ ÙÛÌÍˆËË y(x) Ì‡ÍÎ‡‰˚‚‡˛ÚÒfl ÓÔÂ‰ÂÎÂÌÌ˚Â ÛÒÎÓ‚Ëfl (ÛÒÎÓ-
‚Ëfl Â„ÛÎflÌÓÒÚË): ÓÌË ‰ÓÎÊÌ˚ ·˚Ú¸ ÌÂÔÂ˚‚Ì˚ÏË, ‰ËÙÙÂÂÌ-
ˆËÛÂÏ˚ÏË Ë ËÏÂÚ¸ ÌÂÔÂ˚‚Ì˚Â ÔÓËÁ‚Ó‰Ì˚Â. íÂ·ÛÂÚÒfl Ì‡ÈÚË
Ó‰ÌÛ ËÎË ÌÂÒÍÓÎ¸ÍÓ ÙÛÌÍˆËÈ Ò „‡ÌË˜Ì˚ÏË ÛÒÎÓ‚ËflÏË (2.65), ‰Îfl
ÍÓÚÓ˚ı J ÔËÌËÏ‡ÂÚ ÏËÌËÏ‡Î¸ÌÓÂ ËÎË, ÔÓ Í‡ÈÌÂÈ ÏÂÂ, ˝ÍÒÚÂ-
Ï‡Î¸ÌÓÂ ÁÌ‡˜ÂÌËÂ. ç‡ ÔÂ‚˚È ‚Á„Îfl‰, ÒÙÓÏÛÎËÓ‚‡ÌÌ‡fl Á‡‰‡˜‡
ÒÓ‚Â¯ÂÌÌÓ ÓÚÎË˜‡ÂÚÒfl ÓÚ ÔÂ‰˚‰Û˘Ëı Á‡‰‡˜ Ì‡ ˝ÍÒÚÂÏÛÏ
ÙÛÌÍˆËË ÌÂÒÍÓÎ¸ÍËı ÔÂÂÏÂÌÌ˚ı. á‰ÂÒ¸ ‰ÓÎÊÌ‡ ·˚Ú¸ ÏËÌËÏËÁË-
Ó‚‡Ì‡ ÌÂ ÙÛÌÍˆËfl, ‡ ÓÔÂ‰ÂÎÂÌÌ˚È ËÌÚÂ„‡Î, Ë ‚ÏÂÒÚÓ ÒÓ‚ÓÍÛÔ-
ÌÓÒÚË ÌÂÁ‡‚ËÒËÏ˚ı ÔÂÂÏÂÌÌ˚ı, ÏËÌËÏËÁËÛ˛˘Ëı ÙÛÌÍˆË˛, Ï˚
‰ÓÎÊÌ˚ Ì‡ÈÚË ÙÛÌÍˆË˛ y(x), ÏËÌËÏËÁËÛ˛˘Û˛ ËÌÚÂ„‡Î.

2.7.1. èÓ‰ıÓ‰ ùÈÎÂ‡

óËÚ‡ÈÚÂ, ˜ËÚ‡ÈÚÂ ùÈÎÂ‡ – ˝ÚÓ
Ì‡¯ Ó·˘ËÈ Û˜ËÚÂÎ¸.

è. ã‡ÔÎ‡Ò

ùÈÎÂ ÔÓÍ‡Á‡Î, ˜ÚÓ ÔÓ·ÎÂÏ‡ ÏËÌËÏËÁ‡ˆËË ÓÔÂ‰ÂÎÂÌÌÓ„Ó ËÌ-
ÚÂ„‡Î‡ (2.64) ÏÓÊÂÚ ·˚Ú¸ Â¯ÂÌ‡ ÔÓÒÚ˚ÏË («ËÌÊÂÌÂÌ˚ÏË»)
ÏÂÚÓ‰‡ÏË, ‡ÔÔÓÍÒËÏ‡ˆËÂÈ ÓÔÂ‰ÂÎÂÌÌÓ„Ó ËÌÚÂ„‡Î‡ ÒÛÏÏÓÈ
·ÓÎ¸¯Ó„Ó ˜ËÒÎ‡ ˜ÎÂÌÓ‚ ÒÓ ÒÍÓÎ¸ Û„Ó‰ÌÓ Ï‡Î˚ÏË Ó¯Ë·Í‡ÏË. ÑÎfl
˝ÚÓ„Ó ‡ÁÓ·¸ÂÏ ÓÚÂÁÓÍ (xA, xB) Ì‡ n ‡‚Ì˚ı ˜‡ÒÚÂÈ Ò ÍÓÓ‰ËÌ‡Ú‡-
ÏË xA, x1, x2, …, xB Ë ËÌÚÂ‚‡ÎÓÏ Δx = xi+1 – xi. é·ÓÁÌ‡˜ËÏ y(xi) � yi

Ë Á‡ÏÂÌËÏ ÔÓËÁ‚Ó‰ÌÛ˛ ÓÚÌÓ¯ÂÌËÂÏ ÍÓÌÂ˜Ì˚ı ‡ÁÌÓÒÚÂÈ

(2.66)
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ãÂÓÌ‡‰ ùÈÎÂ (ÌÂÏ. Leonhard Euler; 4 (15)
‡ÔÂÎfl 1707, Å‡ÁÂÎ¸, ò‚ÂÈˆ‡Ëfl – 7 (18)
ÒÂÌÚfl·fl 1783, ë‡ÌÍÚ-èÂÚÂ·Û„, êÓÒÒËfl) –
‚˚‰‡˛˘ËÈÒfl Ï‡ÚÂÏ‡ÚËÍ, ‚ÌÂÒ¯ËÈ ÁÌ‡˜Ë-
ÚÂÎ¸Ì˚È ‚ÍÎ‡‰ ‚ ‡Á‚ËÚËÂ Ï‡ÚÂÏ‡ÚËÍË, ÏÂ-
ı‡ÌËÍË, ÙËÁËÍË, ‡ÒÚÓÌÓÏËË. Ä‚ÚÓ Ò‚˚¯Â
800 ‡·ÓÚ ÔÓ Ï‡ÚÂÏ‡ÚË˜ÂÒÍÓÏÛ ‡Ì‡ÎËÁÛ,
‰ËÙÙÂÂÌˆË‡Î¸ÌÓÈ „ÂÓÏÂÚËË, ÚÂÓËË ˜Ë-
ÒÂÎ, ÔË·ÎËÊÂÌÌ˚Ï ‚˚˜ËÒÎÂÌËflÏ, ÌÂ·ÂÒ-
ÌÓÈ ÏÂı‡ÌËÍÂ, Ï‡ÚÂÏ‡ÚË˜ÂÒÍÓÈ ÙËÁËÍÂ, ÓÔ-
ÚËÍÂ, ·‡ÎÎËÒÚËÍÂ, ÍÓ‡·ÎÂÒÚÓÂÌË˛, ÚÂÓ-
ËË ÏÛÁ˚ÍË Ë ‰. Ç 1726 „. ·˚Î ÔË„Î‡¯ÂÌ
‡·ÓÚ‡Ú¸ ‚ ë‡ÌÍÚ-èÂÚÂ·Û„, ‚ 1727 „. ÔÂ-
ÂÂı‡Î ÊËÚ¸ ‚ êÓÒÒË˛. Ç 1731–1741 „„. Ë
Ì‡˜ËÌ‡fl Ò 1766 „. ·˚Î ‡Í‡‰ÂÏËÍÓÏ èÂÚÂ-
·Û„ÒÍÓÈ ‡Í‡‰ÂÏËË Ì‡ÛÍ (‚ 1741–1766 „„.
‡·ÓÚ‡Î ‚ ÅÂÎËÌÂ, ÓÒÚ‡‚‡flÒ¸ ÔÓ˜ÂÚÌ˚Ï 

˜ÎÂÌÓÏ èÂÚÂ·Û„ÒÍÓÈ ‡Í‡‰ÂÏËË)



ÚÂÏ ÊÂ ÛÒÎÓ‚ËflÏ ÌÂÔÂ˚‚ÌÓÒ-
ÚË, ˜ÚÓ Ë ÙÛÌÍˆËfl y(x), ‡ Ú‡ÍÊÂ
ÛÒÎÓ‚Ë˛

η(x1) = η(x2) = 0. (2.72)

èË ÔÓÏÓ˘Ë Ô‡‡ÏÂÚ‡ ε Ï˚
ÏÓÊÂÏ ‰ÂÎ‡Ú¸ ËÁÏÂÌÂÌËÂ ÙÛÌÍ-
ˆËË y(x) ÔÓËÁ‚ÓÎ¸ÌÓ Ï‡Î˚Ï. íÂ-
ÔÂ¸ Ò‡‚ÌËÏ ÁÌ‡˜ÂÌËÂ ËÁÏÂÌÂÌ-
ÌÓÈ ÙÛÌÍˆËË y–(x) ÒÓ ÁÌ‡˜ÂÌËÂÏ
ËÒıÓ‰ÌÓÈ ÔË ÌÂÍÓÚÓÓÏ ÙËÍÒË-
Ó‚‡ÌÌÓÏ ÁÌ‡˜ÂÌËË ÌÂÁ‡‚ËÒËÏÓÈ
ÔÂÂÏÂÌÌÓÈ x. ÑÎfl ˝ÚÓ„Ó Ó·‡ÁÛÂÏ ‡ÁÌÓÒÚ¸ ÏÂÊ‰Û y–(x) Ë y(x); ÓÌ‡
Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl ‚‡Ë‡ˆËÂÈ ÙÛÌÍˆËË y(x) Ë Ó·ÓÁÌ‡˜‡ÂÚÒfl ˜ÂÂÁ δy(x):

δy = y–(x) – y(x) = εη(x). (2.73)

Ç‡Ë‡ˆËfl ÙÛÌÍˆËË ı‡‡ÍÚÂËÁÛÂÚÒfl ‰‚ÛÏfl ÓÒÌÓ‚Ì˚ÏË Ò‚ÓÈÒÚ-
‚‡ÏË. ÇÓ-ÔÂ‚˚ı, ˝ÚÓ ·ÂÒÍÓÌÂ˜ÌÓ Ï‡ÎÓÂ ËÁÏÂÌÂÌËÂ, Ú‡Í Í‡Í Ô‡‡-
ÏÂÚ ε Ï‡Î. ÇÓ-‚ÚÓ˚ı, ˝ÚÓ ‚ËÚÛ‡Î¸ÌÓÂ, Ï˚ÒÎÂÌÌÓÂ ËÁÏÂÌÂÌËÂ
ÙÛÌÍˆËË ÔË ÙËÍÒËÓ‚‡ÌÌÓÏ ÁÌ‡˜ÂÌËË ‡„ÛÏÂÌÚ‡ ÙÛÌÍˆËË, ÍÓÚÓ-
ÓÂ ÏÓÊÌÓ ÓÒÛ˘ÂÒÚ‚ËÚ¸ ÔÓËÁ‚ÓÎ¸Ì˚Ï Ó·‡ÁÓÏ. ëÛ˘ÂÒÚ‚ÂÌÌÓÂ
‡ÁÎË˜ËÂ δy Ë dy ÒÓÒÚÓËÚ ‚ ÚÓÏ, ˜ÚÓ ıÓÚfl Ó·Â ‚ÂÎË˜ËÌ˚ fl‚Îfl˛ÚÒfl
·ÂÒÍÓÌÂ˜ÌÓ Ï‡Î˚ÏË ËÁÏÂÌÂÌËflÏË ÙÛÌÍˆËË y(x), Ó‰Ì‡ÍÓ dy ÔÓÓÊ-
‰‡ÂÚÒfl ·ÂÒÍÓÌÂ˜ÌÓ Ï‡Î˚Ï ËÁÏÂÌÂÌËÂÏ dx ÌÂÁ‡‚ËÒËÏÓÈ ÔÂÂÏÂÌÌÓÈ
x, ‚ ÚÓ ‚ÂÏfl Í‡Í δy Ó·flÁ‡ÌÓ Ò‚ÓËÏ ‚ÓÁÌËÍÌÓ‚ÂÌËÂÏ ÌÓ‚ÓÈ ÙÛÌÍˆËË
y–(x) = y–(x) + δy–(x). å˚ ÛÊÂ ÒÚ‡ÎÍË‚‡ÎËÒ¸ Ò ‚‡Ë‡ˆËÂÈ ÙÛÌÍˆËË, ÍÓ„-
‰‡ ‚‚Ó‰ËÎË ÔÂ‰ÒÚ‡‚ÎÂÌËÂ Ó ‚ËÚÛ‡Î¸Ì˚ı ÔÂÂÏÂ˘ÂÌËflı (2.8).

èËÓ‰‡ ÔÓˆÂÒÒ‡ ‚‡¸ËÓ‚‡ÌËfl Ú‡ÍÓ‚‡, ˜ÚÓ ‚‡¸ËÛÂÚÒfl ÎË¯¸
ÙÛÌÍˆËfl y(x), ‡ ‚‡¸ËÓ‚‡ÌËÂ ÌÂÁ‡‚ËÒËÏÓÈ ÔÂÂÏÂÌÌÓÈ x ÓÍ‡Á˚‚‡-
ÂÚÒfl ËÁÎË¯ÌËÏ. èÓ˝ÚÓÏÛ Ï˚ ‚ÒÂ„‰‡ ·Û‰ÂÏ Ò˜ËÚ‡Ú¸ δx = 0. äÓÏÂ
ÚÓ„Ó, ÛÒÎÓ‚ËÂ (2.10) ÓÁÌ‡˜‡ÂÚ, ˜ÚÓ ‰‚Â „‡ÌË˜Ì˚Â Ó‰ËÌ‡Ú˚ Á‡‰‡Ì˚,
ÒÎÂ‰Ó‚‡ÚÂÎ¸ÌÓ, ‚‡Ë‡ˆËË y(x) Ì‡ ÍÓÌˆ‡ı ÓÚÂÁÍ‡ ‡‚Ì˚ ÌÛÎ˛:

δ[y(x)]|x=x1
= εη(x1) = 0,

δ[y(x)]|x=x2
= εη(x2) = 0. (2.74)

Ç Ú‡ÍËı ÒÎÛ˜‡flı „Ó‚ÓflÚ Ó ‚‡¸ËÓ‚‡ÌËË ÔË ÙËÍÒËÓ‚‡ÌÌ˚ı
„‡ÌË˜Ì˚ı ÛÒÎÓ‚Ëflı. àÒÒÎÂ‰ÛÂÏ Ò‚ÓÈÒÚ‚‡ δy. ÇÓÁ¸ÏÂÏ ÔÓËÁ‚Ó‰-
ÌÛ˛ ÓÚ ÙÛÌÍˆËË y–(x):

y–′(x) = y′(x) + η′(x)ε. (2.75)

ËÎË

äÓ„‰‡ ˜ËÒÎÓ ‡Á·ËÂÌËÈ ÓÚÂÁÍ‡ ÌÂÓ„‡ÌË˜ÂÌÌÓ ‚ÓÁ‡ÒÚ‡ÂÚ, ÚÓ
Δx → 0 Ë ÔË ÔÂ‰ÂÎ¸ÌÓÏ ÔÂÂıÓ‰Â Ï˚ ‰ÓÎÊÌ˚ Á‡ÏÂÌËÚ¸ ‰ËÒ-
ÍÂÚÌ˚Â ‚ÂÎË˜ËÌ˚ Ëı ÌÂÔÂ˚‚Ì˚ÏË ‡Ì‡ÎÓ„‡ÏË:

yi → y(x),   y′i → y′(x),   Fi → F(x, y(x), y′(x)).

èË ˝ÚÓÏ Û‡‚ÌÂÌËÂ ‚ ÍÓÌÂ˜Ì˚ı ‡ÁÌÓÒÚflı (2.69) ÔÂÂıÓ‰ËÚ ‚
Ì‡È‰ÂÌÌÓÂ ã. ùÈÎÂÓÏ ‰ËÙÙÂÂÌˆË‡Î¸ÌÓÂ Û‡‚ÌÂÌËÂ

(2.70)

‰Îfl ÙÛÌÍˆËË F(x, y, y′x).

2.7.2. èÓ‰ıÓ‰ ã‡„‡ÌÊ‡

ã‡„‡ÌÊ ‚ 1760–1761 „„. Â¯ËÎ Á‡‰‡˜Û ÓÚ˚ÒÍ‡ÌËfl ÏËÌËÏÛÏ‡
ÓÔÂ‰ÂÎÂÌÌÓ„Ó ËÌÚÂ„‡Î‡ (2.64) Ò ÔÓÏÓ˘¸˛ ÏÂÚÓ‰Ó‚, ÌÂ ÚÂ·Û˛-
˘Ëı ÔÂ‰ÂÎ¸Ì˚ı ÔÂÂıÓ‰Ó‚. ÇÂÎË˜ËÌ‡ ËÌÚÂ„‡Î‡ (2.64) Á‡‚ËÒËÚ
ÓÚ ‚˚·Ó‡ ÔÛÚË ‰‚ËÊÂÌËfl ˜‡ÒÚËˆ˚ ÏÂÊ‰Û ÍÓÌÂ˜Ì˚ÏË ÚÓ˜Í‡ÏË,
Ú. Â. ÓÚ ‚Ë‰‡ ÙÛÌÍˆËË y(x) (ËÒ. 2.3).

ÑÎfl Ì‡„Îfl‰ÌÓÒÚË Ï˚ ËÒÔÓÎ¸ÁÓ‚‡ÎË „‡ÙËÍ ‚ ‰ÂÍ‡ÚÓ‚˚ı ÍÓ-
Ó‰ËÌ‡Ú‡ı, Ó‰Ì‡ÍÓ ÔÓ ÒÛÚË ı fl‚ÎflÂÚÒfl ÔÓÒÚÓ ÌÂÁ‡‚ËÒËÏÓÈ ÔÂÂ-
ÏÂÌÌÓÈ Ë ‚Ó‚ÒÂ ÌÂ Ó·flÁ‡Ì‡ ·˚Ú¸ ÔÂÂÏÂÌÌÓÈ ‚ ‰ÂÍ‡ÚÓ‚˚ı ÍÓÓ-
‰ËÌ‡Ú‡ı. èÂ‰ÔÓÎÓÊËÏ, ˜ÚÓ ÍË‚‡fl ÄpÇ ·Û‰ÂÚ Ú‡ÂÍÚÓËÂÈ ‰‚Ë-
ÊÂÌËfl, Ì‡ ÍÓÚÓÓÈ J ËÏÂÂÚ ˝ÍÒÚÂÏ‡Î¸ÌÓÂ ÁÌ‡˜ÂÌËÂ. óÚÓ·˚ ‰Ó-
Í‡Á‡Ú¸, ˜ÚÓ ˝ÚÓ ‰ÂÈÒÚ‚ËÚÂÎ¸ÌÓ Ú‡Í, ÌÛÊÌÓ ‚˚˜ËÒÎËÚ¸ ÔÓ‰Ó·Ì˚È
ËÌÚÂ„‡Î ‰Îfl ÒÎÂ„Í‡ ËÁÏÂÌÂÌÌÓÈ ÙÛÌÍˆËË y–(x), ÍÓÚÓÛ˛ ÏÓÊÌÓ
Á‡ÔËÒ‡Ú¸ ‚ ‚Ë‰Â

y–(x) = y(x) + η(x)ε,   ε << 1. (2.71)

å˚ ‡ÒÒÏ‡ÚË‚‡ÂÏ ÒÓÒÂ‰Ì˛˛ Ú‡ÂÍÚÓË˛ Äp′Ç Ò ÚÂÏË ÊÂ
ÍÓÌÂ˜Ì˚ÏË ÚÓ˜Í‡ÏË Ä Ë Ç. äÓÓ‰ËÌ‡Ú˚ ‰‚Ûı ÚÓ˜ÂÍ, ÔËÌ‡‰ÎÂ-
Ê‡˘Ëı ËÒıÓ‰ÌÓÈ ÙÛÌÍˆËË p Ë ÒÎÂ„Í‡ ËÁÏÂÌÂÌÌÓÈ p′, Ú‡ÍÓ‚˚: 
p = (x, y); p′ = (x, y(x) + η(x)ε), Ú. Â. ‡·ÒˆËÒÒ˚ ÚÓ˜ÂÍ Ó‰ËÌ‡ÍÓ‚˚.
á‰ÂÒ¸ η(x) – ÔÓËÁ‚ÓÎ¸Ì‡fl ÙÛÌÍˆËfl ÓÚ x, Û‰Ó‚ÎÂÚ‚Ófl˛˘‡fl
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(2.79)

Ç˚‡ÊÂÌËÂ ‚ (2.78) ÌÂÛ‰Ó·ÌÓ ‰Îfl ‰‡Î¸ÌÂÈ¯Â„Ó ‡Ì‡ÎËÁ‡, Ú‡Í Í‡Í
η(x) Ë η′(x) ‚Á‡ËÏÓÒ‚flÁ‡Ì˚, Ó‰Ì‡ÍÓ ˝ÚÛ ‚Á‡ËÏÓÒ‚flÁ¸ ·ÂÁ fl‚ÌÓ„Ó
‚Ë‰‡ ÙÛÌÍˆËÈ ÌÂ‚ÓÁÏÓÊÌÓ Á‡ÔËÒ‡Ú¸ ‚ ‡Î„Â·‡Ë˜ÂÒÍÓÈ ÙÓÏÂ.
ùÚÛ ÚÛ‰ÌÓÒÚ¸ ÏÓÊÌÓ Ó·ÓÈÚË, ÔËÏÂÌË‚ ËÌÚÂ„ËÓ‚‡ÌËÂ ÔÓ ˜‡Ò-
ÚflÏ ÍÓ ‚ÚÓÓÈ ˜‡ÒÚË ËÌÚÂ„‡Î‡ (2.78):

Ç ÒËÎÛ (2.74) ÔÂ‚˚È ˜ÎÂÌ ‚ ÔÓÒÎÂ‰ÌÂÏ ‡‚ÂÌÒÚ‚Â ‡‚ÂÌ ÌÛÎ˛ Ë
ÔÓ˝ÚÓÏÛ

Ç‚Â‰ÂÏ ‰Îfl Í‡ÚÍÓÒÚË Ó·ÓÁÌ‡˜ÂÌËÂ ÚÓ„-

‰‡ ÛÒÎÓ‚ËÂ ÒÚ‡ˆËÓÌ‡ÌÓÒÚË ËÌÚÂ„‡Î‡ (2.64) Á‡ÔË¯ÂÏ ‚ ‚Ë‰Â

(2.80)

çÂÚÛ‰ÌÓ ‚Ë‰ÂÚ¸, ˜ÚÓ (2.80) Ó·‡ÚËÚÒfl ‚ ÌÛÎ¸ ÔË ÔÓËÁ‚ÓÎ¸ÌÓÈ
ÙÛÌÍˆËË η(x) ÚÓÎ¸ÍÓ ‚ ÚÓÏ ÒÎÛ˜‡Â, ÂÒÎË E(x) ÚÓÊ‰ÂÒÚ‚ÂÌÌÓ ‡‚Ì‡
ÌÛÎ˛ Ì‡ ËÌÚÂ‚‡ÎÂ (x1, x2). ùÚÓ ÔÓÎÓÊÂÌËÂ ÌÓÒËÚ Ì‡Á‚‡ÌËÂ ÓÒÌÓ‚-
ÌÓÈ ÎÂÏÏ˚ ‚‡Ë‡ˆËÓÌÌÓ„Ó ËÒ˜ËÒÎÂÌËfl. ÑÂÈÒÚ‚ËÚÂÎ¸ÌÓ, ‚‚Ë‰Û ÔÓ-
ËÁ‚ÓÎ¸ÌÓÒÚË ÙÛÌÍˆËË η(x) Ï˚ ÏÓÊÂÏ ‚˚·‡Ú¸ ÂÂ Ú‡ÍËÏ Ó·‡ÁÓÏ,
˜ÚÓ·˚ ÓÌ‡ Ó·‡˘‡Î‡Ò¸ ‚ ÌÛÎ¸ ‚ Î˛·ÓÈ ÚÓ˜ÍÂ, ÍÓÏÂ Ï‡ÎÓÈ ÓÍÂ-
ÒÚÌÓÒÚË ÚÓ˜ÍË x = ξ. é·ÓÁÌ‡˜ËÏ ‡‰ËÛÒ ˝ÚÓÈ ÓÍÂÒÚÌÓÒÚË ρ, ÚÓ„‰‡
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ê‡ÁÌÓÒÚ¸ δy–′(x) = y–′(x) – y′(x) = η′(x)ε ÂÒÚÂÒÚ‚ÂÌÌÓ Ì‡Á‚‡Ú¸ ‚‡Ë‡-
ˆËÂÈ ÔÓËÁ‚Ó‰ÌÓÈ ÙÛÌÍˆËË y(x). íÂÏ ÌÂ ÏÂÌÂÂ ÌÂÚÛ‰ÌÓ ‚˚˜ËÒ-
ÎËÚ¸ ÔÓËÁ‚Ó‰ÌÛ˛ ‚‡Ë‡ˆËË

�
d

d

x
� δy = η′(x)ε.

èÓ˝ÚÓÏÛ ÔÓËÁ‚Ó‰Ì‡fl ‚‡Ë‡ˆËË ÙÛÌÍˆËË ‡‚ÌflÂÚÒfl ‚‡Ë‡ˆËË
ÔÓËÁ‚Ó‰ÌÓÈ ÓÚ ÌÂÂ:

éÔÂ‰ÂÎËÏ ÓÔÂ‡ˆË˛ ‚‡Ë‡ˆËË ÓÔÂ‰ÂÎÂÌÌÓ„Ó ËÌÚÂ„‡Î‡
(2.64), ‚ÁflÚÓ„Ó ÏÂÊ‰Û ÙËÍÒËÓ‚‡ÌÌ˚ÏË ÔÂ‰ÂÎ‡ÏË ËÌÚÂ„ËÓ‚‡-
ÌËfl. èÓ‰ Ú‡ÍÓÈ ‚‡Ë‡ˆËÂÈ ÔÓÌËÏ‡ÂÚÒfl ËÁÏÂÌÂÌËÂ ÓÔÂ‰ÂÎÂÌÌÓ„Ó
ËÌÚÂ„‡Î‡ ‚ÒÎÂ‰ÒÚ‚ËÂ ËÁÏÂÌÂÌËfl ÔÓ‰˚ÌÚÂ„‡Î¸ÌÓÈ ÙÛÌÍˆËË:

(2.76)

ùÚ‡ ‚‡Ë‡ˆËfl fl‚ÎflÂÚÒfl ÙÛÌÍˆËÂÈ Ô‡‡ÏÂÚ‡ ε:

δJ = G(ε),

‚ÒÎÂ‰ÒÚ‚ËÂ ÛÒÎÓ‚ËÈ ˝ÍÒÚÂÏÛÏ‡ ÙÛÌÍˆËfl G(ε) ËÏÂÂÚ ÏËÌËÏÛÏ,
ÂÒÎË ‚˚ÔÓÎÌfl˛ÚÒfl ÛÒÎÓ‚Ëfl

(2.77)

ê‡ÒÍÎ‡‰˚‚‡fl F(x, y + εη, y′x + εη′) ‚ fl‰ ÔÓ ÒÚÂÔÂÌflÏ ε Ò ÚÓ˜ÌÓ-
ÒÚ¸˛ ‰Ó ε2, Ï˚ ÔÓÎÛ˜‡ÂÏ

(2.78)
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ÖÒÎË F ÌÂ Á‡‚ËÒËÚ ÓÚ x, ÚÓ Û‡‚ÌÂÌËfl ùÈÎÂ‡–ã‡„‡ÌÊ‡

‰Îfl ÙÛÌÍˆËË F(y(x), y′(x)) ÔÓÒÎÂ ÛÏÌÓÊÂÌËfl Ì‡ y′ ÔÂÓ·‡ÁÛÂÚÒfl Í
‚Ë‰Û

èÓ˝ÚÓÏÛ ÔÓfl‰ÓÍ Û‡‚ÌÂÌËfl ùÈÎÂ‡–ã‡„‡ÌÊ‡ ÔÓÌËÊ‡ÂÚÒfl

(2.84)

èËÏÂ. çÂÓ·ıÓ‰ËÏÓ Ì‡ÈÚË ‚ ÔÎÓÒÍÓÒÚË ÎËÌË˛ Ì‡ËÏÂÌ¸¯ÂÈ
‰ÎËÌ˚, ÒÓÂ‰ËÌfl˛˘Û˛ ÚÓ˜ÍË Ä Ë Ç. ÑÎËÌ‡ ·ÂÒÍÓÌÂ˜ÌÓ Ï‡ÎÓ„Ó 

ÓÚÂÁÍ‡ 

ÑÎËÌ‡ ‚ÒÂÈ ÎËÌËË ÏÂÊ‰Û ÚÓ˜Í‡ÏË Ä Ë Ç:

å˚ ËÏÂÂÏ Á‡‰‡˜Û Ì‡ ÓÔÂ‰ÂÎÂÌËÂ ÒÚ‡ˆËÓÌ‡ÌÓ„Ó ÁÌ‡˜ÂÌËfl 

ÓÔÂ‰ÂÎÂÌÌÓ„Ó ËÌÚÂ„‡Î‡, „‰Â Ë

íÓ„‰‡
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ÇÌÛÚË Ï‡ÎÓÈ ÓÍÂÒÚÌÓÒÚË E(x) Ô‡ÍÚË˜ÂÒÍË ÔÓÒÚÓflÌÌ‡ Ë ÏÓ-
ÊÂÚ ·˚Ú¸ ‚˚ÌÂÒÂÌ‡ Á‡ ÁÌ‡Í ËÌÚÂ„‡Î‡ ‚ (2.80), ÚÓ„‰‡

(2.81)

ëÓ‚Â¯‡ÂÏ‡fl ÔË ˝ÚÓÏ Ó¯Ë·Í‡ ÒÚÂÏËÚÒfl Í ÌÛÎ˛ ÔË ρ → 0.

èÓÒÍÓÎ¸ÍÛ ÏÓÊÂÚ ·˚Ú¸ Ò‰ÂÎ‡Ì ÓÚÎË˜Ì˚Ï ÓÚ ÌÛÎfl, ‰Îfl

Ó·‡˘ÂÌËfl ‚ ÌÛÎ¸ (2.80) ÌÂÓ·ıÓ‰ËÏÓ, ˜ÚÓ·˚ E(ξ) ·˚Î‡ ‡‚Ì‡ ÌÛ-
Î˛. íÓ˜Í‡ x = ξ ÏÓÊÂÚ ·˚Ú¸ ‚˚·‡Ì‡ ‚ Î˛·ÓÏ ÏÂÒÚÂ ËÌÚÂ‚‡Î‡
(x1, x2), ÒÎÂ‰Ó‚‡ÚÂÎ¸ÌÓ, ‚Ó ‚ÒÂÏ ËÌÚÂ‚‡ÎÂ ÒÔ‡‚Â‰ÎË‚Ó Û‡‚ÌÂÌËÂ

(2.82)

ùÚÓ ÛÒÎÓ‚ËÂ fl‚ÎflÂÚÒfl Ë ‰ÓÒÚ‡ÚÓ˜Ì˚Ï, Ú‡Í Í‡Í, ÂÒÎË ÔÓ‰˚ÌÚÂ-
„‡Î¸ÌÓÂ ‚˚‡ÊÂÌËÂ ÚÓÊ‰ÂÒÚ‚ÂÌÌÓ Ó·‡˘‡ÂÚÒfl ‚ ÌÛÎ¸ ‚ Ó·Î‡ÒÚË
ËÌÚÂ„ËÓ‚‡ÌËfl, ÚÓ Ò‡Ï ËÌÚÂ„‡Î ‡‚ÂÌ ÌÛÎ˛. Ç ËÚÓ„Â ÙÛÌÍˆËfl
y(x), ÍÓÚÓ‡fl fl‚ÎflÂÚÒfl Â¯ÂÌËÂÏ ‰ËÙÙÂÂÌˆË‡Î¸ÌÓ„Ó Û‡‚ÌÂ-
ÌËfl (2.82) ‚ÚÓÓ„Ó ÔÓfl‰Í‡, ‰‡ÂÚ ÌÂÓ·ıÓ‰ËÏÓÂ Ë ‰ÓÒÚ‡ÚÓ˜ÌÓÂ
ÛÒÎÓ‚ËÂ ÒÚ‡ˆËÓÌ‡ÌÓÒÚË ËÌÚÂ„‡Î‡ J ÔË „‡ÌË˜Ì˚ı ÛÒÎÓ‚Ëflı
(2.65). ùÚÓ Û‡‚ÌÂÌËÂ ÌÓÒËÚ Ì‡Á‚‡ÌËÂ ‰ËÙÙÂÂÌˆË‡Î¸ÌÓ„Ó Û‡‚-
ÌÂÌËfl ùÈÎÂ‡–ã‡„‡ÌÊ‡.

Ç ÒÎÛ˜‡Â ÏËÌËÏÛÏ‡ ÙÛÌÍˆËÓÌ‡Î‡ ÌÂÓ·ıÓ‰ËÏÓ ‚˚ÔÓÎÌÂÌËÂ ÛÒ-

ÎÓ‚Ëfl (2.79). àÌÚÂ„ËÓ‚‡ÌËÂÏ ÔÓ ˜‡ÒÚflÏ ÒÎ‡„‡ÂÏÓ„Ó 

‚ ÌÂÏ ÌÂÚÛ‰ÌÓ Û·Â‰ËÚ¸Òfl, ˜ÚÓ ÏËÌËÏÛÏ ÙÛÌÍˆËÓÌ‡Î‡ Â‡ÎËÁÛÂÚÒfl
Ì‡ Â¯ÂÌËflı Û‡‚ÌÂÌËfl ùÈÎÂ‡–ã‡„‡ÌÊ‡ Ë ÛÒÎÓ‚ËË

(2.83)

á‡ÏÂÚËÏ, ˜ÚÓ ‚ ÙËÁË˜ÂÒÍËı ÔËÎÓÊÂÌËflı ‚ÒÚÂ˜‡˛ÚÒfl ÒÎÛ-
˜‡Ë, ÍÓ„‰‡ Û‡‚ÌÂÌËÂ (2.82) ËÏÂÂÚ ÌÂÒÍÓÎ¸ÍÓ Â¯ÂÌËÈ. íÓ„‰‡ ËÁ
ÌËı ‚˚·Ë‡ÂÚÒfl Â¯ÂÌËÂ Ò Ì‡ËÏÂÌ¸¯ËÏ ÁÌ‡˜ÂÌËÂÏ (2.64).
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Ñ‚ËÊÂÌËÂ ÊË‚ÓÚÌ˚ı, ÔÓËÁ‡ÒÚ‡ÌËÂ ‡ÒÚÂÌËÈ, ‚‡˘ÂÌËÂ Á‚ÂÁ‰ fl‚-
Îfl˛ÚÒfl ÚÓÎ¸ÍÓ Â„Ó ÒÎÂ‰ÒÚ‚ËflÏË» [17. ë. 26]. éÔÂ‰ÂÎflfl ÌÓ‚Û˛ ‚Â-
ÎË˜ËÌÛ, Ì‡Á‚‡ÌÌÛ˛ ËÏ ‰ÂÈÒÚ‚ËÂÏ, ‰Îfl ÚÂÎ‡ Ï‡ÒÒÓÈ m Í‡Í mvs (v –
ÒÍÓÓÒÚ¸, s – ÔÛÚ¸, ÔÓÈ‰ÂÌÌ˚È ÚÂÎÓÏ), ÓÌ ‚˚‚ÂÎ ËÁ ÔËÌˆËÔ‡ Ì‡Ë-
ÏÂÌ¸¯Â„Ó ‰ÂÈÒÚ‚Ëfl Á‡ÍÓÌ˚ ˚˜‡„‡, ÔÂÎÓÏÎÂÌËfl Ò‚ÂÚ‡ Ë Ú. ‰.

É‡ÏËÎ¸ÚÓÌ Ó·Ó·˘ËÎ ÓÔÂ‰ÂÎÂÌËÂ ‰ÂÈÒÚ‚Ëfl åÓÔÂÚ˛Ë Ì‡ ÓÔ-
Â‰ÂÎÂÌÌ˚È ÙÛÌÍˆËÓÌ‡Î Ë ÔÓÍ‡Á‡Î, ˜ÚÓ ÛÒÎÓ‚ËÂ Â„Ó ÏËÌËÏ‡Î¸-
ÌÓÒÚË ÔË‚Ó‰ËÚ Í Û‡‚ÌÂÌËflÏ ã‡„‡ÌÊ‡. ëÎÂ‰Ûfl É‡ÏËÎ¸ÚÓÌÛ,
ÔË‰‡‰ËÏ ÔËÌˆËÔÛ Ñ'ÄÎ‡Ï·Â‡ (2.50) ‚ Ó·Ó·˘ÂÌÌ˚ı ÍÓÓ‰ËÌ‡-
Ú‡ı ‚‡Ë‡ˆËÓÌÌÛ˛ ÙÓÏÛÎËÓ‚ÍÛ. èÓËÌÚÂ„ËÛÂÏ ÎÂ‚Û˛ ˜‡ÒÚ¸
Û‡‚ÌÂÌËfl (2.50) ÔÓ ‚ÂÏÂÌË ‚ ËÌÚÂ‚‡ÎÂ ÓÚ t = t1 ‰Ó t = t2, ‚‚Â‰ÂÏ
Ó·Ó·˘ÂÌÌÛ˛ ÒËÎÛ (2.58) Ë ÔÂ‰ÒÚ‡‚ËÏ ÂÁÛÎ¸Ú‡Ú ‚ ‚Ë‰Â

(2.85)

àÒÔÓÎ¸ÁÛfl ÍÓÏÏÛÚ‡ÚË‚ÌÓÒÚ¸ ‰ËÙÙÂÂÌˆËÓ‚‡ÌËfl Ë ‚‡¸ËÓ‚‡-

ÌËfl, Á‡ÔË¯ÂÏ ˜ÎÂÌ ‚ ÙÓÏÂ
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δ δ

éÚÒ˛‰‡ ÒÎÂ‰ÛÂÚ, ˜ÚÓ y′ – ÔÓÒÚÓflÌÌ‡fl ‚ÂÎË˜ËÌ‡:

Ë ÎËÌËfl Ì‡ËÏÂÌ¸¯ÂÈ ‰ÎËÌ˚, ÒÓÂ‰ËÌfl˛˘‡fl ÚÓ˜ÍË Ä Ë Ç, fl‚ÎflÂÚÒfl
ÔflÏÓÈ.

2.8. èéëíêéÖçàÖ ìêÄÇçÖçàâ åÖïÄçàäà 

àá èêàçñàèÄ çÄàåÖçúòÖÉé ÑÖâëíÇàü

èflÚ¸ „ÂÓÏÂÚÓ‚, äÎÂÓ, ùÈÎÂ,
Ñ'ÄÎ‡Ï·Â, ã‡„‡ÌÊ Ë ã‡ÔÎ‡Ò, ‡Á‰ÂÎË-
ÎË ÏÂÊ‰Û ÒÓ·Ó˛ ÚÓÚ ÏË, ÒÛ˘ÂÒÚ‚Ó‚‡ÌËÂ
ÍÓÚÓÓ„Ó ÓÚÍ˚Î ç¸˛ÚÓÌ. éÌË ËÒÒÎÂ‰Ó-
‚‡ÎË Â„Ó ‚Ó ‚ÒÂı Ì‡Ô‡‚ÎÂÌËflı, ÔÓÌËÍ-
ÎË ‚ Ó·Î‡ÒÚË, ÍÓÚÓ˚Â Ò˜ËÚ‡ÎËÒ¸ ÌÂ‰Ó-
ÒÚÛÔÌ˚ÏË, ÛÍ‡Á‡ÎË ÏÌÓÊÂÒÚ‚Ó fl‚ÎÂÌËÈ ‚
˝ÚËı Ó·Î‡ÒÚflı, ÍÓÚÓ˚Â Â˘Â ÌÂ ·˚ÎË ÓÚ-
Í˚Ú˚ Ì‡·Î˛‰ÂÌËÂÏ, Ë, Ì‡ÍÓÌÂˆ, ‚ ˝ÚÓÏ
Ëı ‚Â˜Ì‡fl ÒÎ‡‚‡, – ÓÌË Óı‚‡ÚËÎË Ò ÔÓÏÓ-
˘¸˛ Ó‰ÌÓ„Ó ÔËÌˆËÔ‡, Ó‰ÌÓ„Ó-Â‰ËÌÒÚ-
‚ÂÌÌÓ„Ó Á‡ÍÓÌ‡ Ò‡Ï˚Â ÚÓÌÍËÂ Ë Ú‡ËÌÒÚ-
‚ÂÌÌ˚Â fl‚ÎÂÌËfl ‚ ‰‚ËÊÂÌËË ÌÂ·ÂÒÌ˚ı
ÚÂÎ. í‡ÍËÏ Ó·‡ÁÓÏ, „ÂÓÏÂÚËfl ÓÒÏÂÎË-
Î‡Ò¸ ‡ÒÔÓflÊ‡Ú¸Òfl ·Û‰Û˘ËÏ, Ë ıÓ‰ ·Û-
‰Û˘Ëı ÒÚÓÎÂÚËÈ ÚÓÎ¸ÍÓ ÔÓ‰Ú‚Â‰ËÚ ‚Ó
‚ÒÂı ÔÓ‰Ó·ÌÓÒÚflı Á‡ÍÎ˛˜ÂÌËfl Ì‡ÛÍË.

Ñ. Ä‡„Ó, 
èÓı‚‡Î¸Ì‡fl Â˜¸ Ó ã‡ÔÎ‡ÒÂ

ë‡‚ÌËÏ ‰‚‡ ‚˚‡ÊÂÌËfl:

Û‡‚ÌÂÌËÂ ùÈÎÂ‡–ã‡„‡ÌÊ‡;

Û‡‚ÌÂÌËÂ ã‡„‡ÌÊ‡.

ë‚flÁ‡ÌÓ ÎË ‰‚ËÊÂÌËÂ ÚÂÎ‡ Ò ˝ÍÒÚÂÏ‡ÎflÏË ÌÂÍÓÚÓÓ„Ó ÙÛÌÍˆËÓ-
Ì‡Î‡?

Ç 1744 „. è. åÓÔÂÚ˛Ë ‚˚‰‚ËÌÛÎ ÔËÌˆËÔ: «äÓÎË˜ÂÒÚ‚Ó ‰ÂÈ-
ÒÚ‚Ëfl, ÌÂÓ·ıÓ‰ËÏÓÂ ‰Îfl ÚÓ„Ó, ˜ÚÓ·˚ ÔÓËÁ‚ÂÒÚË ÌÂÍÓÚÓÓÂ ËÁÏÂ-
ÌÂÌËÂ ‚ ÔËÓ‰Â, fl‚ÎflÂÚÒfl Ì‡ËÏÂÌ¸¯ËÏ ‚ÓÁÏÓÊÌ˚Ï… å˚ ÏÓÊÂÏ
‚ÓÒıË˘‡Ú¸Òfl ÂÁÛÎ¸Ú‡Ú‡ÏË Â„Ó ÔËÏÂÌÂÌËfl ÍÓ ‚ÒÂÏ fl‚ÎÂÌËflÏ.
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è¸Â ãÛË ‰Â åÓÔÂÚ˛Ë (Ù. Pierre-Louis
Moreau de Maupertuis, 1698–1759) –
Ù‡ÌˆÛÁÒÍËÈ ÙËÁËÍ, ‡ÒÚÓÌÓÏ Ë „ÂÓ‰Â-
ÁËÒÚ, ‡‚ÚÓ ÔËÌˆËÔ‡ Ì‡ËÏÂÌ¸¯Â„Ó ‰ÂÈ-

ÒÚ‚Ëfl



á‡ÏÂ˜‡ÌËfl Í ÔËÌˆËÔÛ Ì‡ËÏÂÌ¸¯Â„Ó ‰ÂÈÒÚ‚Ëfl

1. éÚÏÂÚËÏ, ˜ÚÓ ÔËÌˆËÔ É‡ÏËÎ¸ÚÓÌ‡ Ï˚ ‚˚‚ÂÎË ËÁ ÔËÌˆË-
Ô‡ Ñ'ÄÎ‡Ï·Â‡. é‰Ì‡ÍÓ, ·ÓÎÂÂ ÒÓ‚ÂÏÂÌÌ‡fl ÚÓ˜Í‡ ÁÂÌËfl ÒÓÒÚÓ-
ËÚ ‚ ÚÓÏ, ˜ÚÓ·˚ ‡ÒÒÏ‡ÚË‚‡Ú¸ Â„Ó Í‡Í ËÒıÓ‰Ì˚È ÔËÌˆËÔ Ò Á‡-
‰‡ÌÌ˚Ï Î‡„‡ÌÊË‡ÌÓÏ. Ç ˝ÚÓÏ ÒÎÛ˜‡Â Û‡‚ÌÂÌËfl ‰‚ËÊÂÌËfl ã‡„-
‡ÌÊ‡ Ë ÓÒÚ‡Î¸Ì˚Â Á‡ÍÓÌ˚ ÏÂı‡ÌËÍË ‚˚‚Ó‰flÚÒfl ËÁ ÌÂ„Ó.

2. èËÌˆËÔ É‡ÏËÎ¸ÚÓÌ‡ ÌÂ ‰Ó·‡‚ÎflÂÚ ÌÓ‚˚ı Ò‚Â‰ÂÌËÈ Í ÚÂÏ,
ÍÓÚÓ˚ÏË Ï˚ ÛÊÂ ‡ÒÔÓÎ‡„‡ÂÏ, Ó‰Ì‡ÍÓ ‰‡ÂÚ ·ÓÎÂÂ ËÁfl˘ÌÛ˛
Í‡ÚÍÛ˛ Ë ÔÎÓ‰ÓÚ‚ÓÌÛ˛ ÙÓÏÛÎËÓ‚ÍÛ Á‡ÍÓÌÓ‚ ‰‚ËÊÂÌËfl,
˜ÂÏ ‰Û„ËÂ ÔÓÒÚÛÎ‡Ú˚.

3. à Û‡‚ÌÂÌËfl ã‡„‡ÌÊ‡ (ÔÂ‚Ó„Ó Ë ‚ÚÓÓ„Ó Ó‰‡), Ë Á‡ÍÓÌ˚
ç¸˛ÚÓÌ‡ ‰ÂÚ‡ÎËÁËÛ˛Ú ‰‚ËÊÂÌËÂ Â¯ÂÌËÂÏ ‰ËÙÙÂÂÌˆË‡Î¸-
Ì˚ı Û‡‚ÌÂÌËÈ. èËÌˆËÔ É‡ÏËÎ¸ÚÓÌ‡ – ËÌÚÂ„‡Î¸Ì˚È ÔËÌˆËÔ.
éÌ ‡ÒÒÏ‡ÚË‚‡ÂÚ ‰‚ËÊÂÌËÂ Í‡Í ÌÂ˜ÚÓ ˆÂÎÓÂ.

4. Ö˘Â Ó‰ÌÓ Â„Ó ÔÂËÏÛ˘ÂÒÚ‚Ó ÒÓÒÚÓËÚ ‚ ÚÓÏ, ˜ÚÓ ÓÌ ÏÓÊÂÚ
·˚Ú¸ ÔËÏÂÌÂÌ Í ÌÂÏÂı‡ÌË˜ÂÒÍËÏ ÒËÒÚÂÏ‡Ï, Í ÍÓÚÓ˚Ï Á‡ÍÓÌ˚
ç¸˛ÚÓÌ‡ ÌÂÔËÏÂÌËÏ˚. ùÚ‡ ·ÓÎ¸¯‡fl Ó·˘ÌÓÒÚ¸ ÔËÌˆËÔ‡ É‡-
ÏËÎ¸ÚÓÌ‡ fl‚ÎflÂÚÒfl ‰ÓÔÓÎÌËÚÂÎ¸ÌÓÈ ÔË˜ËÌÓÈ ‰Îfl ÔËÌflÚËfl Â„Ó ‚
Í‡˜ÂÒÚ‚Â ÓÒÌÓ‚ÌÓ„Ó ÔÓÒÚÛÎ‡Ú‡.

5. à‰Âfl Ó ÔÓÎÛ˜ÂÌËË ÓÒÌÓ‚Ì˚ı Û‡‚ÌÂÌËÈ ÔËÓ‰˚ ËÁ ‚‡Ë‡-
ˆËÓÌÌ˚ı ÔËÌˆËÔÓ‚ ÒÓı‡ÌËÎ‡Ò¸ ‚ ÒÓ‚ÂÏÂÌÌÓÈ ÙËÁËÍÂ. ì‡‚ÌÂ-
ÌËfl ÍÎ‡ÒÒË˜ÂÒÍÓÈ Ë Í‚‡ÌÚÓ‚ÓÈ ÚÂÓËË ÔÓÎfl ÔÓÎÛ˜ÂÌ˚ ËÁ ÔËÌˆË-
Ô‡ Ì‡ËÏÂÌ¸¯Â„Ó ‰ÂÈÒÚ‚Ëfl É‡ÏËÎ¸ÚÓÌ‡ Ò ÓÔÂ‰ÂÎÂÌÌ˚ÏË Î‡„‡Ì-
ÊË‡Ì‡ÏË.
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íÓ„‰‡ ÎÂ‚‡fl ˜‡ÒÚ¸ Û‡‚ÌÂÌËfl (2.85) ‡‚Ì‡

á‰ÂÒ¸ Ï˚ ËÒÔÓÎ¸ÁÓ‚‡ÎË ÔÂÂÒÚ‡ÌÓ‚Ó˜ÌÓÒÚ¸ ÓÔÂ‡ˆËÈ ËÌÚÂ„ËÓ-
‚‡ÌËfl Ë ‚‡¸ËÓ‚‡ÌËfl ÔÓ Ó·Ó·˘ÂÌÌ˚Ï ÍÓÓ‰ËÌ‡Ú‡Ï qj(j = 1, 2, …,
3N – M). èÓÚÂ·ÛÂÏ, ˜ÚÓ·˚ ÔË t = t1 Ë t = t2 ÔÓÎÓÊÂÌËÂ ÒËÒÚÂÏ˚
·˚ÎÓ Á‡‰‡ÌÌ˚Ï, ËÎË ËÌ˚ÏË ÒÎÓ‚‡ÏË, ‚‡Ë‡ˆËË Ó·Ó·˘ÂÌÌ˚ı ÍÓ-
Ó‰ËÌ‡Ú ‚ ˝ÚË ÏÓÏÂÌÚ˚ Ó·‡˘‡ÎËÒ¸ ‚ ÌÛÎ¸:

δqj(t = t1) = 0,   δqj(t = t2) = 0. (2.86)

Ç˚‡ÊÂÌËÂ fl‚ÎflÂÚÒfl Î‡„‡ÌÊË‡ÌÓÏ ÒËÒÚÂÏ˚ ‚ 

Ó·Ó·˘ÂÌÌ˚ı ÍÓÓ‰ËÌ‡Ú‡ı. Ç ËÚÓ„Â ÔËÌˆËÔ Ñ'ÄÎ‡Ï·Â‡ ‰Îfl „Ó-
ÎÓÌÓÏÌ˚ı ÒËÒÚÂÏ ˝Í‚Ë‚‡ÎÂÌÚÂÌ ËÌÚÂ„‡Î¸ÌÓÏÛ ÔËÌˆËÔÛ É‡-
ÏËÎ¸ÚÓÌ‡.

èÛÒÚ¸ ‚ ÏÓÏÂÌÚ˚ t = t1 Ë t = t2 ÒËÒÚÂÏ‡ Á‡ÌËÏ‡ÂÚ ÓÔÂ‰ÂÎÂÌ-
Ì˚Â ÔÓÎÓÊÂÌËfl, ı‡‡ÍÚÂËÁÛÂÏ˚Â ‰‚ÛÏfl Ì‡·Ó‡ÏË ÁÌ‡˜ÂÌËÈ ÍÓ-
Ó‰ËÌ‡Ú q(1) Ë q(2), ÚÓ„‰‡ ÏÂÊ‰Û ˝ÚËÏË ÔÓÎÓÊÂÌËflÏË ÒËÒÚÂÏ‡
‰‚ËÊÂÚÒfl Ú‡ÍËÏ Ó·‡ÁÓÏ, ˜ÚÓ·˚ ËÌÚÂ„‡Î

(2.87)

ÔËÌËÏ‡Î Ì‡ËÏÂÌ¸¯ÂÂ ÁÌ‡˜ÂÌËÂ. ÇÂÎË˜ËÌ‡ S Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl ‰ÂÈÒÚ-
‚ËÂÏ. èËÌˆËÔ Ì‡ËÏÂÌ¸¯Â„Ó ‰ÂÈÒÚ‚Ëfl ÂÒÚ¸ Ó‰ËÌ ËÁ ÓÒÌÓ‚Ì˚ı
ÔËÌˆËÔÓ‚ ‚ ÚÂÓÂÚË˜ÂÒÍÓÈ ÙËÁËÍÂ.
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ÇËÎ¸flÏ êÓÛ˝Ì É‡ÏËÎ¸ÚÓÌ (‡Ì„Î. William
Rowan Hamilton; 4 ‡‚„ÛÒÚ‡ 1806 ÑÛ·ÎËÌ –
2 ÒÂÌÚfl·fl 1865) – Ó‰ËÌ ËÁ ‚˚‰‡˛˘ËıÒfl
ÙËÁËÍÓ‚ Ë Ï‡ÚÂÏ‡ÚËÍÓ‚ XIX ‚. èÂÁË-
‰ÂÌÚ äÓÓÎÂ‚ÒÍÓÈ ËÎ‡Ì‰ÒÍÓÈ ‡Í‡‰ÂÏËË



Û‰Ó‚ÎÂÚ‚ÓflÂÚ ÚÓÊ‰ÂÒÚ‚Û

qi = Fi (G1(q1, q2, …, qs), G2(q1, q2, …, qs), …, Gs(q1, q2, …, qs)).

Ñ‚ËÊÂÌËÂ ‚ ÒËÒÚÂÏÂ ÍÓÓ‰ËÌ‡Ú (q1, q2, …, qs) ÓÔËÒ˚‚‡ÂÚÒfl
‚ÂÏÂÌÌÓÈ Á‡‚ËÒËÏÓÒÚ¸˛ s-ÏÂÌÓ„Ó ‚ÂÍÚÓ‡ q

→
(t), ‡ ‚ ÒËÒÚÂÏÂ ÍÓ-

Ó‰ËÌ‡Ú (Q1, Q2, …, Qs) – Á‡‚ËÒËÏÓÒÚ¸˛ s-ÏÂÌÓ„Ó ‚ÂÍÚÓ‡ Q
→

(t).
Ç˚‡ÁËÏ L(q, q

.
) ˜ÂÂÁ ÌÓ‚˚È Ì‡·Ó ÌÂÁ‡‚ËÒËÏ˚ı ÔÂÂÏÂÌÌ˚ı, 

Û˜ËÚ˚‚‡fl, ˜ÚÓ 

(2.89)

üÒÌÓ, ˜ÚÓ Ó·‡˘ÂÌËÂ ‚ ÌÛÎ¸ ‚‡Ë‡ˆËË ‰ÂÈÒÚ‚Ëfl (2.87) Ò
ÙÛÌÍˆËÂÈ ã‡„‡ÌÊ‡ L(q, q

.
) Ë ÙËÍÒËÓ‚‡ÌÌ˚ÏË „‡ÌË˜Ì˚ÏË ÛÒ-

ÎÓ‚ËflÏË ÚÂ·ÛÂÚ Ó·‡˘ÂÌËfl ‚ ÌÛÎ¸ ‚‡Ë‡ˆËË ‰ÂÈÒÚ‚Ëfl Ò ÙÛÌÍ-
ˆËÂÈ ã‡„‡ÌÊ‡ L

–
(Q, Q

.
) ÔË ‚‡¸ËÓ‚‡ÌËË Ó·Ó·˘ÂÌÌ˚ı ÍÓÓ‰Ë-

Ì‡Ú (Q1, Q2, …, Qs) Ò ÙËÍÒËÓ‚‡ÌÌ˚ÏË „‡ÌË˜Ì˚ÏË ÛÒÎÓ‚ËflÏË
‰Îfl ÌËı.

èÓÍ‡ÊÂÏ ËÌ‚‡Ë‡ÌÚÌÓÒÚ¸ Û‡‚ÌÂÌËÈ ã‡„‡ÌÊ‡ ÔflÏ˚ÏË ‚˚-
˜ËÒÎÂÌËflÏË. á‡ÔË¯ÂÏ Û‡‚ÌÂÌËfl ã‡„‡ÌÊ‡ ‚ ÌÓ‚˚ı ÍÓÓ‰ËÌ‡-
Ú‡ı. ÑËÙÙÂÂÌˆËÛfl ÚÓÊ‰ÂÒÚ‚Ó (2.89), ÔÓÎÛ˜‡ÂÏ

èÓ˝ÚÓÏÛ

èflÏ˚Â ‚˚˜ËÒÎÂÌËfl ÔÓÍ‡Á˚‚‡˛Ú, ˜ÚÓ
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6. èËÌˆËÔ Ì‡ËÏÂÌ¸¯Â„Ó ‰ÂÈÒÚ‚Ëfl ‡ÒÒÏ‡ÚË‚‡ÂÚ ‰‚ËÊÂÌËÂ
˜‡ÒÚËˆ˚ ÔÓ ‚ÒÂÏ ‚ÓÁÏÓÊÌ˚Ï Ú‡ÂÍÚÓËflÏ, ËÁ ÍÓÚÓ˚ı ‚˚·Ë‡-
ÂÚÒfl Ú‡ÂÍÚÓËfl Ò Ì‡ËÏÂÌ¸¯ËÏ ‰ÂÈÒÚ‚ËÂÏ. îËÁË˜ÂÒÍËÈ ÒÏ˚ÒÎ
Ú‡ÍÓ„Ó ÔÓ‰ıÓ‰‡ ÒÚ‡ÌÓ‚ËÚÒfl flÒÌ˚Ï ‚ Í‚‡ÌÚÓ‚ÓÈ ÏÂı‡ÌËÍÂ, ÍÓ„‰‡
˜‡ÒÚËˆÂ ÔËÔËÒ˚‚‡ÂÚÒfl Ì‡·Ó Ú‡ÂÍÚÓËÈ.

7. ã‡„‡ÌÊË‡Ì ÓÔÂ‰ÂÎÂÌ Ò ÚÓ˜ÌÓÒÚ¸˛ ‰Ó ÔÓÎÌÓÈ ÔÓËÁ‚Ó‰-
ÌÓÈ ÔÓ ‚ÂÏÂÌË ÓÚ ÔÓËÁ‚ÓÎ¸ÌÓÈ ÙÛÌÍˆËË ÍÓÓ‰ËÌ‡Ú Ë ‚ÂÏÂÌË.
ÑÂÈÒÚ‚ËÚÂÎ¸ÌÓ, ‰Îfl ‰‚Ûı ÙÛÌÍˆËÈ L'(q, q

.
, t) Ë L(q, q

.
, t), ÓÚÎË˜‡˛-

˘ËıÒfl ‰Û„ ÓÚ ‰Û„‡ Ì‡ ÔÓÎÌÛ˛ ÔÓËÁ‚Ó‰ÌÛ˛ ÔÓ ‚ÂÏÂÌË ÓÚ Í‡-
ÍÓÈ-ÎË·Ó ÙÛÌÍˆËË ÍÓÓ‰ËÌ‡Ú Ë ‚ÂÏÂÌË f(q, t):

L'(q, q
.
, t) = L(q, q

.
, t) + �

d

d

t
� f(q, t),

ËÌÚÂ„‡Î˚ ‰ÂÈÒÚ‚Ëfl Ò‚flÁ‡Ì˚ ÒÓÓÚÌÓ¯ÂÌËÂÏ

= S + f(q(2), t2) – f(q(1), t1).

éÌË ‡ÁÎË˜‡˛ÚÒfl ‰ÓÔÓÎÌËÚÂÎ¸Ì˚Ï ˜ÎÂÌÓÏ, ËÒ˜ÂÁ‡˛˘ËÏ ÔË ‚‡-
¸ËÓ‚‡ÌËË, Ë Ó·‡ Î‡„‡ÌÊË‡Ì‡ ÔË‚Ó‰flÚ Í Ó‰ËÌ‡ÍÓ‚˚Ï Û‡‚ÌÂ-
ÌËflÏ ‰‚ËÊÂÌËfl. íÂÏ ÌÂ ÏÂÌÂÂ ‚Ó ÏÌÓ„Ëı ÙËÁË˜ÂÒÍËı Á‡‰‡˜‡ı,
ÍÓ„‰‡ Â¯ÂÌËÂ Û‡‚ÌÂÌËÈ Á‡‚ËÒËÚ ÓÚ Ô‡‡ÏÂÚÓ‚, ËÏÂÌÌÓ ÚÂ·Ó-
‚‡ÌËÂ ÏËÌËÏÛÏ‡ ‰ÂÈÒÚ‚Ëfl ÓÔÂ‰ÂÎflÂÚ ÁÌ‡˜ÂÌËfl Ô‡‡ÏÂÚÓ‚ Ë ÓÚ-
‚Â˜‡ÂÚ ËÒÚËÌÌÓÏÛ ‰‚ËÊÂÌË˛ ÒËÒÚÂÏ˚.

8. éÚÏÂÚËÏ, ˜ÚÓ ˜ËÒÎÂÌÌÓÂ ÁÌ‡˜ÂÌËÂ ËÌÚÂ„‡Î‡ (2.87) ÒÓ‚Â-
¯ÂÌÌÓ ÌÂ Á‡‚ËÒËÚ ÓÚ ‚˚·Ó‡ ÒÓ‚ÓÍÛÔÌÓÒÚË Ó·Ó·˘ÂÌÌ˚ı ÍÓÓ‰Ë-
Ì‡Ú, ‚ ÍÓÚÓÓÈ Â¯‡ÂÚÒfl Á‡‰‡˜‡. èË Î˛·˚ı Ëı ÔÂÓ·‡ÁÓ‚‡ÌËflı
Û‡‚ÌÂÌËfl ã‡„‡ÌÊ‡ ‚ÚÓÓ„Ó Ó‰‡ ÒÔ‡‚Â‰ÎË‚˚ Ë ‚ ÌÓ‚˚ı ÍÓÓ-
‰ËÌ‡Ú‡ı. íÂÏ ÌÂ ÏÂÌÂÂ ÓÒÚ‡ÌÓ‚ËÏÒfl Ì‡ ˝ÚÓÏ ‚ÓÔÓÒÂ ‰ÂÚ‡Î¸ÌÂÂ.

èÛÒÚ¸ Í‡Ê‰‡fl ÌÂÁ‡‚ËÒËÏ‡fl ÔÂÂÏÂÌÌ‡fl qi ËÒıÓ‰ÌÓ„Ó Ì‡·Ó‡
Ó·Ó·˘ÂÌÌ˚ı ÍÓÓ‰ËÌ‡Ú (q1, q2, …, qs) Ò‚flÁ‡Ì‡ Ò ‰Û„ËÏ Ì‡·ÓÓÏ
Ó·Ó·˘ÂÌÌ˚ı ÍÓÓ‰ËÌ‡Ú (Q1, Q2, …, Qs) ÔË ÔÓÏÓ˘Ë Ó‰ÌÓÁÌ‡˜Ì˚ı
Ó·‡ÚËÏ˚ı ÔÂÓ·‡ÁÓ‚‡ÌËÈ

qi = Fi(Q1, Q2, …, Qs) (i = 1, 2, …, s), (2.88)

Ì‡Á˚‚‡ÂÏ˚ı ÚÓ˜Â˜Ì˚ÏË ÔÂÓ·‡ÁÓ‚‡ÌËflÏË. èË ˝ÚÓÏ Ó·‡ÚÌÓÂ
ÔÂÓ·‡ÁÓ‚‡ÌËÂ, Á‡ÔËÒ‡ÌÌÓÂ ‚ ‚Ë‰Â

Qi = Gi(q1, q2, …, qs) (i = 1, 2, …, s),

′ = ′( ) = ( ) + ( ) =∫ ∫ ∫S L q q t dt L q q t dt
d

dt
f q t dt

t

t

t

t

t

t

, ˙, , ˙, ,
1

2

1

2

1

2
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èË fl‚ÌÓÏ ‚Ë‰Â Â¯ÂÌËÈ ‚ ÙÓÏÂ (2.91) ‚ÒÂ„‰‡ ÏÓÊÌÓ ‚˚‡ÁËÚ¸
ÔÓÒÚÓflÌÌ˚Â ëi (i = 1, 2, …, 2N) ‚ ‚Ë‰Â ÓÔÂ‰ÂÎÂÌÌ˚ı ÙÛÌÍˆËÈ, Fi

(i = 0, 1, 2, …, 2N) – Ó·Ó·˘ÂÌÌ˚ı ÍÓÓ‰ËÌ‡Ú Ë ÒÍÓÓÒÚÂÈ:

ëi = Fi(q1, q2, …, qN, q
.
1, q

.
2, …, q

.
N, t)   (i = 1, 2, …, 2N).

èÓÒÎÂ ÔÓ‰ÒÚ‡ÌÓ‚ÍË (2.91) ‚ ÙÛÌÍˆËË Fi(q1, q2, …, qN, q
.
1, q

.
2, …, q

.
N,

t) ÓÌË Ó·‡˘‡˛ÚÒfl ‚ ÔÓÒÚÓflÌÌ˚Â ëi. ÇÂÎË˜ËÌ˚

Fi(q1, q2, …, qN, q
.
1, q

.
2, …, q

.
N, t)   (i = 1, 2, …, 2N)

Ì‡Á˚‚‡˛ÚÒfl ÔÂ‚˚ÏË ËÌÚÂ„‡Î‡ÏË ‰‚ËÊÂÌËfl, ËÎË ÔÓÒÚÓ ËÌÚÂ-
„‡Î‡ÏË ‰‚ËÊÂÌËfl. í‡ÍÓÂ ÓÔÂ‰ÂÎÂÌËÂ fl‚ÎflÂÚÒfl ˜ËÒÚÓ ÙÓÏ‡Î¸-
Ì˚Ï Ë „Ó‚ÓËÚ ÚÓÎ¸ÍÓ Ó· Ëı ÒÛ˘ÂÒÚ‚Ó‚‡ÌËË. ä‡Í Ô‡‚ËÎÓ, Ó·˘ÂÂ
Â¯ÂÌËÂ ‰ËÌ‡ÏË˜ÂÒÍÓÈ ÒËÒÚÂÏ˚ Ì‡Ï ÌÂËÁ‚ÂÒÚÌÓ Ë ËÌÚÂ„‡ÎÓÏ
‰‚ËÊÂÌËfl

F(q1, q2, …, qN, q
.
1, q

.
2, …, q

.
N, t) (2.92)

Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl ÓÔÂ‰ÂÎÂÌÌ‡fl ÙÛÌÍˆËfl Ó·Ó·˘ÂÌÌ˚ı ÍÓÓ‰ËÌ‡Ú, ÒÍÓ-
ÓÒÚÂÈ Ë ‚ÂÏÂÌË, ÍÓÚÓ‡fl ÒÓı‡ÌflÂÚ Ò‚ÓÂ ˜ËÒÎÂÌÌÓÂ ÁÌ‡˜ÂÌËÂ

�
d

d

t
� F = 0

‚Ó ‚ÂÏfl ˝‚ÓÎ˛ˆËË ‰ËÌ‡ÏË˜ÂÒÍÓÈ ÒËÒÚÂÏ˚. àÌ˚ÏË ÒÎÓ‚‡ÏË, ÔÓ-
ÒÎÂ ÔÓ‰ÒÚ‡ÌÓ‚ÍË qi(t) ËÁ Â¯ÂÌËÈ Û‡‚ÌÂÌËÈ ã‡„‡ÌÊ‡ ‚˚‡ÊÂ-
ÌËÂ (2.92) Ó·‡˘‡ÂÚÒfl ‚ ÔÓÒÚÓflÌÌÛ˛. Ç ‡Ì‡ÎËÚË˜ÂÒÍÓÈ ÙÓÏÛÎË-
Ó‚ÍÂ F(q1, q2, …, qN, q

.
1, q

.
2, …, q

.
N, t) ÂÒÚ¸ ËÌÚÂ„‡Î ‰‚ËÊÂÌËfl, ÂÒ-

ÎË ‚˚‡ÊÂÌËÂ

(2.93)

‡‚ÌÓ ÌÛÎ˛ ÔÓÒÎÂ ÔÓ‰ÒÚ‡ÌÓ‚ÍË q̈k, ‚˚‡ÊÂÌÌ˚ı ËÁ Û‡‚ÌÂÌËÈ
ç¸˛ÚÓÌ‡.

ÖÒÎË ËÌÚÂ„‡Î ‰‚ËÊÂÌËfl ‡Î„Â·‡Ë˜ÂÒÍË Á‡‚ËÒËÚ ÓÚ Ó·Ó·-
˘ÂÌÌ˚ı ÍÓÓ‰ËÌ‡Ú Ë ÒÍÓÓÒÚÂÈ, ÚÓ Â„Ó Ì‡Á˚‚‡˛Ú ‡Î„Â·‡Ë˜ÂÒ-
ÍËÏ. Ç ÔÓÚË‚ÌÓÏ ÒÎÛ˜‡Â – ÌÂ‡Î„Â·‡Ë˜ÂÒÍËÏ, ËÎË Ú‡ÌÒˆÂÌ-
‰ÂÌÚÌ˚Ï.

ëÛ˘ÂÒÚ‚ÛÂÚ fl‰ ÏÂÚÓ‰Ó‚ ÔÓËÒÍ‡ ËÌÚÂ„‡ÎÓ‚ ‰‚ËÊÂÌËfl, ÌÂÍÓ-
ÚÓ˚Â ËÁ ÍÓÚÓ˚ı Ï˚ Ó·ÒÛ‰ËÏ ‚ „Î‡‚Â 6. àı Ì‡ÎË˜ËÂ ÔÓÁ‚ÓÎflÂÚ
ÒÛ˘ÂÒÚ‚ÂÌÌÓ ÛÔÓÒÚËÚ¸ ÔÓˆÂ‰ÛÛ ÔÓÎÛ˜ÂÌËfl ÔÓÎÌÓ„Ó Â¯ÂÌËfl Ë
ÔÓÎÛ˜ËÚ¸ Ò‚Â‰ÂÌËfl Ó ÒËÒÚÂÏÂ, ÌÂ ËÌÚÂ„ËÛfl ÂÂ.

d

dt
F

F

t

F

q
q

F

q
q

k
k

k
k

k

N

= ∂
∂

+ ∂
∂

+ ∂
∂





=

∑ ˙
˙

˙̇
1

íÓ„‰‡ ÒÔ‡‚Â‰ÎË‚Ó ÒÓÓÚÌÓ¯ÂÌËÂ

(2.90)

ËÁ ÍÓÚÓÓ„Ó ÒÎÂ‰ÛÂÚ, ˜ÚÓ Û‡‚ÌÂÌËfl ã‡„‡ÌÊ‡ ÒÔ‡‚Â‰ÎË‚˚ ‚
ÔÓËÁ‚ÓÎ¸Ì˚ı Ó·Ó·˘ÂÌÌ˚ı ÍÓÓ‰ËÌ‡Ú‡ı.

í‡ÍËÏ Ó·‡ÁÓÏ, Û‡‚ÌÂÌËfl ã‡„‡ÌÊ‡ ÔÂÓ·‡ÁÛ˛ÚÒfl Í‡Í ˜‡-
ÒÚÌ˚Â ÔÓËÁ‚Ó‰Ì˚Â ÒÍ‡ÎflÌÓÈ ÙÛÌÍˆËË ÏÌÓ„Ëı ÔÂÂÏÂÌÌ˚ı ÔË
Á‡ÏÂÌÂ ÌÂÁ‡‚ËÒËÏ˚ı ÔÂÂÏÂÌÌ˚ı, Ú. Â. Í‡Í ÍÓ‚‡Ë‡ÌÚÌ˚È ‚ÂÍ-
ÚÓ. ùÚÓ Ò‚ÓÈÒÚ‚Ó ÔÓÁ‚ÓÎflÂÚ ˜‡ÒÚÓ ËÒÔÓÎ¸ÁÓ‚‡Ú¸ ÍÓÓ‰ËÌ‡Ú˚, ÒÓ-
ÓÚ‚ÂÚÒÚ‚Û˛˘ËÂ ÓÒÓ·ÂÌÌÓÒÚflÏ ÍÓÌÍÂÚÌÓÈ Á‡‰‡˜Ë ‰Îfl ÛÔÓ˘Â-
ÌËfl Û‡‚ÌÂÌËÈ ‰‚ËÊÂÌËfl.

2.9. áÄäéçõ ëéïêÄçÖçàü

ì‡‚ÌÂÌËfl ç¸˛ÚÓÌ‡ ËÎË Û‡‚ÌÂÌËfl ã‡„‡ÌÊ‡ ‚ÚÓÓ„Ó Ó‰‡
(2.59) ‰Îfl ÏÂı‡ÌË˜ÂÒÍÓÈ ÒËÒÚÂÏ˚ Ò N ÒÚÂÔÂÌflÏË Ò‚Ó·Ó‰˚ ÔÂ‰-
ÒÚ‡‚Îfl˛Ú ÒÓ·ÓÈ N Û‡‚ÌÂÌËÈ ‚ÚÓÓ„Ó ÔÓfl‰Í‡, Ë Ëı Ó·˘ÂÂ Â¯Â-
ÌËÂ Á‡‚ËÒËÚ ÓÚ 2N ÔÓËÁ‚ÓÎ¸Ì˚ı ÔÓÒÚÓflÌÌ˚ı:

qi(t) = q(ë1, …, ë2N, t)   (i = 1, 2, …, N). (2.91)

äÓÌÒÚ‡ÌÚ˚ ëi Ó‰ÌÓÁÌ‡˜ÌÓ Ò‚flÁ‡Ì˚ Ò ÁÌ‡˜ÂÌËflÏË Ó·Ó·˘ÂÌÌ˚ı
ÍÓÓ‰ËÌ‡Ú Ë ÒÍÓÓÒÚÂÈ ‚ Ì‡˜‡Î¸Ì˚È ÏÓÏÂÌÚ t0. èË t = t0 Ï˚ ÔÓ-
ÎÛ˜‡ÂÏ

qi(t0) = q(ë1, …, ë2N, t0),

q
.
i(t0) = q

.
i(ë1, …, ë2N, t0),

Ë ÌÂÁ‡‚ËÒËÏ˚Â ÔÓÒÚÓflÌÌ˚Â ëi (i = 1, 2, …, 2N) ÏÓ„ÛÚ ·˚Ú¸ Ì‡È‰Â-
Ì˚ ËÁ ˝ÚËı Û‡‚ÌÂÌËÈ. ÖÒÎË Ò‚flÁË ÒÚ‡ˆËÓÌ‡Ì˚Â Ë ÒËÎ˚, ‰ÂÈÒÚ‚Û-
˛˘ËÂ Ì‡ ÒËÒÚÂÏÛ, ÌÂ Á‡‚ËÒflÚ fl‚ÌÓ ÓÚ ‚ÂÏÂÌË, ÚÓ„‰‡ Ó‰Ì‡ ÔÓÒÚÓ-
flÌÌ‡fl ‚ÒÂ„‰‡ ‚ÓÈ‰ÂÚ ‚ ÍÓÏ·ËÌ‡ˆË˛ (t – t0):

qi(t) = q(ë1, …, ë2N–1, t – t0)   (i = 1, 2, …, N),

q
.
i(t) = q

.
(ë1, …, ë2N–1, t – t0)   (i = 1, 2, …, N).
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∂
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∂
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ÌÂÒÛ˘ÂÒÚ‚ÂÌÌÓ Ë ÙËÁË˜ÂÒÍËÈ ÒÏ˚ÒÎ ËÏÂ˛Ú ÚÓÎ¸ÍÓ ËÌÚÂ‚‡Î˚
‚ÂÏÂÌË. ã‡„‡ÌÊË‡Ì ÒËÒÚÂÏ˚ ‚ ˝ÚÓÏ ÒÎÛ˜‡Â ÌÂ Á‡‚ËÒËÚ fl‚Ì˚Ï
Ó·‡ÁÓÏ ÓÚ ‚ÂÏÂÌË: L(q

.
, q, t) = L(q

.
, q) Ë

(2.96)

íÓ„‰‡, ÂÒÎË q(t) – Â¯ÂÌËÂ Û‡‚ÌÂÌËfl ã‡„‡ÌÊ‡, ÚÓ, Á‡ÏÂÌflfl ‚ 

ÒÓÓÚ‚ÂÚÒÚ‚ËË Ò ˝ÚËÏË Û‡‚ÌÂÌËflÏË ÔÓÎÛ˜‡ÂÏ

ùÚÓ ÒÓÓÚÌÓ¯ÂÌËÂ ÏÓÊÌÓ Á‡ÔËÒ‡Ú¸ ‚ ‚Ë‰Â

ëÎÂ‰Ó‚‡ÚÂÎ¸ÌÓ, ‚ÂÎË˜ËÌ‡

(2.97)

ÂÒÚ¸ ËÌÚÂ„‡Î ‰‚ËÊÂÌËfl ÒËÒÚÂÏ˚, Ú. Â. ËÏÂÂÚ ÔÓÒÚÓflÌÌÓÂ ÁÌ‡˜Â-
ÌËÂ (ÌÂ Á‡‚ËÒËÚ ÓÚ ‚ÂÏÂÌË) Ì‡ Â¯ÂÌËflı Û‡‚ÌÂÌËfl ‰‚ËÊÂÌËfl.
èÓÎÛ˜ÂÌÌÓÂ ‚˚‡ÊÂÌËÂ fl‚ÎflÂÚÒfl ÓÔÂ‰ÂÎÂÌËÂÏ ˝ÌÂ„ËË ÒËÒÚÂ-
Ï˚. Ä‰‰ËÚË‚ÌÓÒÚ¸ ˝ÌÂ„ËË ÌÂ‚Á‡ËÏÓ‰ÂÈÒÚ‚Û˛˘Ëı ÒËÒÚÂÏ A Ë B
ÒÎÂ‰ÛÂÚ ÌÂÔÓÒÂ‰ÒÚ‚ÂÌÌÓ ËÁ ‡‰‰ËÚË‚ÌÓÒÚË ÙÛÌÍˆËÈ ã‡„‡ÌÊ‡:

(2.98)

åÂı‡ÌË˜ÂÒÍËÂ ÒËÒÚÂÏ˚, ˝ÌÂ„Ëfl ÍÓÚÓ˚ı ÒÓı‡ÌflÂÚÒfl, Ì‡Á˚-
‚‡˛ÚÒfl ÍÓÌÒÂ‚‡ÚË‚Ì˚ÏË.
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èÛÒÚ¸ ‚ Î‡„‡ÌÊË‡Ì ÒËÒÚÂÏ˚ ÌÂ ‚ıÓ‰ËÚ ÌÂÍÓÚÓ‡fl Ó·Ó·˘ÂÌ-
Ì‡fl ÍÓÓ‰ËÌ‡Ú‡ qi, ‡ ÚÓÎ¸ÍÓ Ó·Ó·˘ÂÌÌ‡fl ÒÍÓÓÒÚ¸ q

.
i. í‡Í‡fl ÍÓÓ-

‰ËÌ‡Ú‡ Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl ˆËÍÎË˜ÂÒÍÓÈ. ì‡‚ÌÂÌËÂ ã‡„‡ÌÊ‡ ‰Îfl ÌÂÂ
ÔËÏÂÚ ‚Ë‰

èÓ˝ÚÓÏÛ ‚ÂÎË˜ËÌ‡

(2.94)

Ì‡Á˚‚‡ÂÏ‡fl Ó·Ó·˘ÂÌÌ˚Ï ËÏÔÛÎ¸ÒÓÏ, ÒÓı‡ÌflÂÚÒfl ‚Ó ‚ÂÏfl ‰‚Ë-
ÊÂÌËfl. Ç˚‡ÁËÏ ËÁ ÒÓÓÚÌÓ¯ÂÌËfl (2.92) Ó·Ó·˘ÂÌÌÛ˛ ÒÍÓÓÒÚ¸:

q
.
i = G(q1, q2, …, qi–1, qi+1, …, qN, q

.
1, q

.
2, …, q

.
i–1, q

.
i+1, …, q

.
N, pi) (2.95)

Ë Á‡ÏÂÌËÏ ‚ Û‡‚ÌÂÌËflı ã‡„‡ÌÊ‡ q
.
i Ì‡ (2.93). íÓ„‰‡ Á‡‰‡˜‡ ËÌÚÂ-

„ËÓ‚‡ÌËfl Â‰ÛˆËÛÂÚÒfl Í ËÌÚÂ„ËÓ‚‡ÌË˛ ÒËÒÚÂÏ˚ c N – 1 ÒÚÂ-
ÔÂÌflÏË Ò‚Ó·Ó‰˚ Ò Ô‡‡ÏÂÚÓÏ pi.

2.9.1. á‡ÍÓÌ ÒÓı‡ÌÂÌËfl ˝ÌÂ„ËË

ëÂ‰Ë ÔÂ‚˚ı ËÌÚÂ„‡ÎÓ‚ ‰‚ËÊÂÌËfl ÂÒÚ¸ Ò‚flÁ‡ÌÌ˚Â Ò ÓÒÌÓ‚-
Ì˚ÏË Ò‚ÓÈÒÚ‚‡ÏË ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚‡ Ë ‚ÂÏÂÌË – Ëı Ó‰ÌÓÓ‰ÌÓÒÚ¸˛ Ë
ËÁÓÚÓÔËÂÈ. éÌË ËÏÂ˛Ú ‚‡ÊÌÓÂ Ó·˘ÂÂ Ò‚ÓÈÒÚ‚Ó ‡‰‰ËÚË‚ÌÓÒÚË.
àı ˜ËÒÎÂÌÌÓÂ ÁÌ‡˜ÂÌËÂ ‰Îfl ÒËÒÚÂÏ˚, ÒÓÒÚÓfl˘ÂÈ ËÁ ÌÂÒÍÓÎ¸ÍËı
˜‡ÒÚÂÈ, ‚Á‡ËÏÓ‰ÂÈÒÚ‚ËÂÏ ÍÓÚÓ˚ı ÏÓÊÌÓ ÔÂÌÂ·Â˜¸, ‡‚ÌÓ
ÒÛÏÏÂ ÁÌ‡˜ÂÌËÈ ‰Îfl Í‡Ê‰ÓÈ ËÁ ˜‡ÒÚÂÈ ‚ ÓÚ‰ÂÎ¸ÌÓÒÚË. íËÔË˜Ì˚ÏË
‡‰‰ËÚË‚Ì˚ÏË Á‡ÍÓÌ‡ÏË ÒÓı‡ÌÂÌËfl fl‚Îfl˛ÚÒfl Á‡ÍÓÌ˚ ÒÓı‡ÌÂÌËfl
˝ÌÂ„ËË, ËÏÔÛÎ¸Ò‡ Ë ÏÓÏÂÌÚ‡ ËÏÔÛÎ¸Ò‡. áÌ‡fl ˝ÚË Á‡ÍÓÌ˚, ÏÓÊÌÓ
Ò‰ÂÎ‡Ú¸ fl‰ Á‡ÍÎ˛˜ÂÌËÈ Ó ÔÓ‚Â‰ÂÌËË ÒËÒÚÂÏ˚ ‰Ó ‚Á‡ËÏÓ‰ÂÈÒÚ‚Ëfl
ÂÂ ˜‡ÒÚÂÈ Ë ÔÓÒÎÂ ÌÂ„Ó. èÓÒÍÓÎ¸ÍÛ ‚Òfl ËÌÙÓÏ‡ˆËfl Ó ‰ËÌ‡ÏËÍÂ
ÒËÒÚÂÏ˚ ÒÓ‰ÂÊËÚÒfl ‚ Ó‰ÌÓÈ ÙÛÌÍˆËË ã‡„‡ÌÊ‡, ÚÓ ËÁ Ó„‡ÌË˜Â-
ÌËÈ, Ì‡Î‡„‡ÂÏ˚ı ÙÛÌ‰‡ÏÂÌÚ‡Î¸Ì˚ÏË Ò‚ÓÈÒÚ‚‡ÏË ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚‡ Ë
‚ÂÏÂÌË Ì‡ Î‡„‡ÌÊË‡Ì ÒËÒÚÂÏ˚, ÏÓÊÌÓ ÔÓÎÛ˜ËÚ¸ ‚˚‡ÊÂÌËÂ
‰Îfl ÒÓı‡Ìfl˛˘ËıÒfl ‚ÂÎË˜ËÌ (˝ÌÂ„ËË, ËÏÔÛÎ¸Ò‡, ÏÓÏÂÌÚ‡ ËÏ-
ÔÛÎ¸Ò‡) ‚ ÚÂÏËÌ‡ı ˝ÚÓÈ ÙÛÌÍˆËË.

èÛÒÚ¸ ÒËÒÚÂÏ‡ Á‡ÏÍÌÛÚ‡ ËÎË Ì‡ıÓ‰ËÚÒfl ‚ ÔÓÒÚÓflÌÌÓÏ ‚ÌÂ¯-
ÌÂÏ ÔÓÎÂ, Ë Ò‚flÁË ÒÚ‡ˆËÓÌ‡Ì˚. ÇÂÏfl ‚ Ú‡ÍÓÈ ÒËÒÚÂÏÂ Ó‰ÌÓÓ‰-
ÌÓ – Ì‡˜‡ÎÓ ÓÚÒ˜ÂÚ‡ ‚ÂÏÂÌË ‰Îfl Î˛·Ó„Ó ÙËÁË˜ÂÒÍÓ„Ó fl‚ÎÂÌËfl
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ÓÒÚ‡ÂÚÒfl ÔÓÒÚÓflÌÌÓÈ. ÇÂÍÚÓ P
→

Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl ËÏÔÛÎ¸ÒÓÏ ÒËÒÚÂÏ˚ Ë
ÒÍÎ‡‰˚‚‡ÂÚÒfl ËÁ ËÏÔÛÎ¸ÒÓ‚ ‚ÒÂı
‚ıÓ‰fl˘Ëı ‚ ÒËÒÚÂÏÛ ˜‡ÒÚËˆ, Ú. Â.
fl‚ÎflÂÚÒfl ‡‰‰ËÚË‚ÌÓÈ ‚ÂÎË˜ËÌÓÈ.
ç‡ ‚ÂÎË˜ËÌÂ ËÏÔÛÎ¸Ò‡ ÒËÒÚÂÏ˚ ‚
ÓÚÎË˜ËÂ ÓÚ ˝ÌÂ„ËË ÌËÍ‡Í ÌÂ ÒÍ‡-
Á˚‚‡ÂÚÒfl Ì‡ÎË˜ËÂ ‚Á‡ËÏÓ‰ÂÈÒÚ-
‚Ëfl ÏÂÊ‰Û ÂÂ ˜‡ÒÚflÏË. á‡ÏÂÚËÏ,
˜ÚÓ ÒÓı‡ÌflÂÚÒfl ÚÓÎ¸ÍÓ ÔÓÎÌ˚È ËÏÔÛÎ¸Ò ÒËÒÚÂÏ˚ ‚ ‰ÂÍ‡ÚÓ‚˚ı

ÍÓÓ‰ËÌ‡Ú‡ı. é·Ó·˘ÂÌÌ˚È ËÏÔÛÎ¸Ò ‚ÓÓ·˘Â „Ó‚Ófl,

ÌÂ ‡‚ÂÌ ÔÓËÁ‚Â‰ÂÌË˛ Ï‡ÒÒ˚ ˜‡ÒÚËˆ˚ Ì‡ ÂÂ ÒÍÓÓÒÚ¸, Ë ‚ÓÔÓÒ

Ó ÒÓı‡ÌÂÌËË ‚ÂÎË˜ËÌ˚ Ì‡‰Ó ‡ÒÒÏ‡ÚË‚‡Ú¸ ÓÚ‰ÂÎ¸ÌÓ.

ç‡È‰ÂÏ Ó„‡ÌË˜ÂÌËfl, Ì‡Î‡„‡ÂÏ˚Â Á‡ÍÓÌÓÏ ÒÓı‡ÌÂÌËfl ËÏ-
ÔÛÎ¸Ò‡ Ì‡ ‚Á‡ËÏÓ‰ÂÈÒÚ‚ËÂ ÏÂÊ‰Û ÚÂÎ‡ÏË ‚ Á‡ÏÍÌÛÚÓÈ ÒËÒÚÂÏÂ.
îÛÌÍˆËfl ã‡„‡ÌÊ‡

‚ Á‡ÏÍÌÛÚÓÈ ÒËÒÚÂÏÂ ÌÂ ‰ÓÎÊÌ‡ ÏÂÌflÚ¸Òfl ÔË Ò‰‚Ë„Â ÒËÒÚÂÏ˚ Í‡Í
ˆÂÎÓÈ Ì‡ ÔÓËÁ‚ÓÎ¸Ì˚È ‚ÂÍÚÓ ε→: r

→
i → r

→
i + ε→. éÚÒ˛‰‡ ÒÎÂ‰ÛÂÚ,

˜ÚÓ U(r
→

1, r
→

2, …, r
→

N) = U(r
→

1 + ε→, r
→

2 + ε→, …, r
→

N + ε→) Ë ÔÓÚÂÌˆË‡Î¸Ì‡fl
˝ÌÂ„Ëfl U Á‡‚ËÒËÚ ÚÓÎ¸ÍÓ ÓÚ ‡ÁÌÓÒÚË ‡‰ËÛÒÓ‚-‚ÂÍÚÓÓ‚ Ï‡ÚÂ-
Ë‡Î¸Ì˚ı ÚÓ˜ÂÍ. íÓ„‰‡ ‚ ÒËÒÚÂÏÂ Ò Ô‡Ì˚Ï ‚Á‡ËÏÓ‰ÂÈÒÚ‚ËÂÏ ÔÓ-
ÚÂÌˆË‡Î¸Ì‡fl ˝ÌÂ„Ëfl U ·Û‰ÂÚ ‡‚Ì‡ ÒÛÏÏÂ ÔÓÚÂÌˆË‡Î¸Ì˚ı ˝ÌÂ-
„ËÈ Ô‡Ì˚ı ‚Á‡ËÏÓ‰ÂÈÒÚ‚ËÈ U(r

→
i – r

→
j). èÓÒÍÓÎ¸ÍÛ ÔÓÚÂÌˆË‡Î¸Ì‡fl

˝ÌÂ„Ëfl fl‚ÎflÂÚÒfl ÒÍ‡ÎflÓÏ, ÚÓ ÓÌ‡ ÏÓÊÂÚ Á‡‚ËÒÂÚ¸ ÚÓÎ¸ÍÓ ÓÚ ÏÓ-
‰ÛÎfl ÓÚÌÓÒËÚÂÎ¸ÌÓ„Ó ‡ÒÒÚÓflÌËfl ÏÂÊ‰Û ˜‡ÒÚËˆ‡ÏË: 

U(r
→

i – r
→

j) = U(|r→i – r
→

j|).

Ç ËÚÓ„Â

  

U r r U r rN i j
i j
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2.9.2. á‡ÍÓÌ ÒÓı‡ÌÂÌËfl ËÏÔÛÎ¸Ò‡

Ç Á‡ÏÍÌÛÚÓÈ ÒËÒÚÂÏÂ ˜‡ÒÚËˆ, „‰Â ÌÂÚ ‚Á‡ËÏÓ‰ÂÈÒÚ‚Ëfl Ò ‚ÌÂ¯-
ÌËÏË ÒËÎ‡ÏË, ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Ó fl‚ÎflÂÚÒfl Ó‰ÌÓÓ‰Ì˚Ï. åÂı‡ÌË˜ÂÒ-
ÍËÂ Ò‚ÓÈÒÚ‚‡ ÌÂ ‰ÓÎÊÌ˚ ÏÂÌflÚ¸Òfl ÔË ÔÂÂÌÓÒÂ ÒËÒÚÂÏ˚ Í‡Í ˆÂ-
ÎÓ„Ó, ËÎË ‚˚·ÓÂ ÒËÒÚÂÏ˚ ÍÓÓ‰ËÌ‡Ú, Ò‰‚ËÌÛÚÓÈ Ì‡ ÔÓËÁ‚ÓÎ¸-
Ì˚È ‚ÂÍÚÓ ε→ (ËÒ. 2.4).

èÓÒÍÓÎ¸ÍÛ ‚Òfl ËÌÙÓÏ‡ˆËfl Ó ÏÂı‡ÌË˜ÂÒÍÓÈ ÒËÒÚÂÏÂ ÒÓ‰Â-
ÊËÚÒfl ‚ ÙÛÌÍˆËË ã‡„‡ÌÊ‡, ÚÓ ÂÂ ËÁÏÂÌÂÌËÂ ÔË Ó‰ÌÓÓ‰ÌÓÈ
Ú‡ÌÒÎflˆËË

r
→

i′ = r
→

i + ε→

‰ÓÎÊÌÓ ·˚Ú¸ ‡‚ÌÓ ÌÛÎ˛:

L(r
→•

i′, r
→

i′) – L(r
→•

i, r
→

i) = 0.

èË ε << 1 ËÁÏÂÌÂÌËÂ ÙÛÌÍˆËË ã‡„‡ÌÊ‡ ‡‚ÌÓ

„‰Â O(ε→) ÓÁÌ‡˜‡ÂÚ ˜ÎÂÌ˚ ·ÓÎÂÂ ‚˚ÒÓÍÓ„Ó ÔÓfl‰Í‡ ÔÓ ε. èÓÒÍÓÎ¸-
ÍÛ ‚ÂÎË˜ËÌ‡ ε→ ÔÓËÁ‚ÓÎ¸Ì‡fl, ÚÓ

Ç ÒÓÓÚ‚ÂÚÒÚ‚ËË Ò Û‡‚ÌÂÌËflÏË ã‡„‡ÌÊ‡ ˝ÚÓ ‚˚‡ÊÂÌËÂ ÔËÌË-
Ï‡ÂÚ ‚Ë‰

ç‡ÔÓÏÌËÏ, ˜ÚÓ ‚ÂÎË˜ËÌ‡ ÂÒÚ¸ Ó·˚˜Ì˚È (ÌÂ Ó·Ó·˘ÂÌ-

Ì˚È) ËÏÔÛÎ¸Ò ˜‡ÒÚËˆ˚ i. ëÎÂ‰Ó‚‡ÚÂÎ¸ÌÓ, ‚ Á‡ÏÍÌÛÚÓÈ ÏÂı‡ÌË˜Â-
ÒÍÓÈ ÒËÒÚÂÏÂ ‚ÂÍÚÓÌ‡fl ‚ÂÎË˜ËÌ‡

(2.99)
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ÑËÙÙÂÂÌˆËÛfl ÔÓ ‚ÂÏÂÌË ˝ÚÓ ÒÓÓÚÌÓ¯ÂÌËÂ

Ì‡ıÓ‰ËÏ, ˜ÚÓ ÔÓÎÌ˚È ËÏÔÛÎ¸Ò ÒËÒÚÂÏ˚ ÔÓÔÓˆËÓÌ‡ÎÂÌ ÔÓÎÌÓÈ
Ï‡ÒÒÂ M Ë ÒÍÓÓÒÚË ‰‚ËÊÂÌËfl ˆÂÌÚ‡ Ï‡ÒÒ.

ÑÓÍ‡ÊÂÏ, ˜ÚÓ ˆÂÌÚ ËÌÂˆËË ‰‚ËÊÂÚÒfl Í‡Í Ï‡ÚÂË‡Î¸Ì‡fl
ÚÓ˜Í‡, ‚ ÍÓÚÓÓÈ ÒÓÒÂ‰ÓÚÓ˜ÂÌ‡ ‚Òfl Ï‡ÒÒ‡ ÒËÒÚÂÏ˚ Ë Í ÍÓÚÓÓÈ
ÔËÎÓÊÂÌ‡ ‡‚ÌÓ‰ÂÈÒÚ‚Û˛˘‡fl ‚ÌÂ¯ÌËı ÒËÎ. èÓÒÛÏÏËÛÂÏ Û‡‚-
ÌÂÌËfl ç¸˛ÚÓÌ‡ ‰Îfl ÒËÒÚÂÏ˚ ËÁ N ˜‡ÒÚËˆ ÔË Ì‡ÎË˜ËË ‚ÌÛÚÂÌÌËı
F
→

ij
in Ë ‚ÌÂ¯ÌËı ÔÓ ÓÚÌÓ¯ÂÌË˛ Í ÒËÒÚÂÏÂ F

→
i
ext ÒËÎ. èÓÎÛ˜‡ÂÏ

èÓ ÚÂÚ¸ÂÏÛ Á‡ÍÓÌÛ ç¸˛ÚÓÌ‡ (F
→

ij
in = –F

→
ji
in) ÔÂ‚ÓÂ ÒÎ‡„‡ÂÏÓÂ ‚

Ô‡‚ÓÈ ˜‡ÒÚË Û‡‚ÌÂÌËfl ‡‚ÌÓ ÌÛÎ˛. íÓ„‰‡, ‰ËÙÙÂÂÌˆËÛfl ÔÓ
‚ÂÏÂÌË ‚˚‡ÊÂÌËÂ ‰Îfl ‡‰ËÛÒ‡-‚ÂÍÚÓ‡ ˆÂÌÚ‡ ËÌÂˆËË (2.91) Ë 

ÔÓ‰ÒÚ‡‚Îflfl ‚ÁflÚ˚È ËÁ (2.100), ÔÓÎÛ˜‡ÂÏ Û‡‚ÌÂÌËÂ ‰‚Ë-

ÊÂÌËfl ˆÂÌÚ‡ ËÌÂˆËË:

(2.101)

ùÚÓÚ Á‡ÍÓÌ ËÌÓ„‰‡ Ì‡Á˚‚‡˛Ú ÍÓÒÓÈ å˛Ìı„‡ÛÁÂÌ‡: Î˛·˚Â ‚ÌÛÚ-
ÂÌÌËÂ ÒËÎ˚ ÌÂ ÏÓ„ÛÚ ÔË‚ÂÒÚË ‚ ‰‚ËÊÂÌËÂ ˆÂÌÚ ËÌÂˆËË.

èË ÓÚÒÛÚÒÚ‚ËË ‚ÌÂ¯ÌËı ÒËÎ ˆÂÌÚ ËÌÂˆËË ‰‚ËÊÂÚÒfl ‡‚ÌÓ-
ÏÂÌÓ Ë ÔflÏÓÎËÌÂÈÌÓ. Ç Ú‡ÍÓÏ ‚Ë‰Â ˝ÚÓ ÂÒÚ¸ Ó·Ó·˘ÂÌËÂ Á‡ÍÓ-
Ì‡ ËÌÂˆËË, ÔÓÎÛ˜ÂÌÌÓ„Ó Ì‡ÏË ‡ÌÂÂ ‰Îfl Ò‚Ó·Ó‰ÌÓÈ Ï‡ÚÂË‡Î¸-
ÌÓÈ ÚÓ˜ÍË.

2.9.4. á‡ÍÓÌ ÒÓı‡ÌÂÌËfl ÏÓÏÂÌÚ‡ ËÏÔÛÎ¸Ò‡

éÚÒÛÚÒÚ‚ËÂ ‚˚‰ÂÎÂÌÌÓ„Ó Ì‡Ô‡‚ÎÂÌËfl ‚ ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Â Ì‡-
Á˚‚‡ÂÚÒfl ËÁÓÚÓÔÌÓÒÚ¸˛. ä Í‡ÍËÏ ÙËÁË˜ÂÒÍËÏ ÒÎÂ‰ÒÚ‚ËflÏ
˝ÚÓ ÔË‚Ó‰ËÚ? é˜Â‚Ë‰ÌÓ, ˜ÚÓ ‚ ÒËÎÛ ‡‚ÌÓÔ‡‚Ëfl ‚ÒÂı Ì‡Ô‡‚-
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Ç ÔÓ‰‡Á‰ÂÎÂ 2.2. Ï˚ ‡Á‰ÂÎËÎË ÒËÎ˚ Ì‡ ‚ÌÛÚÂÌÌËÂ Ë ‚ÌÂ¯ÌËÂ.
Ç Á‡ÏÍÌÛÚÓÈ ÒËÒÚÂÏÂ ‰ÂÈÒÚ‚Û˛Ú ÚÓÎ¸ÍÓ ‚ÌÛÚÂÌÌËÂ ÒËÎ˚ Ë Û‡‚-
ÌÂÌËfl ç¸˛ÚÓÌ‡ ‰Îfl ÌÂÂ ËÏÂ˛Ú ‚Ë‰

íÓ„‰‡ ËÁ Á‡ÍÓÌ‡ ÒÓı‡ÌÂÌËfl ÔÓÎÌÓ„Ó ËÏÔÛÎ¸Ò‡

ÒÎÂ‰ÛÂÚ, ˜ÚÓ ÒÛÏÏ‡ ‚ÒÂı ‚ÌÛÚÂÌÌËı ÒËÎ, ‰ÂÈÒÚ‚Û˛˘Ëı Ì‡ ‚ÒÂ ˜‡-
ÒÚËˆ˚ Á‡ÏÍÌÛÚÓÈ ÒËÒÚÂÏ˚, ‡‚Ì‡ ÌÛÎ˛. èÓ˝ÚÓÏÛ ‚ Á‡ÏÍÌÛÚ˚ı ÒË-
ÒÚÂÏ‡ı ‚˚ÔÓÎÌflÂÚÒfl ÚÂÚËÈ Á‡ÍÓÌ ç¸˛ÚÓÌ‡ F

→
ij
in = –F

→
ji
in: ÒËÎ‡, ‰ÂÈ-

ÒÚ‚Û˛˘‡fl Ì‡ ˜‡ÒÚËˆÛ i ÒÓ ÒÚÓÓÌ˚ ˜‡ÒÚËˆ˚ j, ‡‚Ì‡ ÔÓ ‚ÂÎË˜ËÌÂ,
ÌÓ ÔÓÚË‚ÓÔÓÎÓÊÌ‡ ÔÓ Ì‡Ô‡‚ÎÂÌË˛ ÒËÎÂ, ‰ÂÈÒÚ‚Û˛˘ÂÈ Ì‡ ˜‡Ò-
ÚËˆÛ j ÒÓ ÒÚÓÓÌ˚ ˜‡ÒÚËˆ˚ i. ÑÎfl ÒËÒÚÂÏ, „‰Â ÔÓÚÂÌˆË‡Î¸Ì‡fl
˝ÌÂ„Ëfl U ‡‚Ì‡ ÒÛÏÏÂ ÔÓÚÂÌˆË‡Î¸Ì˚ı ˝ÌÂ„ËÈ Ô‡Ì˚ı ‚Á‡ËÏÓ-
‰ÂÈÒÚ‚ËÈ U(|r→i – r

→
j|), ÒÔ‡‚Â‰ÎË‚ÓÒÚ¸ ÚÂÚ¸Â„Ó Á‡ÍÓÌ‡ Ò‡ÁÛ ÒÎÂ‰Û-

ÂÚ ËÁ ÙÓÏÛÎ˚

2.9.3. ñÂÌÚ ËÌÂˆËË Ë Û‡‚ÌÂÌËfl Â„Ó ‰‚ËÊÂÌËfl

èÓ ÓÔÂ‰ÂÎÂÌË˛ ˆÂÌÚÓÏ ËÌÂˆËË ÒËÒÚÂÏ˚ Ï‡ÚÂË‡Î¸-
Ì˚ı ÚÓ˜ÂÍ Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl ‚ÓÓ·‡Ê‡ÂÏ‡fl ÚÓ˜Í‡, ‚ ÍÓÚÓÓÈ ÒÓÒÂ-
‰ÓÚÓ˜ÂÌ‡ ‚Òfl Ï‡ÒÒ‡ ÒËÒÚÂÏ˚, Ë ‡‰ËÛÒ-‚ÂÍÚÓ ÂÂ ÔÓÎÓÊÂÌËfl
‡‚ÂÌ

(2.100)
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ÌËÂ ÒÍÓÓÒÚË ˜‡ÒÚËˆ˚ δv
→

i = [δϕ→, v
→

i] ÔË ·ÂÒÍÓÌÂ˜ÌÓ Ï‡ÎÓÏ ÔÓ‚Ó-
ÓÚÂ Ì‡ ÔÓÒÚÓflÌÌ˚È Û„ÓÎ ‚˚‚Ó‰ËÚÒfl ‰ËÙÙÂÂÌˆËÓ‚‡ÌÂÏ Û‡‚-
ÌÂÌËfl (2.102).

ÖÒÎË ÏÂı‡ÌË˜ÂÒÍËÂ Ò‚ÓÈÒÚ‚‡ ÒËÒÚÂÏ˚ ÌÂ ÏÂÌfl˛ÚÒfl ÔË ÔÓ‚Ó-
ÓÚÂ ÒËÒÚÂÏ˚ ˜‡ÒÚËˆ ‚ ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Â, ÚÓ Î‡„‡ÌÊË‡Ì ÒËÒÚÂÏ˚
‰ÓÎÊÂÌ ·˚Ú¸ ËÌ‚‡Ë‡ÌÚÂÌ (ÒÓı‡ÌflÚ¸ Ò‚ÓÂ ˜ËÒÎÂÌÌÓÂ ÁÌ‡˜ÂÌËÂ)
ÓÚÌÓÒËÚÂÎ¸ÌÓ ÔÂÓ·‡ÁÓ‚‡ÌËÈ ‚‡˘ÂÌËfl:

δL = L(r
→

i + δr
→

i, v
→

i + δv
→

i) – L(r
→

i, v
→

i) = 0.

ê‡ÁÎÓÊËÏ δL ‚ fl‰ íÂÈÎÓ‡:

èÓÒÎÂ ÔÓ‰ÒÚ‡‚ÍË ‚ δL ÔÓÎÛ˜ÂÌÌ˚ı ‚˚‡ÊÂÌËÈ ‰Îfl ËÁÏÂÌÂÌËfl ‡-
‰ËÛÒÓ‚-‚ÂÍÚÓÓ‚ ÔÓÎÓÊÂÌËfl Ë ÒÍÓÓÒÚÂÈ ˜‡ÒÚËˆ ÔË ·ÂÒÍÓÌÂ˜ÌÓ
Ï‡ÎÓÏ ÔÓ‚ÓÓÚÂ ÔÓÎÛ˜ËÏ

àÒÔÓÎ¸ÁÛfl Û‡‚ÌÂÌËfl ã‡„‡ÌÊ‡ ‚ÚÓÓ„Ó Ó‰‡, ÔÓËÁ‚Ó‰Ì˚Â

�
∂r

→
∂

i

L
� Á‡ÏÂÌËÏ Ì‡ Ì‡ p

→
i:

èÓËÁ‚Ó‰fl ˆËÍÎË˜ÂÒÍÛ˛ ÔÂÂÒÚ‡ÌÓ‚ÍÛ ÒÓÏÌÓÊËÚÂÎÂÈ ‚ ‚ÂÍ-
ÚÓÌ˚ı ÔÓËÁ‚Â‰ÂÌËflı Ë ‚˚ÌÓÒfl δϕ→ Á‡ ÁÌ‡Í ÒÛÏÏ˚, ËÏÂÂÏ
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1

.

ÎÂÌËÈ ÏÂı‡ÌË˜ÂÒÍËÂ Ò‚ÓÈÒÚ‚‡ Á‡ÏÍ-
ÌÛÚÓÈ ÒËÒÚÂÏ˚ ÌÂ ‰ÓÎÊÌ˚ ËÁÏÂ-
ÌflÚ¸Òfl ÔË Î˛·ÓÏ ÔÓ‚ÓÓÚÂ ‚ÒÂı
Ï‡ÚÂË‡Î¸Ì˚ı ÚÓ˜ÂÍ ÒËÒÚÂÏ˚ Ì‡
Ó‰ËÌ Ë ÚÓÚ ÊÂ Û„ÓÎ.

ëÛ˘ÂÒÚ‚Û˛Ú ÚË ÌÂÁ‡‚ËÒËÏ˚ı
ÔÓ‚ÓÓÚ‡ ‚ ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Â, Ë Î˛·ÓÈ
ÔÓ‚ÓÓÚ ÏÓÊÌÓ ÔÂ‰ÒÚ‡‚ËÚ¸ ‚ ‚Ë‰Â
ÒÛÔÂÔÓÁËˆËË ÔÓ‚ÓÓÚÓ‚ ÓÚÌÓÒË-
ÚÂÎ¸ÌÓ ÚÂı ÔÂÔÂÌ‰ËÍÛÎflÌ˚ı ÓÒÂÈ.
é·ÒÛ‰ËÏ ÔÓ‚ÓÓÚ ‚ÓÍÛ„ Î˛·ÓÈ ÓÒË
n
→
. é·‡ÚËÏÒfl Í ËÒ. 2.5: Ì‡ ÌÂÏ ‚‚Â-

‰ÂÌ Θ – Û„ÓÎ ÏÂÊ‰Û ÓÒ¸˛ n
→

Ë ‡‰ËÛ-
ÒÓÏ-‚ÂÍÚÓÓÏ r

→
Ï‡ÚÂË‡Î¸ÌÓÈ ÚÓ˜ÍË.

èÛÒÚ¸ δϕ – ·ÂÒÍÓÌÂ˜ÌÓ Ï‡Î˚È Û„ÓÎ
ÔÓ‚ÓÓÚ‡ ‚ÓÍÛ„ ÓÒË n

→
, r

→
Ë r

→′ – ÔÓÎÓ-
ÊÂÌËfl ‡‰ËÛÒ‡-‚ÂÍÚÓ‡ ‰Ó ÔÓ‚ÓÓÚ‡
Ë ÔÓÒÎÂ ÌÂ„Ó ÒÓÓÚ‚ÂÚÒÚ‚ÂÌÌÓ. àÁ Ë-
ÒÛÌÍ‡ ‚Ë‰ÌÓ, ˜ÚÓ ‰Îfl ÒÎÛ˜‡fl ·ÂÒÍÓ-
ÌÂ˜ÌÓ Ï‡ÎÓ„Ó ÔÓ‚ÓÓÚ‡ r

→′ = r
→

+ δr
→
. èÓ

ÔÓÒÚÓÂÌË˛ ‰ÎËÌ‡ ‚ÂÍÚÓ‡ ÔË ÔÓ‚Ó-
ÓÚÂ ÌÂ ÏÂÌflÂÚÒfl: (r

→′)2 = (r
→

)2. ëÎÂ‰Ó-
‚‡ÚÂÎ¸ÌÓ, (r

→′)2 = (r
→

+ δr
→

)2 = r
→2 + 2r

→δr
→

+ O(δr
→2) = (r

→
)2. ì„ÓÎ ÔÓ‚Ó-

ÓÚ‡ ·ÂÒÍÓÌÂ˜ÌÓ Ï‡Î, Ë ÔÓÒÎÂ‰ÌËÏ ˜ÎÂÌÓÏ ‚ Í‚‡‰‡ÚÂ ÒÛÏÏ˚
ÏÓÊÌÓ ÔÂÌÂ·Â˜¸. íÓ„‰‡ δr

→
r
→

= 0, Ë ËÁÏÂÌÂÌËÂ ‡‰ËÛÒ‡-‚ÂÍÚÓ‡
ÔË ·ÂÒÍÓÌÂ˜ÌÓ Ï‡ÎÓÏ ÔÓ‚ÓÓÚÂ ÔÂÔÂÌ‰ËÍÛÎflÌÓ Ì‡˜‡Î¸ÌÓÏÛ
ÔÓÎÓÊÂÌË˛ ‡‰ËÛÒ‡-‚ÂÍÚÓ‡ Ï‡ÚÂË‡Î¸ÌÓÈ ÚÓ˜ÍË: δr

→⊥r
→
. èÓ-

ÒÍÓÎ¸ÍÛ Û„ÓÎ �ABO = 90°, ÚÓ ‰ÎËÌ‡ AB = |r→|sinΘ Ë |δr
→| = ABδϕ =

= |r→|sinΘδϕ. á‡ÔË¯ÂÏ δr
→

‚ ‚Ë‰Â ‚ÂÍÚÓÌÓ„Ó ÔÓËÁ‚Â‰ÂÌËfl. ÖÒÎË
δχ→ – Î˛·ÓÈ ·ÂÒÍÓÌÂ˜ÌÓ Ï‡Î˚È ‚ÂÍÚÓ Ë δr

→
r
→

= 0, ÚÓ ‚ÂÍÚÓ δr
→

‚ÒÂ-
„‰‡ ÏÓÊÌÓ ÔÂ‰ÒÚ‡‚ËÚ¸ ‚ ‚Ë‰Â δr

→
= [δχ→, r

→
]. íÓ„‰‡ ËÁ Û‡‚ÌÂÌËfl

|δr
→| = sin(δχ→, r

→
)|r→||δχ→| Ë ÒÓÓÚÌÓ¯ÂÌËfl |δr

→| = ABδϕ = |r→|sinΘδϕ ÒÎÂ-
‰ÛÂÚ, ˜ÚÓ ‰ÎËÌ‡ ‚ÂÍÚÓ‡ δχ→ ‡‚Ì‡ δϕ Ë δχ→ = n

→δϕ, „‰Â n – Â‰ËÌË˜-
Ì˚È ‚ÂÍÚÓ, Ì‡Ô‡‚ÎÂÌÌ˚È ÔÓ ÓÒË ‚‡˘ÂÌËfl. èÓ˝ÚÓÏÛ Û‰Ó·ÌÓ
‚‡˘ÂÌËÂ ÓÔËÒ˚‚‡Ú¸ ‚ÂÍÚÓÓÏ ϕ→, ÍÓÚÓ˚È Ì‡Ô‡‚ÎÂÌ ÔÓ ÓÒË
‚‡˘ÂÌËfl Ë ÔÓ ‡·ÒÓÎ˛ÚÌÓÈ ‚ÂÎË˜ËÌÂ ‡‚ÂÌ Û„ÎÛ ÔÓ‚ÓÓÚ‡ ‚ÓÍÛ„
˝ÚÓÈ ÓÒË. èÓ ˝ÚÓÏÛ ÒÓ„Î‡¯ÂÌË˛ δϕ→ = n

→δϕ Ë

δr
→

i = [δϕ→, r
→

i], (2.102)

„‰Â ËÌ‰ÂÍÒ i ÛÍ‡Á˚‚‡ÂÚ Ì‡ ÌÓÏÂ ˜‡ÒÚËˆ˚ ‚ ÒËÒÚÂÏÂ, ‡‰ËÛÒ-‚ÂÍ-
ÚÓ ÍÓÚÓÓÈ ËÁÏÂÌËÎÒfl ‚ ÂÁÛÎ¸Ú‡ÚÂ ÔÓ‚ÓÓÚ‡ ÒËÒÚÂÏ˚. àÁÏÂÌÂ-
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ê‡ÁÓ·¸ÂÏ ÔÓÒÎÂ‰ÌÂÂ ÒÎ‡„‡ÂÏÓÂ Ì‡ ‰‚Â ˜‡ÒÚË:

èÂÂÓ·ÓÁÌ‡˜ËÏ i ⇔ j ‚Ó ‚ÚÓÓÈ ÒÛÏÏÂ:

ì˜ÚÂÏ, ˜ÚÓ ‚ ÒËÎÛ ÚÂÚ¸Â„Ó Á‡ÍÓÌ‡ ç¸˛ÚÓÌ‡, ‚ÒÂ ÒËÎ˚ ‚ıÓ‰flÚ Ô‡-
‡ÏË, ÔË˜ÂÏ F

→
ji
in = –F

→
ij
in. èÓ˝ÚÓÏÛ

ÇÌÛÚÂÌÌflfl ÒËÎ‡ F
→

ij
in ‚ ÒËÒÚÂÏÂ Ò Ô‡Ì˚ÏË ‚Á‡ËÏÓ‰ÂÈÒÚ‚ËflÏË, 

ÓÔÂ‰ÂÎÂÌÌ‡fl Û‡‚ÌÂÌËÂÏ ÍÓÎÎËÌÂ‡Ì‡ ‚ÂÍ-

ÚÓÛ (r
→

i – r
→

j):

Ë, ÒÎÂ‰Ó‚‡ÚÂÎ¸ÌÓ, (r
→

i – r
→

j) × F
→

ij
in = 0. Ç ÂÁÛÎ¸Ú‡ÚÂ ‚ ‚˚‡ÊÂÌËË

‰Îfl ÓÒÚ‡ÂÚÒfl ÒÎ‡„‡ÂÏÓÂ, Ó·ÛÒÎÓ‚ÎÂÌÌÓÂ ÚÓÎ¸ÍÓ ‚ÌÂ¯ÌËÏË

ÒËÎ‡ÏË:

(2.105)
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èÓÒÍÓÎ¸ÍÛ ‚ÒÂ ÍÓÏÔÓÌÂÌÚ˚ δϕ→ ÌÂÁ‡‚ËÒËÏ˚, ÚÓ ËÁ ËÌ‚‡Ë‡ÌÚÌÓÒ-
ÚË ÙÛÌÍˆËË ã‡„‡ÌÊ‡ (δL) ÒÎÂ‰ÛÂÚ:

(2.103)

èÓ˝ÚÓÏÛ ÔË ÛÍ‡Á‡ÌÌ˚ı Ó„‡ÌË˜ÂÌËflı ‚ ÔÓˆÂÒÒÂ ‰‚ËÊÂÌËfl Î˛·ÓÈ
ÏÂı‡ÌË˜ÂÒÍÓÈ ÒËÒÚÂÏ˚ ‚ÂÍÚÓ M

→
, ÍÓÚÓ˚È Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl ÏÓÏÂÌÚÓÏ

ËÏÔÛÎ¸Ò‡, ÒÓı‡ÌflÂÚÒfl cÓ ‚ÂÏÂÌÂÏ (˝ÚÓ ÓÚÍ˚Î Â˘Â à. äÂÔÎÂ).
Ä‰‰ËÚË‚ÌÓÒÚ¸ ˝ÚÓÈ ‚ÂÎË˜ËÌ˚ Ó˜Â‚Ë‰Ì‡ ‚ ÒËÎÛ Ò‡ÏÓÈ ÂÂ ÍÓÌÒÚÛÍ-
ˆËË. éÚÏÂÚËÏ, ˜ÚÓ ÏÓÏÂÌÚ ËÏÔÛÎ¸Ò‡ M

→
ÏÓÊÂÚ ÒÓı‡ÌflÚ¸Òfl Ë ‚ ÌÂ-

Á‡ÏÍÌÛÚÓÈ ÒËÒÚÂÏÂ. ç‡ÔËÏÂ, ÂÒÎË ÒËÒÚÂÏ‡ Ì‡ıÓ‰ËÚÒfl ‚Ó ‚ÌÂ¯ÌÂÏ
ÔÓÎÂ Ò ˆËÎËÌ‰Ë˜ÂÒÍÓÈ ÒËÏÏÂÚËÂÈ, ÔÓÚÂÌˆË‡Î¸Ì‡fl ˝ÌÂ„Ëfl U(ρ)
ÍÓÚÓÓ„Ó Á‡‚ËÒËÚ ÚÓÎ¸ÍÓ ÓÚ ρ. ã‡„‡ÌÊË‡Ì ÌÂ ÏÂÌflÂÚÒfl ÔË ÔÓ‚Ó-
ÓÚÂ ‚ÓÍÛ„ ÓÒË ˆËÎËÌ‰‡, Ë ÒÓı‡ÌflÂÚÒfl ÔÓÂÍˆËfl ÏÓÏÂÌÚ‡ Ì‡ ˝ÚÛ
ÓÒ¸. ÖÒÎË ‚ ÒÙÂË˜ÂÒÍÓÈ ÒËÒÚÂÏÂ ÍÓÓ‰ËÌ‡Ú (r, θ, ϕ) ÔÓÚÂÌˆË‡Î¸Ì‡fl
˝ÌÂ„Ëfl ˜‡ÒÚËˆ˚ Á‡‚ËÒËÚ ÚÓÎ¸ÍÓ ÓÚ r, ÚÓ ÔÓ‚ÓÓÚ Ì‡ ÔÓËÁ‚ÓÎ¸Ì˚È
Û„ÓÎ ‚ÓÍÛ„ Î˛·ÓÈ ÓÒË, ÔÓıÓ‰fl˘ÂÈ ˜ÂÂÁ Ì‡˜‡ÎÓ ÍÓÓ‰ËÌ‡Ú
(ˆÂÌÚ ÔÓÎfl), ÌÂ ËÁÏÂÌflÂÚ ÙÛÌÍˆË˛ ã‡„‡ÌÊ‡, ÔÓ˝ÚÓÏÛ ÏÂı‡ÌË˜Â-
ÒÍËÈ ÏÓÏÂÌÚ ˜‡ÒÚËˆ˚ ÒÓı‡ÌflÂÚÒfl ÓÚÌÓÒËÚÂÎ¸ÌÓ ˆÂÌÚ‡ ÔÓÎfl.

Ç ËÚÓ„Â Á‡ÏÍÌÛÚ‡fl ÏÂı‡ÌË˜ÂÒÍ‡fl ÒËÒÚÂÏ‡ ‚ ÍÎ‡ÒÒË˜ÂÒÍÓÈ ÏÂ-
ı‡ÌËÍÂ ‚ÒÂ„‰‡ ËÏÂÂÚ ÏËÌËÏÛÏ ÒÂÏ¸ ‡‰‰ËÚË‚Ì˚ı ËÌÚÂ„‡ÎÓ‚ ‰‚Ë-
ÊÂÌËfl: ˝ÌÂ„Ë˛, ÚË ÍÓÏÔÓÌÂÌÚ˚ ËÏÔÛÎ¸Ò‡ Ë ÚË ÍÓÏÔÓÌÂÌÚ˚
ÏÓÏÂÌÚ‡ ËÏÔÛÎ¸Ò‡.

2.9.5. ì‡‚ÌÂÌËÂ ‰‚ËÊÂÌËfl ÏÓÏÂÌÚ‡ ËÏÔÛÎ¸Ò‡ 
ÌÂÁ‡ÏÍÌÛÚÓÈ ÒËÒÚÂÏ˚

Ç ÓÚÎË˜ËÂ ÓÚ Á‡ÏÍÌÛÚÓÈ ÒËÒÚÂÏ˚ ‚ ÒËÒÚÂÏÂ, ÔÓ‰‚Â„‡˛˘ÂÈÒfl
‚ÌÂ¯ÌÂÏÛ ‚ÓÁ‰ÂÈÒÚ‚Ë˛, ÏÂı‡ÌË˜ÂÒÍËÈ ÏÓÏÂÌÚ ÌÂ Ó·flÁ‡Ì ÒÓı‡-
ÌflÚ¸Òfl. Ö„Ó ÔÓÎÌ‡fl ÔÓËÁ‚Ó‰Ì‡fl ÔÓ ‚ÂÏÂÌË ËÏÂÂÚ ‚Ë‰

(2.104)

Ç ÒËÎÛ Ô‡‡ÎÎÂÎ¸ÌÓÒÚË r
→•

i Ë p
→

i ÔÂ‚˚È ˜ÎÂÌ ÔÓ‰ ÁÌ‡ÍÓÏ ÒÛÏÏ˚ 
‡‚ÂÌ ÌÛÎ˛. èÓ‰ÒÚ‡‚Îflfl ‚Ó ‚ÚÓÓÂ ÒÎ‡„‡ÂÏÓÂ ‚˚‡ÊÂÌËÂ p

→•
i ËÁ

Û‡‚ÌÂÌËÈ ç¸˛ÚÓÌ‡ (2.23) ‚ ÓÚÒÛÚÒÚ‚ËÂ Ò‚flÁÂÈ, ÔÓÎÛ˜‡ÂÏ
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íÓ„‰‡ ‰Îfl ·ÂÒÍÓÌÂ˜ÌÓ Ï‡Î˚ı ÁÌ‡˜ÂÌËÈ Ô‡‡ÏÂÚ‡ ε (ε << 1) Ï˚
ÔÓÎÛ˜‡ÂÏ ·ÂÒÍÓÌÂ˜ÌÓ Ï‡ÎÓÂ ËÁÏÂÌÂÌËÂ Ó·Ó·˘ÂÌÌ˚ı ÍÓÓ‰ËÌ‡Ú

q′i = qi + δqi. (2.108)

á‰ÂÒ¸

(2.109)

Ë ÓÔÛ˘ÂÌ˚ ˜ÎÂÌ˚ ·ÓÎÂÂ ‚˚ÒÓÍÓ„Ó ÔÓfl‰Í‡ ÔÓ ε.
é·Ó·˘ÂÌËÂÏ ‡ÒÒÏÓÚÂÌÌ˚ı ‡ÌÂÂ ÌÂÔÂ˚‚Ì˚ı ÔÂÓ·‡ÁÓ-

‚‡ÌËÈ, ÓÒÚ‡‚Îfl˛˘Ëı Î‡„‡ÌÊË‡Ì ËÌ‚‡Ë‡ÌÚÌ˚Ï, fl‚ÎflÂÚÒfl ÙÛÌ-
‰‡ÏÂÌÚ‡Î¸Ì‡fl ÚÂÓÂÏ‡ ù. çfiÚÂ. ã˛·ÓÏÛ ÌÂÔÂ˚‚ÌÓÏÛ, Ó·‡-
ÚËÏÓÏÛ, Ó‰ÌÓÔ‡‡ÏÂÚË˜ÂÒÍÓÏÛ ÔÂÓ·‡ÁÓ‚‡ÌË˛ Ó·Ó·˘ÂÌÌ˚ı
ÍÓÓ‰ËÌ‡Ú ÏÂı‡ÌË˜ÂÒÍÓÈ ÒËÒÚÂÏ˚, ÔË ÍÓÚÓÓÏ ÙÛÌÍˆËfl ‰ÂÈ-
ÒÚ‚Ëfl ÓÒÚ‡ÂÚÒfl ËÌ‚‡Ë‡ÌÚÌÓÈ, ÒÓÓÚ‚ÂÚÒÚ‚ÛÂÚ ËÌÚÂ„‡Î ‰‚Ë-
ÊÂÌËfl. ÑÎfl ‰ÓÍ‡Á‡ÚÂÎ¸ÒÚ‚‡ ˝ÚÓÈ ÚÂÓÂÏ˚ Ì‡È‰ÂÏ ‰Îfl ·ÂÒÍÓÌÂ˜-
ÌÓ Ï‡Î˚ı ËÁÏÂÌÂÌËÈ Ó·Ó·˘ÂÌÌ˚ı ÍÓÓ‰ËÌ‡Ú (2.108) ËÁÏÂÌÂÌËÂ 

ÙÛÌÍˆËË ‰ÂÈÒÚ‚Ëfl 

(2.110)δ δ δS
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Ç ËÚÓ„Â ÒÍÓÓÒÚ¸ ËÁÏÂÌÂÌËfl ÏÓÏÂÌÚ‡ ËÏÔÛÎ¸Ò‡ ÌÂÁ‡ÏÍÌÛÚÓÈ
ÒËÒÚÂÏ˚ ‡‚Ì‡ ÏÓÏÂÌÚÛ ‚ÌÂ¯ÌËı ÒËÎ N.

ì‡‚ÌÂÌËfl (2.101), (2.105) ÂÒÚ¸ Ó·˘ËÂ Û‡‚ÌÂÌËfl ‰ËÌ‡ÏËÍË
ÒËÒÚÂÏ˚ Ï‡ÚÂË‡Î¸Ì˚ı ˜‡ÒÚËˆ.

2.10. íÖéêÖåÄ ç›íÖê

ÇÂÎËÍ‡fl ÍÌË„‡ ÔËÓ‰˚ Ì‡ÔËÒ‡Ì‡
Ì‡ flÁ˚ÍÂ Ï‡ÚÂÏ‡ÚËÍË, ÂÂ ·ÛÍ‚‡ÏË ÒÎÛ-
Ê‡Ú ÚÂÛ„ÓÎ¸ÌËÍË, ÓÍÛÊÌÓÒÚË Ë ‰Û-
„ËÂ „ÂÓÏÂÚË˜ÂÒÍËÂ ÙË„Û˚, ·ÂÁ ÔÓÏÓ-
˘Ë ÍÓÚÓ˚ı ˜ÂÎÓ‚ÂÍÛ ÌÂ‚ÓÁÏÓÊÌÓ ÔÓ-
ÌflÚ¸ ÂÂ Â˜¸; ·ÂÁ ÌËı – Ì‡Ô‡ÒÌÓÂ ·ÎÛÊ-
‰‡ÌËÂ ‚ ÚÂÏÌÓÏ Î‡·ËËÌÚÂ.

É. É‡ÎËÎÂÈ, 
ÅÂÒÂ‰˚ Ó ‰‚Ûı „Î‡‚ÌÂÈ¯Ëı 

ÒËÒÚÂÏ‡ı ÏË‡

ê‡ÒÒÏÓÚÂÌÌ˚Â Á‡ÍÓÌ˚ ÒÓı‡ÌÂÌËfl ‰Îfl Á‡ÏÍÌÛÚ˚ı ÒËÒÚÂÏ
·˚ÎË Ò‚flÁ‡Ì˚ Ò ÍÎ‡ÒÒË˜ÂÒÍËÏË ÔÂÓ·‡ÁÓ‚‡ÌËflÏË ÍÓÓ‰ËÌ‡Ú –
Ú‡ÌÒÎflˆËÂÈ ‚ÂÏÂÌÌ˚ı Ë ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚ÂÌÌ˚ı ÔÂÂÏÂÌÌ˚ı Ë ÔÓ-
‚ÓÓÚ‡ÏË ÒËÒÚÂÏ˚. Ç Ó·˘ÂÏ ÒÎÛ˜‡Â ÌÂÔÂ˚‚ÌÓÂ ÔÂÓ·‡ÁÓ‚‡-
ÌËÂ Ó·Ó·˘ÂÌÌ˚ı ÍÓÓ‰ËÌ‡Ú

q′i = Fi(q1, q2, …, qN, ε)   (i = 1, 2, …, N) (2.106)

Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl Ó‰ÌÓÔ‡‡ÏÂÚË˜ÂÒÍËÏ, ÂÒÎË ÌÓ‚˚Â ÍÓÓ‰ËÌ‡Ú˚ q′Á‡-
‰‡˛ÚÒfl ÌÂÔÂ˚‚Ì˚ÏË ÙÛÌÍˆËflÏË fi(q1, q2, …, qN, ε) Ë ı‡‡ÍÚÂË-
ÁÛ˛ÚÒfl ÌÂÔÂ˚‚Ì˚Ï Ô‡‡ÏÂÚÓÏ ε. èÂÓ·‡ÁÓ‚‡ÌËÂ (2.106) Ì‡-
Á˚‚‡ÂÚÒfl Ó·‡ÚËÏ˚Ï, ÍÓ„‰‡ ÒÚ‡˚Â ÍÓÓ‰ËÌ‡Ú˚ ÏÓÊÌÓ Ó‰ÌÓ-
ÁÌ‡˜ÌÓ ‚˚‡ÁËÚ¸ ˜ÂÂÁ ÌÓ‚˚Â. àÁÏÂÌÂÌËÂ ÍÓÓ‰ËÌ‡Ú (x, y) Ï‡ÚÂ-
Ë‡Î¸ÌÓÈ ÚÓ˜ÍË

x′ = xcosε – ysinε,

y′ = ycosε + xsinε (2.107)

ÔË ‚‡˘ÂÌËË ‚ÓÍÛ„ ÓÒË Oz Ì‡ Û„ÓÎ ε fl‚ÎflÂÚÒfl ÔÓÒÚÂÈ¯ËÏ ÔË-
ÏÂÓÏ Ó·‡ÚËÏ˚ı ÌÂÔÂ˚‚Ì˚ı ÔÂÓ·‡ÁÓ‚‡ÌËÈ.

èÛÒÚ¸ Ô‡‡ÏÂÚ ε ‚˚·‡Ì Ú‡Í, ˜ÚÓ ÚÓÊ‰ÂÒÚ‚ÂÌÌÓÏÛ ÔÂÓ·‡-
ÁÓ‚‡ÌË˛ ÒÓÓÚ‚ÂÚÒÚ‚ÛÂÚ ÁÌ‡˜ÂÌËÂ ε = 0:

Fi(q1, q2, …, qN, 0) = qi .
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ùÏÏË çfiÚÂ (ÌÂÏ. Amalie Emmy Noether;
23 Ï‡Ú‡ 1882, ùÎ‡Ì„ÂÌ – 14 ‡ÔÂÎfl 1935,
ÅËÌ-åÓ, ëòÄ) – ÌÂÏÂˆÍËÈ Ï‡ÚÂÏ‡ÚËÍ.
àÏÂÌÂÏ çfiÚÂ Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl ÙÛÌ‰‡ÏÂÌÚ‡Î¸-
Ì‡fl ÚÂÓÂÏ‡ ÚÂÓÂÚË˜ÂÒÍÓÈ ÙËÁËÍË, Ò‚flÁ˚-
‚‡˛˘‡fl Á‡ÍÓÌ˚ ÒÓı‡ÌÂÌËfl Ò ÒËÏÏÂÚËÂÈ
ÒËÒÚÂÏ˚. Ç 1928–1929 „„. ˜ËÚ‡Î‡ ÎÂÍˆËË ÔÓ 

‡Î„Â·Â ‚ åÓÒÍÓ‚ÒÍÓÏ ÛÌË‚ÂÒËÚÂÚÂ



ê‡ÒÒÏÓÚËÏ ÌÂÒÍÓÎ¸ÍÓ ÔËÏÂÓ‚ ÔËÏÂÌÂÌËfl ÚÂÓÂÏ˚
çfiÚÂ. Ç˚·ÂÂÏ ‚ Í‡˜ÂÒÚ‚Â Ó·Ó·˘ÂÌÌ˚ı ÍÓÓ‰ËÌ‡Ú˚ ‚ÂÍÚÓ‡
(x, y, z) Ë ‚ Í‡˜ÂÒÚ‚Â ÔÂÓ·‡ÁÓ‚‡ÌËÈ, ÒÓı‡Ìfl˛˘Ëı ‰ÂÈÒÚ‚ËÂ ÒË-
ÒÚÂÏ˚, – Ú‡ÌÒÎflˆË˛ ‚‰ÓÎ¸ ÓÒË éı. íÓ„‰‡ δx = ε, δy = 0, δz = 0  

Ë ÒÓı‡ÌflÂÚÒfl ÍÓÏÔÓÌÂÌÚ‡ ËÏÔÛÎ¸Ò‡ px = �
∂
∂
x

L
.�. èË ‚‡˘ÂÌËË

‚ÓÍÛ„ ÓÒË Oz

δx = εy, δy = –εx,

Ë ËÌ‚‡Ë‡ÌÚÌÓÏ ‰ÂÈÒÚ‚ËË, z-fl ÍÓÏÔÓÌÂÌÚ‡ ÏÓÏÂÌÚ‡ ËÏÔÛÎ¸Ò‡
Mz = pxy – pyx ÒÓı‡ÌflÂÚÒfl. àÌÚÂ„‡Î˚ ‰‚ËÊÂÌËfl ‚ÓÁÌËÍ‡˛Ú ÌÂ
ÚÓÎ¸ÍÓ ‚ Ò‚flÁË Ò ÒËÏÏÂÚËÂÈ ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚‡ Ë ‚ÂÏÂÌË. èÛÒÚ¸
Î‡„‡ÌÊË‡Ì ‰‚Ûı ÚÂıÏÂÌ˚ı „‡ÏÓÌË˜ÂÒÍËı ÓÒˆËÎÎflÚÓÓ‚
ËÏÂÂÚ ‚Ë‰

(2.115)

ÖÒÎË ÔÓÏÂÌflÚ¸ ÏÂÒÚ‡ÏË ËÌ‰ÂÍÒ˚ 1 Ë 2, ÚÓ Î‡„‡ÌÊË‡Ì ÌÂ ËÁÏÂ-
ÌËÚÒfl, Ó‰Ì‡ÍÓ ˝ÚÓ ÒÎÛ˜‡È ‰ËÒÍÂÚÌÓÈ ÒËÏÏÂÚËË Ë ÛÒÎÓ‚Ëfl ÚÂÓ-
ÂÏ˚ çfiÚÂ Á‰ÂÒ¸ ÌÂ ‚˚ÔÓÎÌfl˛ÚÒfl. íÂÏ ÌÂ ÏÂÌÂÂ Î‡„‡ÌÊË‡Ì
(2.115) ÌÂ ËÁÏÂÌflÂÚÒfl ÔË ÌÂÔÂ˚‚Ì˚ı Ó·‡ÚËÏ˚ı ÔÂÓ·‡ÁÓ-
‚‡ÌËflı («ËÁÓÒÔËÌÓ‚˚ı» ÔÂÓ·‡ÁÓ‚‡ÌËflı):

r
→

1′ = r
→

1′cosε + r
→

2′sinε,

r
→

2′ = –r
→

1′sinε + r
→

2′cosε

Ë ‚ÂÎË˜ËÌ‡ J = p
→

1r
→

2 – p
→

2r
→

1 – ÂÒÚ¸ ËÌÚÂ„‡Î ‰‚ËÊÂÌËfl. ä‡Í ÔÓÍ‡Á‡-
ÌÓ Â˘Â ã‡ÔÎ‡ÒÓÏ, ÔË ‰‚ËÊÂÌËË ‚ ˆÂÌÚ‡Î¸ÌÓÏ ÔÓÎÂ Ò ÔÓÚÂÌˆË-
‡Î¸ÌÓÈ ˝ÌÂ„ËÂÈ U = –α/r ÔÓÏËÏÓ ÏÓÏÂÌÚ‡ ËÏÔÛÎ¸Ò‡ ÒÓı‡ÌflÂÚ-

Òfl ‚ÂÎË˜ËÌ‡ (‚ÂÍÚÓ êÛÌ„Â–ãÂÌˆ‡). ëÓÓÚ‚ÂÚ-

ÒÚ‚Û˛˘ËÂ ‚˚ÍÎ‡‰ÍË ÔË‚Â‰ÂÌ˚ ‚ „Î‡‚Â 5. Ö„Ó ÒÓı‡ÌÂÌËÂ Ò‚flÁ‡-
ÌÓ Ò ÓÔÂ‰ÂÎÂÌÌ˚ÏË ÌÂÔÂ˚‚Ì˚ÏË ÔÂÓ·‡ÁÓ‚‡ÌËflÏË. èÓÒÎÂ‰-
ÌËÂ ‰‚‡ ÔËÏÂ‡ – ˝ÚÓ ÔËÏÂ˚ ÒÍ˚Ú˚ı ËÌÚÂ„‡ÎÓ‚ ‰‚ËÊÂÌËfl,
ÍÓÚÓ˚Â ÌÂ Ò‚flÁ‡Ì˚ Ò ÍÎ‡ÒÒË˜ÂÒÍËÏË ÔÂÓ·‡ÁÓ‚‡ÌËflÏË ÔÓ-
ÒÚ‡ÌÒÚ‚‡-‚ÂÏÂÌË.
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ì˜ËÚ˚‚‡fl ÍÓÏÏÛÚ‡ÚË‚ÌÓÒÚ¸ ÓÔÂ‡ˆËÈ ‰ËÙÙÂÂÌˆËÓ‚‡ÌËfl Ë 

‚‡¸ËÓ‚‡ÌËfl ËÏÂÂÏ

(2.111)

åÂÌflfl Û ÔÂ‚Ó„Ó Ë ÚÂÚ¸Â„Ó ÒÎ‡„‡ÂÏ˚ı ÔÓfl‰ÓÍ ÒÛÏÏËÓ‚‡-
ÌËfl Ë ËÌÚÂ„ËÓ‚‡ÌËfl, ÔÓÎÛ˜‡ÂÏ

èÓ‰˚ÌÚÂ„‡Î¸ÌÓÂ ‚˚‡ÊÂÌËÂ ‚ ÔÓÒÎÂ‰ÌÂÏ ÒÎ‡„‡ÂÏÓÏ ‡‚ÌÓ ÌÛ-
Î˛ Ì‡ ËÒÚËÌÌ˚ı Ú‡ÂÍÚÓËflı ‰‚ËÊÂÌËfl, Ë ÛÒÎÓ‚ËÂ ËÌ‚‡Ë‡ÌÚÌÓ-
ÒÚË ‰ÂÈÒÚ‚Ëfl Á‡ÔË¯ÂÏ Í‡Í

(2.112)

éÚÏÂÚËÏ, ˜ÚÓ ‚ ÓÚÎË˜ËÂ ÓÚ ‡ÒÒÏÓÚÂÌÌÓÈ ‡ÌÂÂ ‚‡Ë‡ˆËÓÌ-
ÌÓÈ Á‡‰‡˜Ë Ò Á‡ÍÂÔÎÂÌÌ˚ÏË ÍÓÌˆ‡ÏË, ‰Îfl ‚‡Ë‡ˆËÈ ‚ (2.210) ‚˚-
ÔÓÎÌfl˛ÚÒfl ÛÒÎÓ‚Ëfl: 1) δqi(t = t1) ≠ 0 Ë δqi(t = t2) ≠ 0, 2) t1 Ë t2 – ÔÓ-
ËÁ‚ÓÎ¸Ì˚. èÓ˝ÚÓÏÛ ÂÒÎË ‰ÂÈÒÚ‚ËÂ ËÌ‚‡Ë‡ÌÚÌÓ ÔË ÔÓ‚Â‰ÂÌÌÓÏ
ÔÂÓ·‡ÁÓ‚‡ÌËË, ÚÓ ÓÒÚ‡ÂÚÒfl ÔÓÚÂ·Ó‚‡Ú¸

(2.113)

áÌ‡˜ËÚ, ‚ÂÎË˜ËÌ‡

(2.114)

fl‚ÎflÂÚÒfl ËÌÚÂ„‡ÎÓÏ ‰‚ËÊÂÌËfl.
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íÓ„‰‡ ‚ÒÎÂ‰ÒÚ‚ËÂ Û‡‚ÌÂÌËÈ ã‡„‡ÌÊ‡ ÒÔ‡‚Â‰ÎË‚Ó ÒÓÓÚÌÓ-
¯ÂÌËÂ

(2.118)

ÇÂÎË˜ËÌÛ �
δ
δ
ε
L
.� Ì‡Á˚‚‡˛Ú ˜‡ÒÚË˜ÌÓ ÒÓı‡Ìfl˛˘ËÏÒfl ËÌÚÂ„‡-

ÎÓÏ ‰‚ËÊÂÌËfl, Ú‡Í Í‡Í ÓÌ‡ ÒÓ‚Ô‡‰‡ÂÚ Ò (2.114), ÂÒÎË ‰ÂÈÒÚ‚ËÂ ËÌ-

‚‡Ë‡ÌÚÌÓ ÓÚÌÓÒËÚÂÎ¸ÌÓ ÔÂÓ·‡ÁÓ‚‡ÌËÈ (2.108). Ç˚‡ÊÂÌËÂ �
δ
δ
L

ε
�

ÛÍ‡Á˚‚‡ÂÚ Ì‡ ËÒÚÓ˜ÌËÍ Ì‡Û¯ÂÌËfl Ú‡ÍÓÈ ËÌ‚‡Ë‡ÌÚÌÓÒÚË.

 

d

dt

L Lδ
δε

δ
δε˙

.=

ÖÒÎË Î‡„‡ÌÊË‡Ì ÒËÒÚÂÏ˚ ÌÂ ËÌ‚‡Ë‡ÌÚÂÌ ÓÚÌÓÒËÚÂÎ¸ÌÓ ÓÔ-
Â‰ÂÎÂÌÌ˚ı ÌÂÔÂ˚‚Ì˚ı ÔÂÓ·‡ÁÓ‚‡ÌËÈ, ÚÓ Ò Ëı ÔÓÏÓ˘¸˛, ÒÓ-
„Î‡ÒÌÓ ÏÂÚÓ‰Û ÉÂÎÎ-å‡ÌÌ‡ Ë ãÓÛ, ÏÓÊÌÓ Ì‡ÈÚË ‚˚‡ÊÂÌËÂ ‰Îfl
˜‡ÒÚË˜ÌÓ ÒÓı‡Ìfl˛˘ËıÒfl ËÌÚÂ„‡ÎÓ‚ ‰‚ËÊÂÌËfl. ÄÌ‡ÎËÚË˜ÂÒ-
ÍËÂ ‚˚‡ÊÂÌËfl ‰Îfl ÌËı ˜‡ÒÚÓ ·˚‚‡˛Ú ÔÓÎÂÁÌ˚ ÔË ÙÓÏÛÎËÓ‚-
ÍÂ ËÌÚÂ„‡Î¸Ì˚ı ÚÂÓÂÏ ‰ËÌ‡ÏËÍË. èÓÎÓÊËÏ ‚ ÔÂÓ·‡ÁÓ‚‡ÌËË
(2.109) Ô‡‡ÏÂÚ ε Á‡‚ËÒfl˘ËÏ ÓÚ ‚ÂÏÂÌË:

δqi = fi(q1, q2, …, qN)ε(t) (2.116)

Ë Ì‡È‰ÂÏ ËÁÏÂÌÂÌËÂ Î‡„‡ÌÊË‡Ì‡ ÔË Ú‡ÍËı ÔÂÓ·‡ÁÓ‚‡ÌËflı.
èÓÒÍÓÎ¸ÍÛ δq

.
i = f

.
i(q)ε(t) + fi(q)ε.(t), ÚÓ

é·ÓÁÌ‡˜ËÏ

(2.117)
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è¸Â-ëËÏÓÌ ã‡ÔÎ‡Ò (Ù. Pierre-Simon
Laplace; 23 Ï‡Ú‡ 1749 – 5 Ï‡Ú‡ 1827) –
Ù‡ÌˆÛÁÒÍËÈ Ï‡ÚÂÏ‡ÚËÍ Ë ‡ÒÚÓÌÓÏ;
ËÁ‚ÂÒÚÂÌ ‡·ÓÚ‡ÏË ‚ Ó·Î‡ÒÚË ‰ËÙÙÂ-
ÂÌˆË‡Î¸Ì˚ı Û‡‚ÌÂÌËÈ, Ó‰ËÌ ËÁ ÒÓÁ‰‡-

ÚÂÎÂÈ ÚÂÓËË ‚ÂÓflÚÌÓÒÚÂÈ



Ó‰ÌÓÈ ÒÚÂÔÂÌ¸˛ Ò‚Ó·Ó‰˚ fl‚Îfl-
ÂÚÒfl ÌÂÚË‚Ë‡Î¸Ì˚Ï Ó·Ó·˘ÂÌË-
ÂÏ Á‡‰‡˜Ë Ó ÎËÌÂÈÌ˚ı ÍÓÎÂ·‡-
ÌËflı Ï‡ÚÂÏ‡ÚË˜ÂÒÍÓ„Ó Ï‡flÚÌËÍ‡
(ËÒ. 3.1).

Ñ‚ËÊÂÌËÂ ı‡‡ÍÚÂËÁÛÂÚÒfl
Ó·Ó·˘ÂÌÌÓÈ ÍÓÓ‰ËÌ‡ÚÓÈ – ϕ-Û„-
ÎÓÏ ÓÚÍÎÓÌÂÌËfl ÓÚ Ì‡ËÌËÁ¯Â„Ó
ÔÓÎÓÊÂÌËfl Ï‡flÚÌËÍ‡. ì‡‚ÌÂÌËÂ
‰‚ËÊÂÌËfl Ï‡flÚÌËÍ‡ (ÒÏ. (2.61))

ϕ̈ = – �
g

l
� sinϕ (3.1)

ËÏÂÂÚ ‰‚‡ ÔÓÎÓÊÂÌËfl ‡‚ÌÓ‚ÂÒËfl ϕ = 0, ϕ = π. ê‡ÒÒÏÓÚËÏ Ï‡Î˚Â
ÍÓÎÂ·‡ÌËfl ‚·ÎËÁË ÔÓÎÓÊÂÌËfl ‡‚ÌÓ‚ÂÒËfl ϕ = 0. í‡Í Í‡Í

sinϕ = ϕ – �
ϕ
3

3

� + …, ÂÒÎË ϕ << 1, ÚÓ ‚ÎËflÌËÂ ‚ÚÓÓ„Ó Ë ÔÓÒÎÂ‰Û˛-

˘Ëı ÒÎ‡„‡ÂÏ˚ı Ï‡ÎÓ Ë ËÏË ÏÓÊÌÓ ÔÂÌÂ·Â˜¸. íÓ„‰‡ ‰ËÌ‡ÏËÍ‡
Ï‡flÚÌËÍ‡ ÓÔËÒ˚‚‡ÂÚÒfl ÎËÌÂÈÌ˚ÏË Û‡‚ÌÂÌËfl ‰‚ËÊÂÌËfl

ϕ̈ = –ω0
2ϕ,   (ω0

2 = �
g

l
�). (3.2)

ÖÒÎË ‡ÏÔÎËÚÛ‰‡ ÍÓÎÂ·‡ÌËÈ Ï‡Î‡, ÚÓ ÒËÒÚÂÏ‡ ÓÒÚ‡ÂÚÒfl ‚·ÎËÁË
ÔÓÎÓÊÂÌËfl ‡‚ÌÓ‚ÂÒËfl, ÍÓÚÓÓÂ fl‚ÎflÂÚÒfl ÛÒÚÓÈ˜Ë‚˚Ï. ã˛·ÓÂ
Ï‡ÎÓÂ ÓÚÍÎÓÌÂÌËÂ ÓÚ ÔÓÎÓÊÂÌËfl ‡‚ÌÓ‚ÂÒËfl ϕ = π ÔË‚Ó‰ËÚ Í
·ÂÒÍÓÌÂ˜ÌÓÏÛ Û‰‡ÎÂÌË˛ ÒËÒÚÂÏ˚ ÓÚ ÔÓÎÓÊÂÌËfl ‡‚ÌÓ‚ÂÒËfl.
å‡Î˚Â ÍÓÎÂ·‡ÌËfl ÓÚÒÛÚÒÚ‚Û˛Ú Ë ÔÓÎÓÊÂÌËÂ ‡‚ÌÓ‚ÂÒËfl ÌÂÛÒ-
ÚÓÈ˜Ë‚Ó. ê‡ÒÒÏÓÚÂÌÌ˚È ÔËÏÂ fl‚ÎflÂÚÒfl ı‡‡ÍÚÂÌ˚Ï ÔË
ËÒÒÎÂ‰Ó‚‡ÌËË ‚ Ó·˘ÂÏ ÒÎÛ˜‡Â ÍÓÎÂ·‡ÌËÈ ÓÍÓÎÓ ÔÓÎÓÊÂÌËfl
‡‚ÌÓ‚ÂÒËfl.

ÖÒÎË Ì‡ ÒËÒÚÂÏÛ Ì‡ÎÓÊÂÌ˚ ÒÚ‡ˆËÓÌ‡Ì˚Â „ÓÎÓÌÓÏÌ˚Â Ò‚flÁË
Ë ÓÒÚ‡ÂÚÒfl ÚÓÎ¸ÍÓ Ó‰Ì‡ ÒÚÂÔÂÌ¸ Ò‚Ó·Ó‰˚, ÚÓ ÍËÌÂÚË˜ÂÒÍ‡fl ˝ÌÂ-
„Ëfl T Í‡Í ÙÛÌÍˆËfl Ó·Ó·˘ÂÌÌ˚ı ÍÓÓ‰ËÌ‡Ú q Ë ÒÍÓÓÒÚÂÈ q

.
ËÏÂ-

ÂÚ ‚Ë‰ (2.55):

T = �
1

2
�a(q)q

.2. (3.3)

èÛÒÚ¸ ‰ÂÈÒÚ‚Û˛˘ËÂ Ì‡ ÒËÒÚÂÏÛ ÒÚ‡ˆËÓÌ‡Ì˚Â ÔÓÚÂÌˆË‡Î¸-
Ì˚Â ÒËÎ˚ Ú‡ÍÓ‚˚, ˜ÚÓ ÒÛ˘ÂÒÚ‚ÛÂÚ ıÓÚfl ·˚ Ó‰ÌÓ ÔÓÎÓÊÂÌËÂ
‡‚ÌÓ‚ÂÒËfl. íÓ„‰‡ ÔÓÚÂÌˆË‡Î¸Ì‡fl ˝ÌÂ„Ëfl U(q) ËÏÂÂÚ ÏËÌË-
ÏÛÏ. é·ÓÁÌ‡˜ËÏ ÒÓÓÚ‚ÂÚÒÚ‚Û˛˘ÂÂ ÏËÌËÏÛÏÛ ÁÌ‡˜ÂÌËÂ Ó·Ó·-
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ùÚÓ (ÚÂÓËfl ÍÓÎÂ·‡ÌËÈ Ë ‚ÓÎÌ) – Ó·-
Î‡ÒÚ¸ Ì‡ÛÍË, ËÒÒÎÂ‰Û˛˘‡fl ÍÓÎÂ·‡ÚÂÎ¸Ì˚Â
Ë ‚ÓÎÌÓ‚˚Â ÔÓˆÂÒÒ˚ ‚ ÒËÒÚÂÏ‡ı ‡ÁÎË˜ÌÓÈ
ÔËÓ‰˚; ÔË˜ÂÏ ÚÂÓËfl ÍÓÎÂ·‡ÌËÈ Ë ‚ÓÎÌ
‚ ÔÂ‚Û˛ Ó˜ÂÂ‰¸ ËÌÚÂÂÒÛÂÚÒfl Ó·˘ËÏË
Ò‚ÓÈÒÚ‚‡ÏË ÍÓÎÂ·‡ÚÂÎ¸Ì˚ı ÔÓˆÂÒÒÓ‚, ‡ ÌÂ
‰ÂÚ‡ÎflÏË ÔÓ‚Â‰ÂÌËfl ÒËÒÚÂÏ˚, Ò‚flÁ‡ÌÌ˚ÏË Ò
ÔÓfl‚ÎÂÌËÂÏ ÂÂ ÍÓÌÍÂÚÌÓÈ ÔËÓ‰˚ (ÙË-
ÁË˜ÂÒÍÓÈ, ·ËÓÎÓ„Ë˜ÂÒÍÓÈ Ë Ú. ‰.).

å.à. ê‡·ËÌÓ‚Ë˜, Ñ.à. íÛ·ÂˆÍÓ‚

3.1. ëÇéÅéÑçõÖ äéãÖÅÄçàü ëàëíÖåõ 

ë éÑçéâ ëíÖèÖçúû ëÇéÅéÑõ

èÓ‰ ÍÓÎÂ·‡ÌËflÏË ÔÓÌËÏ‡˛Ú Â„ÛÎflÌ˚Â ËÁÏÂÌÂÌËfl ‚Ó ‚ÂÏÂ-
ÌË Ô‡‡ÏÂÚÓ‚ ÒËÒÚÂÏ˚. íÓ˜ÌÓÂ ËÌÚÂ„ËÓ‚‡ÌËÂ Á‡‰‡˜ ÚÂÓËË ÍÓ-
ÎÂ·‡ÌËÈ ÏÂı‡ÌËÍË Á‡ÚÛ‰ÌÂÌÓ. é‰Ì‡ÍÓ ÒÛ˘ÂÒÚ‚ÛÂÚ ÓÔÂ‰ÂÎÂÌÌ˚È
ÚËÔ ÍÓÎÂ·‡ÌËÈ ‰Îfl ÒËÒÚÂÏ Ò Î˛·˚Ï ˜ËÒÎÓÏ ÒÚÂÔÂÌÂÈ Ò‚Ó·Ó‰˚, Ò
ÔÓÏÓ˘¸˛ ÍÓÚÓ˚ı ÏÓÊÌÓ ÔÓ‚ÂÒÚË ÔÓÎÌÓÂ ÓÔËÒ‡ÌËÂ ˝‚ÓÎ˛ˆËË
ÒËÒÚÂÏ˚ ‚Ó ‚ÂÏÂÌË. ùÚË ÍÓÎÂ·‡ÌËfl ı‡‡ÍÚÂËÁÛ˛ÚÒfl Ï‡ÎÓÒÚ¸˛
‡ÏÔÎËÚÛ‰˚ ÓÍÓÎÓ ÛÒÚÓÈ˜Ë‚Ó„Ó ÔÓÎÓÊÂÌËfl ‡‚ÌÓ‚ÂÒËfl Ò ‰ÓÒÚ‡ÚÓ˜-
ÌÓ Ï‡Î˚ÏË ÒÍÓÓÒÚflÏË, ÔË˜ÂÏ ÔÓÌflÚËÂ Ï‡ÎÓÒÚË ÓÔÂ‰ÂÎflÂÚÒfl
ı‡‡ÍÚÂÌ˚ÏË ÙËÁË˜ÂÒÍËÏË ÔÓÒÚÓflÌÌ˚ÏË Á‡‰‡˜Ë. íÓ„‰‡ ‚Ó ‚Â-
Ïfl ‰‚ËÊÂÌËfl ÓÚÍÎÓÌÂÌËfl Ë ÒÍÓÓÒÚË ·Û‰ÛÚ Ï‡Î˚, ‡ Û‡‚ÌÂÌËfl ã‡-
„‡ÌÊ‡ Á‡ÏÂÌflÚÒfl ÔË·ÎËÊÂÌÌ˚ÏË ÎËÌÂÈÌ˚ÏË ‰ËÙÙÂÂÌˆË‡Î¸-
Ì˚ÏË Û‡‚ÌÂÌËflÏË Ò ÔÓÒÚÓflÌÌ˚ÏË ÍÓ˝ÙÙËˆËÂÌÚ‡ÏË, Â¯ÂÌËfl
ÍÓÚÓ˚ı ‚˚‡Ê‡˛ÚÒfl ‚ ÚÂÏËÌ‡ı ˝ÎÂÏÂÌÚ‡Ì˚ı ÙÛÌÍˆËÈ. é·-
Î‡ÒÚ¸, ‚ ÍÓÚÓÓÈ ÏÓÊÌÓ ÔÓÎ¸ÁÓ‚‡Ú¸Òfl Ú‡ÍËÏË Û‡‚ÌÂÌËflÏË, ÓÔÂ-
‰ÂÎflÂÚÒfl ËÁ ‡Ì‡ÎËÁ‡ ÒÚ‡¯Ëı ˜ÎÂÌÓ‚ ‡ÁÎÓÊÂÌËfl ÌÂÎËÌÂÈÌ˚ı
Û‡‚ÌÂÌËÈ ã‡„‡ÌÊ‡ ‚ fl‰˚.

3.1.1. É‡ÏÓÌË˜ÂÒÍËÂ ÍÓÎÂ·‡ÌËfl

ë‚Ó·Ó‰Ì˚ÏË ÍÓÎÂ·‡ÌËflÏË Ì‡Á˚‚‡˛ÚÒfl ÍÓÎÂ·‡ÌËfl ‚ ÒËÒÚÂ-
ÏÂ, ÍÓÚÓ‡fl ÔÓÒÎÂ Í‡ÚÍÓ‚ÂÏÂÌÌÓ„Ó ‚ÓÁ·ÛÊ‰ÂÌËfl ‰‚ËÊÂÚÒfl
‰‡ÎÂÂ ·ÂÁ ‚ÌÂ¯ÌËı ‚ÓÁ‰ÂÈÒÚ‚ËÈ. íÂÓËfl ÎËÌÂÈÌ˚ı ÍÓÎÂ·‡ÌËÈ Ò

êËÒ. 3.1



q – q0 = x ‰Îfl ÓÚÍÎÓÌÂÌËfl ÍÓÓ‰ËÌ‡Ú˚ ÓÚ ÂÂ ‡‚ÌÓ‚ÂÒÌÓ„Ó ÁÌ‡˜Â-
ÌËfl. èÓ‰˜ÂÍÌÂÏ, Ó‰Ì‡ÍÓ, ˜ÚÓ ‚ÂÎË˜ËÌ‡ m ÒÓ‚Ô‡‰‡ÂÚ Ò Ï‡ÒÒÓÈ,
ÚÓÎ¸ÍÓ ÂÒÎË x – ‰ÂÍ‡ÚÓ‚‡ ÍÓÓ‰ËÌ‡Ú‡ ˜‡ÒÚËˆ˚.

èÓ‰ÒÚ‡‚Îflfl (3.6) ‚ Û‡‚ÌÂÌËfl ã‡„‡ÌÊ‡

(3.7)

ÔÓÎÛ˜‡ÂÏ Û‡‚ÌÂÌËÂ Ï‡Î˚ı ÍÓÎÂ·‡ÌËÈ (Û‡‚ÌÂÌËÂ „‡ÏÓÌË˜ÂÒ-
ÍÓ„Ó ÓÒˆËÎÎflÚÓ‡):

mẍ + kx = 0. (3.8)

é·ÓÁÌ‡˜ËÏ

ω0
2 = �

m

k
� (3.9)

Ë ÔÂÂÔË¯ÂÏ Û‡‚ÌÂÌËÂ ‰‚ËÊÂÌËfl (3.8) ‚ ‚Ë‰Â

ẍ + ω0
2x = 0. (3.10)

Ö„Ó Â¯ÂÌËÂ ËÏÂÂÚ ‚Ë‰

x = acos(ω0t + ϕ) (3.11)

Ë ÓÔËÒ˚‚‡ÂÚ ÔÓÒÚÓÂ „‡ÏÓÌË˜ÂÒÍÓÂ ÍÓÎÂ·‡ÌËÂ ˜‡ÒÚËˆ˚ ÓÍÓÎÓ
ÔÓÎÓÊÂÌËfl ‡‚ÌÓ‚ÂÒËfl. ç‡Ë·ÓÎ¸¯ÂÂ ÓÚÍÎÓÌÂÌËÂ Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl
‡ÏÔÎËÚÛ‰ÓÈ a, ω0t + ϕ ÌÓÒËÚ Ì‡Á‚‡ÌËÂ Ù‡Á˚ ÍÓÎÂ·‡ÌËÈ, ϕ – Ì‡-
˜‡Î¸ÌÓÈ Ù‡Á˚ ÍÓÎÂ·‡ÌËÈ. èÓÒÚÓflÌÌ˚Â a Ë ϕ ÓÔÂ‰ÂÎfl˛ÚÒfl ËÁ Ì‡-
˜‡Î¸Ì˚ı ÛÒÎÓ‚ËÈ – ÔÓÎÓÊÂÌËfl Ï‡ÚÂË‡Î¸ÌÓÈ ÚÓ˜ÍË Ë ÂÂ ÒÍÓÓ-
ÒÚË ‚ Ì‡˜‡Î¸Ì˚È ÏÓÏÂÌÚ t = 0. èÓÎÓÊËÏ, x(t = 0) = x0, x

.
(t = 0) = x

.
0.

àÁ (3.11) Ì‡ıÓ‰ËÏ ÒÓÓÚÌÓ¯ÂÌËfl 

x0 = x(t = 0) = acos(ϕ),

x
.
0 = x

.
(t = 0) = –aω0sin(ϕ), (3.12)

ÍÓÚÓ˚Â ÔÓÁ‚ÓÎfl˛Ú Ì‡ÈÚË a Ë ϕ.
á‡ÍÓÌ ‰‚ËÊÂÌËfl (3.11) ÏÓÊÌÓ ÔÂ‰ÒÚ‡‚ËÚ¸ ‚ ÙÓÏÂ, „‰Â ÔÓ-

ÒÚÓflÌÌ˚Â ËÌÚÂ„ËÓ‚‡ÌËfl ‚˚‡ÊÂÌ˚ ˜ÂÂÁ Ì‡˜‡Î¸Ì˚Â ‰‡ÌÌ˚Â.
èËÏÂÌflfl ÙÓÏÛÎÛ ‰Îfl ÍÓÒËÌÛÒ‡ ÒÛÏÏ˚, ËÁ ÒÓÓÚÌÓ¯ÂÌËÈ (3.11),
(3.12) ÔÓÎÛ˜‡ÂÏ

(3.13)x x t
x

t= ( ) + ( )0 0
0

0
0cos

˙
sin .ω

ω
ω
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dt
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˘ÂÌÌÓÈ ÍÓÓ‰ËÌ‡Ú˚ q0. ëÓ„Î‡ÒÌÓ (2.58), Ó·Ó·˘ÂÌÌ‡fl ÒËÎ‡, ÔË-
ÎÓÊÂÌÌ‡fl Í ÒËÒÚÂÏÂ, ‚ ÔÓÎÓÊÂÌËË ‡‚ÌÓ‚ÂÒËfl ‰ÓÎÊÌ‡ ·˚Ú¸
‡‚Ì‡ ÌÛÎ˛:

èË Ï‡Î˚ı ÓÚÍÎÓÌÂÌËflı ÓÚ ÔÓÎÓÊÂÌËfl ‡‚ÌÓ‚ÂÒËfl ÔÓÚÂÌˆË-
‡Î¸ÌÛ˛ ˝ÌÂ„Ë˛ ÏÓÊÌÓ ‡ÁÎÓÊËÚ¸ ‚ fl‰ ÔÓ ÒÚÂÔÂÌflÏ q – q0 Ò ÚÓ˜-
ÌÓÒÚ¸˛ ‰Ó ‚ÂÎË˜ËÌ ‚ÚÓÓ„Ó ÔÓfl‰Í‡ Ï‡ÎÓÒÚË:

(3.4)

„‰Â ÍÓ˝ÙÙËˆËÂÌÚ k ‡‚ÂÌ ÁÌ‡˜ÂÌË˛ ‚ÚÓÓÈ ÔÓËÁ‚Ó‰ÌÓÈ ÓÚ U(q)
ÔË q = q0. Ç ÓÍÂÒÚÌÓÒÚË ‡‚ÌÓ‚ÂÒËfl ‚ÓÁÌËÍ‡ÂÚ Ó·Ó·˘ÂÌÌ‡fl ÒËÎ‡

F(q) = –k(q – q0), (3.5)

ÍÓÚÓ‡fl ÓÚËˆ‡ÚÂÎ¸Ì‡ ÔË k > 0, q > q0. èÓ˝ÚÓÏÛ ‚·ÎËÁË ÏËÌËÏÛ-
Ï‡ ÔÓÚÂÌˆË‡Î¸ÌÓÈ ˝ÌÂ„ËË ‚ÓÁÌËÍ‡ÂÚ ÒËÎ‡, ÒÚÂÏfl˘‡flÒfl ‚ÂÌÛÚ¸
ÚÂÎÓ ‚ ÔÓÎÓÊÂÌËÂ ‡‚ÌÓ‚ÂÒËfl. Ç ˝ÚÓÏ ÒÎÛ˜‡Â ÒËÒÚÂÏ‡ Ò Ï‡Î˚ÏË
ÓÚÍÎÓÌÂÌËflÏË q – q0 Ë Ï‡Î˚ÏË ÒÍÓÓÒÚflÏË ‚Ó ‚ÂÏfl ‰‚ËÊÂÌËfl ÌÂ
‚˚È‰ÂÚ Á‡ ÔÂ‰ÂÎ˚ Ì‡ÔÂÂ‰ Á‡‰‡ÌÌÓÈ ÓÍÂÒÚÌÓÒÚË ÚÓ˜ÍË ‡‚ÌÓ-
‚ÂÒËfl, ˜ÚÓ Ë ÓÔ‡‚‰˚‚‡ÂÚ «ÎËÌÂ‡ËÁ‡ˆË˛» Á‡‰‡˜Ë. èÓÎÓÊÂÌËÂ
‡‚ÌÓ‚ÂÒËfl, ÓÚ‚Â˜‡˛˘ÂÂ ÏËÌËÏÛÏÛ ÔÓÚÂÌˆË‡Î¸ÌÓÈ ˝ÌÂ„ËË, Ì‡-
Á˚‚‡ÂÚÒfl ÛÒÚÓÈ˜Ë‚˚Ï. ÖÒÎË ÒÓÒÚÓflÌËÂ ‡‚ÌÓ‚ÂÒËfl ÔË q = q0 Â-
‡ÎËÁÛÂÚÒfl ‚ Ï‡ÍÒËÏÛÏÂ ÔÓÚÂÌˆË‡Î¸ÌÓÈ ˝ÌÂ„ËË, ÚÓ ÔË Ï‡ÎÓÈ Ì‡-
˜‡Î¸ÌÓÈ ÒÍÓÓÒÚË Ë ÓÚÍÎÓÌÂÌËflı Ï‡ÚÂË‡Î¸Ì‡fl ÚÓ˜Í‡ ÌÂ ÓÒÚ‡ÂÚ-
Òfl ‚ Î˛·ÓÈ Á‡‰‡ÌÌÓÈ ÓÍÂÒÚÌÓÒÚË ÚÓ˜ÍË ‡‚ÌÓ‚ÂÒËfl. Ç ÔÓˆÂÒÒÂ
‰‚ËÊÂÌËfl ÓÌ‡ ‚˚È‰ÂÚ Á‡ ÂÂ ÔÂ‰ÂÎ˚.

îÛÌÍˆËfl ã‡„‡ÌÊ‡ L = T – U ‚·ÎËÁË ÛÒÚÓÈ˜Ë‚Ó„Ó ÔÓÎÓÊÂÌËfl
‡‚ÌÓ‚ÂÒËfl ËÏÂÂÚ ‚Ë‰

(3.6)

á‰ÂÒ¸ ‚ ‡ÁÎÓÊÂÌËË a(q) = a(q0) + �
da

d

(

q

q)
� + … ÓÒÚ‡‚ÎÂÌ ÚÓÎ¸ÍÓ 

ÔÂ‚˚È ÌÂËÒ˜ÂÁ‡˛˘ËÈ ˜ÎÂÌ Ë ‚‚Â‰ÂÌ˚ Ó·ÓÁÌ‡˜ÂÌËfl a(q0) = m Ë 

L a q q
k

q q
mx kx= ( ) ( ) =1

2 2 2 20
2

0
2

2 2

˙ – –
˙

– .

U q U q
d U q

dq
q q

k
q q U q

q q

( ) = ( ) + ( ) ( ) = ( ) + ( )
=

0

2

2 0
2

0
2

0
1
2 2

0

– – ,

F q
U

q
q q

0

0

0( ) = ∂
∂

⎛
⎝⎜

⎞
⎠⎟

=
=

– .
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ÒÚ‡‚ÎÂÌËÂÏ ‰‚ËÊÂÌËfl Ì‡ Ù‡ÁÓ‚ÓÈ
ÔÎÓÒÍÓÒÚË. ê‡ÒÒÏÓÚËÏ ÔÎÓÒ-
ÍÓÒÚ¸ Ò ÍÓÓ‰ËÌ‡Ú‡ÏË (ı, Û = x

.
),

ÍÓÚÓ‡fl Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl Ù‡ÁÓ‚ÓÈ.
íÓ˜Í‡ Ò ÍÓÓ‰ËÌ‡Ú‡ÏË ı(t), y(t)
Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl ËÁÓ·‡Ê‡˛˘ÂÈ ÚÓ˜-
ÍÓÈ. ç‡ Ù‡ÁÓ‚ÓÈ ÔÎÓÒÍÓÒÚË ‡Î„Â-
·‡Ë˜ÂÒÍÓÂ Û‡‚ÌÂÌËÂ (3.15) ÓÔ-
Â‰ÂÎflÂÚ ÍË‚Û˛ ‚ÚÓÓ„Ó ÔÓfl‰-
Í‡ (˝ÎÎËÔÒ) (ËÒ. 3.2), Ô‡‡ÏÂÚË-
ÁÛÂÏÛ˛ ‚ ‚Ë‰Â

(3.16)

àÁ Ò‡‚ÌÂÌËfl ˝ÚËı ÙÓÏÛÎ ÒÎÂ‰ÛÂÚ, ˜ÚÓ θ
.

= ω0 (ÔË E > 0), Ú. Â.
ËÁÓ·‡Ê‡˛˘‡fl ÚÓ˜Í‡ ‰‚ËÊÂÚÒfl ÔÓ ˝ÎÎËÔÒÛ Ò ‡‚ÌÓÏÂÌ˚Ï ‚‡-
˘ÂÌËÂÏ, ˜ÚÓ ‰‡ÂÚ flÒÌ˚È «ÒˆÂÌ‡ËÈ» ‰‚ËÊÂÌËfl ÒËÒÚÂÏ˚. ç‡Ô‡‚-
ÎÂÌËÂ ‰‚ËÊÂÌËfl ÔÓÍ‡Á‡ÌÓ Ì‡ ËÒ. 32 ÒÚÂÎÍ‡ÏË. ÇÒfl Ù‡ÁÓ‚‡fl ÔÎÓ-
ÒÍÓÒÚ¸ Á‡ÔÓÎÌÂÌ‡ ·ÂÒÍÓÌÂ˜Ì˚Ï ÏÌÓÊÂÒÚ‚ÓÏ ‚ÎÓÊÂÌÌ˚ı ‰Û„ ‚
‰Û„‡ ˝ÎÎËÔÒÓ‚, ‡ÁÎË˜‡˛˘ËıÒfl ÚÓÎ¸ÍÓ Ô‡‡ÏÂÚÓÏ E. èË Ì‡-
˜‡Î¸Ì˚ı ÛÒÎÓ‚Ëflı x

.
= x = 0 ËÁÓ·‡Ê‡˛˘‡fl ÚÓ˜Í‡ Ì‡ıÓ‰ËÚÒfl ‚ ÛÒ-

ÚÓÈ˜Ë‚ÓÏ ÔÓÎÓÊÂÌËË ‡‚ÌÓ‚ÂÒËfl, ÍÓÚÓÓÂ Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl ˆÂÌÚÓÏ.

3.2. áÄíìïÄûôàÖ ëÇéÅéÑçõÖ äéãÖÅÄçàü

Ç Â‡Î¸Ì˚ı ÙËÁË˜ÂÒÍËı ÍÓÎÂ·‡ÚÂÎ¸Ì˚ı ÒËÒÚÂÏ‡ı ‚ÒÂ„‰‡
ÔËÒÛÚÒÚ‚Û˛Ú ÒËÎ˚ ÒÓÔÓÚË‚ÎÂÌËfl, ‰ÂÈÒÚ‚ËÂ ÍÓÚÓ˚ı ÛÏÂÌ¸-
¯‡ÂÚ ˝ÌÂ„Ë˛ ÒËÒÚÂÏ˚. ùÌÂ„Ëfl ÔË ˝ÚÓÏ ÔÂÂıÓ‰ËÚ ‚ ÚÂÔÎÓ,
ËÎË, Í‡Í „Ó‚ÓflÚ, ‰ËÒÒËÔËÛÂÚÒfl (ÔÓ-Î‡ÚËÌÒÍË ‰ËÒÒËÔ‡ˆËfl ÓÁÌ‡-
˜‡ÂÚ ‡ÒÒÂflÌËÂ).

èÓˆÂÒÒ ‰‚ËÊÂÌËfl ‚ ˝ÚËı ÛÒÎÓ‚Ëflı ÛÊÂ ÌÂ fl‚ÎflÂÚÒfl ˜ËÒÚÓ ÏÂ-
ı‡ÌË˜ÂÒÍËÏ, Ë Â„Ó ‡ÒÒÏÓÚÂÌËÂ ÚÂ·ÛÂÚ Û˜ÂÚ‡ ‰‚ËÊÂÌËfl ÒÂ‰˚,
‚ ÍÓÚÓÓÈ ‰‚ËÊÂÚÒfl ÚÂÎÓ, Ë ‚ÌÛÚÂÌÌÂ„Ó ÚÂÔÎÓ‚Ó„Ó ÒÓÒÚÓflÌËfl
Í‡Í Ò‡ÏÓÈ ÒÂ‰˚, Ú‡Í Ë ÚÂÎ‡. é‰Ì‡ÍÓ ‚Ó ÏÌÓ„Ëı ÒÎÛ˜‡flı ‚ÎËflÌËÂ
ÒËÎ ÒÓÔÓÚË‚ÎÂÌËfl (‚flÁÍÓ„Ó ÚÂÌËfl) ÏÓÊÌÓ ÔË·ÎËÊÂÌÌÓ ÓÔË-
Ò‡Ú¸ ÙÂÌÓÏÂÌÓÎÓ„Ë˜ÂÒÍË ‚‚Â‰ÂÌËÂÏ ‚ Û‡‚ÌÂÌËÂ ‰‚ËÊÂÌËfl ‰Ó-
ÔÓÎÌËÚÂÎ¸Ì˚ı ˜ÎÂÌÓ‚. Ç Û‰Ó‚ÎÂÚ‚ÓËÚÂÎ¸ÌÓÏ ÒÓ„Î‡ÒËË Ò ÓÔ˚-
ÚÓÏ ‰Îfl ‰ÓÒÚ‡ÚÓ˜ÌÓ Ï‡Î˚ı ÒÍÓÓÒÚÂÈ ‰ÂÈÒÚ‚Û˛˘‡fl Ì‡ ÚÂÎÓ ÒËÎ‡
ÚÂÌËfl ÔÓÔÓˆËÓÌ‡Î¸Ì‡ ÒÍÓÓÒÚË Ë Ì‡Ô‡‚ÎÂÌ‡ ÔÓÚË‚ Ì‡Ô‡‚-

x t
E

t x t E t( ) = ( ) ( ) = ( )2
2

0ω
θ θsin , ˙ cos .

ñËÍÎË˜ÂÒÍ‡fl ˜‡ÒÚÓÚ‡ ω0, ÍÓÚÓÛ˛ ˜‡ÒÚÓ Ì‡Á˚‚‡˛Ú ÔÓÒÚÓ ˜‡Ò-
ÚÓÚÓÈ, Á‡‚ËÒËÚ ÚÓÎ¸ÍÓ ÓÚ Ô‡‡ÏÂÚÓ‚ ÒËÒÚÂÏ˚ Ë ÌÂ Á‡‚ËÒËÚ
ÓÚ Ì‡˜‡Î¸Ì˚ı ÛÒÎÓ‚ËÈ ‰‚ËÊÂÌËfl. éÌ‡ ‚ÒÂˆÂÎÓ ÓÔÂ‰ÂÎflÂÚÒfl
Ò‚ÓÈÒÚ‚‡ÏË ÏÂı‡ÌË˜ÂÒÍÓÈ ÒËÒÚÂÏ˚ Í‡Í Ú‡ÍÓ‚ÓÈ. ùÚÓ Ò‚ÓÈÒÚ‚Ó
˜‡ÒÚÓÚ˚ ÒÓ·ÒÚ‚ÂÌÌ˚ı ÍÓÎÂ·‡ÌËÈ Ò‚flÁ‡ÌÓ Ò Ï‡ÎÓÒÚ¸˛ ÍÓÎÂ·‡ÌËÈ
Ë ËÒ˜ÂÁ‡ÂÚ ‰Îfl ÌÂÎËÌÂÈÌ˚ı ÍÓÎÂ·‡ÌËÈ ÓÒˆËÎÎflÚÓ‡.

äËÌÂÚË˜ÂÒÍ‡fl T Ë ÔÓÚÂÌˆË‡Î¸Ì‡fl U ˝ÌÂ„Ëfl

T = �
m

2
�a2ω0

2sin2(ω0t + ϕ),

U = �
m

2
�ω0

2a2cos2(ω0t + ϕ)

ÏÂÌfl˛ÚÒfl Ò ˜‡ÒÚÓÚÓÈ 2ω0. ÇÓ ‚ÂÏfl ÍÓÎÂ·‡ÌËÈ ÔÓËÒıÓ‰flÚ ÔÂË-
Ó‰Ë˜ÂÒÍÓÂ ÔÂ‚‡˘ÂÌËÂ ÍËÌÂÚË˜ÂÒÍÓÈ ˝ÌÂ„ËË ‚ ÔÓÚÂÌˆË‡Î¸ÌÛ˛
Ë Ó·‡ÚÌ˚È ÔÓˆÂÒÒ. èÓÎÌ‡fl ˝ÌÂ„Ëfl ÒËÒÚÂÏ˚

(3.14)

ÔÓÔÓˆËÓÌ‡Î¸Ì‡ Í‚‡‰‡ÚÛ ‡ÏÔÎËÚÛ‰˚ ÍÓÎÂ·‡ÌËÈ Ë Í‚‡‰‡ÚÛ
ÒÓ·ÒÚ‚ÂÌÌÓÈ ˜‡ÒÚÓÚ˚ Ë ÌÂ Á‡‚ËÒËÚ ÓÚ ‚ÂÏÂÌË. á‡ÍÓÌ ÒÓı‡ÌÂ-
ÌËfl ˝ÌÂ„ËË ‰Îfl „‡ÏÓÌË˜ÂÒÍÓ„Ó ÓÒˆËÎÎflÚÓ‡ ÏÓÊÌÓ ÔÓÎÛ˜ËÚ¸
Ò‡ÁÛ ËÁ Û‡‚ÌÂÌËÈ ‰‚ËÊÂÌËfl. ìÏÌÓÊ‡fl Û‡‚ÌÂÌËÂ (3.8) Ì‡ x

.

Á‡ÍÎ˛˜‡ÂÏ, ÔÓÎÌ‡fl ˝ÌÂ„Ëfl

(3.15)

ÒÓı‡ÌflÂÚÒfl: E
.

= 0 Ì‡ Â¯ÂÌËflı Û‡‚ÌÂÌËfl (3.8), Ú. Â. ‚ÂÎË˜ËÌ‡ Ö
fl‚ÎflÂÚÒfl ËÌÚÂ„‡ÎÓÏ ‰‚ËÊÂÌËfl. àÒÚÓË˜ÂÒÍË ËÏÂÌÌÓ ÔË ËÒÒÎÂ-
‰Ó‚‡ÌËË ‰‚ËÊÂÌËfl Ï‡flÚÌËÍ‡ É˛È„ÂÌÒ ÔÂ‰ÎÓÊËÎ Ó‰ÌÛ ËÁ ÔÂ‚˚ı
ÙÓÏÛÎËÓ‚ÓÍ Á‡ÍÓÌ‡ ÒÓı‡ÌÂÌËfl ÏÂı‡ÌË˜ÂÒÍÓÈ ˝ÌÂ„ËË.

3.1.2. î‡ÁÓ‚‡fl ÔÎÓÒÍÓÒÚ¸

éÔËÒ‡ÌËÂ ‰‚ËÊÂÌËfl ‚ ‚Ë‰Â Á‡‚ËÒËÏÓÒÚË Ó·Ó·˘ÂÌÌÓÈ ÍÓÓ‰Ë-
Ì‡Ú˚ ‚Ó ‚ÂÏÂÌË ÌÂ fl‚ÎflÂÚÒfl Â‰ËÌÒÚ‚ÂÌÌÓ ‚ÓÁÏÓÊÌ˚Ï. Ç fl‰Â
ÒÎÛ˜‡Â‚ Í‡˜ÂÒÚ‚ÂÌÌÓÂ ÓÔËÒ‡ÌËÂ ‰‚ËÊÂÌËfl ÏÓÊÌÓ ÔÓÎÛ˜ËÚ¸ ÔÂ‰-

 
E

x
x= +

˙ 2
0
2

2

2 2
ω

 

˙̇ ˙ ˙
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ÎÂÌËfl ÒÍÓÓÒÚË. èÓ˝ÚÓÏÛ Ó·Ó·˘ÂÌÌÛ˛ ÒËÎÛ ÚÂÌËfl fÚ, ‰ÂÈÒÚ‚Û-
˛˘Û˛ Ì‡ ÒËÒÚÂÏÛ, ÒÓ‚Â¯‡˛˘Û˛ Ï‡Î˚Â ÍÓÎÂ·‡ÌËfl Ò Ó·Ó·˘ÂÌ-
ÌÓÈ ÍÓÓ‰ËÌ‡ÚÓÈ x, ÏÓÊÌÓ Á‡ÔËÒ‡Ú¸ ‚ ‚Ë‰Â

fÚ = –αx
.

(α > 0), (3.17)

„‰Â ÔÓÎÓÊËÚÂÎ¸Ì‡fl ‚ÂÎË˜ËÌ‡ α Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl ÍÓ˝ÙÙËˆËÂÌÚÓÏ ÒÓ-
ÔÓÚË‚ÎÂÌËfl ËÎË ‚flÁÍÓ„Ó ÚÂÌËfl, ‡ ÁÌ‡Í «ÏËÌÛÒ» ÔÓÍ‡Á˚‚‡ÂÚ,
˜ÚÓ ÒËÎ‡ ‰ÂÈÒÚ‚ÛÂÚ ‚ ÒÚÓÓÌÛ, ÔÓÚË‚ÓÔÓÎÓÊÌÛ˛ ÒÍÓÓÒÚË. íÓ„-
‰‡ Û‡‚ÌÂÌËfl ‰‚ËÊÂÌËfl ‰Îfl „‡ÏÓÌË˜ÂÒÍÓ„Ó ÓÒˆËÎÎflÚÓ‡ Ò Û˜Â-
ÚÓÏ ÚÂÌËfl ËÏÂ˛Ú ‚Ë‰

mẍ = –kx – αx
.
. (3.18)

ùÚÓ ÎËÌÂÈÌÓÂ Ó‰ÌÓÓ‰ÌÓÂ ‰ËÙÙÂÂÌˆË‡Î¸ÌÓÂ Û‡‚ÌÂÌËÂ ÏÓÊÌÓ
ÔÂÂÔËÒ‡Ú¸ ÒÎÂ‰Û˛˘ËÏ Ó·‡ÁÓÏ:

ẍ + 2λx
.

+ ω0
2x = 0, (3.19)

„‰Â ω0 – ˜‡ÒÚÓÚ‡ Ò‚Ó·Ó‰Ì˚ı ÍÓÎÂ·‡ÌËÈ ÒËÒÚÂÏ˚ ‚ ÓÚÒÛÚÒÚ‚ËÂ ÚÂ-
ÌËfl, ‚ÂÎË˜ËÌ‡ λ Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl ÔÓÍ‡Á‡ÚÂÎÂÏ ËÎË ‰ÂÍÂÏÂÌÚÓÏ Á‡-
ÚÛı‡ÌËfl:

ω0
2 = �

m

k
�,   2λ = �

m

α
�. (3.20)

3.2.1. äÓÏÔÎÂÍÒËÙËÍ‡ˆËfl ÎËÌÂÈÌ˚ı 
‰ËÙÙÂÂÌˆË‡Î¸Ì˚ı Û‡‚ÌÂÌËÈ

èË ËÌÚÂ„ËÓ‚‡ÌËË ÎËÌÂÈÌ˚ı ÌÂÓ‰ÌÓÓ‰Ì˚ı ‰ËÙÙÂÂÌ-
ˆË‡Î¸Ì˚ı Û‡‚ÌÂÌËÈ Ò ‚Â˘ÂÒÚ‚ÂÌÌ˚ÏË ÍÓ˝ÙÙËˆËÂÌÚ‡ÏË Û‰Ó·-
ÌÓ ÔËÏÂÌflÚ¸ ÔÓˆÂ‰ÛÛ ÍÓÏÔÎÂÍÒËÙËÍ‡ˆËË. á‡ÔË¯ÂÏ ÌÂÓ‰ÌÓ-
Ó‰ÌÓÂ ÎËÌÂÈÌÓÂ ‰ËÙÙÂÂÌˆË‡Î¸ÌÓÂ Û‡‚ÌÂÌËÂ ‚ ÓÔÂ‡ÚÓÌÓÏ
‚Ë‰Â

Dx = F1, (3.22)

„‰Â ÎËÌÂÈÌ˚È ÓÔÂ‡ÚÓ D ÔÂ‰ÒÚ‡‚ÎflÂÚÒfl ‚ Ó·˘ÂÏ ÒÎÛ˜‡Â ÔÓÎË-
ÌÓÏÓÏ ÓÔÂ‡ÚÓÓ‚ ‰ËÙÙÂÂÌˆËÓ‚‡ÌËfl Ò ÔÓÒÚÓflÌÌ˚ÏË ÍÓ˝ÙÙË-
ˆËÂÌÚ‡ÏË. í‡Í, ‰Îfl Û‡‚ÌÂÌËfl (3.21)

(3.23)
 
D

d

dt

d

dt
= + +

2

2 0
22λ ω .
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äÓÏÔÎÂÍÒËÙËÍ‡ˆËÂÈ ‚˚‡ÊÂÌËfl (3.22) fl‚ÎflÂÚÒfl Û‡‚ÌÂÌËÂ

Dz = F (3.24)

‰Îfl ÍÓÏÔÎÂÍÒÌÓÈ ÙÛÌÍˆËË z = x + iy. ÑÂÈÒÚ‚ËÚÂÎ¸Ì‡fl ˜‡ÒÚ¸ ÍÓÏ-
ÔÎÂÍÒÌÓÈ ÙÛÌÍˆËË F = F1 + iF2 ÒÓ‚Ô‡‰‡ÂÚ Ò F1, ‡ ÏÌËÏ‡fl ˜‡ÒÚ¸ F2

‚˚·Ë‡ÂÚÒfl ËÁ ÒÓÓ·‡ÊÂÌËÈ Û‰Ó·ÒÚ‚‡. íÓ„‰‡ ‚ÒÎÂ‰ÒÚ‚ËÂ ÎËÌÂÈ-
ÌÓÒÚË ÓÔÂ‡ÚÓ‡ D

Dz = D(x + iy) = Dx + iDy = F1 + iF2 (3.25)

Û‡‚ÌÂÌËÂ (3.24) ‡ÒÔ‡‰‡ÂÚÒfl Ì‡ (3.22) Ë Dy = F2. èÓ˝ÚÓÏÛ, ÁÌ‡fl
ÍÓÏÔÎÂÍÒÌ˚Â Â¯ÂÌËfl (3.24), ÏÓÊÌÓ Ì‡ÈÚË ‚Â˘ÂÒÚ‚ÂÌÌ˚Â Â¯Â-
ÌËfl ‚˚‡ÊÂÌËfl (3.22). Ç ‰‡Î¸ÌÂÈ¯ÂÏ ‰Îfl ÔÓÒÚÓÚ˚ Á‡ÔËÒË Ï˚
ÔË Â¯ÂÌËË ‚ÏÂÒÚÓ z(t) ·Û‰ÂÏ ÔËÒ‡Ú¸ x(t), ÔÓÎ‡„‡fl ÂÂ ÍÓÏÔÎÂÍÒ-
ÌÓÈ ÔÂÂÏÂÌÌÓÈ, ÔÂÂıÓ‰fl Í ‚Â˘ÂÒÚ‚ÂÌÌÓÈ ˜‡ÒÚË ÚÓÎ¸ÍÓ ‚ ÓÍÓÌ-
˜‡ÚÂÎ¸ÌÓÏ ÂÁÛÎ¸Ú‡ÚÂ ‚˚˜ËÒÎÂÌËÈ. èËÏÂÌËÏ ÔÓˆÂ‰ÛÛ ÍÓÏ-
ÔÎÂÍÒËÙËÍ‡ˆËË Í Û‡‚ÌÂÌË˛ (3.22). à˘ÂÏ Â¯ÂÌËÂ Û‡‚ÌÂÌËfl ‚
‚Ë‰Â x = ert. íÓ„‰‡ Â„Ó Ó·˘ÂÂ Â¯ÂÌËÂ ÓÔÂ‰ÂÎflÂÚÒfl ÍÓÌflÏË r1,2

ı‡‡ÍÚÂËÒÚË˜ÂÒÍÓ„Ó Û‡‚ÌÂÌËfl r2 = 2λr + ω0
2 = 0:

Ë ÔË r1 ≠ r2 ÂÒÚ¸ ÎËÌÂÈÌ‡fl ÍÓÏ·ËÌ‡ˆËfl ÌÂÁ‡‚ËÒËÏ˚ı Â¯ÂÌËÈ

x = c1e
r1t + c2e

r2t. (3.26)

èÓ‚Â‰ÂÌËÂ ÙÛÌÍˆËË ı(t) Á‡‚ËÒËÚ ÓÚ ÒÓÓÚÌÓ¯ÂÌËfl ω0 Ë λ. ê‡Ò-
ÒÏÓÚËÏ ÒÌ‡˜‡Î‡ ÒÎÛ˜‡È ÒÎ‡·Ó„Ó Á‡ÚÛı‡ÌËfl λ < ω0. èË ˝ÚÓÏ
ÛÒÎÓ‚ËË Ï˚ ËÏÂÂÏ ‰‚‡ ‡ÁÎË˜Ì˚ı ÍÓÏÔÎÂÍÒÌÓ ÒÓÔflÊÂÌÌ˚ı 

ÍÓÌfl é·ÓÁÌ‡˜‡fl

(3.27)

Ï˚ ÔÓÎÛ˜‡ÂÏ Â¯ÂÌËÂ ‚ ‚Ë‰Â

ı(t) = Aexp(–λt)cos(ω1t + ϕ), (3.28)

„‰Â Ù‡Á‡ ϕ Ë ‡ÏÔÎËÚÛ‰‡ ‚ Ì‡˜‡Î¸Ì˚È ÏÓÏÂÌÚ ÓÔÂ‰ÂÎfl˛ÚÒfl Ì‡-
˜‡Î¸Ì˚ÏË ÛÒÎÓ‚ËflÏË, ‡ ω1 – Ô‡‡ÏÂÚ‡ÏË ÒËÒÚÂÏ˚.

èÓÎÛ˜ÂÌÌ‡fl ÙÛÌÍˆËfl ı(t) ÌÂ fl‚ÎflÂÚÒfl ÔÂËÓ‰Ë˜ÂÒÍÓÈ, ÓÌ‡
ÓÔÂ‰ÂÎflÂÚ ÓÒˆËÎÎËÛ˛˘ËÈ Á‡ÚÛı‡˛˘ËÈ ÔÓˆÂÒÒ Ò ˝ÍÒÔÓÌÂÌˆË-

ω ω λ1 0
2 2= – ,

 r i1 2 0
2 2

, – – .= ±λ ω λ

r1 2
2

0
2

, – – ,= ±λ λ ω



ç‡ÍÓÌÂˆ, ‚ ÓÒÓ·ÓÏ ÒÎÛ˜‡Â, ÍÓ„‰‡ λ > ω0, ı‡‡ÍÚÂËÒÚË˜ÂÒÍÓÂ
Û‡‚ÌÂÌËÂ ËÏÂÂÚ ‰‚‡ Ó‰ËÌ‡ÍÓ‚˚ı ÍÓÌfl

àÁ Ó·˘ÂÈ ÚÂÓËË ÎËÌÂÈÌ˚ı ‰ËÙÙÂÂÌˆË‡Î¸Ì˚ı Û‡‚ÌÂÌËÈ ÒÎÂ-
‰ÛÂÚ, ˜ÚÓ ‚ ÒÎÛ˜‡Â Í‡ÚÌ˚ı ÍÓÌÂÈ, ÔË Í‡ÚÌÓÒÚË, ‡‚ÌÓÈ ‰‚ÛÏ,
Ó·˘ÂÂ Â¯ÂÌËÂ ËÏÂÂÚ ‚Ë‰

x = (c1 + c2t)exp(–λt). (3.31)

ùÚÓ Â¯ÂÌËÂ – ÔÓ„‡ÌË˜ÌÓÂ ÏÂÊ‰Û Á‡ÚÛı‡˛˘ËÏ ÍÓÎÂ·‡ÚÂÎ¸Ì˚Ï
ÔÓˆÂÒÒÓÏ Ë ‡ÔÂËÓ‰Ë˜ÂÒÍËÏ Á‡ÚÛı‡ÌËÂÏ. ÇÚÓÓÈ ˜ÎÂÌ ‚ ÏÌÓÊË-
ÚÂÎÂ ÔÂÂ‰ ˝ÍÒÔÓÌÂÌÚÓÈ ÔÂ‚ÓÌ‡˜‡Î¸ÌÓ ÏÓÊÂÚ Ó·ÂÒÔÂ˜ËÚ¸ ÓÒÚ
ÓÚÍÎÓÌÂÌËfl ÓÚ ÔÓÎÓÊÂÌËfl ‡‚ÌÓ‚ÂÒËfl, ÌÓ ‚ ÍÓÌˆÂ ÍÓÌˆÓ‚, ·ÂÁÛÒ-
ÎÓ‚ÌÓ, ˝ÍÒÔÓÌÂÌˆË‡Î¸Ì˚È ÒÔ‡‰ «ÛÒÚÂÏËÚ» ÓÚÍÎÓÌÂÌËÂ Í ÌÛÎ˛
(ËÒ. 3.5).

é·ÒÛ‰ËÏ Ù‡ÁÓ‚˚È ÔÓÚÂÚ „‡ÏÓÌË˜ÂÒÍÓ„Ó ÓÒˆËÎÎflÚÓ‡ Ò
Û˜ÂÚÓÏ ÚÂÌËfl ÔË ω0 > λ. ÑÎfl ÔÓÒÚÓÂÌËfl Ù‡ÁÓ‚˚ı ÍË‚˚ı Á‡ÚÛ-
ı‡˛˘Ëı „‡ÏÓÌË˜ÂÒÍËı ÍÓÎÂ·‡ÌËÈ ÌÂÓ·ıÓ‰ËÏÓ ËÁ Ô‡‡ÏÂÚË˜Â-
ÒÍËı Û‡‚ÌÂÌËÈ ÍË‚˚ı Ì‡ Ù‡ÁÓ‚ÓÈ ÔÎÓÒÍÓÒÚË (x, y = x

.
)

x = Aexp(–λt)cos(ω1t + ϕ),

y = Aexp(–λt)(–λcos(ω1t + ϕ) – ω1sin(ω1t + ϕ))

ËÒÍÎ˛˜ËÚ¸ t. Ç‚Â‰ÂÏ ÌÓ‚˚Â ÔÂÂÏÂÌÌ˚Â u, v ÎËÌÂÈÌ˚Ï ÔÂÓ·‡-
ÁÓ‚‡ÌËÂÏ

u = ω1x,   v = y + λx. (3.32)

íÓ„‰‡ ‚ ÔÓÎflÌ˚ı ÍÓÓ‰ËÌ‡Ú‡ı ρ, ψ

u = ρcosψ,   v = ρsinψ (3.33)

 r1 2
2

0
2

, – – – .= ± =λ λ ω λ

‡Î¸ÌÓ Û·˚‚‡˛˘ÂÈ ‡ÏÔÎËÚÛ‰ÓÈ
Aexp(–λt) (ËÒ. 3.3).

ïÓÚfl ÔÂËÓ‰‡ ÍÓÎÂ·‡ÌËÈ ‚
ÒÚÓ„ÓÏ ÒÏ˚ÒÎÂ ˝ÚÓ„Ó ÒÎÓ‚‡ ÌÂ
ÒÛ˘ÂÒÚ‚ÛÂÚ, ÛÒÎÓ‚Ì˚È ÔÂËÓ‰-ËÌ-
ÚÂ‚‡Î ÏÂÊ‰Û ‰‚ÛÏfl ÔÓÒÎÂ‰Ó‚‡-
ÚÂÎ¸Ì˚ÏË ÔÓıÓÊ‰ÂÌËflÏË Ï‡ÚÂ-
Ë‡Î¸ÌÓÈ ÚÓ˜ÍË ˜ÂÂÁ ÔÓÎÓÊÂÌËfl
‡‚ÌÓ‚ÂÒËfl ‡‚ÂÌ

T1 = �
ω
2π

1

�.

3.2.2. ãÓ„‡ËÙÏË˜ÂÒÍËÈ ‰ÂÍÂÏÂÌÚ Á‡ÚÛı‡ÌËfl

Ç Î˛·ÓÈ ÍÓÎÂ·‡ÚÂÎ¸ÌÓÈ ÒËÒÚÂÏÂ ÚÂÌËÂ Á‡‰ÂÊË‚‡ÂÚ ‰‚ËÊÂÌËÂ
Ë ÔË‚Ó‰ËÚ Í Û‚ÂÎË˜ÂÌË˛ ÔÂËÓ‰‡ ÍÓÎÂ·‡ÌËÈ. ëÍÓÓÒÚ¸ Û·˚‚‡ÌËfl
‡ÏÔÎËÚÛ‰˚ ÓÔÂ‰ÂÎflÂÚÒfl ÔÓÍ‡Á‡ÚÂÎÂÏ λ, Á‡‚ËÒfl˘ËÏ ÓÚ ‚˚·Ó‡
Â‰ËÌËˆ ËÁÏÂÂÌËfl. èÓ˝ÚÓÏÛ ËÒÔÓÎ¸ÁÛ˛Ú ‰Û„Û˛ ÏÂÛ Á‡ÚÛı‡ÌËfl
‡ÏÔÎËÚÛ‰˚, Ò‚flÁ‡ÌÌÛ˛ Ò ˜ËÒÎÓÏ ÛÒÎÓ‚Ì˚ı ÔÂËÓ‰Ó‚. ÇÂÎË˜ËÌÛ

d = λT1 (3.29)

Ì‡Á˚‚‡˛Ú ÎÓ„‡ËÙÏË˜ÂÒÍËÏ ‰ÂÍÂÏÂÌÚÓÏ Á‡ÚÛı‡ÌËfl. íÓ„‰‡ ‚Â-

ÎË˜ËÌ‡ n = �
1

d
� ‰‡ÂÚ ˜ËÒÎÓ ÛÒÎÓ‚Ì˚ı ÔÂËÓ‰Ó‚, Á‡ ÍÓÚÓÓÂ ‡ÏÔÎË-

ÚÛ‰‡ ÛÏÂÌ¸¯‡ÂÚÒfl ‚ e ‡Á:

ÖÒÎË Á‡ÚÛı‡ÌËÂ ‚ ÒËÒÚÂÏÂ ÁÌ‡˜ËÚÂÎ¸ÌÓÂ, ÚÓ λ > ω0 Ë Ó·‡ ÁÌ‡-
˜ÂÌËfl r ‚Â˘ÂÒÚ‚ÂÌÌ˚ Ë ÓÚËˆ‡ÚÂÎ¸Ì˚. êÂ¯ÂÌËÂ ËÏÂÂÚ ‚Ë‰ ‰‚Ûı
˝ÍÒÔÓÌÂÌÚ

(3.30)

å˚ ‚Ë‰ËÏ, ˜ÚÓ ÔË ‰ÓÒÚ‡ÚÓ˜ÌÓ ·ÓÎ¸¯ÓÏ ÚÂÌËË ‰‚ËÊÂÌËÂ ÒÓÒÚÓ-
ËÚ ‚ ÏÓÌÓÚÓÌÌÓÏ Û·˚‚‡ÌËË x, Ú. Â. ‚ Â„Ó ‡ÒËÏÔÚÓÚË˜ÂÒÍÓÏ ÔË-
·ÎËÊÂÌËË Í ÔÓÎÓÊÂÌË˛ ‡‚ÌÓ‚ÂÒËfl ·ÂÁ ÍÓÎÂ·‡ÌËÈ Ò ÚÂ˜ÂÌËÂÏ
‚ÂÏÂÌË (ËÒ. 3.4). ùÚÓÚ ÚËÔ ‰‚ËÊÂÌËfl Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl ‡ÔÂËÓ‰Ë˜ÂÒ-
ÍËÏ Á‡ÚÛı‡ÌËÂÏ.

 
x c t c t= ( ) + +( )1

2
0
2

2
2

0
2exp – – – exp – – .λ λ ω λ λ ω

A t

A t nT

A t

A t
e

( )
+( ) = ( )

+( ) =
1 λ

.
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3.3. ÇõçìÜÑÖççõÖ äéãÖÅÄçàü ëàëíÖåõ 

ë éÑçéâ ëíÖèÖçúû ëÇéÅéÑõ

èÛÒÚ¸ Ì‡ ÒËÒÚÂÏÛ, ‡ÒÒÏÓÚÂÌÌÛ˛ ‚ ÔÂ‰˚‰Û˘ÂÏ ÔÓ‰‡Á‰ÂÎÂ,
‰ÂÈÒÚ‚Û˛Ú ÌÂÒÚ‡ˆËÓÌ‡Ì˚Â ÔÂËÓ‰Ë˜ÂÒÍËÂ ‚ÌÂ¯ÌËÂ ÒËÎ˚, Á‡‚ËÒfl-
˘ËÂ fl‚ÌÓ ÓÚ ‚ÂÏÂÌË. íÓ„‰‡ ÒËÒÚÂÏ‡ Ì‡fl‰Û Ò ÒÓ·ÒÚ‚ÂÌÌ˚ÏË ÍÓÎÂ-
·‡ÌËflÏË ·Û‰ÂÚ ÒÓ‚Â¯‡Ú¸ ‚˚ÌÛÊ‰ÂÌÌ˚Â ÍÓÎÂ·‡ÌËfl, ÓÔÂ‰ÂÎflÂ-
Ï˚Â ‚ÌÂ¯ÌÂÈ ÒËÎÓÈ. èÓÒÍÓÎ¸ÍÛ ÍÓÎÂ·‡ÌËfl ÔÂ‰ÔÓÎ‡„‡˛ÚÒfl ÔÓ-
ÔÂÊÌÂÏÛ Ï‡Î˚ÏË, ÔÓ‰‡ÁÛÏÂ‚‡ÂÚÒfl, ˜ÚÓ ‚ÌÂ¯ÌÂÂ ÔÓÎÂ ‰Ó‚ÓÎ¸ÌÓ
ÒÎ‡·ÓÂ Ë ÌÂ ‚˚‚Ó‰ËÚ ÒËÒÚÂÏÛ ËÁ ÓÍÂÒÚÌÓÒÚË ÔÓÎÓÊÂÌËfl ‡‚ÌÓ‚Â-
ÒËfl. ãËÌÂ‡ËÁÛfl Û‡‚ÌÂÌËfl ã‡„‡ÌÊ‡ Ë ‰Ó·‡‚Îflfl Í ÌËÏ ‚ÌÂ¯Ì˛˛
ÒËÎÛ fcosωt, ÔÓÎÛ˜‡ÂÏ Û‡‚ÌÂÌËÂ ‰‚ËÊÂÌËfl ‚ ÒÎÂ‰Û˛˘ÂÏ ‚Ë‰Â:

ẍ + 2λx
.

+ ω0
2x = �

m

f
�cosωt, (3.36)

„‰Â f – ‡ÏÔÎËÚÛ‰‡, ω – ˜‡ÒÚÓÚ‡ ‚ÌÂ¯ÌÂÈ ÒËÎ˚, Á‰ÂÒ¸ Ï˚ ÒÌÓ‚‡ ‚‚Â-
ÎË ÒÓ·ÒÚ‚ÂÌÌÛ˛ ˜‡ÒÚÓÚÛ Ò‚Ó·Ó‰Ì˚ı ÍÓÎÂ·‡ÌËÈ ω0.

é·˘ÂÂ Â¯ÂÌËÂ ÌÂÓ‰ÌÓÓ‰ÌÓ„Ó ÎËÌÂÈÌÓ„Ó ‰ËÙÙÂÂÌˆË‡Î¸-
ÌÓ„Ó Û‡‚ÌÂÌËfl Ò ÔÓÒÚÓflÌÌ˚ÏË ÍÓ˝ÙÙËˆËÂÌÚ‡ÏË ÒÍÎ‡‰˚‚‡ÂÚÒfl
ËÁ ÒÛÏÏ˚ ‰‚Ûı ÒÎ‡„‡ÂÏ˚ı: x = x0 + x1, „‰Â x0 – Ó·˘ÂÂ Â¯ÂÌËÂ ÒÓ-
ÓÚ‚ÂÚÒÚ‚Û˛˘Â„Ó Ó‰ÌÓÓ‰ÌÓ„Ó Û‡‚ÌÂÌËfl, ‡ x1 – ˜‡ÒÚÌÓÂ Â¯ÂÌËÂ
ÌÂÓ‰ÌÓÓ‰ÌÓ„Ó Û‡‚ÌÂÌËfl. Ç ‰‡ÌÌÓÏ ÒÎÛ˜‡Â x0 ÔÂ‰ÒÚ‡‚ÎflÂÚ ÒÓ-
·ÓÈ ‡ÒÒÏÓÚÂÌÌ˚Â ‡ÌÂÂ Ò‚Ó·Ó‰Ì˚Â Á‡ÚÛı‡˛˘ËÂ ÍÓÎÂ·‡ÌËfl
(3.28), ‡ x1 – ‚˚ÌÛÊ‰ÂÌÌ˚Â ÍÓÎÂ·‡ÌËfl, Á‡‚ËÒfl˘ËÂ ÓÚ ‚Ë‰‡ ÙÛÌÍ-
ˆËË F(t). àÒÒÎÂ‰ÛÂÏ ÔÓÒÎÂ‰ÌËÈ ‚Ë‰ ÍÓÎÂ·‡ÌËÈ. èËÏÂÌËÏ ÔÓˆÂ-
‰ÛÛ ÍÓÏÔÎÂÍÒËÙËÍ‡ˆËË Í (3.36) Ë Â¯ËÏ Û‡‚ÌÂÌËÂ

ẍ + 2λx
.

+ ω0
2x = �

m

f
� exp(iωt) (3.37)

ÔÓ‰ÒÚ‡ÌÓ‚ÍÓÈ

x = bexp(iωt). (3.38)

èÓ‰ÒÚ‡‚Îflfl ˝ÚÓ ‚˚‡ÊÂÌËÂ ‚ Û‡‚ÌÂÌËÂ (3.37), ÔÓÎÛ˜‡ÂÏ

–bω2 + 2λbiω + ω0
2b = �

m

f
� ,

ÓÚÍÛ‰‡ Ì‡ıÓ‰ËÏ ÍÓ˝ÙÙËˆËÂÌÚ b:

(3.39)

 

b
f

m i
=

+( )ω ω ωλ0
2 2 2–

.

Ô‡‡ÏÂÚË˜ÂÒÍËÂ Û‡‚ÌÂÌËfl Ù‡-
ÁÓ‚˚ı ÍË‚˚ı ÔËÓ·ÂÚ‡˛Ú ÔÓ-
ÒÚÓÈ ‚Ë‰

ρ = ω1Aexp(–λt),   ψ = –(ω1t + ϕ).

àÒÍÎ˛˜‡fl ‚ÂÏfl ËÁ ˝ÚËı Û‡‚ÌÂ-
ÌËÈ, ÔÓÎÛ˜‡ÂÏ

(3.34)

Ç ËÚÓ„Â Ì‡ ÔÎÓÒÍÓÒÚË (u, v) ËÎË
(x, y) Ù‡ÁÓ‚˚Â Ú‡ÂÍÚÓËË ÔÂ‰-
ÒÚ‡‚Îfl˛Ú ÒÓ·ÓÈ ÎÓ„‡ËÙÏË˜ÂÒ-
ÍËÂ ÒÔË‡ÎË, ÒÍÛ˜Ë‚‡˛˘ËÂÒfl Í

Ì‡˜‡ÎÛ ÍÓÓ‰ËÌ‡Ú (ËÒ. 3.6). àÁÓ·‡Ê‡˛˘‡fl ÚÓ˜Í‡, ‰‚Ë„‡flÒ¸ ÔÓ
Î˛·ÓÈ Ù‡ÁÓ‚ÓÈ Ú‡ÂÍÚÓËË, ÔË t → ∞ ÔË·ÎËÊ‡ÂÚÒfl Í Ì‡˜‡ÎÛ
ÍÓÓ‰ËÌ‡Ú. ùÚ‡ ÚÓ˜Í‡ ‡‚ÌÓ‚ÂÒËfl Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl ÛÒÚÓÈ˜Ë‚˚Ï ÙÓ-
ÍÛÒÓÏ.

çÂÚÛ‰ÌÓ ÔÓÍ‡Á‡Ú¸, ˜ÚÓ ÔË ·ÓÎ¸¯Ëı ÍÓ˝ÙÙËˆËÂÌÚ‡ı Á‡ÚÛı‡-
ÌËfl (λ > ω0) ÒÂÏÂÈÒÚ‚Ó Ù‡ÁÓ‚˚ı ÍË‚˚ı ÔÂ‰ÒÚ‡‚ÎflÂÚ ÒÓ·ÓÈ ‰Â-
ÙÓÏËÓ‚‡ÌÌ˚Â Ô‡‡·ÓÎ˚ 

(3.35)

ÍÓÚÓ˚Â Í‡Ò‡˛ÚÒfl ÔflÏÓÈ y = –r1x (λ > ω0) (ËÒ. 3.7). àÁÓ·‡Ê‡-
˛˘‡fl ÚÓ˜Í‡ ÔË·ÎËÊ‡ÂÚÒfl Í Ì‡˜‡ÎÛ ÍÓÓ‰ËÌ‡Ú Í ÒÓÒÚÓflÌË˛
‡‚ÌÓ‚ÂÒËfl x = 0, y = 0, ÍÓÚÓÓÂ ÔÂ‰ÒÚ‡‚ÎflÂÚ ÒÓ·ÓÈ ÛÒÚÓÈ˜Ë-
‚˚È ÛÁÂÎ. èË ÓÚËˆ‡ÚÂÎ¸Ì˚ı ÁÌ‡˜ÂÌËflı ÍÓ˝ÙÙËˆËÂÌÚ‡ Á‡ÚÛı‡-
ÌËfl ËÁÓ·‡Ê‡˛˘‡fl ÚÓ˜Í‡ ‰‚Ë-
ÊÂÚÒfl ÓÚ Ì‡˜‡Î‡ ÍÓÓ‰ËÌ‡Ú (ÍÓ-
ÚÓÓÂ Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl ÌÂÛÒÚÓÈ˜Ë-
‚˚Ï ÙÓÍÛÒÓÏ (λ2 < ω2

0), ËÎË ÌÂÛÒ-
ÚÓÈ˜Ë‚˚Ï ÛÁÎÓÏ (λ2 > ω2

0) Í Û‚Â-
ÎË˜Ë‚‡˛˘ËÏÒfl ÁÌ‡˜ÂÌËflÏ ÔÓÎÓ-
ÊÂÌËfl Ë ÒÍÓÓÒÚË ˜‡ÒÚËˆ˚. ÑË-
Ì‡ÏËÍ‡ Ú‡ÍËı ÒËÒÚÂÏ ÔË ÌÂÎË-
ÌÂÈÌ˚ı ÍÓÎÂ·‡ÌËflı Ó·ÒÛÊ‰‡ÂÚÒfl
‚ ÒÎÂ‰Û˛˘ÂÈ „Î‡‚Â.

 
y r x C y r x r

r

r
+( ) = +( ) = ± =1 2 1 2

2
0
2 2

1

α λ λ ω α, – – , ,,

 

ρ λψ
ω

=
⎛
⎝⎜

⎞
⎠⎟

C exp .
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êÂÁÓÌ‡ÌÒ

ê‡ÒÒÏÓÚËÏ ÒÌÓ‚‡ ÓÒˆËÎÎflÚÓ ·ÂÁ Á‡ÚÛı‡ÌËfl (λ = 0). Ç˚·ÂÂÏ
‚ Í‡˜ÂÒÚ‚Â Ì‡˜‡Î¸Ì˚ı ÛÒÎÓ‚ËÈ x(0) = x

.
(0) = 0. íÓ„‰‡, ÒÓ„Î‡ÒÌÓ

(3.43), ‰‚ËÊÂÌËÂ ÓÒˆËÎÎflÚÓ‡ Á‡‰‡ÂÚÒfl ÙÓÏÛÎÓÈ

(3.44)

íË„ÓÌÓÏÂÚË˜ÂÒÍËÏË ÔÂÓ·‡ÁÓ‚‡ÌËflÏË ÓÌ‡ ÔË‚Ó‰ËÚÒfl Í ‚Ë‰Û

(3.45)

èÓÒÎÂ‰ËÏ Á‡ ËÁÏÂÌÂÌËÂÏ ‡ÏÔÎËÚÛ‰˚ ÍÓÎÂ·‡ÌËÈ, ÍÓ„‰‡ ˜‡Ò-
ÚÓÚ‡ ‚ÌÂ¯ÌÂÈ ÒËÎ˚ ÔË·ÎËÊ‡ÂÚÒfl Í ˜‡ÒÚÓÚÂ Ò‚Ó·Ó‰Ì˚ı ÍÓÎÂ·‡-
ÌËÈ. èÓÎÓÊËÏ ω = ω0 + ε, „‰Â ‚ÂÎË˜ËÌ‡ ε << 1. Ç ˝ÚÓÏ ÒÎÛ˜‡Â

(3.45)

îÛÌÍˆËfl x(t) ‰Îfl Ú‡ÍËı ÍÓÎÂ·‡ÌËÈ, Ì‡Á˚‚‡ÂÏ˚ı ·ËÂÌËflÏË, ËÁÓ·-
‡ÊÂÌ‡ Ì‡ ËÒ. 3.9. àı ÏÓÊÌÓ ÔÂ‰ÒÚ‡‚ËÚ¸ Í‡Í ÍÓÎÂ·‡ÌËfl Ò ˜‡Ò-
ÚÓÚÓÈ ω0 Ë ‡ÏÔÎËÚÛ‰ÓÈ A(t)

ÍÓÚÓ‡fl ÏÂ‰ÎÂÌÌÓ ÏÂÌflÂÚÒfl ‚Ó ‚ÂÏÂÌË Ò ÔÂËÓ‰ÓÏ T = �
4

ε
π
�. èË 

ε → 0 ‚ ÒËÒÚÂÏÂ Ì‡ÒÚÛÔ‡ÂÚ ÂÁÓÌ‡ÌÒ – ÂÁÍÓÂ ‚ÓÁ‡ÒÚ‡ÌËÂ ‡ÏÔÎË-
ÚÛ‰˚ ÛÒÚ‡ÌÓ‚Ë‚¯ËıÒfl ÍÓÎÂ·‡ÌËÈ ÔË ˜‡ÒÚÓÚ‡ı ‚˚ÌÛÊ‰‡˛˘ÂÈ
ÒËÎ˚, ·ÎËÁÍËı Í ˜‡ÒÚÓÚÂ ÒÓ·ÒÚ-
‚ÂÌÌ˚ı ÍÓÎÂ·‡ÌËÈ ÒËÒÚÂÏ˚. Ç
ÔÂ‰ÂÎÂ ε → 0 Û‡‚ÌÂÌËÂ

(3.46)

ÓÔËÒ˚‚‡ÂÚ ÍÓÎÂ·‡ÌËfl (ËÒ. 3.10),
‡ÏÔÎËÚÛ‰‡ ÍÓÚÓ˚ı ÎËÌÂÈÌÓ ‡Ò-

 
x

f

m
t t=

2 0
0ω ε

ωsin

 
A t

f

m

t( ) =
ω ε

ε

0 2
sin ,

 
x

f

m

t
t≈

ω ε
ε ω

0
02

sin sin .

x
f

m

t t
= ( )

+( ) ( )–

–
sin sin

–
.

2
2 20

2 2
0 0

ω ω
ω ω ω ω

 

x
f

m
t t= ( ) ( ) ( )( )

ω ω
ω ω

0
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–
cos – cos .
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àÌÚÂÂÒÛ˛˘‡fl Ì‡c ‰ÂÈÒÚ‚ËÚÂÎ¸Ì‡fl ˜‡ÒÚ¸ Â¯ÂÌËfl (3.38), (3.39)
ËÏÂÂÚ ‚Ë‰

x = Bcos(ωt + δ), (3.40)

„‰Â

(3.41)

(3.42)

éÚÒ˛‰‡ ÒÎÂ‰ÛÂÚ, ˜ÚÓ ‚˚ÌÛÊ‰ÂÌÌ˚Â ÍÓÎÂ·‡ÌËfl fl‚Îfl˛ÚÒfl „‡ÏÓ-
ÌË˜ÂÒÍËÏË ÍÓÎÂ·‡ÌËflÏË Ò ˜‡ÒÚÓÚÓÈ ω ‚˚ÌÛÊ‰‡˛˘ÂÈ ÒËÎ˚. ÄÏÔ-
ÎËÚÛ‰‡ ˝ÚËı ÍÓÎÂ·‡ÌËÈ Á‡‚ËÒËÚ ÓÚ ˜‡ÒÚÓÚ˚ Ë ÔÓÔÓˆËÓÌ‡Î¸Ì‡
‡ÏÔÎËÚÛ‰Â ‚ÌÂ¯ÌÂÈ ÒËÎ˚. ÇÂÎË˜ËÌ‡

V = B/f

Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl ÍÓ˝ÙÙËˆËÂÌÚÓÏ ÛÒËÎÂÌËfl. Ç˚ÌÛÊ‰ÂÌÌ˚Â ÍÓÎÂ·‡-
ÌËfl ÓÚÒÚ‡˛Ú ÔÓ Ù‡ÁÂ ÓÚ ‚ÓÁÏÛ˘‡˛˘ÂÈ ÒËÎ˚ Ì‡ ‚ÂÎË˜ËÌÛ δ, ÍÓÚÓ-
‡fl Ú‡ÍÊÂ fl‚ÎflÂÚÒfl ÙÛÌÍˆËÂÈ ˜‡ÒÚÓÚ˚.

ÑÎfl ÔÓÎÛ˜ÂÌËfl Ó·˘Â„Ó Â¯ÂÌËfl Û‡‚ÌÂÌËfl (3.36) ‰Ó·‡‚ËÏ Í
(3.40) Ó·˘ÂÂ Â¯ÂÌËÂ ÒÓÓÚ‚ÂÚÒÚ‚Û˛˘Â„Ó Ó‰ÌÓÓ‰ÌÓ„Ó Û‡‚ÌÂ-
ÌËfl. íÓ„‰‡

x(t) = Aexp(–λt)cos(ω1t + ϕ) + Bcos(ωt + δ), (3.43)

„‰Â ÔÓÒÚÓflÌÌ˚Â A Ë ϕ ÓÔÂ‰ÂÎfl˛ÚÒfl ËÁ Ì‡˜‡Î¸Ì˚ı ÛÒÎÓ-
‚ËÈ. É‡ÙËÍ ÙÛÌÍˆËË (3.43) ÔË
A = 3,5, B = 1, ϕ = π, δ = π/4, 
ω1 = 2, ω = 1, λ = 0,05 ÔÂ‰ÒÚ‡‚-
ÎÂÌ Ì‡ ËÒ. 3.8. èÂ‚ÓÂ ÒÎ‡„‡Â-
ÏÓÂ ˝ÍÒÔÓÌÂÌˆË‡Î¸ÌÓ Û·˚‚‡ÂÚ
ÒÓ ‚ÂÏÂÌÂÏ Ë Á‡ÏÂÚÌÓ ÚÓÎ¸ÍÓ
Ì‡ Ï‡Î˚ı ‚ÂÏÂÌ‡ı ‰Ó ÛÒÚ‡ÌÓ‚-
ÎÂÌËfl ÛÒÚÓÈ˜Ë‚˚ı ‚˚ÌÛÊ‰ÂÌ-
Ì˚ı ÍÓÎÂ·‡ÌËÈ Ò ÔÓÒÚÓflÌÌÓÈ
‡ÏÔÎËÚÛ‰ÓÈ.

  

tg δ λω
ω ω

( ) = ( )
( )

= ( )
Im
Re

–
–

.
b

b

2

0
2 2

B bb
f

m

= =
( ) +

*
–

,
ω ω λ ω0
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àÒÒÎÂ‰ÛÂÏ ˝ÌÂ„ÂÚË˜ÂÒÍËÂ
ÒÓÓÚÌÓ¯ÂÌËfl ÔË ‰‚ËÊÂÌËË ÓÒ-
ˆËÎÎflÚÓ‡ ‚ ÛÒÚ‡ÌÓ‚Ë‚¯ÂÏÒfl Â-
ÊËÏÂ, ÍÓ„‰‡ ÓÒˆËÎÎflÚÓ ÒÓ‚Â-
¯‡ÂÚ ÍÓÎÂ·‡ÌËfl (3.40) Ò ˜‡ÒÚÓ-
ÚÓÈ ‚˚ÌÛÊ‰‡˛˘ÂÈ ÒËÎ˚. ìÏÌÓ-
ÊËÏ Û‡‚ÌÂÌËÂ (3.36) Ì‡ mx

.
Ë

ÔÂ‰ÒÚ‡‚ËÏ Â„Ó ‚ ‚Ë‰Â

�
d

d

E

t
� = Pe + Pf , (3.49)

„‰Â

Pf = –2mλx
. 2 = –2mλω2B2sin(ωt + δ)2, (3.50)

Pe = fx
.
cos(ωt) = –ωfBsin((ωt + δ))cos(ωt).

ÇÂÎË˜ËÌ‡ Pf fl‚ÎflÂÚÒfl ÓÚÌÓ¯ÂÌËÂÏ ‡·ÓÚ˚ ÒËÎ ÚÂÌËfl –2mλx
.

Ì‡
ÔÂÂÏÂ˘ÂÌËË dx Í ÔÓÏÂÊÛÚÍÛ ‚ÂÏÂÌË dt, ‚ ÚÂ˜ÂÌËÂ ÍÓÚÓÓ„Ó ˝Ú‡
‡·ÓÚ‡ ÒÓ‚Â¯‡ÂÚÒfl, ËÎË ÏÓ˘ÌÓÒÚ¸˛, ‡ÒÒÂË‚‡ÂÏÓÈ ÓÒˆËÎÎflÚÓ-
ÓÏ. ÇÂÎË˜ËÌ‡ Pe ÂÒÚ¸ ‡·ÓÚ‡ ‚ÌÂ¯ÌËı ÒËÎ Ì‡‰ ÓÒˆËÎÎËÛ˛˘ÂÈ
ÒËÒÚÂÏÓÈ ‚ Â‰ËÌËˆÛ ‚ÂÏÂÌË, ËÎË ‚ıÓ‰Ì‡fl ÏÓ˘ÌÓÒÚ¸. ÇÂÎË˜ËÌ‡ E
ÔÂ‰ÒÚ‡‚ÎflÂÚ ÒÓ·ÓÈ ÒÛÏÏÛ ÍËÌÂÚË˜ÂÒÍÓÈ Ë ÔÓÚÂÌˆË‡Î¸ÌÓÈ ˝ÌÂ-
„ËË ÓÒˆËÎÎflÚÓ‡ Ë ÌÂ Á‡‚ËÒËÚ ÓÚ ‚ÂÏÂÌË ÚÓÎ¸ÍÓ ‚ ÂÁÓÌ‡ÌÒÂ
ω0 = ω. Ç ˝ÚÓÏ ÒÎÛ˜‡Â ‚ÌÂ¯Ìflfl ÒËÎ‡ ÍÓÏÔÂÌÒËÛÂÚ ÒËÎÛ ÚÂÌËfl.
èË ˜‡ÒÚÓÚ‡ı ‚ÌÂ¯ÌÂÈ ÒËÎ˚, ÌÂ ‡‚Ì˚ı ÂÁÓÌ‡ÌÒÌÓÈ, ˝ÌÂ„Ëfl ÓÒ-
ˆËÎÎflÚÓ‡ Á‡‚ËÒËÚ ÓÚ ‚ÂÏÂÌË Ë ÍÓÎÂ·ÎÂÚÒfl Ò ˜‡ÒÚÓÚÓÈ 2ω. ä‡Í
ÒÎÂ‰ÛÂÚ ËÁ Û‡‚ÌÂÌËÈ (3.50), ‚ ÚÂ˜ÂÌËÂ ˜ÂÚ‚ÂÚË ÔÂËÓ‰‡ ÍÓÎÂ·‡-
ÌËÈ Ï‡ÚÂË‡Î¸ÌÓÈ ÚÓ˜ÍË ˜‡ÒÚ¸ ‡·ÓÚ˚ ‚ÌÂ¯ÌÂÈ ÒËÎ˚ ‡ÒıÓ‰ÛÂÚÒfl
Ì‡ ‡·ÓÚÛ ÔÓÚË‚ ÒËÎ ÚÂÌËfl, ‰Û„‡fl ˜‡ÒÚ¸ ÔË‚Ó‰ËÚ Í ÓÒÚÛ ˝ÌÂ-
„ËË ÓÒˆËÎÎflÚÓ‡. Ç ÚÂ˜ÂÌËÂ ÒÎÂ‰Û˛˘ÂÈ ˜ÂÚ‚ÂÚË ÔÂËÓ‰‡, ÍÓ„‰‡
Pe ÏÂÌ¸¯Â, ˜ÂÏ Pf, ÓÒˆËÎÎflÚÓ ÓÚ‰‡ÂÚ Ò‚Ó˛ ˝ÌÂ„Ë˛.

Ç ˝ÍÒÔÂËÏÂÌÚ‡Î¸Ì˚ı ËÒÒÎÂ‰Ó‚‡ÌËflı ÍÓÎÂ·‡ÚÂÎ¸Ì˚ı ÔÓˆÂÒ-
ÒÓ‚ ˜‡˘Â ‚ÒÂ„Ó ËÁÏÂfl˛ÚÒfl ÌÂ Ï„ÌÓ‚ÂÌÌ˚Â ÁÌ‡˜ÂÌËfl ‚ÂÎË˜ËÌ, ‡
Ëı ÒÂ‰ÌËÂ ÁÌ‡˜ÂÌËfl Á‡ ÔÂËÓ‰ ÍÓÎÂ·‡ÌËÈ. ëÂ‰ÌÂÂ ÁÌ‡˜ÂÌËÂ ‚Â-
ÎË˜ËÌ˚ C(t) (Ò ÔÂËÓ‰ÓÏ T) Á‡ ÔÂËÓ‰ ÍÓÎÂ·‡ÌËÈ Ó·ÓÁÌ‡˜‡ÂÚÒfl
Í‡Í <C> Ë ‚˚˜ËÒÎflÂÚÒfl ÔÓ ÙÓÏÛÎÂ

 
C

T
C t dt

T

= ( )∫
1

0

.

 
E

m x x mB
t t=

+( )
= +( ) + +( )( )˙

cos sin ,
2

0
2 2 2

0
2 2 2 2

2 2

ω
ω ω δ ω ω δ

ÚÂÚ ÒÓ ‚ÂÏÂÌÂÏ. í‡ÍÓÂ ÔÓ‚Â‰ÂÌËÂ ‡ÏÔÎËÚÛ‰˚ fl‚ÎflÂÚÒfl ÒÎÂ‰ÒÚ‚Ë-
ÂÏ Ë‰Â‡ÎËÁËÓ‚‡ÌÌÓÈ ÏÓ‰ÂÎË. éÌÓ ÒÔ‡‚Â‰ÎË‚Ó ‰Ó ÚÂı ÔÓ, ÔÓÍ‡
ÍÓÎÂ·‡ÌËfl ÌÂ ÔÂÂÒÚ‡ÌÛÚ ·˚Ú¸ Ï‡Î˚ÏË Ë ‚Òfl ËÁÎ‡„‡ÂÏ‡fl ÚÂÓËfl
ÔÂÂÒÚ‡ÌÂÚ ·˚Ú¸ ÔËÏÂÌËÏÓÈ. ÇÎËflÌËÂ ÌÂÎËÌÂÈÌ˚ı ˝ÙÙÂÍÚÓ‚
ÓÔËÒ‡ÌÓ ‚ ÒÎÂ‰Û˛˘ÂÈ „Î‡‚Â. á‰ÂÒ¸ Ï˚ ÓÔË¯ÂÏ Û˜ÂÚ ÚÂÌËfl ‚ Â-
ÁÓÌ‡ÌÒÌ˚ı fl‚ÎÂÌËflı.

èË ÙËÍÒËÓ‚‡ÌÌÓÏ ÁÌ‡˜ÂÌËË ω0 ‡ÏÔÎËÚÛ‰‡ B (3.41) Ï‡ÍÒË-
Ï‡Î¸Ì‡ ÔË ÁÌ‡˜ÂÌËË

ωr
2 = ω2 – 2λ2.

èÓ˝ÚÓÏÛ ÂÁÓÌ‡ÌÒ Ì‡ÒÚÛÔ‡ÂÚ ÔË ˜‡ÒÚÓÚÂ, ÍÓÚÓ‡fl ÏÂÌ¸¯Â ˜‡Ò-
ÚÓÚ˚ ÒÓ·ÒÚ‚ÂÌÌ˚ı ÍÓÎÂ·‡ÌËÈ Ò Á‡ÚÛı‡ÌËÂÏ (ËÒ. 3.11).

èÓÎÓÊËÏ ω = ω0 + ε (ε << 1) ‚ Ó·Î‡ÒÚË ‚·ÎËÁË ÂÁÓÌ‡ÌÒ‡.
íÓ„‰‡

(3.48)

èÛÒÚ¸ ω ÔÓÒÚÓflÌÌ‡ Ë Ï˚ ËÁÏÂÌflÂÏ ω0 (Ì‡ÒÚÓÈÍ‡ «‡‰ËÓÔË-

ÂÏÌËÍ‡»). íÓ„‰‡ �
∂
∂
ω
B

0

� = 0 ÔË ω0 = ω, Ë ÂÁÓÌ‡ÌÒ Ì‡ÒÚÛÔ‡ÂÚ ÔË ‡-

‚ÂÌÒÚ‚Â ÔÂËÓ‰‡ ÒÓ·ÒÚ‚ÂÌÌ˚ı ÍÓÎÂ·‡ÌËÈ ÔÂËÓ‰Û ‚ÌÂ¯ÌÂÈ ÒË-
Î˚. ÑÎfl Ï‡ÎÓ„Ó Á‡ÚÛı‡ÌËfl ‡ÁÎË˜ËÂ ÏÂÊ‰Û ˝ÚËÏË ÂÁÓÌ‡ÌÒÌ˚ÏË
˜‡ÒÚÓÚ‡ÏË ÌÂÒÛ˘ÂÒÚ‚ÂÌÌÓ. èË Û‚ÂÎË˜ÂÌËË ˜‡ÒÚÓÚ˚ Ì‡˜ËÌ‡fl Ò
ω = 0 ‚ÂÎË˜ËÌ‡ δ ÏÂÌflÂÚÒfl ÓÚ ÌÛÎfl ‰Ó –π Ë ‡‚Ì‡ –π/2 ÔË ω = ω0

(ËÒ. 3.12). á‡ÏÂÚËÏ, ˜ÚÓ ‚ ÒËÎÛ ÔËÌˆËÔ‡ ÔË˜ËÌÌÓÒÚË ÒÏÂ˘Â-
ÌËÂ ‚ÒÂ„‰‡ ÓÚÒÚ‡ÂÚ ÓÚ ‚˚ÌÛÊ‰‡˛˘ÂÈ ÒËÎ˚.

B
f

m
=

( ) +
=

2 0 0
2 2 0ω ω ω λ

δ λ
ω ω–

, tan
–

.
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ùÚ‡ ÙÓÏÛÎ‡ ÔËÏÂÌflÂÚÒfl ÔË ËÒÒÎÂ‰Ó‚‡ÌËË ÂÁÓÌ‡ÌÒÌ˚ı fl‚ÎÂ-
ÌËÈ ‚ ‡ÁÌ˚ı Ó·Î‡ÒÚflı ÙËÁËÍË Ë ÔÓÁ‚ÓÎflÂÚ ÔÓ Ì‡·Î˛‰‡ÂÏÓÏÛ
ÒÂ‰ÌÂÏÛ ÁÌ‡˜ÂÌË˛ ÔÓ„ÎÓ˘ÂÌÌÓÈ ÏÓ˘ÌÓÒÚË ÓÔÂ‰ÂÎËÚ¸ ÍÓ˝Ù-
ÙËˆËÂÌÚ Á‡ÚÛı‡ÌËfl.

ÖÒÎË Ì‡ ÓÒˆËÎÎflÚÓ ‰ÂÈÒÚ‚ÛÂÚ ÔÓËÁ‚ÓÎ¸Ì‡fl ‚ÌÂ¯Ìflfl ÒËÎ‡,
ÚÓ Û‡‚ÌÂÌËÂ ‰‚ËÊÂÌËfl 

ẍ + 2λx
.

+ ω0
2x = f(t) (3.54)

Â¯‡˛ÚÒfl ÏÂÚÓ‰ÓÏ îÛ¸Â. ëËÎ‡ f(t) ÔÂ‰ÒÚ‡‚ÎflÂÚÒfl ËÌÚÂ„‡ÎÓÏ
îÛ¸Â

(3.55)

íÓ„‰‡ ˜‡ÒÚÌÓÂ Â¯ÂÌËÂ ÌÂÓ‰ÌÓÓ‰ÌÓ„Ó Û‡‚ÌÂÌËfl (3.54) ‰‡ÂÚÒfl
ËÌÚÂ„‡ÎÓÏ 

(3.56)

„‰Â b(ω) ÒÓ‚Ô‡‰‡ÂÚ Ò (3.41).

x t b i t d( ) = ( ) ( )
∞

∞

∫
1

2π
ω ω ωexp – ,

–

f t f i t d( ) = ( ) ( )
∞

∞

∫
1

2π
ω ω ωexp – .

–

àÁ (3.49), (3.50) Ò‡ÁÛ ÒÎÂ‰ÛÂÚ, ˜ÚÓ ‚ ÛÒÚ‡ÌÓ‚Ë‚¯ÂÏÒfl ÂÊËÏÂ Á‡
ÔÂËÓ‰ ÍÓÎÂ·‡ÌËÈ ËÁÏÂÌÂÌËÂ ˝ÌÂ„ËË ÓÒˆËÎÎflÚÓ‡ ‡‚ÌÓ ÌÛÎ˛ Ë
ÒÂ‰ÌÂÂ ÁÌ‡˜ÂÌËÂ ‡·ÓÚ˚ ‚ÌÂ¯ÌÂÈ ÒËÎ˚ ‚ Â‰ËÌËˆÛ ‚ÂÏÂÌË ‡‚-
ÌÓ ÒÂ‰ÌÂÏÛ ÁÌ‡˜ÂÌË˛ ˝ÌÂ„ËË, ÔÓ„ÎÓ˘‡ÂÏÓÈ ÓÒˆËÎÎflÚÓÓÏ ‚
Â‰ËÌËˆÛ ‚ÂÏÂÌË. èÓÒÍÓÎ¸ÍÛ

Ë <cos(ωt)2> = 1/2, <sin(2ωt)2> = 0, ÚÓ ÒÂ‰ÌÂÂ ÔÓ ‚ÂÏÂÌË ÔÓ„ÎÓ-
˘ÂÌÌÓÈ ÏÓ˘ÌÓÒÚË ÓÒˆËÎÎflÚÓÓÏ, ÒÓ„Î‡ÒÌÓ (3.41), (3.42), ÓÔÂ‰Â-
ÎflÂÚÒfl ÙÓÏÛÎÓÈ

(3.51)

ÖÂ Ï‡ÍÒËÏ‡Î¸ÌÓÂ ÁÌ‡˜ÂÌËÂ ‡‚ÌÓ

ÔË ω = ω0 (ËÒ. 3.13).
ÑÎfl ı‡‡ÍÚÂËÒÚËÍË ÒÚÂÔÂÌË Á‡ÚÛı‡ÌËfl Ì‡·Î˛‰‡ÂÏÓÈ ‚ ˝ÍÒ-

ÔÂËÏÂÌÚÂ ÙÛÌÍˆËË P(ω) Ì‡ıÓ‰flÚ ÁÌ‡˜ÂÌËfl ˜‡ÒÚÓÚ ω, ÔË ÍÓÚÓ-
˚ı ÓÌ‡ ‡‚Ì‡ ÔÓÎÓ‚ËÌÂ P(ω0). ëÓ„Î‡ÒÌÓ (3.51) ˝ÚË ˜‡ÒÚÓÚ˚ ÓÔÂ-
‰ÂÎfl˛ÚÒfl ÙÓÏÛÎ‡ÏË

(3.52)

àÌÚÂ‚‡Î ÏÂÊ‰Û ÌËÏË Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl ¯ËËÌÓÈ ÂÁÓÌ‡ÌÒ‡ Γ,
ËÎË ¯ËËÌÓÈ ÂÁÓÌ‡ÌÒÌÓÈ ÎËÌËË
Γ = 2λ. èË Ï‡ÎÓÏ Á‡ÚÛı‡ÌËË
λ << ω0 ‚·ÎËÁË ÂÁÓÌ‡ÌÒ‡ ‚˚‡-
ÊÂÌËÂ ‰Îfl P(ω) ËÏÂÂÚ ÔÓÒÚÓÈ ‚Ë‰

(3.53)

 

P Pω ω
ω ω

( ) = ( )
⎛
⎝

⎞
⎠

( ) + ⎛
⎝

⎞
⎠

0

2

0
2 2

2
2

2

Γ

Γ
–

.

ω ω λ λ1 2 0
2 2

, .= + ±

P
f

m
ω

λ0

2

4
( ) =

 

P P
f

m
eω λω

ω ω λ ω
( ) =< >=

( ) +( )
2 2

0
2 2 2 2 24–

.

 
P f x t f B

t
te = ( ) = ( ) + ( )⎛

⎝⎜
⎞
⎠⎟

˙ cos –
sin

cos cos sinω ω ω δ ω δ2
2

2
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êËÒ. 3.13

Ü‡Ì Å‡ÚËÒÚ ÜÓÁÂÙ îÛ¸Â (Ù. Jean
Baptiste Joseph Fourier; 21 Ï‡Ú‡ 1768, éÒÂ,
î‡ÌˆËfl — 16 Ï‡fl 1830, è‡ËÊ) – ‚˚‰‡˛-

˘ËÈÒfl Ù‡ÌˆÛÁÒÍËÈ Ï‡ÚÂÏ‡ÚËÍ Ë ÙËÁËÍ



3.4. ëÇéÅéÑçõÖ äéãÖÅÄçàü ëàëíÖå 

ëé åçéÉàåà ëíÖèÖçüåà ëÇéÅéÑõ

èÓÒÎÂ Û‡‚ÌÂÌËfl É‡ÎËÎÂfl–ç¸˛ÚÓÌ‡ Ë
ÔËÌˆËÔ‡ ÒÓı‡ÌÂÌËfl ˝ÌÂ„ËË ‡ÁÎÓÊÂÌËÂ
ÔÓËÁ‚ÓÎ¸ÌÓ„Ó ‰‚ËÊÂÌËfl Ì‡ ÏÓ‰˚, ËÎË
ÌÓÏ‡Î¸Ì˚Â ÍÓÎÂ·‡ÌËfl, ÔÂ‰ÒÚ‡‚ÎflÂÚ ÒÓ-
·ÓÈ, ‚ÓÁÏÓÊÌÓ, Ò‡Ï˚È ÙÛÌ‰‡ÏÂÌÚ‡Î¸Ì˚È
ÂÁÛÎ¸Ú‡Ú ÙËÁËÍË. Ö„Ó Ó·Ó·˘ÂÌËfl Ë ÔË-
ÎÓÊÂÌËfl, ÓÚ ÔÓÒÚ˚ı ÏÂı‡ÌË˜ÂÒÍËı Á‡‰‡˜
‰Ó ÒÓ‚ÂÏÂÌÌ˚ı ÔÓ·ÎÂÏ ÙËÁËÍË ˝ÎÂÏÂÌ-
Ú‡Ì˚ı ˜‡ÒÚËˆ, ÔÓÒÚÓ ÌÂ‚ÓÁÏÓÊÌÓ ÔÂÂ-
˜ËÒÎËÚ¸.

Ä.É. îËÎËÔÔÓ‚

3.4.1. äÓÎÂ·‡ÌËfl ÒËÒÚÂÏ˚ Ò ‰‚ÛÏfl ÒÚÂÔÂÌflÏË Ò‚Ó·Ó‰˚

ÇÌÛÚË Í‡Ê‰ÓÈ ·ÓÎ¸¯ÓÈ Á‡‰‡˜Ë ÒË-
‰ËÚ Ï‡ÎÂÌ¸Í‡fl, Ô˚Ú‡˛˘‡flÒfl ÔÓ·ËÚ¸Òfl
Ì‡ÛÊÛ.

á‡ÍÓÌ ·ÓÎ¸¯Ëı Á‡‰‡˜ ï‡‡‡

ä‡Í ÔÓÒÚÂÈ¯ËÈ ÔËÏÂ Ï‡Î˚ı ÍÓÎÂ·‡ÌËÈ ÍÓÌÒÂ‚‡ÚË‚ÌÓÈ
ÒËÒÚÂÏ˚ Ò ‰‚ÛÏfl ÒÚÂÔÂÌflÏË Ò‚Ó·Ó‰˚ ‡ÒÒÏÓÚËÏ ‰ËÌ‡ÏËÍÛ ‰‚Ûı
Ó‰ËÌ‡ÍÓ‚˚ı Ï‡ÚÂÏ‡ÚË˜ÂÒÍËı Ï‡flÚÌËÍÓ‚, ÒÓÂ‰ËÌÂÌÌ˚ı ÌÂ‚ÂÒÓ-
ÏÓÈ ÔÛÊËÌÓÈ, ‰ÎËÌ‡ ÍÓÚÓÓÈ ‡‚Ì‡ ‡ÒÒÚÓflÌË˛ ÏÂÊ‰Û ÚÓ˜Í‡ÏË
ÔÓ‰‚ÂÒ‡ (ËÒ. 3.14). ÖÒÎË Ï‡ÒÒÓÈ ÔÛÊËÌ˚ ÏÓÊÌÓ ÔÂÌÂ·Â˜¸, ÚÓ
‚ ÒÎÛ˜‡Â Ï‡Î˚ı ÍÓÎÂ·‡ÌËÈ ÍËÌÂÚË˜ÂÒÍ‡fl Ë ÔÓÚÂÌˆË‡Î¸Ì‡fl ˝ÌÂ-
„ËË ÒËÒÚÂÏ˚ ËÏÂ˛Ú ‚Ë‰

T = �
m

2

l2

� (α. 1
2 + α. 2

2), (3.57)

U = �
m

2

gl
� (α1

2 + α2
2) + �

1

2
�kl2 (α2 – α1)

2,

„‰Â k – ÍÓ˝ÙÙËˆËÂÌÚ ÛÔÛ„ÓÒÚË ÔÛÊËÌ˚, m – Ï‡ÒÒ‡ Ï‡flÚÌËÍÓ‚. 

èÓÒÎÂ Á‡ÏÂÌ˚ ÔÂÂÏÂÌÌ˚ı Q1 = �
α2 +

2

α1� Ë Q2 = �
α1 –

2

α2� ÔÓÎÛ˜ËÏ

T = ml 2 (Q
.

1
2 + Q

.
2
2),

U = mgl(Q1
2 + Q2

2) + 2kl2 Q2
2. (3.58)
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Ç ÌÓ‚˚ı ÍÓÓ‰ËÌ‡Ú‡ı Q1, Q2

ÍËÌÂÚË˜ÂÒÍ‡fl Ë ÔÓÚÂÌˆË‡Î¸Ì‡fl
˝ÌÂ„Ëfl ÒËÒÚÂÏ˚ ÔÂ‰ÒÚ‡‚ÎflÂÚÒfl
ÒÛÏÏÓÈ Í‚‡‰‡ÚÓ‚ ÒÏÂ˘ÂÌËÈ Ë
ÒÍÓÓÒÚÂÈ ÒÓÓÚ‚ÂÚÒÚ‚ÂÌÌÓ. í‡ÍËÂ
ÍÓÓ‰ËÌ‡Ú˚ Ì‡Á˚‚‡˛ÚÒfl ÌÓÏ‡Î¸-
Ì˚ÏË ÍÓÓ‰ËÌ‡Ú‡ÏË. ì‡‚ÌÂÌËfl
ã‡„‡ÌÊ‡ ËÏÂ˛Ú ÔÓÒÚÓÈ ‚Ë‰:

Q̈1 + ω0
2Q1 = 0,

(3.59)

„‰Â ˆËÍÎË˜ÂÒÍ‡fl ˜‡ÒÚÓÚ‡ ÍÓÎÂ·‡ÌËÈ Ò‚Ó·Ó‰Ì˚ı 

Ï‡flÚÌËÍÓ‚. Ç ËÚÓ„Â ‚ ÒËÒÚÂÏÂ ‰‚Ûı ‚Á‡ËÏÓ‰ÂÈÒÚ‚Û˛˘Ëı Ï‡ÚÂÏ‡-
ÚË˜ÂÒÍËı Ï‡flÚÌËÍÓ‚ ÒÓ·ÒÚ‚ÂÌÌ˚Â ˜‡ÒÚÓÚ˚ ÍÓÎÂ·‡ÌËÈ ‡‚Ì˚

(3.60)

çÓÏ‡Î¸Ì˚Â ÍÓÎÂ·‡ÌËfl Á‡ÔËÒ˚‚‡˛ÚÒfl Í‡Í

(3.61)

‡ ÍÓÎÂ·‡ÌËfl Í‡Ê‰Ó„Ó Ï‡flÚÌËÍ‡ ËÏÂ˛Ú ‚Ë‰

(3.62)

(3.63)

çÓÏ‡Î¸Ì˚Â ÍÓÎÂ·‡ÌËfl ËÏÂ˛Ú Ì‡„Îfl‰ÌÛ˛ ËÌÚÂÔÂÚ‡ˆË˛.
ÖÒÎË Q2 = 0, ÚÓ α1 = α2 Ë Ó·‡ Ï‡flÚÌËÍ‡ ·Û‰ÛÚ ‰‚Ë„‡Ú¸Òfl Ò ˜‡ÒÚÓ-

ÚÓÈ ‡ ÔÛÊËÌ‡ ‚ ˝ÚÓÏ ÒÎÛ˜‡Â «ÌÂ ‡·ÓÚ‡ÂÚ» (ÒËÌÙ‡Á-ω0 = g l ,

α ω α ω
ω

α2 0 01 0
0
2 021

2= +( ) + +
⎛

⎝⎜
⎞

⎠⎟
A t B

k

m
tcos – cos .

 

α ω α ω
ω

α1 0 01 0
0
2 021

2= +( ) + + +
⎛

⎝⎜
⎞

⎠⎟
A t B

k

m
tcos cos ;

 

Q A t Q B
k

m
t1 0 01 2 0

0
2 021

2= +( ) = + +
⎛

⎝⎜
⎞

⎠⎟
cos , cos ,ω α ω

ω
α

 
ω ω ω ω1 0 2 0

2 2= = +, .
k

m

ω0 = g l –

 

˙̇ ,Q
k

m
Q2 0

2
2

2
0+ +⎛

⎝
⎞
⎠ =ω êËÒ. 3.14



èÓÒÍÓÎ¸ÍÛ k/2mω0
2 << 1, ÚÓ Ï‡flÚÌËÍË ÒÓ‚Â¯‡˛Ú ÍÓÎÂ·‡ÌËfl Ò ˜‡-

ÒÚÓÚÓÈ ω00, ‡ÏÔÎËÚÛ‰‡ ÍÓÚÓ˚ı ÏÂ‰ÎÂÌÌÓ ÏÂÌflÂÚÒfl. èÓÎÛ˜ËÎËÒ¸

·ËÂÌËfl, ÔÂ‰ÒÚ‡‚ÎÂÌÌ˚Â Ì‡ ËÒ. 3.17. èË (kt/2mω0
2 = �

π
2

�) ÔÂ‚˚È 

Ï‡flÚÌËÍ ·Û‰ÂÚ ÌÂÔÓ‰‚ËÊÂÌ Ë ‚Òfl ˝ÌÂ„Ëfl ÔÂÂÈ‰ÂÚ ÍÓ ‚ÚÓÓÏÛ.
í‡ÍËÏ Ó·‡ÁÓÏ, ‰‡ÊÂ ÒÎ‡·‡fl Ò‚flÁ¸ ÔË‚Ó‰ËÚ Í ÚÓÏÛ, ˜ÚÓ ÔÓËÒıÓ-
‰ËÚ ÔÂËÓ‰Ë˜ÂÒÍËÈ Ó·ÏÂÌ ˝ÌÂ„ËÂÈ ÏÂÊ‰Û ÓÒˆËÎÎflÚÓ‡ÏË, ÔË-
˜ÂÏ ÔÂËÓ‰ ÔÂÂÍ‡˜ÍË Á‡‚ËÒËÚ ÓÚ ‚ÂÎË˜ËÌ˚ Ò‚flÁË Ë Í‡ÚÂÌ ‚ÂÎË-
˜ËÌÂ T ≈ 2πmω0/k.

3.4.2. å‡Î˚Â ÍÓÎÂ·‡ÌËfl ÒËÒÚÂÏ˚ 
ËÁ N Ï‡ÚÂË‡Î¸Ì˚ı ÚÓ˜ÂÍ

çÂÚË‚Ë‡Î¸Ì˚Ï Ó·Ó·˘ÂÌËÂÏ ‡ÒÒÏÓÚÂÌÌÓÈ ‚ ÔÂ‰˚‰Û˘ÂÏ
Ô‡‡„‡ÙÂ Á‡‰‡˜Ë fl‚ÎflÂÚÒfl Á‡‰‡˜‡ Ó Ï‡Î˚ı ÍÓÎÂ·‡ÌËflı ÒËÒÚÂÏ˚
N ‚Á‡ËÏÓ‰ÂÈÒÚ‚Û˛˘Ëı ˜‡ÒÚËˆ. Ç ˝ÚÓÏ Ô‡‡„‡ÙÂ ÔÓÍ‡Á‡ÌÓ, ˜ÚÓ
‰Îfl Ú‡ÍÓÈ ÒËÒÚÂÏ˚ ÒÛ˘ÂÒÚ‚Û˛Ú ÌÓÏ‡Î¸Ì˚Â ÍÓÓ‰ËÌ‡Ú˚, ‚ ÍÓÚÓ-
˚ı ÍËÌÂÚË˜ÂÒÍ‡fl Ë ÔÓÚÂÌˆË‡Î¸Ì‡fl ˝ÌÂ„Ëfl ÒËÒÚÂÏ˚ ËÏÂ˛Ú ÔÓ-
ÒÚÓÈ ‚Ë‰, Ë ËÁÛ˜ËÏ Ò‚ÓÈÒÚ‚‡ ÒÓ·ÒÚ‚ÂÌÌ˚ı ˜‡ÒÚÓÚ ÒËÒÚÂÏ.

ê‡ÒÒÏÓÚËÏ ÒËÒÚÂÏÛ ËÁ N Ï‡ÚÂË‡Î¸Ì˚ı ÚÓ˜ÂÍ Ò ‡‰ËÛÒ‡ÏË r
→

i

(i = 1, 2, …, N) Ë M Ë‰Â‡Î¸Ì˚ÏË „ÓÎÓÌÓÏÌ˚ÏË Ò‚flÁflÏË. äÓÏÂ ÚÓ-
„Ó, Ï˚ ÔÓÎ‡„‡ÂÏ, ˜ÚÓ ‰ÂÈÒÚ‚Û˛˘ËÂ Ì‡ ÒËÒÚÂÏÛ ÒËÎ˚ fl‚Îfl˛ÚÒfl
ÒÚ‡ˆËÓÌ‡Ì˚ÏË Ë ÔÓÚÂÌˆË‡Î¸Ì˚ÏË. êÂ¯ËÏ Û‡‚ÌÂÌËfl Ò‚flÁË Ë
‚˚‡ÁËÏ ‰ÂÍ‡ÚÓ‚˚ ÍÓÓ‰ËÌ‡Ú˚ Ï‡ÚÂË‡Î¸Ì˚ı ÚÓ˜ÂÍ r

→
i = r

→
i (q1,

q2, …, q3N–m) ˜ÂÂÁ Ó·Ó·˘ÂÌÌ˚Â ÍÓÓ‰ËÌ‡Ú˚ q = {q1, q2, …, q3N–m}.
ä‡Í ÔÓÍ‡Á‡ÌÓ ‚ „Î‡‚Â 2, ÙÛÌÍˆËfl ã‡„‡ÌÊ‡ ‚ Ó·Ó·˘ÂÌÌ˚ı

ÍÓÓ‰ËÌ‡Ú‡ı ÔËÌËÏ‡ÂÚ ‚Ë‰

(3.67)
 
L a q q q U q q qij i j

j

n

i

n

n= ( ) …( )
==
∑∑1

2 11
1 2˙ ˙ – , , , ,

Ì˚Â ÍÓÎÂ·‡ÌËfl, ËÒ. 3.15). èË Q1 = 0 ÒÔ‡‚Â‰ÎË‚Ó ÒÓÓÚÌÓ¯ÂÌËÂ
α1 = –α2 Ë Ï‡flÚÌËÍË ‰‚ËÊÛÚÒfl ‚ ÔÓÚË‚ÓÙ‡ÁÂ (ËÒ. 3.16) Ò ˜‡ÒÚÓ-

ÚÓÈ ÍÓÚÓ‡fl Û‚ÂÎË˜ËÎ‡Ò¸ ËÁ-Á‡ ‰ÂÈÒÚ‚Ëfl ÔÛÊËÌ˚.

èÓ‡Ì‡ÎËÁËÛÂÏ ‚Á‡ËÏÓ‰ÂÈÒÚ‚ËÂ Ï‡flÚÌËÍÓ‚, ÍÓ„‰‡ ‚ Ì‡˜‡Î¸-
Ì˚È ÏÓÏÂÌÚ ÔÂ‚˚È Ï‡flÚÌËÍ ‚˚‚Ó‰ËÚÒfl ËÁ ÔÓÎÓÊÂÌËfl ‡‚ÌÓ‚Â-
ÒËfl, ‡ ‚ÚÓÓÈ ÌÂÔÓ‰‚ËÊÂÌ. èÛÒÚ¸ ÔË t = 0 α1 = α2 = Q1 = Q2 = 0
(Ï‡flÚÌËÍË ÔÓÍÓflÚÒfl) Ë ÚÓÎ¸ÍÓ ÔÂ‚ÓÏÛ ËÁ ÌËı ÒÓÓ·˘ÂÌ‡ ÒÍÓÓÒÚ¸
α. 1 = C, α. 2 = 0. èË Ú‡ÍËı Ì‡˜‡Î¸Ì˚ı ÛÒÎÓ‚Ëflı ËÁ (3.62), (3.63) ÒÎÂ-
‰ÛÂÚ, ˜ÚÓ

(3.64)

Ç ·ÓÎ¸¯ËÌÒÚ‚Â ‡Ì‡ÎÓ„Ë˜Ì˚ı Á‡‰‡˜ ÒÔ‡‚Â‰ÎË‚Ó ÛÒÎÓ‚ËÂ ÒÎ‡·ÓÈ

Ò‚flÁË (k/mω0
2 << 1). íÓ„‰‡ Ë ËÒÍÓÏ˚Â

Â¯ÂÌËfl ËÏÂ˛Ú ‚Ë‰

(3.65)

(3.66)

 

α
ω

ω
ω2

0
0

02
≈ ( ) ⎛

⎝⎜
⎞
⎠⎟

– cos sin .
ë

t
k

m
t
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ω

ω
ω1

0
0

02
≈ ( ) ⎛

⎝⎜
⎞
⎠⎟

ë
t

k

m
tsin cos ;

 
ω ω ω ω2 0

2
0 0

2= + ≈ +k

m
k m

α
ω ω

ω ω ω ω1 2
1 2

2 1 1 22, sin sin .= ± ( ){ }C
t t

 
ω0

2 2+ k

m
,
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êËÒ. 3.15

êËÒ. 3.17

êËÒ. 3.16



ËÁÓÎËÓ‚‡ÌÌ˚È ÏËÌËÏÛÏ Ë Í‚‡‰‡ÚË˜Ì‡fl ÙÓÏ‡ ÔÓ-

ÎÓÊËÚÂÎ¸ÌÓ ÓÔÂ‰ÂÎÂÌ‡. ÑÎfl ˝ÚÓ„Ó ÌÂÓ·ıÓ‰ËÏÓ Ë ‰ÓÒÚ‡ÚÓ˜ÌÓ ‚˚-
ÔÓÎÌÂÌËÂ ÛÒÎÓ‚ËÈ (ÍËÚÂËÈ ëËÎ¸‚ÂÒÚ‡):

(3.72)

éÚ·‡Ò˚‚‡fl ÌÂÒÛ˘ÂÒÚ‚ÂÌÌÓÂ ÒÎ‡„‡ÂÏÓÂ U(q0), Ï˚ ÔÓÎÛ˜‡ÂÏ
ÙÛÌÍˆË˛ ã‡„‡ÌÊ‡ ‰Îfl Ï‡Î˚ı ÍÓÎÂ·‡ÌËÈ ‚ ÒÎÂ‰Û˛˘ÂÏ ‚Ë‰Â:

(3.73)

„‰Â ÍÓ˝ÙÙËˆËÂÌÚ˚ aik, Uik ÓÔÂ‰ÂÎfl˛ÚÒfl Ô‡‡ÏÂÚ‡ÏË ‰ËÌ‡ÏË˜Â-
ÒÍÓÈ ÒËÒÚÂÏ˚. ÖÒÎË Ì‡˜‡Î¸Ì˚Â ÒÏÂ˘ÂÌËfl ξi(t = 0) ÓÚ ÛÒÚÓÈ˜Ë‚Ó-
„Ó ÔÓÎÓÊÂÌËfl ‡‚ÌÓ‚ÂÒËfl Ë ÒÍÓÓÒÚË ξ

.
i(t = 0) (i = 1, 2, …, n) ‰Ó-

ÒÚ‡ÚÓ˜ÌÓ Ï‡Î˚, ÚÓ ÓÌË ÓÒÚ‡ÌÛÚÒfl Ï‡Î˚ÏË ‚Ó ‚ÂÏfl ‚ÒÂ„Ó ‰‚ËÊÂ-
ÌËfl. ùÚÓ Ë ÔÓÁ‚ÓÎflÂÚ Ì‡Ï ‡ÒÒÏ‡ÚË‚‡Ú¸ ‰‡ÎÂÂ ÚÓÎ¸ÍÓ Î‡„‡ÌÊË-
‡Ì (3.73), ÓÚ·ÓÒË‚ ˜ÎÂÌ˚ ·ÓÎÂÂ ‚˚ÒÓÍÓ„Ó ÔÓfl‰Í‡ Ï‡ÎÓÒÚË. éÚ-
Ò˛‰‡ Ò‡ÁÛ ÏÓÊÌÓ ÔÓÎÛ˜ËÚ¸ Û‡‚ÌÂÌËÂ ‰‚ËÊÂÌËfl

(3.74)

‚ ‚Ë‰Â ÒËÒÚÂÏ˚ ÎËÌÂÈÌ˚ı ‰ËÙÙÂÂÌˆË‡Î¸Ì˚ı Û‡‚ÌÂÌËÈ Ò ÔÓ-
ÒÚÓflÌÌ˚ÏË ÍÓ˝ÙÙËˆËÂÌÚ‡ÏË. êÂ¯ËÏ ˝ÚÛ ÒËÒÚÂÏÛ ÔÓ‰ÒÚ‡ÌÓ‚ÍÓÈ:

ξk = Cke
iλt. (3.75)

Ç ÂÁÛÎ¸Ú‡ÚÂ ÔÓÎÛ˜‡ÂÏ ÒËÒÚÂÏÛ ÎËÌÂÈÌ˚ı Ó‰ÌÓÓ‰Ì˚ı ‡Î„Â-
·‡Ë˜ÂÒÍËı Û‡‚ÌÂÌËÈ Ì‡ ÍÓ˝ÙÙËˆËÂÌÚ˚ Ck:

(3.76)a U Cik ik
k

kλ2 0– .( ) =∑

a Uik k ik k
k

˙̇ξ ξ+( ) =∑ 0

L a Uij i j ij i j
i j

= ( )∑1
2

˙ ˙ – ,
,

ξ ξ ξ ξ

U U U

U U U

U U U

U U

U U

n
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11 1

1

0 0> >,
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„‰Â ÒËÏÏÂÚË˜Ì˚È ÚÂÌÁÓ ajk(q) = akj(q) Á‡‚ËÒËÚ ÚÓÎ¸ÍÓ ÓÚ q Ë 

n = 3N – M. ç‡È‰ÂÏ ÔÓÎÓÊÂÌËfl ‡‚ÌÓ‚ÂÒËfl: q
.
i = 0;  �

∂
∂
q

U

i

� = 0, ÓÚ‚Â-

˜‡˛˘ËÂ ˝ÍÒÚÂÏÛÏÛ ÔÓÚÂÌˆË‡Î‡. àÁ ‚ÒÂı ÔÓÎÓÊÂÌËÈ ‡‚ÌÓ‚ÂÒËfl
qi0 ‚˚·ÂÂÏ Ó‰ÌÓ ÛÒÚÓÈ˜Ë‚ÓÂ ÔÓÎÓÊÂÌËÂ ‡‚ÌÓ‚ÂÒËfl Ë ‡ÒÒÏÓÚ-
ËÏ Ï‡ÎÓÂ ÓÚÍÎÓÌÂÌËÂ ÒËÒÚÂÏ˚ ÓÚ ÌÂ„Ó:

qi = qi0 + ξi(t);   |ξ| << 1. (3.68)

ç‡È‰ÂÏ ‚Ë‰ ÙÛÌÍˆËË ã‡„‡ÌÊ‡ ‰Îfl ÌÓ‚˚ı ÔÂÂÏÂÌÌ˚ı ξ. èÓ-
ÒÍÓÎ¸ÍÛ q

.
i = ξ

.
i,ÚÓ ÍËÌÂÚË˜ÂÒÍ‡fl ˝ÌÂ„Ëfl

(3.69)

„‰Â aij = aji = aij(q – q0) fl‚ÎflÂÚÒfl Ó‰ÌÓÓ‰Ì˚Ï ÏÌÓ„Ó˜ÎÂÌÓÏ ÓÚ ÒÍÓ-
ÓÒÚÂÈ, ËÎË, Í‡Í „Ó‚ÓflÚ, Í‚‡‰‡ÚË˜ÌÓÈ ÙÓÏÓÈ ÓÚ ÒÍÓÓÒÚÂÈ.
àÁ ‚Ë‰‡ ÍËÌÂÚË˜ÂÒÍÓÈ ˝ÌÂ„ËË ‚ ‰ÂÍ‡ÚÓ‚˚ı ÍÓÓ‰ËÌ‡Ú‡ı ÒÎÂ‰Û-
ÂÚ, ˜ÚÓ T – ÔÓÎÓÊËÚÂÎ¸ÌÓ ÓÔÂ‰ÂÎÂÌÌ‡fl ÙÓÏ‡, Ú. Â. ËÏÂÂÚ ÔÓÎÓ-
ÊËÚÂÎ¸Ì˚Â ÁÌ‡˜ÂÌËfl ÔË ‚ÒÂı ÁÌ‡˜ÂÌËflı ‡„ÛÏÂÌÚÓ‚. ê‡ÁÎ‡„‡fl
ÔÓ Ï‡Î˚Ï ÒÏÂ˘ÂÌËflÏ ÔÓÚÂÌˆË‡Î¸ÌÛ˛ ˝ÌÂ„Ë˛ U Ò ÚÓ˜ÌÓÒÚ¸˛ ‰Ó
˜ÎÂÌÓ‚ ‚ÚÓÓ„Ó ÔÓfl‰Í‡ Ï‡ÎÓÒÚË, ÔÓÎÛ˜ËÏ ‚˚‡ÊÂÌËÂ ‚ ‚Ë‰Â

U(q1, q2, …) = U(q = q0 + ξ) =

(3.70)

„‰Â

(3.71)

ÖÒÎË ÚÓ˜Í‡ ‡‚ÌÓ‚ÂÒËfl ÛÒÚÓÈ˜Ë‚‡, ÚÓ, Í‡Í ËÁ‚ÂÒÚÌÓ ËÁ ÍÛÒ‡ ‚˚Ò-
¯ÂÈ Ï‡ÚÂÏ‡ÚËÍË, ÔÓÚÂÌˆË‡Î¸Ì‡fl ˝ÌÂ„Ëfl ‚ ˝ÚÓÏ ÔÓÎÓÊÂÌËË ËÏÂÂÚ 

U U
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q q
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èÓÒÍÓÎ¸ÍÛ Ï‡ÚËˆ˚ U Ë A ‚Â˘ÂÒÚ‚ÂÌÌ˚Â Ë ÒËÏÏÂÚË˜Ì˚Â, ÚÓ ‚Â-
ÎË˜ËÌ˚ Cα

×ΤUCα, Cα
×ΤACα Ú‡ÍÊÂ ‚Â˘ÂÒÚ‚ÂÌÌ˚Â, ÔÓÒÍÓÎ¸ÍÛ

ÑÎfl ‰ÓÍ‡Á‡ÚÂÎ¸ÒÚ‚‡ Ëı ÔÓÎÓÊËÚÂÎ¸ÌÓÒÚË ‡ÁÎÓÊËÏ ÍÓÏ-
ÔÎÂÍÒÌ˚È ‚ÂÍÚÓ Cα Ì‡ ‰ÂÈÒÚ‚ËÚÂÎ¸ÌÛ˛ Ë ÏÌËÏÛ˛ ˜‡ÒÚ¸: Cα = 
= Bα + iDα.íÓ„‰‡

Cα
∗ΤUCα = (BT

α – iDT
α)U(Bα + iDα) = Bα

∗ΤUBα + Dα
∗ΤUDα

Ë Cα
×ΤUCα > 0, Ú‡Í Í‡Í ÙÓÏ˚ Bα

∗ΤUBα, Dα
∗ΤUDα ÔÓÎÓÊËÚÂÎ¸ÌÓ ÓÔ-

Â‰ÂÎÂÌ˚ ÔÓ ÛÒÎÓ‚Ë˛. ÄÌ‡ÎÓ„Ë˜ÌÓ ‰ÓÍ‡Á˚‚‡ÂÚÒfl, ˜ÚÓ ‚ÂÎË˜ËÌ‡
Cα

×ΤACα ·ÓÎ¸¯Â ÌÛÎfl.
Ç ËÚÓ„Â Ó·˘ÂÂ Â¯ÂÌËÂ Û‡‚ÌÂÌËfl (3.74) ÏÓÊÌÓ Ì‡ÔËÒ‡Ú¸ Í‡Í

ÒÛÏÏÛ ˜‡ÒÚÌ˚ı Â¯ÂÌËÈ (3.75) – ÒÛÔÂÔÓÁËˆËÈ ÍÓÎÂ·‡ÌËÈ Ò ˜‡Ò-
ÚÓÚ‡ÏË λα:

(3.82)

íÂÏ Ò‡Ï˚Ï ‰ÓÍ‡Á˚‚‡ÂÚÒfl „ËÔÓÚÂÁ‡ ÅÂÌÛÎÎË: Í‡Ê‰ÓÂ Ï˚ÒÎËÏÓÂ
ÍÓÎÂ·‡ÌËÂ ‚ ÒËÒÚÂÏÂ Ò n ÒÚÂÔÂÌflÏË Ò‚Ó·Ó‰˚ ÏÓÊÂÚ ‡ÒÒÏ‡ÚË-
‚‡Ú¸Òfl Í‡Í ÂÁÛÎ¸Ú‡Ú Ì‡ÎÓÊÂÌËfl n-ÌÂÁ‡‚ËÒËÏ˚ı ÍÓÎÂ·‡ÌËÈ. èÓ‰-
˜ÂÍÌÂÏ, ˜ÚÓ ÌÂÎ¸Áfl ‡ÒÒÏ‡ÚË‚‡Ú¸ ÒÓ·ÒÚ‚ÂÌÌÛ˛ ˜‡ÒÚÓÚÛ λα Í‡Í
˜‡ÒÚÓÚÛ ÍÓÎÂ·‡ÌËÈ Í‡ÍÓÈ-ÎË·Ó Ï‡ÚÂË‡Î¸ÌÓÈ ÚÓ˜ÍË ÒËÒÚÂÏ˚,
ÓÌ‡ fl‚ÎflÂÚÒfl ˜‡ÒÚÓÚÓÈ ÍÓÎÎÂÍÚË‚Ì˚ı ‰‚ËÊÂÌËÈ, ‚ ÍÓÚÓ˚ı
Û˜‡ÒÚ‚Û˛Ú ‚ÒÂ ÚÓ˜ÍË ÒËÒÚÂÏ˚.

ÖÒÎË Í‚‡‰‡ÚË˜Ì‡fl ÙÓÏ‡ ‰Îfl U ÓÚËˆ‡ÚÂÎ¸ÌÓ ÓÔÂ‰ÂÎÂÌ‡,
ÚÓ ÒÓÒÚÓflÌËÂ ‡‚ÌÓ‚ÂÒËfl ÌÂÛÒÚÓÈ˜Ë‚Ó. ë ÓÒÚÓÏ ‡ÏÔÎËÚÛ‰˚ ‚ÓÁ-
ÌËÍ‡ÂÚ ‡ÔÂËÓ‰Ë˜ÂÒÍÓÂ ‰‚ËÊÂÌËÂ Ë ‰‡Î¸ÌÂÈ¯‡fl ‰ËÌ‡ÏËÍ‡ ÓÔÂ-
‰ÂÎflÂÚÒfl ÛÊÂ ÌÂÎËÌÂÈÌ˚ÏË Û‡‚ÌÂÌËflÏË ‰‚ËÊÂÌËfl.

ÑÎfl ‚˚‡ÊÂÌËfl (3.74) ÏÓÊÌÓ ‚˚·‡Ú¸ Ì‡·Ó ÍÓÓ‰ËÌ‡Ú,
Í‡Ê‰‡fl ËÁ ÍÓÚÓ˚ı Û˜‡ÒÚ‚ÛÂÚ ÚÓÎ¸ÍÓ ‚ Ó‰ÌÓÏ „‡ÏÓÌË˜ÂÒÍÓÏ
‰‚ËÊÂÌËË Ò ÒÓ·ÒÚ‚ÂÌÌÓÈ ˜‡ÒÚÓÚÓÈ λα. ÑÓÍ‡ÊÂÏ, ˜ÚÓ ÒÛ˘ÂÒÚ‚ÛÂÚ
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éÌ‡ ËÏÂÂÚ ÌÂÚË‚Ë‡Î¸ÌÓÂ Â¯ÂÌËÂ ÔË ÛÒÎÓ‚ËË

det||aikλ2 – Uik|| = 0. (3.77)

èÓÒÎÂ ‡Á‚ÂÚ˚‚‡ÌËfl ÓÔÂ‰ÂÎËÚÂÎfl ÔÓÎÛ˜‡ÂÚÒfl ‡Î„Â·‡Ë˜ÂÒÍÓÂ
Û‡‚ÌÂÌËÂ, ÍÓÚÓÓÂ fl‚ÎflÂÚÒfl ÔÓÎËÌÓÏÓÏ ÒÚÂÔÂÌË n:

b0 – λ2b1 + λ4b2 – λ6b3 + …(–1)nλ2nbn = 0

ÓÚÌÓÒËÚÂÎ¸ÌÓ λ2. ëÓ„Î‡ÒÌÓ ÓÒÌÓ‚ÌÓÈ ÚÂÓÂÏÂ ‡Î„Â·˚, ˝ÚÓ
Û‡‚ÌÂÌËÂ, Ì‡Á˚‚‡ÂÏÓÂ ı‡‡ÍÚÂËÒÚË˜ÂÒÍËÏ, ËÏÂÂÚ n Â¯Â-
ÌËÈ λ2

α, α = 1, 2, …, n. ÇÂÎË˜ËÌ˚ λα ÌÓÒflÚ Ì‡Á‚‡ÌËÂ ÒÓ·ÒÚ‚ÂÌ-
Ì˚ı ˜‡ÒÚÓÚ ÒËÒÚÂÏ˚. íÓ„‰‡ ‰Îfl Í‡Ê‰Ó„Ó λ2

α Â¯ÂÌËÂÏ Û‡‚ÌÂ-
ÌËfl (3.76) Ì‡ıÓ‰ËÚÒfl ‚ÂÎË˜ËÌ‡ Ckα, Ì‡Á˚‚‡ÂÏ‡fl ÒÓ·ÒÚ‚ÂÌÌ˚Ï
‚ÂÍÚÓÓÏ:

(3.78)

èÓÍ‡ÊÂÏ ‚Â˘ÂÒÚ‚ÂÌÌÓÒÚ¸ ÒÓ·ÒÚ‚ÂÌÌ˚ı ÁÌ‡˜ÂÌËÈ λ2
α. ìÏÌÓ-

ÊËÏ (3.78) Ì‡ C*
iα Ë ÔÓÒÛÏÏËÛÂÏ ÔÓ ËÌ‰ÂÍÒÛ i:

(3.79)

ùÚÓ ÒÓÓÚÌÓ¯ÂÌËÂ Û‰Ó·ÌÓ Á‡ÔËÒ‡Ú¸ ‚ Ï‡ÚË˜ÌÓÏ ‚Ë‰Â, ‚‚Ó‰fl Ï‡Ú-
Ëˆ˚ A = {aik}, U = {Uik}. èÂ‰ÒÚ‡‚ËÏ ‚ÂÎË˜ËÌÛ Ckα Í‡Í k-ÍÓÏÔÓ-
ÌÂÌÚÛ n-ÏÂÌÓ„Ó ‚ÂÍÚÓ‡-ÒÚÓÎ·ˆ‡ Cα: Ckα = (Cα)k, C

*
iα Í‡Í k-ÍÓÏÔÓ-

ÌÂÌÚÛ n-ÏÂÌÓ„Ó ‚ÂÍÚÓ‡-ÒÚÓÍË C*
iα = C*

iα = (Cα
*T)i. íÓ„‰‡ ÒÓÓÚÌÓ-

¯ÂÌËÂ (3.69) ÔË‚Ó‰ËÚÒfl Í ‚Ë‰Û

Cα
*TACαλ2

α – Cα
*TUCα = 0, (3.80)

ÒÎÂ‰Ó‚‡ÚÂÎ¸ÌÓ:

(3.81)

 

λα
α α

α α

α α

α α

2 11

11

= =×
==

==

∑∑

∑∑
C UC

C AC

U C C

a C C

T

T

ik i k
k

n

i

n

ik i k
k

n

i

n

*
*

*
.

 
a C C U C Cik

k

n

i k ik
i

n

i k
==

∑∑ =
1

2

1

0α α α α αλ* *– .

a U Cik ik
k

kλα α
2 0– .( ) =∑

156 ÉÎ‡‚‡ 3. ãËÌÂÈÌ˚Â ÍÓÎÂ·‡ÌËfl 3.4. ë‚Ó·Ó‰Ì˚Â ÍÓÎÂ·‡ÌËfl ÒËÒÚÂÏ… 157



ÒÎÂ‰Ó‚‡ÚÂÎ¸ÌÓ:

ÂÒÎË ‚ÒÂ λ2
α ‡ÁÎË˜Ì˚. èÓÒÍÓÎ¸ÍÛ ‚ÂÎË˜ËÌ˚ Ciα ÓÔÂ‰ÂÎÂÌ˚ Ò

ÚÓ˜ÌÓÒÚ¸˛ ‰Ó ÏÌÓÊËÚÂÎfl, ÚÓ Ï˚ ‚ÒÂ„‰‡ ÏÓÊÂÏ ‚˚·‡Ú¸ Ëı Ú‡ÍË-

ÏË, ˜ÚÓ·˚ ‚˚ÔÓÎÌflÎÓÒ¸ ÒÓÓÚÌÓ¯ÂÌËÂ (Á‰ÂÒ¸ ÌÂÚ

ÒÛÏÏËÓ‚‡ÌËfl ÔÓ γ).
í‡ÍËÏ Ó·‡ÁÓÏ, ÔÓÎÛ˜‡ÂÏ ÔÂ‚ÓÂ Ò‚ÓÈÒÚ‚Ó:

(3.87)

àÌ˚ÏË ÒÎÓ‚‡ÏË, ‚ÂÍÚÓ˚ Cα Ë Cγ Ò ‡ÁÌ˚ÏË ÒÓ·ÒÚ‚ÂÌÌ˚ÏË
ÁÌ‡˜ÂÌËflÏË ˜‡ÒÚÓÚ ÓÚÓ„ÓÌ‡Î¸Ì˚, ÂÒÎË Ëı ÒÍ‡ÎflÌÓÂ ÔÓËÁ‚Â‰Â-
ÌËÂ ÓÔÂ‰ÂÎÂÌÓ Ò «‚ÂÒÓÏ», Á‡‚ËÒfl˘ËÏ ÓÚ Ï‡ÚËˆ˚ A. èÓÎÛ˜ËÏ ÒÎÂ-
‰Û˛˘ÂÂ Ò‚ÓÈÒÚ‚Ó, ÛÏÌÓÊ‡fl (3.87) Ì‡ Clγ Ë ÒÛÏÏËÛfl ÔÓ ËÌ‰ÂÍÒÛ γ :

éÚÒ˛‰‡ ÒÎÂ‰ÛÂÚ, ˜ÚÓ ÔÓËÁ‚Â‰ÂÌËÂ – ˝ÚÓ Â‰ËÌË˜Ì‡fl

Ï‡ÚËˆ‡ ÔÓ ËÌ‰ÂÍÒ‡Ï k, l:

Ç ˜‡ÒÚÌÓÏ ÒÎÛ˜‡Â ÓÚÒÛÚÒÚ‚Ëfl Ò‚flÁÂÈ, ÍÓ„‰‡ aik = δik, ÂÒÎË ‡Ò-
ÒÏ‡ÚË‚‡Ú¸ ˝ÎÂÏÂÌÚ˚ Clk Í‡Í ˝ÎÂÏÂÌÚ˚ Ï‡ÚËˆ˚ C, ÚÓ ÒÓÓÚÌÓ¯Â-
ÌËfl (3.87), (3.88) Á‡ÔËÒ˚‚‡˛ÚÒfl ‚ ‚Ë‰Â

(3.89)

„‰Â E – Â‰ËÌË˜Ì‡fl Ï‡ÚËˆ‡. Ç ˝ÚÓÏ ÒÎÛ˜‡Â ÔÂÂıÓ‰ ÓÚ Ó·˚˜Ì˚ı
ÍÓÓ‰ËÌ‡Ú Í ÌÓÏ‡Î¸Ì˚Ï fl‚ÎflÂÚÒfl ‚‡˘ÂÌËÂÏ Ò ÔÓÏÓ˘¸˛ ÓÚÓ-
„ÓÌ‡Î¸ÌÓÈ Ï‡ÚËˆ˚ C ‡ÁÏÂÌÓÒÚË 3N×3N.
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Qα – ÎËÌÂÈÌ‡fl ÍÓÏ·ËÌ‡ˆËfl ÙÛÌÍˆËÈ ξ, ‰Îfl ÍÓÚÓÓÈ Û‡‚ÌÂÌËfl
‰‚ËÊÂÌËfl (3.74) ÔË‚Ó‰ËÏ˚ Í ‚Ë‰Û

Q̈α + λ2
αQα = 0. (3.83)

äÓÓ‰ËÌ‡Ú˚ Qα, Í‡Í Ë ‚ Ô‡‡„‡ÙÂ 3.4.1, Ì‡Á˚‚‡˛ÚÒfl ÌÓÏ‡Î¸-
Ì˚ÏË ÍÓÓ‰ËÌ‡Ú‡ÏË. èÛÒÚ¸

(3.84)

ìÏÌÓÊËÏ Û‡‚ÌÂÌËÂ (3.74) Ì‡ ÔÓÒÚÓflÌÌ˚Â Ciα, ÔÓÒÛÏÏËÛÂÏ ÔÓ
i Ë ËÁÏÂÌËÏ ËÌ‰ÂÍÒ ÒÛÏÏËÓ‚‡ÌËfl Ò i Ì‡ k (i ↔ k). èÓÎÛ˜‡ÂÏ

(3.85)

ëËÒÚÂÏ‡ (3.85) ÒÓ‚Ô‡‰‡ÂÚ Ò ÒËÒÚÂÏÓÈ (3.84) Ë (3.83), ÂÒÎË ‚˚ÔÓÎ-
ÌflÂÚÒfl ÛÒÎÓ‚ËÂ

ÑÓÍ‡ÊÂÏ ÌÂÍÓÚÓ˚Â ‚‡ÊÌ˚Â Ò‚ÓÈÒÚ‚‡ ÍÓ˝ÙÙËˆËÂÌÚÓ‚ Ckα. ÇÓ-
ÔÂ‚˚ı, ÛÏÌÓÊËÏ Û‡‚ÌÂÌËÂ (3.78) Ì‡ Ciγ Ë ÔÓÒÛÏÏËÛÂÏ ÔÓ i.
íÓ„‰‡ ÔÓÎÛ˜ËÏ

(3.86)

á‡ÏÂÌËÏ ËÌ‰ÂÍÒ˚ α ↔ γ. èÓÎÛ˜ËÏ Ë 

‚˚˜ÚÂÏ Â„Ó ËÁ ÔÂ‚Ó„Ó ÒÓÓÚÌÓ¯ÂÌËfl. å‡ÚËˆ‡ U ÒËÏÏÂÚË˜Ì‡,
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ç‡È‰ÂÏ ‚˚‡ÊÂÌËfl ξr ˜ÂÂÁ ÌÓÏ‡Î¸Ì˚Â ÍÓÓ‰ËÌ‡Ú˚ Qα. ìÏ-
ÌÓÊËÏ ‚˚‡ÊÂÌËÂ

Ì‡ Cαk, ‚ÓÁ¸ÏÂÏ ÒÛÏÏÛ ÔÓ α Ë ËÒÔÓÎ¸ÁÛÂÏ (3.79). Ç ËÚÓ„Â ÔÓÎÛ˜‡ÂÏ

(3.90)

ã‡„‡ÌÊË‡Ì (3.67) ÒËÒÚÂÏ˚, Í‡Í Ë ÂÂ „‡ÏËÎ¸ÚÓÌË‡Ì

(3.91)

ÏÓ„ÛÚ ·˚Ú¸ Á‡ÔËÒ‡Ì˚ ‚ ÚÂÏËÌ‡ı ÌÓÏ‡Î¸Ì˚ı ÍÓÓ‰ËÌ‡Ú. àÁ
ÙÓÏÛÎ (3.81), (3.82), (3.87) ÒÎÂ‰ÛÂÚ, ˜ÚÓ ‚ ÌÓÏ‡Î¸Ì˚ı ÍÓÓ‰ËÌ‡-
Ú‡ı „‡ÏËÎ¸ÚÓÌË‡Ì ÔÂ‰ÒÚ‡‚ÎflÂÚ ÒÓ·ÓÈ ÒÛÏÏÛ „‡ÏËÎ¸ÚÓÌË‡ÌÓ‚

(3.92)

ÌÂ ‚Á‡ËÏÓ‰ÂÈÒÚ‚Û˛˘Ëı „‡ÏÓÌË˜ÂÒÍËı ÓÒˆËÎÎflÚÓÓ‚ Ò ˜‡ÒÚÓÚ‡-
ÏË λα (3.81).

å˚ ÔÓÍ‡Á‡ÎË, ˜ÚÓ Â¯ÂÌËÂ Á‡‰‡˜Ë Ó Ï‡Î˚ı ÍÓÎÂ·‡ÌËflı ÒËÒ-
ÚÂÏ˚ N ‚Á‡ËÏÓ‰ÂÈÒÚ‚Û˛˘Ëı ˜‡ÒÚËˆ ÒÛ˘ÂÒÚ‚ÂÌÌÓ ÛÔÓ˘‡ÂÚÒfl
‚‚Â‰ÂÌËÂÏ ÌÓÏ‡Î¸Ì˚ı ÍÓÓ‰ËÌ‡Ú ÒÓÓÚÌÓ¯ÂÌËflÏË (3.82),
(3.90). Ç ÓÚÒÛÚÒÚ‚ËÂ Í‡ÚÌ˚ı ÍÓÌÂÈ ı‡‡ÍÚÂËÒÚË˜ÂÒÍÓ„Ó
Û‡‚ÌÂÌËfl ˝ÚË ÙÓÏÛÎ˚ ÔÓÁ‚ÓÎfl˛Ú ËÒÒÎÂ‰Ó‚‡Ú¸ ‚ÒÂ Ï‡Î˚Â ÍÓ-
ÎÂ·‡ÌËfl ÒËÒÚÂÏ˚. ëÎÛ˜‡È Í‡ÚÌ˚ı ÍÓÌÂÈ ÌÂ ÔÂ‰ÒÚ‡‚ÎflÂÚ ÓÒÓ-
·˚ı Á‡ÚÛ‰ÌÂÌËÈ. ä‡Í ÔÓÍ‡Á‡ÌÓ Â˘Â ÇÂÈÂ¯Ú‡ÒÒÓÏ, Í‡Ê‰ÓÏÛ
ÍÓÌ˛ λα Í‡ÚÌÓÒÚË p ÒÓÓÚ‚ÂÚÒÚ‚ÛÂÚ p ÎËÌÂÈÌÓ ÌÂÁ‡‚ËÒËÏ˚ı
Â¯ÂÌËÈ Û‡‚ÌÂÌËfl (3.78) Ë ÙÓÏÛÎ‡ (3.82) ‰‡ÂÚ Ó·˘ÂÂ Â¯ÂÌËÂ
‰Îfl ˝ÚÓ„Ó ÒÎÛ˜‡fl.
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ÉÎ‡‚‡ 4. çÖãàçÖâçõÖ äéãÖÅÄçàü

çÂ ·Û‰ÂÚ, ‚ÂÓflÚÌÓ, ÔÂÛ‚ÂÎË˜ÂÌËÂÏ
ÒÍ‡Á‡Ú¸, ˜ÚÓ ÒÂ‰Ë ÔÓˆÂÒÒÓ‚, Í‡Í Ò‚Ó·Ó‰-
ÌÓ ÔÓÚÂÍ‡˛˘Ëı ‚ ÔËÓ‰Â, Ú‡Í Ë ËÒÔÓÎ¸-
ÁÛÂÏ˚ı ‚ ÚÂıÌËÍÂ, ÍÓÎÂ·‡ÌËfl, ÔÓÌËÏ‡ÂÏ˚Â
‚ ¯ËÓÍÓÏ ÒÏ˚ÒÎÂ ˝ÚÓ„Ó ÒÎÓ‚‡, Á‡ÌËÏ‡˛Ú
‚Ó ÏÌÓ„Ëı ÓÚÌÓ¯ÂÌËflı ‚˚‰‡˛˘ÂÂÒfl Ë ˜‡Ò-
ÚÓ ÔÂ‚ÂÌÒÚ‚Û˛˘ÂÂ ÏÂÒÚÓ… ê‡Á‚ËÚËÂ Û˜Â-
ÌËfl Ó ÍÓÎÂ·‡ÌËflı ÌÂ‡Á˚‚ÌÓ Ò‚flÁ‡ÌÓ Ò
‡Á‚ËÚËÂÏ Ï‡ÚÂÏ‡ÚË˜ÂÒÍËı ÏÂÚÓ‰Ó‚ Ëı
Ú‡ÍÚÓ‚ÍË.

ç.Ñ. è‡Ô‡ÎÂÍÒË

Ç Ó·Î‡ÒÚË ÍÓÎÂ·‡ÌËÈ ÓÒÓ·ÂÌÌÓ ÓÚ˜ÂÚ-
ÎË‚Ó ‚˚ÒÚÛÔ‡ÂÚ ‚Á‡ËÏÓ‰ÂÈÒÚ‚ËÂ ÏÂÊ‰Û ÙË-
ÁËÍÓÈ Ë Ï‡ÚÂÏ‡ÚËÍÓÈ, ‚ÎËflÌËÂ ÔÓÚÂ·ÌÓÒ-
ÚÂÈ ÙËÁËÍË Ì‡ ‡Á‚ËÚËÂ Ï‡ÚÂÏ‡ÚË˜ÂÒÍËı
ÏÂÚÓ‰Ó‚ Ë Ó·‡ÚÌÓÂ ‚ÎËflÌËÂ Ï‡ÚÂÏ‡ÚËÍË Ì‡
Ì‡¯Ë ÙËÁË˜ÂÒÍËÂ ÁÌ‡ÌËfl.

Ä.Ä. ÄÌ‰ÓÌÓ‚, ë.ù. ÇËÚÚ

íÂÓËfl ÍÓÎÂ·‡ÌËÈ ‚ Ò‡ÏÓÏ Ì‡˜‡ÎÂ ‚ÓÁÌËÍÌÓ‚ÂÌËfl Ó„‡ÌË˜Ë-
‚‡Î‡Ò¸ ËÁÛ˜ÂÌËÂÏ ÔÓÒÚÂÈ¯Ëı ‚Ë‰Ó‚ ÍÓÎÂ·‡ÌËÈ Ë ÔÓÒÚ˚ÏË Ï‡-
ÚÂÏ‡ÚË˜ÂÒÍËÏË ÏÂÚÓ‰‡ÏË*. ÅÓÎ¸¯ËÌÒÚ‚Ó ÌÂÎËÌÂÈÌ˚ı Á‡‰‡˜
ÏÂı‡ÌËÍË Ó˜ÂÌ¸ ˜‡ÒÚÓ «ÎËÌÂ‡ËÁËÓ‚‡ÎÓÒ¸», ‡ÒÒÏ‡ÚË‚‡ÎËÒ¸
ÚÓÎ¸ÍÓ Ï‡Î˚Â ÍÓÎÂ·‡ÌËfl, ÏÌÓ„ËÂ ÌÂÎËÌÂÈÌ˚Â Û‡‚ÌÂÌËfl ÏÂı‡-
ÌËÍË Ò‚Ó‰ËÎËÒ¸ Í ÎËÌÂÈÌ˚Ï. ùÚÓ Ó·˙flÒÌflÎÓÒ¸ „Î‡‚Ì˚Ï Ó·‡-
ÁÓÏ ÚÂÏ, ˜ÚÓ Ï‡ÚÂÏ‡ÚË˜ÂÒÍËÈ ‡ÔÔ‡‡Ú ÎËÌÂÈÌ˚ı ‰ËÙÙÂÂÌˆË-
‡Î¸Ì˚ı Û‡‚ÌÂÌËÈ Ë Û‡‚ÌÂÌËÈ ‚ ˜‡ÒÚÌ˚ı ÔÓËÁ‚Ó‰Ì˚ı Ò ÔÓÒÚÓ-
flÌÌ˚ÏË ÍÓ˝ÙÙËˆËÂÌÚ‡ÏË, ËÏÂ‚¯ËÈÒfl Í ÚÓÏÛ ‚ÂÏÂÌË ‚ ÛÍ‡ı
ËÒÒÎÂ‰Ó‚‡ÚÂÎÂÈ, ·˚Î ıÓÓ¯Ó ‡Á‡·ÓÚ‡Ì. «çÂÒÏÓÚfl Ì‡ Á‡ÏÂ-
˜‡ÚÂÎ¸Ì˚Â ÂÁÛÎ¸Ú‡Ú˚, ÔÓÎÛ˜ÂÌÌ˚Â Ú‡ÍËÏ ÎËÌÂÈÌ˚Ï ÔÓ‰ıÓ‰ÓÏ
Í ÌÂÎËÌÂÈÌ˚Ï Á‡‰‡˜‡Ï, Ó˜ÂÌ¸ ˜‡ÒÚÓ ÔË Ú‡ÍÓÈ Ë‰Â‡ÎËÁ‡ˆËË Â-
‡Î¸Ì˚ı Á‡‰‡˜ ËÁ ‡ÒÒÏÓÚÂÌËfl ÛÒÍÓÎ¸Á‡ÎË ÌÂ ÚÓÎ¸ÍÓ Ì‡·Î˛‰‡Â-
Ï˚Â ˝ÙÙÂÍÚ˚, ÌÓ Ë ÒÛ˘ÌÓÒÚ¸ ËÒÒÎÂ‰ÛÂÏÓ„Ó fl‚ÎÂÌËfl. í‡ÍÓÂ “ÎË-

* èÂ‚ÓÒıÓ‰Ì˚È Ó·ÁÓ ‡Á‚ËÚËfl ÚÂÓËË ÌÂÎËÌÂÈÌ˚ı ÍÓÎÂ·‡ÌËÈ ‰Ó ÒÂÂ‰Ë-
Ì˚ XX ‚. ‰‡Ì ‚ ÒÚ‡Ú¸Â [20] Ë ÏÓÌÓ„‡ÙËflı [22–24].



àı ı‡‡ÍÚÂÌÓÈ ÓÒÓ·ÂÌÌÓÒÚ¸˛ fl‚ÎflÂÚÒfl ÌÂÁ‡‚ËÒËÏÓÒÚ¸ ÍÓÎÂ·‡-
ÌËÈ ÓÚ Ì‡˜‡Î¸Ì˚ı ÛÒÎÓ‚ËÈ, ˜ÚÓ ÌÂ ÓÔËÒ˚‚‡ÂÚÒfl ÎËÌÂÈÌ˚ÏË
‰ËÙÙÂÂÌˆË‡Î¸Ì˚ÏË Û‡‚ÌÂÌËflÏË. èÓ·ÎÂÏ˚ Ú‡ÌÒÙÓÏ‡ˆËË
Ë ÒÚ‡·ËÎËÁ‡ˆËË ˜‡ÒÚÓÚ˚, ÏÓ‰ÛÎflˆËË Ë ‰ÂÏÓ‰ÛÎflˆËË ÍÓÎÂ·‡ÌËÈ
ÚÂ·Ó‚‡ÎË Ú‡ÍÊÂ ‡Á‡·ÓÚÍË Ï‡ÚÂÏ‡ÚË˜ÂÒÍÓ„Ó ‡ÔÔ‡‡Ú‡ ‰Îfl
ÍÓÎË˜ÂÒÚ‚ÂÌÌÓ„Ó Â¯ÂÌËfl ÍÓÌÍÂÚÌ˚ı Á‡‰‡˜ Ë ÔÓÌËÏ‡ÌËfl ÙË-
ÁË˜ÂÒÍËı fl‚ÎÂÌËÈ ‚ ˝ÚËı Ó·Î‡ÒÚflı. äÓÏÂ ÚÓ„Ó, ‚ÓÔÓÒ˚ Ô‡Í-
ÚËÍË ‚˚ÌÛÊ‰‡ÎË ÒÓÁ‰‡‚‡Ú¸ ÔÓÒÚ˚Â ËÌÊÂÌÂÌ˚Â ÏÂÚÓ‰˚ ‡Ò-
˜ÂÚ‡. èÓ˝ÚÓÏÛ ‡Á‚Ë‚‡ÎËÒ¸ Ô‡‡ÎÎÂÎ¸ÌÓ ‰‚‡ Ì‡Ô‡‚ÎÂÌËfl ‚ ËÁÛ-
˜ÂÌËË ÌÂÎËÌÂÈÌ˚ı ÍÓÎÂ·‡ÚÂÎ¸Ì˚ı ÒËÒÚÂÏ: ÚÂÓÂÚË˜ÂÒÍÓÂ Ë ËÌ-
ÊÂÌÂÌÓ-Ô‡ÍÚË˜ÂÒÍÓÂ. å‡ÚÂÏ‡ÚË˜ÂÒÍËÏ ÙÛÌ‰‡ÏÂÌÚÓÏ ‰Îfl ÒÓ-
Á‰‡ÌËfl ÚÂÓËË ÌÂÎËÌÂÈÌ˚ı ÍÓÎÂ·‡ÌËÈ ÔÓÒÎÛÊËÎË ÚË Ì‡Ô‡‚-
ÎÂÌËfl: Í‡˜ÂÒÚ‚ÂÌÌ‡fl (ÚÓÔÓÎÓ„Ë˜ÂÒÍ‡fl) ÚÂÓËfl ‰ËÙÙÂÂÌˆË‡Î¸-
Ì˚ı Û‡‚ÌÂÌËÈ, ÏÂÚÓ‰ Ï‡ÎÓ„Ó Ô‡‡ÏÂÚ‡ Ä. èÛ‡ÌÍ‡Â Ë ÚÂÓËfl
ÛÒÚÓÈ˜Ë‚ÓÒÚË Ä.å. ãflÔÛÌÓ‚‡.

íÂÓËfl ÌÂÎËÌÂÈÌ˚ı ÍÓÎÂ·‡ÌËÈ ËÒÒÎÂ‰ÛÂÚ ÔÂËÓ‰Ë˜ÂÒÍËÂ ÍÓ-
ÎÂ·‡ÚÂÎ¸Ì˚Â ‰‚ËÊÂÌËfl, ÓÔËÒ˚‚‡ÂÏ˚Â ÌÂÎËÌÂÈÌ˚ÏË ‰ËÙÙÂÂÌ-
ˆË‡Î¸Ì˚ÏË Û‡‚ÌÂÌËflÏË. èÓ Ò‡‚ÌÂÌË˛ Ò ÎËÌÂÈÌÓÈ ÚÂÓËÂÈ ÓÌ‡
·ÓÎÂÂ ÔÓÎÌÓ ÓÚÓ·‡Ê‡ÂÚ Ò‚ÓÈÒÚ‚‡ ÍÓÎÂ·‡ÚÂÎ¸Ì˚ı ÒËÒÚÂÏ. éÚÏÂ-
ÚËÏ ÌÂÍÓÚÓ˚Â ËÁ ÌËı.

1. ä ÌÂÎËÌÂÈÌ˚Ï ÒËÒÚÂÏ‡Ï ÌÂÔËÏÂÌËÏ ÔËÌˆËÔ ÒÛÔÂÔÓ-
ÁËˆËË: ËÁ Ì‡È‰ÂÌÌ˚ı ÌÂÁ‡‚ËÒËÏ˚ı ˜‡ÒÚÌ˚ı Â¯ÂÌËÈ ÌÂÎËÌÂÈ-
Ì˚ı ‰ËÙÙÂÂÌˆË‡Î¸Ì˚ı Û‡‚ÌÂÌËÈ ÌÂÎ¸Áfl ÒÓÒÚ‡‚ËÚ¸ Ó·˘Â„Ó
Â¯ÂÌËfl, Í‡Í ˝ÚÓ ‰ÂÎ‡ÂÚÒfl ‰Îfl ÎËÌÂÈÌ˚ı ÒËÒÚÂÏ. CÛÔÂÔÓÁË-
ˆËfl ‰‚Ûı ËÎË ÌÂÒÍÓÎ¸ÍËı ÍÓÎÂ·‡ÚÂÎ¸Ì˚ı ‰‚ËÊÂÌËÈ, Í‡Ê‰˚È ËÁ
ÍÓÚÓ˚ı ÒÛ˘ÂÒÚ‚ÛÂÚ ‚ ÌÂÎËÌÂÈÌÓÈ ÒËÒÚÂÏÂ, ÌÂ ·Û‰ÂÚ ÂÂ ÍÓÎÂ-
·‡ÌËÂÏ.

2. ÖÒÎË ‰ÂÈÒÚ‚Û˛˘‡fl Ì‡ ÌÂÎËÌÂÈÌÛ˛ ÒËÒÚÂÏÛ ÒËÎ‡ ‡ÁÎÓÊÂÌ‡
‚ fl‰ îÛ¸Â, ÚÓ ÂÂ ‰ÂÈÒÚ‚ËÂ ÌÂ ·Û‰ÂÚ ‡‚ÌÓ ÎËÌÂÈÌÓÈ ÒÛÏÏÂ ‰ÂÈ-
ÒÚ‚ËÈ Í‡Ê‰Ó„Ó ÓÚ‰ÂÎ¸ÌÓ„Ó ÒÎ‡„‡ÂÏÓ„Ó fl‰‡.

3. Ç ÌÂÎËÌÂÈÌ˚ı ÒËÒÚÂÏ‡ı ‚ÓÁÏÓÊÌ˚ ÌÂÒÍÓÎ¸ÍÓ ÒÚ‡ˆËÓÌ‡-
Ì˚ı Ë ÔÂËÓ‰Ë˜ÂÒÍËı ÍÓÎÂ·‡ÚÂÎ¸Ì˚ı ‰‚ËÊÂÌËÈ. ëÓ·ÒÚ‚ÂÌÌ˚Â
˜‡ÒÚÓÚ˚ ÌÂÎËÌÂÈÌ˚ı ÍÓÎÂ·‡ÌËÈ ‚ ÍÓÌÒÂ‚‡ÚË‚Ì˚ı ÒËÒÚÂÏ‡ı ‚
ÓÚÎË˜ËÂ ÓÚ Ú‡ÍÓ‚˚ı ÎËÌÂÈÌ˚ı ÒËÒÚÂÏ Á‡‚ËÒflÚ ÓÚ Ì‡˜‡Î¸Ì˚ı ÛÒ-
ÎÓ‚ËÈ.

4. ë‚Ó·Ó‰Ì˚Â ÍÓÎÂ·‡ÌËfl ÎËÌÂÈÌ˚ı ÒËÒÚÂÏ ÔË Ì‡ÎË˜ËË ÚÂ-
ÌËfl ‚ÒÂ„‰‡ Á‡ÚÛı‡˛Ú. Ç ÌÂÎËÌÂÈÌ˚ı ÊÂ ÒËÒÚÂÏ‡ı ‰‡ÊÂ ÔË ÚÂ-
ÌËË ‚ÓÁÏÓÊÌ˚ ÔÂËÓ‰Ë˜ÂÒÍËe ÍÓÎÂ·‡ÚÂÎ¸Ì˚Â ‰‚ËÊÂÌËfl.

5. Ç ÎËÌÂÈÌ˚ı ÒËÒÚÂÏ‡ı ÔË ‰ÂÈÒÚ‚ËË ‚ÌÂ¯ÌÂÈ (‚ÓÁÏÛ˘‡˛-
˘ÂÈ) „‡ÏÓÌË˜ÂÒÍÓÈ ÒËÎ˚ ‚ ÛÒÚ‡ÌÓ‚Ë‚¯ÂÏÒfl ÂÊËÏÂ ÍÓÎÂ·‡ÌËfl
ÔÓËÒıÓ‰flÚ Ò ÔÂËÓ‰ÓÏ ˝ÚÓÈ ÒËÎ˚. Ç ÌÂÎËÌÂÈÌ˚ı ÒËÒÚÂÏ‡ı ‚˚-

ÌÂ‡ËÁËÓ‚‡ÌËÂ” ‚ÒÂ„‰‡ ËÒÍÛÒÒÚ‚ÂÌÌÓ, Â‰ÍÓ ·˚‚‡ÂÚ ÔÓÎÂÁÌ˚Ï,
·ÓÎ¸¯ÂÈ ˜‡ÒÚ¸˛ ‚ÓÓ·˘Â ÌË˜ÂÏÛ ÌÂ Ì‡Û˜‡ÂÚ, ‡ ËÌÓ„‰‡ Ë ÔflÏÓ
‚Â‰ÌÓ» [21. ë. 11]. ïÓÚfl Í ˝ÚÓÏÛ ‚ÂÏÂÌË ‚ ÚÛ‰‡ı Ä. èÛ‡ÌÍ‡-
Â Ë Ä.å. ãflÔÛÌÓ‚‡ ÍÓÌˆ‡ XIX ‚. ·˚ÎË Á‡ÎÓÊÂÌ˚ Ï‡ÚÂÏ‡ÚË˜Â-
ÒÍËÂ ÓÒÌÓ‚˚ ÚÂÓËË ÌÂÎËÌÂÈÌ˚ı ÍÓÎÂ·‡ÌËÈ Ë ‡Á‚ËÚ˚ ÌÂÍÓÚÓ-
˚Â ÏÂÚÓ‰˚ (ÚÂÓËfl ‚ÓÁÏÛ˘ÂÌËÈ, ËÒÍÎ˛˜ÂÌËÂ ÒÂÍÛÎflÌ˚ı ˜ÎÂ-
ÌÓ‚), Ò ÔÓÏÓ˘¸˛ ÍÓÚÓ˚ı ·˚ÎË ËÒÒÎÂ‰Ó‚‡Ì˚ ÌÂÍÓÚÓ˚Â ÍÓÎÂ-
·‡ÚÂÎ¸Ì˚Â ÒËÒÚÂÏ˚ Ë Á‡‰‡˜Ë ÌÂ·ÂÒÌÓÈ ÏÂı‡ÌËÍË, Ëı ÔËÏÂÌÂ-
ÌËÂ ˜‡ÒÚÓ ÌÓÒËÎÓ ı‡‡ÍÚÂ ÒÎÛ˜‡ÈÌ˚ı ËÎË ÔË‰ÛÏ‡ÌÌ˚ı ÔË-
ÂÏÓ‚. Ç Ì‡˜‡ÎÂ XX ‚. «…ÓÒÌÓ‚Ì˚Â ÂÁÛÎ¸Ú‡Ú˚ èÛ‡ÌÍ‡Â Ë ãfl-
ÔÛÌÓ‚‡ ÌÂ ·˚ÎË ‰ÓÒÚ‡ÚÓ˜ÌÓ ÛÚËÎËÁËÓ‚‡Ì˚ ÙËÁËÍ‡ÏË Ë ËÌÊÂ-
ÌÂ‡ÏË, ÍÓÚÓ˚Â ÔÓ‰ÓÎÊ‡ÎË ‰‡ÊÂ ÔË ËÁÛ˜ÂÌËË ÒÛ˘ÂÒÚ‚ÂÌÌÓ
ÌÂÎËÌÂÈÌ˚ı ÔÓ·ÎÂÏ ÔÓÎ¸ÁÓ‚‡Ú¸Òfl ÍÎ‡ÒÒË˜ÂÒÍËÏ ‡ÔÔ‡‡ÚÓÏ
ÎËÌÂÈÌÓÈ ÚÂÓËË Í‡Í ÎÂÍ‡ÒÚ‚ÓÏ ÓÚ ‚ÒÂı ·ÓÎÂÁÌÂÈ… èÂ‚˚Â
ÒÚÓ„ËÂ ÏÂÚÓ‰˚ ‚ ‡‰ËÓÚÂıÌËÍÂ ·˚ÎË ÔËÏÂÌÂÌ˚ ã¸ÂÌ‡ÓÏ Ë
ä‡Ú‡ÌÓÏ ‚Ó î‡ÌˆËË, ‚ ëëëê ÔÂ‰ÒÚ‡‚ËÚÂÎflÏË ¯ÍÓÎ˚ å‡Ì-
‰ÂÎ¸¯Ú‡Ï‡–è‡Ô‡ÎÂÍÒË» [24. ë. 611].

êÂ¯‡˛˘Û˛ ÓÎ¸ ‚ ‡Á‚ËÚËË ÚÂÓËË ÌÂÎËÌÂÈÌ˚ı ÍÓÎÂ·‡ÌËÈ
‚ ˝ÚÓ ‚ÂÏfl Ò˚„‡ÎË ÔÓÚÂ·ÌÓÒÚË ·˚ÒÚÓ ‡Á‚Ë‚‡˛˘ËıÒfl Ó·Î‡-
ÒÚÂÈ ÚÂıÌËÍË, ÓÒÓ·ÂÌÌÓ ‡‰ËÓÙËÁËÍË Ë ‡‰ËÓÚÂıÌËÍË. ÉÂÌÂ‡-
ˆËfl Ë ÔËÂÏ ÌÂÁ‡ÚÛı‡˛˘Ëı ˝ÎÂÍÚÓÏ‡„ÌËÚÌ˚ı ‚ÓÎÌ ÚÂ·Ó‚‡ÎË
ÚÂÓÂÚË˜ÂÒÍÓ„Ó ËÁÛ˜ÂÌËfl ÓÒÓ·Ó„Ó Ó‰‡ ‡‚ÚÓÌÓÏÌ˚ı ÍÓÎÂ·‡-
ÚÂÎ¸Ì˚ı ÒËÒÚÂÏ (ÔÓÁÊÂ Ì‡Á‚‡ÌÌ˚ı ‡‚ÚÓÍÓÎÂ·‡ÚÂÎ¸Ì˚ÏË), ‚ ÍÓ-
ÚÓ˚ı Á‡ Ò˜ÂÚ ÔÓÒÚÓflÌÌÓ„Ó ËÒÚÓ˜ÌËÍ‡ ˝ÌÂ„ËË ÏÓ„ÛÚ ÔÓ‰‰ÂÊË-
‚‡Ú¸Òfl ÍÓÎÂ·‡ÌËfl ÓÔÂ‰ÂÎÂÌÌÓÈ ÙÓÏ˚, ˜‡ÒÚÓÚ˚ Ë ÏÓ˘ÌÓÒÚË.
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ãÂÓÌË‰ àÒ‡‡ÍÓ‚Ë˜ å‡Ì‰ÂÎ¸¯Ú‡Ï (4 Ï‡fl 1879, åÓ-
„ËÎÂ‚ – 27 ÌÓfl·fl 1944, åÓÒÍ‚‡) – ‚˚‰‡˛˘ËÈÒfl ÒÓ-
‚ÂÚÒÍËÈ ÙËÁËÍ, ‡Í‡‰ÂÏËÍ Äç ëëëê (c 1929 „.), Î‡-
ÛÂ‡Ú ëÚ‡ÎËÌÒÍÓÈ ÔÂÏËË (1942 „.). Ç 1928 „. ÓÚ-
Í˚Î (ÒÓ‚ÏÂÒÚÌÓ Ò É.ë. ã‡Ì‰Ò·Â„ÓÏ) ÍÓÏ·ËÌ‡ˆË-
ÓÌÌÓÂ ‡ÒÒÂflÌËÂ Ò‚ÂÚ‡. ëÓ‚ÏÂÒÚÌÓ Ò ç.Ñ. è‡Ô‡ÎÂÍ-
ÒË ‚˚ÔÓÎÌÂÌ˚ ÓÒÌÓ‚ÓÔÓÎ‡„‡˛˘ËÂ ËÒÒÎÂ‰Ó‚‡ÌËfl
ÔÓ ÌÂÎËÌÂÈÌ˚Ï ÍÓÎÂ·‡ÌËflÏ, ‡Á‡·ÓÚ‡Ì ÏÂÚÓ‰ Ô‡-
‡ÏÂÚË˜ÂÒÍÓ„Ó ‚ÓÁ·ÛÊ‰ÂÌËfl ˝ÎÂÍÚË˜ÂÒÍËı ÍÓÎÂ-
·‡ÌËÈ, ÔÂ‰ÎÓÊÂÌ ‡‰ËÓËÌÚÂÙÂÂÌˆËÓÌÌ˚È ÏÂ-
ÚÓ‰. é‰ËÌ ËÁ ÓÒÌÓ‚‡ÚÂÎÂÈ Ì‡Û˜ÌÓÈ ¯ÍÓÎ˚ ‡‰ËÓ-
ÙËÁËÍË ‚ ëëëê. Å˚Î Ú‡ÍÊÂ ‚˚‰‡˛˘ËÏÒfl Ó„‡ÌË-
Á‡ÚÓÓÏ Ì‡ÛÍË, ÎÂÍÚÓÓÏ Ë ÔÂ‰‡„Ó„ÓÏ. ë 1925 „. Ë
‰Ó ÍÓÌˆ‡ ÊËÁÌË ÔÓÙÂÒÒÓ ãÂÓÌË‰ å‡Ì‰ÂÎ¸¯Ú‡Ï
·˚Î Á‡‚Â‰Û˛˘ËÏ Í‡ÙÂ‰ÓÈ ÚÂÓÂÚË˜ÂÒÍÓÈ ÙËÁËÍË
åÓÒÍÓ‚ÒÍÓ„Ó ÛÌË‚ÂÒËÚÂÚ‡. Ç Â„Ó ˜ÂÒÚ¸ Ì‡Á‚‡Ì 

Í‡ÚÂ Ì‡ Ó·‡ÚÌÓÈ ÒÚÓÓÌÂ ãÛÌ˚



y
.

= f(x) = – �
∂
∂
U

x
�, (4.3)

„‰Â U(x) = ∫ f(x)dx – ÔÓÚÂÌˆË‡Î¸Ì‡fl ˝ÌÂ„Ëfl ÒËÒÚÂÏ˚. Ç ‰‡Î¸ÌÂÈ¯ÂÏ
Ï˚ ÔÓÎ‡„‡ÂÏ, ˜ÚÓ f(x) – ‡Ì‡ÎËÚË˜ÂÒÍ‡fl ÙÛÌÍˆËfl Ì‡ ‚ÒÂÏ ËÌÚÂ‚‡ÎÂ
ËÁÏÂÌÂÌËfl x, Ú. Â. ‚ Í‡Ê‰ÓÈ ÚÓ˜ÍÂ ˝ÚÓ„Ó ËÌÚÂ‚‡Î‡ ÓÌ‡ ‡ÁÎ‡„‡ÂÚÒfl
‚ ÒÚÂÔÂÌÌÓÈ fl‰ Ò ÓÚÎË˜Ì˚Ï ÓÚ ÌÛÎfl ‡‰ËÛÒÓÏ ÒıÓ‰ËÏÓÒÚË.

ç‡È‰ÂÏ Á‡‚ËÒËÏÓÒÚ¸ ÒÍÓÓÒÚË ÓÚ ÍÓÓ‰ËÌ‡Ú

y(t) = y(x(t)). (4.4)

Ç ÒËÎÛ ÚÓ„Ó, ˜ÚÓ y = x
.
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.
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x
�y,

Ï˚ ÔÓÎÛ˜‡ÂÏ ‰ËÙÙÂÂÌˆË‡Î¸ÌÓÂ Û‡‚ÌÂÌËÂ Ù‡ÁÓ‚ÓÈ (ËÌÚÂ„-
‡Î¸ÌÓÈ) Ú‡ÂÍÚÓËË

�
d

d

y

x
� = �

f(

y

x)
�, (4.5)

ÔÓ ÍÓÚÓÓÈ ‰‚ËÊÂÚÒfl Ï‡ÚÂË‡Î¸Ì‡fl ÚÓ˜Í‡ ‚ Ù‡ÁÓ‚ÓÈ ÔÎÓÒÍÓÒÚË
(y, x). êÂ¯ÂÌËÂ ˝ÚÓ„Ó Û‡‚ÌÂÌËfl y = y(x, c) ÔÓ ÚÂÓÂÏÂ äÓ¯Ë Â‰ËÌ-
ÒÚ‚ÂÌÌÓ ‚ ÌÂÍÓÚÓÓÈ Ó·Î‡ÒÚË D Ù‡ÁÓ‚ÓÈ ÔÎÓÒÍÓÒÚË, ÂÒÎË ÙÛÌÍ-

ˆËfl P(x, y) = �
f(

y

x)
� – Ó‰ÌÓÁÌ‡˜Ì‡fl Ë ÌÂÔÂ˚‚Ì‡fl ‚ ‰‡ÌÌÓÈ Ó·Î‡ÒÚË

D Ò ÌÂÔÂ˚‚ÌÓÈ ÔÓËÁ‚Ó‰ÌÓÈ �
∂P(

∂
x

y

, y)
�. èË ‚˚ÔÓÎÌÂÌËË ÚÂÓÂ-

Ï˚ Â‰ËÌÒÚ‚ÂÌÌÓÒÚË ˜ÂÂÁ ‰‡ÌÌÛ˛ ÚÓ˜ÍÛ ÔÓıÓ‰ËÚ ÚÓÎ¸ÍÓ Ó‰Ì‡
Ù‡ÁÓ‚‡fl Ú‡ÂÍÚÓËfl Ë Ù‡ÁÓ‚˚Â Ú‡ÂÍÚÓËË ÌÂ ÔÂÂÒÂÍ‡˛ÚÒfl.
íÓ˜ÍË, „‰Â ˝ÚË ÛÒÎÓ‚Ëfl ÌÂ ‚˚ÔÓÎÌfl˛ÚÒfl, Ì‡Á˚‚‡˛ÚÒfl ÓÒÓ·˚ÏË,
ËÎË ÍËÚË˜ÂÒÍËÏË. óÂÂÁ ÌËı ÏÓÊÂÚ ÔÓıÓ‰ËÚ¸ ÌÂÒÍÓÎ¸ÍÓ Ù‡-
ÁÓ‚˚ı Ú‡ÂÍÚÓËÈ. íÓ˜ÍË xi,  (i = 1, 2, …, n), ‚ ÍÓÚÓ˚x x

.
= ẍ = 0:

Ì‡Á˚‚‡˛ÚÒfl ÚÓ˜Í‡ÏË ‡‚ÌÓ‚ÂÒËfl Ë fl‚Îfl˛ÚÒfl ÓÒÓ·˚ÏË ÚÓ˜Í‡ÏË,

Ú‡Í Í‡Í ÁÌ‡˜ÂÌËfl P(x, y) = �
f(

y

x)
� ‚ ÌËı ÌÂÓÔÂ‰ÂÎÂÌÌÓ, ‡ Ù‡ÁÓ‚‡fl 

Ú‡ÂÍÚÓËfl ÏÓÊÂÚ ÔÓıÓ‰ËÚ¸ ˜ÂÂÁ ÌËı ‚ ‡ÁÌ˚ı Ì‡Ô‡‚ÎÂÌËflı.

 

y f x
U

x
i

x xi

= ( ) = ∂
∂

=
=

0 0, ,

ÌÛÊ‰ÂÌÌ˚Â ÍÓÎÂ·‡ÌËfl ÔÓËÒıÓ‰flÚ Ò ÔÂËÓ‰ÓÏ, Í‡ÚÌ˚Ï ÔÂËÓ‰Û
‚ÌÂ¯ÌÂÈ „‡ÏÓÌË˜ÂÒÍÓÈ ÒËÎ˚ Ò ÌÂÓ·˚˜Ì˚ÏË Ò‚ÓÈÒÚ‚‡ÏË ‡ÏÔÎË-
ÚÛ‰ÌÓ-˜‡ÒÚÓÚÌÓÈ ı‡‡ÍÚÂËÒÚËÍË.

ä Ì‡ÒÚÓfl˘ÂÏÛ ‚ÂÏÂÌË, ÌÂÒÏÓÚfl Ì‡ ËÌÚÂÌÒË‚ÌÛ˛ Ì‡Û˜ÌÛ˛
‰ÂflÚÂÎ¸ÌÓÒÚ¸ ÏÌÓ„Ëı ÔÓÍÓÎÂÌËÈ Ï‡ÚÂÏ‡ÚËÍÓ‚ Ë ÙËÁËÍÓ‚, ÌÂ ÒÛ-
˘ÂÒÚ‚ÛÂÚ ÔÓÎÌÓÈ Á‡ÏÍÌÛÚÓÈ ÚÂÓËË, ÔÓÁ‚ÓÎfl˛˘ÂÈ ÓÔËÒ‡Ú¸ ‚
‡Ì‡ÎËÚË˜ÂÒÍÓÏ ‚Ë‰Â Ó·˘Û˛ ‰ËÌ‡ÏËÍÛ ÌÂÎËÌÂÈÌ˚ı ÒËÒÚÂÏ ‰‡ÊÂ
‰Îfl ÒËÒÚÂÏ Ó‰ÌÓÈ ÒÚÂÔÂÌ¸˛ Ò‚Ó·Ó‰˚. ç‡Ë·ÓÎÂÂ ÔÓÎÌÓ ‡Á‡·ÓÚ‡-
Ì‡ ‰ËÌ‡ÏËÍ‡ ÍÓÌÒÂ‚‡ÚË‚Ì˚ı ÒËÒÚÂÏ Ò Ó‰ÌÓÈ ÒÚÂÔÂÌ¸˛ Ò‚Ó·Ó‰˚.
é‰Ì‡ÍÓ ‰Îfl ÒÎ‡·ÓÌÂÎËÌÂÈÌ˚ı ÒËÒÚÂÏ Ò Ï‡Î˚Ï Ô‡‡ÏÂÚÓÏ ÌÂÎË-
ÌÂÈÌÓÒÚË ÒÛ˘ÂÒÚ‚Û˛Ú ‰ÓÒÚ‡ÚÓ˜ÌÓ ıÓÓ¯Ó ‡Á‡·ÓÚ‡ÌÌ˚Â Ó·˘ËÂ
ÏÂÚÓ‰˚ Â¯ÂÌËÈ. Ç ˝ÚÓÈ „Î‡‚Â ÔÂ‰ÒÚ‡‚ÎÂÌÓ ˝ÎÂÏÂÌÚ‡ÌÓÂ ‚‚Â-
‰ÂÌËÂ ‚ ÚÂÓË˛ ÌÂÎËÌÂÈÌ˚ı fl‚ÎÂÌËÈ, Ó·ÒÛÊ‰‡ÂÚÒfl ‰ËÌ‡ÏËÍ‡
ÍÓÌÒÂ‚‡ÚË‚Ì˚ı ÒËÒÚÂÏ Ò Ó‰ÌÓÈ ÒÚÂÔÂÌ¸˛ Ò‚Ó·Ó‰˚ Ë ‡ÒËÏÔÚÓÚË-
˜ÂÒÍËÏË ÏÂÚÓ‰‡ÏË Â¯ÂÌËfl ÌÂÎËÌÂÈÌ˚ı Á‡‰‡˜: ÏÂÚÓ‰ÓÏ ÛÒÂ‰ÌÂ-
ÌËfl Ë ÏÂÚÓ‰ÓÏ ÏÌÓ„Ëı Ï‡Ò¯Ú‡·Ó‚.

4.1. çÖãàçÖâçõÖ äéãÖÅÄçàü äéçëÖêÇÄíàÇçõï 

ëàëíÖå ë éÑçéâ ëíÖèÖçúû ëÇéÅéÑõ

àÁÛ˜ÂÌËÂ Ò‚Ó·Ó‰Ì˚ı ÍÓÎÂ·‡ÌËÈ ÍÓÌÒÂ‚‡ÚË‚Ì˚ı ÒËÒÚÂÏ Ò Ó‰-
ÌÓÈ ÒÚÂÔÂÌ¸˛ Ò‚Ó·Ó‰˚ ÔÂ‰ÒÚ‡‚ÎflÂÚ ÒÓ·ÓÈ ˝ÎÂÏÂÌÚ‡ÌÓÂ ‚‚Â‰Â-
ÌËÂ ‚ ÚÂÓË˛ ÌÂÎËÌÂÈÌ˚ı ÍÓÎÂ·‡ÌËÈ Ë ÔÓÒÚÓÈ ÒÔÓÒÓ· ÓÁÌ‡ÍÓÏ-
ÎÂÌËfl Ò Í‡˜ÂÒÚ‚ÂÌÌÓÈ ÚÂÓËÂÈ ÌÂÎËÌÂÈÌ˚ı ÒËÒÚÂÏ (ÏÂÚÓ‰ Ù‡ÁÓ-
‚ÓÈ ÔÎÓÒÍÓÒÚË).

ê‡ÒÒÏÓÚËÏ ‰‚ËÊÂÌËÂ ÒËÒÚÂÏ˚ Ò Ó‰ÌÓÈ ÒÚÂÔÂÌ¸˛ Ò‚Ó·Ó‰˚.
í‡Í‡fl ÒËÒÚÂÏ‡ ÓÔËÒ˚‚‡ÂÚÒfl Ó‰ÌÓÈ ‚Â˘ÂÒÚ‚ÂÌÌÓÈ ÔÂÂÏÂÌÌÓÈ ı,
ÂÂ ‰‚ËÊÂÌËÂ ÔÓ‰ ‰ÂÈÒÚ‚ËÂÏ ÔËÎÓÊÂÌÌ˚ı ÒËÎ ÔË‚Ó‰ËÚ Í ËÁÏÂ-
ÌÂÌË˛ ˝ÚÓÈ ‚ÂÎË˜ËÌ˚ Ò ÚÂ˜ÂÌËÂÏ ‚ÂÏÂÌË. ïÓÚfl ÙËÁË˜ÂÒÍ‡fl
ÔËÓ‰‡ Ë ‡ÁÏÂÌÓÒÚ¸ ı(t) ÏÓÊÂÚ ·˚Ú¸ ‡ÁÌÓÈ, Û‡‚ÌÂÌËÂ ‰‚Ë-
ÊÂÌËfl ‚ ÍÓÌÒÂ‚‡ÚË‚ÌÓÈ ÒËÒÚÂÏÂ ‚ÒÂ„‰‡ ÏÓÊÂÚ ·˚Ú¸ ÔË‚Â‰ÂÌÓ
Í ‚Ë‰Û

ẍ = f(x). (4.1)

Ç ÏÂı‡ÌËÍÂ f(x) ÏÓÊÌÓ ‡ÒÒÏ‡ÚË‚‡Ú¸ Í‡Í ÒËÎÛ, ÓÚÌÂÒÂÌÌÛ˛ Í
Â‰ËÌËˆÂ Ï‡ÒÒ˚.

á‡ÔË¯ÂÏ Û‡‚ÌÂÌËÂ (4.1) ‚ ‚Ë‰Â ÒËÒÚÂÏ˚ ‰‚Ûı ‰ËÙÙÂÂÌˆË-
‡Î¸Ì˚ı Û‡‚ÌÂÌËÈ ÔÂ‚Ó„Ó ÔÓfl‰Í‡

x
.

= y, (4.2)
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ä‡˜ÂÒÚ‚ÂÌÌÓÂ ÓÔËÒ‡ÌËÂ ‰‚ËÊÂÌËfl 
Ò ÔÓÏÓ˘¸˛ Ù‡ÁÓ‚ÓÈ ÔÎÓÒÍÓÒÚË

ï‡‡ÍÚÂ ‰‚ËÊÂÌËfl Ï‡ÚÂË‡Î¸ÌÓÈ ÚÓ˜ÍË ÏÓÊÌÓ Í‡˜ÂÒÚ‚ÂÌ-
ÌÓ ÓÔËÒ‡Ú¸ Ò ÔÓÏÓ˘¸˛ Ù‡ÁÓ‚ÓÈ ÔÎÓÒÍÓÒÚË ·ÂÁ Ó·‡˘ÂÌËfl ËÌÚÂ-
„‡Î‡ (4.9). ìÒÎÓ‚ËÂ ‚Â˘ÂÒÚ‚ÂÌÌÓÒÚË Â¯ÂÌËÈ (E – U(x) > 0) ‚
(4.9) ‡Á·Ë‚‡ÂÚ Ó·Î‡ÒÚ¸ ËÁÏÂÌÂÌËfl ÔÂÂÏÂÌÌÓÈ x Ì‡ ÓÔÂ‰ÂÎÂÌ-
ÌÓÂ ˜ËÒÎÓ ËÌÚÂ‚‡ÎÓ‚ (ai(E), bi(E)); i = 1, 2, …, n. äÓÌˆ˚ ËÌÚÂ-
‚‡ÎÓ‚ fl‚Îfl˛ÚÒfl ÎË·Ó ÚÓ˜Í‡ÏË ÔÓ‚ÓÓÚ‡, ÍÓÚÓ˚Â ‚˚˜ËÒÎfl˛Ú-
Òfl ËÁ ÛÒÎÓ‚Ëfl E – U(x) = 0, ÎË·Ó ÌÂÓ„‡ÌË˜ÂÌÌ˚ÏË ai(E), → –∞,
bi(E) → ∞.

ê‡ÒÒÏÓÚËÏ ‰‚ËÊÂÌËÂ ‚ Ó‰ÌÓÏ ËÁ ËÌÚÂ‚‡ÎÓ‚ [a, b], ÍÓ„‰‡
x(0)�(a, b), ÔË˜ÂÏ ‚ÂÎË˜ËÌ‡ a ÏÓÊÂÚ ÔËÌËÏ‡Ú¸ Í‡Í ÍÓÌÂ˜-
Ì˚Â, Ú‡Í Ë ·ÂÒÍÓÌÂ˜Ì˚Â ÁÌ‡˜ÂÌËfl, ‡ ‚ÂÎË˜ËÌ‡ 2(E – U(x)) Ì‡
˝ÚÓÏ ËÌÚÂ‚‡ÎÂ ÌÂ ËÏÂÂÚ ÍÓÌÂÈ. àÁ (4.9) Ì‡ıÓ‰ËÏ ˜‡ÒÚÌ˚Â
ÔÓËÁ‚Ó‰Ì˚Â

é˜Â‚Ë‰ÌÓ, ˜ÚÓ ÓÌË ÌÂÔÂ˚‚Ì˚ Ì‡ ËÌÚÂ‚‡ÎÂ [a, x(0)]. íÓ„‰‡ ËÁ
ÚÂÓÂÏ˚ Ó ÒÛ˘ÂÒÚ‚Ó‚‡ÌËË Ó‰ÌÓÁÌ‡˜ÌÓÈ Ë ÌÂÔÂ˚‚ÌÓÈ ÌÂfl‚-
ÌÓÈ ÙÛÌÍˆËË ÒÎÂ‰ÛÂÚ, ˜ÚÓ Ì‡ ˝ÚÓÏ ËÌÚÂ‚‡ÎÂ ÒÓÓÚÌÓ¯Â-
ÌËÂ (4.9) ÓÔÂ‰ÂÎflÂÚ x Í‡Í Ó‰ÌÓÁÌ‡˜ÌÛ˛ ÙÛÌÍˆË˛ ‚ÂÏÂÌË. 

èÓÒÍÓÎ¸ÍÛ ÚÓ x(t) – ÏÓÌÓÚÓÌÌÓ ‚ÓÁ‡Ò-

Ú‡˛˘‡fl ÙÛÌÍˆËfl. èÓ˝ÚÓÏÛ, ÂÒÎË a → –∞ Ë ‚ÒÂ„‰‡ 

ÔÓÎÓÊËÚÂÎ¸ÌÓ (Ì‡ÔËÏÂ ÔË E = E6), ÚÓ ËÁ ‡ÒıÓ‰ËÏÓÒÚË ËÌÚÂ-
„‡Î‡ (4.9) Ì‡ ÌËÊÌÂÏ ÔÂ‰ÂÎÂ ÒÎÂ‰ÛÂÚ, ˜ÚÓ ‰‚ËÊÂÌËÂ ‚ ˝ÚÓÏ
ÒÎÛ˜‡Â ÌÂÓ„‡ÌË˜ÂÌÌÓ: limx(t) → –∞.

èË ÍÓÌÂ˜ÌÓÏ ÁÌ‡˜ÂÌËË b ‚ÓÁÏÓÊÌ˚ ‰‚‡ ÚËÔ‡ ‰‚ËÊÂÌËfl.
èÛÒÚ¸ ÚÓ˜Í‡ ÔÓ‚ÓÓÚ‡ ÌÂ ÒÓ‚Ô‡‰‡ÂÚ Ò ÚÓ˜ÍÓÈ ‡‚ÌÓ‚ÂÒËfl, Ì‡ÔË-
ÏÂ ÚÓ˜Í‡ b ÒÓ‚Ô‡‰‡ÂÚ Ò x5 Ì‡ ËÒ. 4.1. èÓÒÍÓÎ¸ÍÛ ‚ ‡ÁÎÓÊÂÌËË

E – U(x) = –U′(b)(x – b) – �
1

2
�U′′(b)(x – b)2 (4.10)

ÔÂ‚˚È ˜ÎÂÌ ÓÚÎË˜ÂÌ ÓÚ ÌÛÎfl, ËÌÚÂ„‡Î ‚ ÒÓÓÚÌÓ¯ÂÌËË (4.9) ÒıÓ-
‰ËÚÒfl ÔË x = b. èÓ˝ÚÓÏÛ ÔË ÌÂÍÓÚÓÓÏ ÍÓÌÂ˜ÌÓÏ ÁÌ‡˜ÂÌËË t1

ËÏÂÂÏ x(t1) = b.
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ë ÙËÁË˜ÂÒÍÓÈ ÚÓ˜ÍË ÁÂÌËfl ÒËÒÚÂÏ‡ Ò Ì‡˜‡Î¸Ì˚ÏË ÛÒÎÓ‚ËflÏË
y(0) = 0, x = xi ÔË t = 0 ÒÓı‡ÌflÂÚ ˝ÚË ÁÌ‡˜ÂÌËfl ÒÍÓÓÒÚË Ë ÔÓÎÓ-
ÊÂÌËÂ ÔË ‚ÒÂı ‚ÂÏÂÌ‡ı t.

ì‡‚ÌÂÌËfl ‰‚ËÊÂÌËfl (4.2), (4.3) ÏÓÊÌÓ Â¯ËÚ¸ ÒÎÂ‰Û˛˘ËÏ

Ó·‡ÁÓÏ. ìÏÌÓÊËÏ ÔÂ‚ÓÂ ËÁ ÌËı Ì‡ �
∂
∂
U

x
�, ‚ÚÓÓÂ – Ì‡ y Ë ÒÎÓÊËÏ

ÔÓ˜ÎÂÌÌÓ. èÓÎÛ˜ËÏ

(4.6)

éÚÒ˛‰‡ ÒÎÂ‰ÛÂÚ, ˜ÚÓ ÔÓÎÌ‡fl ˝ÌÂ„Ëfl ÒËÒÚÂÏ˚ Ì‡ Â‰ËÌËˆÛ Ï‡ÒÒ˚

(4.7)

ÌÂ Á‡‚ËÒËÚ ÓÚ ‚ÂÏÂÌË Ë fl‚ÎflÂÚÒfl ËÌÚÂ„‡ÎÓÏ ‰‚ËÊÂÌËfl. Ñ‡ÌÌ˚Â
ÒËÒÚÂÏ˚ ‚ „Î‡‚Â 2 ·˚ÎË Ì‡Á‚‡Ì˚ ÍÓÌÒÂ‚‡ÚË‚Ì˚ÏË. ç‡ÎË˜ËÂ Ú‡-
ÍÓÈ ÒÓı‡Ìfl˛˘ÂÈÒfl ‚Ó ‚ÂÏÂÌË ‚ÂÎË˜ËÌ˚ ÔÓÁ‚ÓÎflÂÚ ÔÓÌËÁËÚ¸
ÔÓfl‰ÓÍ ‰ËÙÙÂÂÌˆË‡Î¸ÌÓ„Ó Û‡‚ÌÂÌËfl. àÁ (4.7) Ï˚ ÔÓÎÛ˜‡ÂÏ
‰ËÙÙÂÂÌˆË‡Î¸ÌÓÂ Û‡‚ÌÂÌËÂ ‰‚ËÊÂÌËfl ÍÓÌÒÂ‚‡ÚË‚ÌÓÈ ÒËÒÚÂ-
Ï˚ ‚ ‚Ë‰Â

(4.8)

é·ÒÛ‰ËÏ ‰‚ËÊÂÌËÂ Ò Ì‡˜‡Î¸Ì˚ÏË ÛÒÎÓ‚ËflÏË x(t = 0), y(t = 0).
èÓÎÓÊËÏ ‰Îfl ÓÔÂ‰ÂÎÂÌÌÓÒÚË y(0) > 0. èÓÎÌ‡fl ˝ÌÂ„Ëfl E ÓÔÂ-
‰ÂÎÂÌ‡ Ì‡˜‡Î¸Ì˚ÏË ÛÒÎÓ‚ËflÏË. èflÏ˚Ï ËÌÚÂ„ËÓ‚‡ÌËÂÏ

Û‡‚ÌÂÌËfl (4.8) ÌÂÎ¸Áfl ‚Ì‡˜‡ÎÂ ÔÓÎÛ˜ËÚ¸ 

ÌÂÔÓÒÂ‰ÒÚ‚ÂÌÌÓ x Í‡Í ÙÛÌÍˆË˛ t, ÌÓ ÏÓÊÌÓ, ËÌÚÂ„ËÛfl Û‡‚-

ÌÂÌËÂ Ì‡ÈÚË Ó·‡ÚÌÛ˛ ÙÛÌÍˆË˛ t(x).

èÓÎÛ˜ÂÌÌÓÂ Â¯ÂÌËÂ Á‡‚ËÒËÚ ÓÚ ‰‚Ûı Ô‡‡ÏÂÚÓ‚ E Ë x0. Ö„Ó
Û‰Ó·ÌÓ Á‡ÔËÒ‡Ú¸ ‚ ‚Ë‰Â ÌÂfl‚ÌÓÈ ÙÛÌÍˆËË

(4.9)

ÓÌÓ Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl Â¯ÂÌËÂÏ ‚ Í‚‡‰‡ÚÛ‡ı.
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‚‡Î‡ ‰‚ËÊÂÌËfl (a, b) ÌÂ ÒÓ‚Ô‡‰‡˛Ú ÒÓ ÒÚ‡ˆËÓÌ‡ÌÓÈ ÚÓ˜ÍÓÈ ÔÓ-
ÚÂÌˆË‡Î¸ÌÓÈ ˝ÌÂ„ËË, ÚÓ ‰‚ËÊÂÌËÂ fl‚ÎflÂÚÒfl ÎË·Ó ÌÂÓ„‡ÌË˜ÂÌ-
Ì˚Ï, ÎË·Ó ÍÓÎÂ·‡ÚÂÎ¸Ì˚Ï ÏÂÊ‰Û x = a Ë x = b. èÂËÓ‰ ÍÓÎÂ·‡ÌËÈ
T ‡‚ÂÌ Û‰‚ÓÂÌÌÓÏÛ ‚ÂÏÂÌË ÔÓıÓÊ‰ÂÌËfl ÏÂÊ‰Û ÚÓ˜Í‡ÏË ÓÒÚ‡-
ÌÓ‚ÍË

(4.12)

èÛÒÚ¸ ÚÓ˜Í‡ ÓÒÚ‡ÌÓ‚ÍË ÒÓ‚Ô‡‰‡ÂÚ Ò ÚÓ˜ÍÓÈ ‡‚ÌÓ‚ÂÒËfl:
U′(b) = 0, Ì‡ÔËÏÂ ÚÓ˜ÍË x2, x6 Ì‡ ËÒ. 4.1. íÓ„‰‡ ËÌÚÂ„‡Î (4.9) ÎÓ-
„‡ËÙÏË˜ÂÒÍË ‡ÒıÓ‰ËÚÒfl Ì‡ ‚ÂıÌÂÏ ÔÂ‰ÂÎÂ Ë ‚ÂÏfl ‰‚ËÊÂÌËfl
ÓÚ ÚÓ˜ÍË x(0) ‰Ó ÁÌ‡˜ÂÌËÈ x = b ÌÂÓ„‡ÌË˜ÂÌÌÓ. Ñ‚ËÊÂÌËÂ x(t)
‡ÒËÏÔÚÓÚË˜ÂÒÍË ÒÚÂÏËÚÒfl Í ÚÓ˜ÍÂ ‡‚ÌÓ‚ÂÒËfl, ÓÚ‚Â˜‡˛˘ÂÈ Ï‡Í-

ÒËÏ‡Î¸ÌÓÏÛ ÁÌ‡˜ÂÌË˛ ÔÓÚÂÌˆË‡Î¸ÌÓÈ ˝ÌÂ„ËË: 

é·˘Û˛ Í‡ÚËÌÛ ‰‚ËÊÂÌËfl ÔË ‡ÁÌ˚ı Ì‡˜‡Î¸Ì˚ı ÛÒÎÓ‚Ëflı
ÏÓÊÌÓ ‚˚fl‚ËÚ¸ ÔÛÚÂÏ Í‡˜ÂÒÚ‚ÂÌÌÓ„Ó ‡Ì‡ÎËÁ‡. ä‡Ê‰ÓÂ Â¯ÂÌËÂ
x(t), y(t) ÒËÒÚÂÏ˚ (4.2), (4.3) ËÁÓ·‡Ê‡ÂÚÒfl ÚÓ˜ÍÓÈ ‚ ÔÎÓÒÍÓÒÚË (x,
y). çÂÔÂ˚‚ÌÓÂ ËÁÏÂÌÂÌËÂ ÒÓÒÚÓflÌËfl ÒËÒÚÂÏ˚ ÔË‚Ó‰ËÚ Í ÔÂÂ-
ÏÂ˘ÂÌË˛ ˝ÚÓÈ ÚÓ˜ÍË ÔÓ Ù‡ÁÓ‚ÓÈ Ú‡ÂÍÚÓËË. ä‡Ê‰‡fl Ú‡ÂÍÚÓ-
Ëfl ÒÓÓÚ‚ÂÚÒÚ‚ÛÂÚ ÌÂÍÓÚÓÓÈ ‚ÂÎË˜ËÌÂ ˝ÌÂ„ËË, ÓÔÂ‰ÂÎflÂÏÓÈ 

Ì‡˜‡Î¸Ì˚ÏË ÛÒÎÓ‚ËflÏË Ë ÓÔËÒ˚‚‡ÂÚÒfl Û‡‚-

ÌÂÌËÂÏ (4.8). èÓÒÍÓÎ¸ÍÛ Á‡‰‡ÌÌÓÏÛ ÁÌ‡˜ÂÌË˛ E ÒÓÓÚ‚ÂÚÒÚ‚ÛÂÚ
·ÂÒÍÓÌÂ˜ÌÓÂ ÏÌÓÊÂÒÚ‚Ó Ì‡˜‡Î¸Ì˚ı ÛÒÎÓ‚ËÈ x(0), y(0) ÔË t = t0,
ÚÓ ÔÓÒÚÓÂÌËÂ ÒÂÏÂÈÒÚ‚‡ (4.7) ÔÓÁ‚ÓÎflÂÚ Ò‡ÁÛ ÔÂ‰ÒÚ‡‚ËÚ¸ Í‡-
ÚËÌÛ ‚ÒÂ‚ÓÁÏÓÊÌ˚ı ‰‚ËÊÂÌËÈ ÔË ‡ÁÎË˜Ì˚ı Ì‡˜‡Î¸Ì˚ı ÛÒÎÓ‚Ë-
flı. á‡‚ËÒËÏÓÒÚ¸ U(x) ÏÓÊÌÓ Á‡‰‡Ú¸ „‡ÙË˜ÂÒÍË, ‡ Á‡ÚÂÏ ÔÓ Û‡‚-
ÌÂÌË˛ (4.8) ÔÓÒÚÓËÚ¸ Ù‡ÁÓ‚Û˛ Ú‡ÂÍÚÓË˛. ãËÌËË ‡‚ÌÓÈ
˝ÌÂ„ËË ËÎË ËÁÓÎËÓ‚‡Ì˚, ËÎË fl‚Îfl˛ÚÒfl Ó·˙Â‰ËÌÂÌËÂÏ ÌÂÒÍÓÎ¸-
ÍËı Ù‡ÁÓ‚˚ı Ú‡ÂÍÚÓËÈ.

É‡ÙËÍ ÔÓÚÂÌˆË‡Î¸ÌÓÈ ˝ÌÂ„ËË Û‰Ó·ÌÓ ÔÓÒÚÓËÚ¸ Ì‡‰ „‡ÙË-
ÍÓÏ Ù‡ÁÓ‚ÓÈ ÔÎÓÒÍÓÒÚË Ú‡Í, ˜ÚÓ·˚ ÓÒË U(x) Ë y ·˚ÎË ÒÓÓÒÌ˚, ‡
ÓÒË x Ô‡‡ÎÎÂÎ¸Ì˚ (ËÒ. 4.2). Ç ‚ÂıÌÂÈ ÔÓÎÛÔÎÓÒÍÓÒÚË (y > 0)
ËÁÓ·‡Ê‡˛˘‡fl ÚÓ˜Í‡ ‰‚ËÊÂÚÒfl ‚ÒÂ„‰‡ ‚Ô‡‚Ó (Ì‡Ô‡‚ÎÂÌËÂ ‰‚Ë-
ÊÂÌËfl ÛÍ‡Á‡ÌÓ ÒÚÂÎÍÓÈ), ‚ ÒÚÓÓÌÛ Û‚ÂÎË˜ÂÌËfl x (Ú‡Í Í‡Í x

.
> 0),

‚ ÌËÊÌÂÈ – ‚ÎÂ‚Ó. àÌÚÂ„‡Î¸Ì‡fl ÍË‚‡fl ÔÂÂÒÂÍ‡ÂÚ ÓÒ¸ ‡·ÒˆËÒÒ
(y = 0) ‚ ÌÂÓÒÓ·ÓÈ ÚÓ˜ÍÂ ‚ÒÂ„‰‡ ÔÓ‰ ÔflÏ˚Ï Û„ÎÓÏ.
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èÓÎÛ˜ÂÌÌÓÂ ‰‚ËÊÂÌËÂ ÏÓÊÂÚ ·˚Ú¸ ÌÂÔÂ˚‚ÌÓ ÔÓ‰ÓÎÊÂÌÓ
Ì‡ ÔÓÒÎÂ‰Û˛˘ËÂ ÏÓÏÂÌÚ˚, ÔÓÒÍÓÎ¸ÍÛ ẍ(t1) ≠ 0 Ë

x(t1 + ε) = x(t1) + �
1

2
�ẍ(t1)ε2 + … ≠ x(t1) (ε << 1).

í‡ÍÓÂ ‰‚ËÊÂÌËÂ ÛÊÂ ÓÔËÒ˚‚‡ÂÚÒfl Û‡‚ÌÂÌËÂÏ 

Ò ÚÂÏË ÊÂ ÁÌ‡˜ÂÌËflÏË ÔÓÎÌÓÈ ˝ÌÂ„ËË Ë Ì‡˜‡Î¸Ì˚Ï ÛÒÎÓ‚ËÂÏ 
x
.
1(t1) = 0, x(t1) = b. èÓ˝ÚÓÏÛ ÙÛÌÍˆËfl x(t), ÓÔÂ‰ÂÎflÂÏ‡fl ËÁ ÒÓÓÚ-

ÌÓ¯ÂÌËfl

(4.11)

ÏÓÌÓÚÓÌÌÓ Û·˚‚‡ÂÚ Ë Ó‰ÌÓÁÌ‡˜Ì‡ ‚ ËÌÚÂ‚‡ÎÂ (a, b). ÖÒÎË ÁÌ‡˜Â-

ÌËÂ a ÌÂÓ„‡ÌË˜ÂÌÌÓ Ë ‚ÂÎË˜ËÌ‡ ‚ÒÂ„‰‡ ÔÓÎÓÊËÚÂÎ¸-

Ì‡, ÚÓ èË ÍÓÌÂ˜ÌÓÏ ÁÌ‡˜ÂÌËË a, ÌÂ ÒÓ‚Ô‡‰‡˛-

˘ÂÏ Ò ‡‚ÌÓ‚ÂÒÌ˚Ï ÒÓÒÚÓflÌËÂÏ ÒËÒÚÂÏ˚, ÙÛÌÍˆËfl x(t) ‰ÓÒÚË„‡ÂÚ
ÁÌ‡˜ÂÌËfl x = a ÔË ÍÓÌÂ˜ÌÓÏ t = t2. Ñ‡Î¸ÌÂÈ¯‡fl ˝‚ÓÎ˛ˆËfl ÒËÒÚÂ-

Ï˚ ‚ÌÓ‚¸ ÓÔÂ‰ÂÎflÂÚÒfl Û‡‚ÌÂÌËÂÏ Ò Ì‡˜‡Î¸-

Ì˚Ï ÛÒÎÓ‚ËÂÏ x(t2) = a Ë Ú. ‰. í‡ÍËÏ Ó·‡ÁÓÏ, ÂÒÎË ÍÓÌˆ˚ ËÌÚÂ-
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ÇË‰ Ù‡ÁÓ‚ÓÈ Ú‡ÂÍÚÓËË ‚ ÓÍÂÒÚÌÓÒÚË ÚÓ˜ÂÍ ‡‚ÌÓ‚ÂÒËfl x = xi

(4.13)

ÒÛ˘ÂÒÚ‚ÂÌÌÓ Á‡‚ËÒËÚ ÓÚ ÚËÔ‡ ˝ÍÒÚÂÏÛÏ‡ ÔÓÚÂÌˆË‡Î¸ÌÓÈ ˝ÌÂ„ËË.
Ç ÓÍÂÒÚÌÓÒÚË ÏËÌËÏÛÏ‡ ÔÓÚÂÌˆË‡Î‡ (U′′(xi) > 0) ÎËÌËË ÛÓ‚Ìfl ÔË
E > U(xi) ÔÂ‰ÒÚ‡‚Îfl˛Ú ÒÓ·ÓÈ ÒÂÏÂÈÒÚ‚Ó ‰ÂÙÓÏËÓ‚‡ÌÌ˚ı ˝ÎÎËÔ-
ÒÓ‚, ÍÓÚÓ˚Â ÔË E = U(xi) ‚˚ÓÊ‰‡˛ÚÒfl ‚ ËÁÓÎËÓ‚‡ÌÌÛ˛ ÚÓ˜ÍÛ
‡‚ÌÓ‚ÂÒËfl (ÚÓ˜ÍË x4, x7 Ì‡ ËÒ. 4.2). Ç ÓÍÂÒÚÌÓÒÚË Ï‡ÍÒËÏÛÏ‡ ÔÓ-
ÚÂÌˆË‡Î¸ÌÓÈ ˝ÌÂ„ËË Û‡‚ÌÂÌËÂ (4.13) ÓÔËÒ˚‚‡ÂÚ Ì‡·Ó „ËÔÂ·ÓÎ,
ÍÓÚÓ˚Â ÔË E = U(xi) ÔÂÂıÓ‰flÚ ‚ ÔflÏ˚Â y = ±U′′(xi)(x – xi), ÔÓ-
ıÓ‰fl˘ËÂ ˜ÂÂÁ ÔÓÎÓÊÂÌËÂ ‡‚ÌÓ‚ÂÒËfl (ÚÓ˜ÍË x2, x6 Ì‡ ËÒ. 4.2). ç‡
Ù‡ÁÓ‚ÓÈ ÔÎÓÒÍÓÒÚË ÂÒÚ¸ ÍË‚˚Â, ÓÚ‰ÂÎfl˛˘ËÂ Ó·Î‡ÒÚË, ‚ ÍÓÚÓ˚ı
Ù‡ÁÓ‚˚Â Ú‡ÂÍÚÓËË ËÏÂ˛Ú ‡ÁÎË˜Ì˚È ‚Ë‰, ÓÚ‚Â˜‡˛˘ËÈ ÙËÌËÚ-
ÌÓÏÛ (Ó„‡ÌË˜ÂÌÌÓÏÛ) Ë ËÌÙËÌËÚÌÓÏÛ (ÌÂÓ„‡ÌË˜ÂÌÌÓÏÛ) ‰‚ËÊÂ-
ÌË˛. í‡ÍËÂ ÍË‚˚Â Ì‡Á˚‚‡˛Ú ÒÂÔ‡‡ÚËÒ‡ÏË. Ñ‚ËÊÂÌËfl ÓÍÓÎÓ
ÚÓ˜ÍË, ÓÚ‚Â˜‡˛˘ÂÈ Ï‡ÍÒËÏÛÏÛ ÔÓÚÂÌˆË‡Î¸ÌÓÈ ˝ÌÂ„ËË, ÔÂ‰ÒÚ‡‚-
Îfl˛Ú ÒÓ·ÓÈ ‰‚ËÊÂÌËfl ÓÍÓÎÓ ÌÂÛÒÚÓÈ˜Ë‚Ó„Ó ÒÓÒÚÓflÌËfl ‡‚ÌÓ‚ÂÒËfl.
ÇÒÂ ËÁÓ·‡Ê‡˛˘ËÂ ÚÓ˜ÍË (ÍÓÏÂ ÚÂı, ÍÓÚÓ˚Â ‰‚ËÊÛÚÒfl ÔÓ ‰‚ÛÏ
‚ÂÚ‚flÏ ÒÂÔ‡‡ÚËÒ˚) ÛıÓ‰flÚ ÓÚ ÔÓÎÓÊÂÌËfl ‡‚ÌÓ‚ÂÒËfl. éÒÓ·˚Â
ÚÓ˜ÍË, ÒÓÓÚ‚ÂÚÒÚ‚Û˛˘ËÂ ÌÂÛÒÚÓÈ˜Ë‚ÓÏÛ ÔÓÎÓÊÂÌË˛ ‡‚ÌÓ‚ÂÒËfl,
Ì‡Á˚‚‡˛ÚÒfl ÒÂ‰Î‡ÏË (‚Ô‡‰ËÌ‡ „Ó˚), ÔÓ ‡Ì‡ÎÓ„ËË Ò ÚÓÔÓ„‡ÙË˜ÂÒ-
ÍËÏË ÎËÌËflÏË ‡‚ÌÓÈ ‚˚ÒÓÚ˚.

èÓ‚Â‰ÂÌÌ˚È ‚˚¯Â ‡Ì‡ÎËÁ ‰ÓÒÚ‡ÚÓ˜ÂÌ ‰Îfl ËÒÒ‰Â‰Ó‚‡ÌËfl
‡ÁÎË˜Ì˚ı ÚËÔÓ‚ ‰‚ËÊÂÌËfl. èÓÒÚÓËÏ, Ì‡ÔËÏÂ, Ù‡ÁÓ‚˚È
ÔÓÚÂÚ ‰‚ËÊÂÌËfl Ò ÔÓÚÂÌˆË‡Î¸ÌÓÈ ˝ÌÂ„ËÂÈ, ËÁÓ·‡ÊÂÌÌÓÈ Ì‡
ËÒ. 4.1. èË E = E1, x(t0) > x1, x(t0) ≠ x4 ‰‚ËÊÂÌËÂ ÓÚÒÛÚÒÚ‚ÛÂÚ.
èË Ì‡˜‡Î¸ÌÓÏ ÁÌ‡˜ÂÌËË ˝ÌÂ„ËË, ‡‚ÌÓÈ E = E1, Ë x(t0) = x4 Ù‡-
ÁÓ‚‡fl Ú‡ÂÍÚÓËfl ‚˚ÓÊ‰‡ÂÚÒfl ‚ ÚÓ˜ÍÛ ‡‚ÌÓ‚ÂÒËfl (0, x4). èË
Ì‡˜‡Î¸Ì˚ı ÛÒÎÓ‚Ëflı x2 < x(t0) < x6 Ë E1 < E < E5 Ù‡ÁÓ‚˚Â Ú‡ÂÍ-
ÚÓËË fl‚Îfl˛ÚÒfl Á‡ÏÍÌÛÚ˚ÏË ÍË‚˚ÏË ÓÍÓÎÓ ÚÓ˜ÍË (0, x4) Ë
ÓÔËÒ˚‚‡˛Ú ÍÓÌÚËÌÛÛÏ ÔÂËÓ‰Ë˜ÂÒÍËı ‰‚ËÊÂÌËÈ ‚ Ó„‡ÌË˜ÂÌ-
ÌÓÈ Ó·Î‡ÒÚË Ù‡ÁÓ‚Ó„Ó ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚‡. Ç ‚ÂıÌÂÈ ÔÓÎÛÔÎÓÒÍÓÒÚË
(x
.

> 0) ËÁÓ·‡Ê‡˛˘‡fl ÚÓ˜Í‡ ‰‚ËÊÂÚÒfl ÒÎÂ‚‡ Ì‡Ô‡‚Ó, ‚ ÌËÊÌÂÈ
– ‚ Ó·‡ÚÌÓÏ Ì‡Ô‡‚ÎÂÌËË. èË ÁÌ‡˜ÂÌËflı E, ·ÎËÁÍËı Í E1, ÍÓ-
ÎÂ·‡ÌËfl ÓÍÓÎÓ ÚÓ˜ÍË x = x4 ·ÎËÁÍË Í „‡ÏÓÌË˜ÂÒÍËÏ, ÔÂËÓ‰
ÍÓÚÓ˚ı ÌÂ Á‡‚ËÒËÚ ÓÚ ‡ÏÔÎËÚÛ‰˚. èË ‰‡Î¸ÌÂÈ¯ÂÏ Û‚ÂÎË˜Â-
ÌËË ÔÓÎÌÓÈ ˝ÌÂ„ËË ‚ÓÁÌËÍ‡˛Ú ÌÂÎËÌÂÈÌ˚Â ÍÓÎÂ·‡ÌËfl, Ëı ÔÂ-
ËÓ‰ (4.12) Á‡‚ËÒËÚ ÓÚ ‡ÏÔÎËÚÛ‰˚ Ë ÌÂÓ„‡ÌË˜ÂÌÌÓ ‚˚‡ÒÚ‡ÂÚ
ÔË E = E5. èË ÁÌ‡˜ÂÌËË ÔÓÎÌÓÈ ˝ÌÂ„ËË E = E5 ÔÓÏËÏÓ ÚÓ˜ÂÍ
‡‚ÌÓ‚ÂÒËfl ‰Îfl Ì‡˜‡Î¸Ì˚ı ÛÒÎÓ‚ËÈ x6 < x(t0) < x8 ÒÛ˘ÂÒÚ‚ÛÂÚ

 
y E U x U x x xi i i= ± ( )( ) ′′( )( )2

2
– – –
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ÑÎfl ÔÓÒÚÓÂÌËfl Ù‡ÁÓ‚ÓÈ Ú‡ÂÍÚÓËË ÌÛÊÌÓ, ÒÓ„Î‡ÒÌÓ (4.8),
‰Îfl ‚ÒÂı ÁÌ‡˜ÂÌËÈ x ‚ ‡ÁÂ¯ÂÌÌ˚ı ËÌÚÂ‚‡Î‡ı (ai(E), bi(E)) ‰‚Ë-

ÊÂÌËfl ÔÓÒÎÂ‰Ó‚‡ÚÂÎ¸ÌÓ ‚˚˜ËÒÎflÚ¸ ‚ÂÎË˜ËÌ˚ Ë ÓÚ-

ÍÎ‡‰˚‚‡Ú¸ Ëı ÔÓ ÓÒË y. Ç ÓÍÂÒÚÌÓÒÚË ÚÓ˜ÂÍ ÔÓ‚ÓÓÚ‡, ÌÂ ÒÓ‚Ô‡-
‰‡˛˘Ëı Ò ÓÒÓ·˚ÏË, Ù‡ÁÓ‚‡fl Ú‡ÂÍÚÓËfl ÔË·ÎËÊÂÌÌÓ ÓÔËÒ˚‚‡-
ÂÚÒfl „ËÔÂ·ÓÎÓÈ

y2 = 2U′(b)(b – x)   (U′(b) > 0, x < b),

ËÎË

y2 = –2U′(a)(x – a) U′(a) < 0, x > a.

2 E U x– ( )( )

170 ÉÎ‡‚‡ 4. çÂÎËÌÂÈÌ˚Â ÍÓÎÂ·‡ÌËfl

êËÒ. 4.2



Ù‡ÁÓ‚‡fl Ú‡ÂÍÚÓËfl, ÔËıÓ‰fl˘‡fl Í ÔÓÎÓÊÂÌË˛ ‡‚ÌÓ‚ÂÒËfl
(0, x6) Á‡ ·ÂÒÍÓÌÂ˜Ì˚È ËÌÚÂ‚‡Î ‚ÂÏÂÌË. í‡Í‡fl ÒÂÔ‡‡ÚËÒ‡
Á‡Ï˚Í‡ÂÚÒfl Ì‡ ÒÂ‰ÎÓ Ë ‡Á‰ÂÎflÂÚ Ó·Î‡ÒÚË Ò ‡ÁÌ˚ÏË ÚËÔ‡ÏË
‰‚ËÊÂÌËfl – ÙËÌËÚÌ˚Ï Ë ËÌÙËÌËÚÌ˚Ï. ëÓÓÚ‚ÂÚÒÚ‚Û˛˘‡fl Ù‡-
ÁÓ‚‡fl Ú‡ÂÍÚÓËfl ÒÓÂ‰ËÌflÂÚ ÌÂÛÒÚÓÈ˜Ë‚˚Â ÔÓÎÓÊÂÌËfl ‡‚ÌÓ-
‚ÂÒËfl. àÁ ‡ÁÎÓÊÂÌËfl (4.13) ÔË E = U(xi) ÔÓÎÛ˜‡ÂÏ ˝ÍÒÔÓÌÂÌ-
ˆË‡Î¸Ì˚È ÒÔ‡‰

(4.14)

ÔË ÔÓ‰ıÓ‰Â Í ÌÂÛÒÚÓÈ˜Ë‚ÓÈ ÚÓ˜ÍÂ ‡‚ÌÓ‚ÂÒËfl. éÌ ÔÂÂıÓ‰ËÚ ‚
ÒÚÂÔÂÌÌÓÂ ÔÓ‚Â‰ÂÌËÂ

‚ ÒÎÛ˜‡Â, ÂÒÎË Í‡ÚÌÓÒÚ¸ ÌÛÎfl ÙÛÌÍˆËË E – U(x) Ì‡ ËÒ. 4.2 ÔË
x = x6 ‡‚Ì‡ n (n > 1). É‡ÙËÍË ÙÛÌÍˆËÈ x(t), ÓÚ‚Â˜‡˛˘ËÂ ‰‚ËÊÂ-
ÌË˛ ÔÓ ÒÂÔ‡‡ÚËÒÂ, ÔÂ‰ÒÚ‡‚ÎÂÌ˚ Ì‡ ËÒ. 4.3. á‡ÏÍÌÛÚÓÈ ÒÂÔ‡-
‡ÚËÒÂ ÓÚ‚Â˜‡ÂÚ ÎÓÍ‡ÎËÁÓ‚‡ÌÌ˚È ËÏÔÛÎ¸Ò, ÌÂÁ‡ÏÍÌÛÚÓÈ – ÍËÌÍ,
Ú. Â. ÎÓÍ‡ÎËÁÓ‚‡ÌÌ˚È ÔÂÂıÓ‰ ÓÚ ÁÌ‡˜ÂÌËÈ x2 Í x6.

ê‡ÒÒÏÓÚÂÌÌ˚Â ÒÎÛ˜‡Ë fl‚Îfl˛ÚÒfl ı‡‡ÍÚÂÌ˚ÏË ÚËÔ‡ÏË ‰‚ËÊÂ-
ÌËÈ ‚ ÍÓÌÒÂ‚‡ÚË‚Ì˚ı ÌÂÎËÌÂÈÌ˚ı ÒËÒÚÂÏ‡ı. í‡ÍËÏ Ó·‡ÁÓÏ, ÌÂÎË-
ÌÂÈÌÓÒÚ¸ ‚ÓÒÒÚ‡Ì‡‚ÎË‚‡˛˘ÂÈ ÒËÎ˚ ÔË‚Ó‰ËÚ Í ÒÎÂ‰Û˛˘ÂÏÛ:

1) ‡Ì„‡ÏÓÌËÁÏÛ ÔÂËÓ‰Ë˜ÂÒÍËı ÍÓÎÂ·‡ÌËÈ Ò ÔÂËÓ‰ÓÏ, Á‡‚Ë-
Òfl˘ËÏ ÓÚ Ì‡˜‡Î¸Ì˚ı ÛÒÎÓ‚ËÈ;

2) ÒÛ˘ÂÒÚ‚Ó‚‡ÌË˛ ÓÒÓ·Ó„Ó ÚËÔ‡ Â¯ÂÌËÈ, ÓÚ‚Â˜‡˛˘Ëı ÎÓÍ‡-
ÎËÁÓ‚‡ÌÌ˚Ï ËÏÔÛÎ¸Ò‡Ï Ë ÍËÌÍ‡Ï, ÔË Ì‡ÎË˜ËË ÌÂÛÒÚÓÈ˜Ë‚˚ı ÔÓ-
ÎÓÊÂÌËÈ ‡‚ÌÓ‚ÂÒËfl.

x x
c

t
n

t→ → ∞6 1
2

– – ÔË

  x x e c t
t U x→ → ∞( )

6
6–

–
ÔË

172 ÉÎ‡‚‡ 4. çÂÎËÌÂÈÌ˚Â ÍÓÎÂ·‡ÌËfl

êËÒ. 4.3



4.2. äÓÎÂ·‡ÌËfl Ï‡ÚÂÏ‡ÚË˜ÂÒÍÓ„Ó Ï‡flÚÌËÍ‡… 173

4.2. äéãÖÅÄçàü åÄíÖåÄíàóÖëäéÉé åÄüíçàäÄ. 

ùããàèíàóÖëäàÖ îìçäñàà

å‡flÚÌËÍ Ò˚„‡Î ˜ÂÁ‚˚˜‡ÈÌÓ ·ÓÎ¸-
¯Û˛ ÓÎ¸ ‚ ËÒÚÓËË ÙËÁËÍË.

ã.à. å‡Ì‰ÂÎ¸¯Ú‡Ï

å‡flÚÌËÍÛ Ì‡‰Ó ÔÓÒÚ‡‚ËÚ¸ Ô‡ÏflÚÌËÍ,
Í‡Í ÒÓ·‡ÍÂ è‡‚ÎÓ‚‡.

Ö.Ä. íÛÓ‚

ì‡‚ÌÂÌËÂ ‰‚ËÊÂÌËfl Ï‡flÚÌËÍ‡

ϕ̈ = –ω0
2sinϕ (4.15)

‚ÒÚÂ˜‡ÂÚÒfl ‚ ‡ÁÌ˚ı Ó·Î‡ÒÚflı ÚÂÓÂÚË˜ÂÒÍÓÈ ÙËÁËÍË Ë fl‚ÎflÂÚ-
Òfl ˝Ú‡ÎÓÌÌÓÈ ÏÓ‰ÂÎ¸˛ ‰Îfl ÓÔËÒ‡ÌËfl ÌÂÎËÌÂÈÌ˚ı ÍÓÎÂ·‡ÌËÈ. Ö„Ó
ËÌÚÂ„‡Î ‰‚ËÊÂÌËfl

(4.16)

ÎÂ„ÍÓ ‚˚˜ËÒÎflÂÚÒfl ÔÓ ÙÓÏÛÎ‡Ï (4.7). î‡ÁÓ‚˚È ÔÓÚÂÚ Ë ÍË-
‚˚Â ÔÓÚÂÌˆË‡Î¸ÌÓÈ ˝ÌÂ„ËË ÔÓÍ‡Á‡Ì˚ Ì‡ ËÒ. 4.4. î‡ÁÓ‚‡fl ÍË-
‚‡fl ÔÂËÓ‰Ë˜Ì‡ ÔÓ ϕ Ò ÔÂËÓ‰ÓÏ 2π. èË ÁÌ‡˜ÂÌËflı E, ÏÂÌ¸¯Ëı
Ï‡ÍÒËÏ‡Î¸ÌÓ„Ó ÁÌ‡˜ÂÌËfl ÔÓÚÂÌˆË‡Î¸ÌÓÈ ˝ÌÂ„ËË Umax = 2ω0

2,
ÒÛ˘ÂÒÚ‚Û˛Ú ÌÂÎËÌÂÈÌ˚Â ÍÓÎÂ·‡ÌËfl ÓÍÓÎÓ ÛÒÚÓÈ˜Ë‚Ó„Ó ÔÓÎÓÊÂ-
ÌËfl ‡‚ÌÓ‚ÂÒËfl ϕ = 0. èË E > 2ω0

2 ‰‚ËÊÂÌËÂ ËÌÙËÌËÚÌÓÂ Ë ÌÂÎË-
ÌÂÈÌ˚Â ÍÓÎÂ·‡ÌËfl ÓÚÒÛÚÒÚ‚Û˛Ú. í‡ÍËÏ ‰‚ËÊÂÌËflÏ ÓÚ‚Â˜‡˛Ú,
Ì‡ÔËÏÂ, Ì‡˜‡Î¸Ì˚Â ÛÒÎÓ‚Ëfl, ÍÓ„‰‡ Ï‡flÚÌËÍ Ì‡ıÓ‰ËÚÒfl ‚ ‚Âı-
ÌÂÏ ÔÓÎÓÊÂÌËË (ϕ(0) = π) Ë, ÒÓ„Î‡ÒÌÓ (4.16), ÂÏÛ ÒÓÓ·˘ÂÌ‡ ÒÍÓ-

ÓÒÚ¸ äÓÎÂ·‡ÚÂÎ¸Ì˚Â Ë ËÌÙËÌËÚÌ˚Â ‰‚ËÊÂ-

ÌËfl ‡Á‰ÂÎfl˛ÚÒfl ÒÂÔ‡‡ÚËÒ‡ÏË, Û‡‚ÌÂÌËfl ÍÓÚÓ˚ı ÔË E = 2ω0
2,

ÔÓ (4.16), ËÏÂ˛Ú ÔÓÒÚÓÈ ‚Ë‰

ϕ. = ±2ω0cos�
2

ϕ
�. (4.17)

ÑÎfl ÍÓÎÂ·‡ÚÂÎ¸Ì˚ı ‰‚ËÊÂÌËÈ, ÔÓÎÓÊË‚

sin�
2

ϕ
� = ksinu, E = 2k2ω0

2 (0 < k < 1), (4.18)

 
˙ – .ϕ ω0 2 0

2( ) = ± E

˙
– cos

ϕ ω ϕ
2

0
2

2
1+ ( ) = E



ÒÚ‡‚ÎÂÌ‡ ‚ ‚Ë‰Â ·ÂÒÍÓÌÂ˜Ì˚ı fl‰Ó‚. í‡·ÎËˆ˚ ÁÌ‡˜ÂÌËÈ ÙÛÌÍ-
ˆËË F(u, k) ÔË‚Â‰ÂÌ˚ ‚Ó ÏÌÓ„Ëı ÒÔ‡‚Ó˜ÌËÍ‡ı. ç‡ıÓÊ‰ÂÌËÂ
Ó·‡ÚÌÓÈ ÙÛÌÍˆËË u = u(t) Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl Ó·‡˘ÂÌËÂÏ ËÌÚÂ„‡Î‡
(4.19). ëÓ„Î‡ÒÌÓ üÍÓ·Ë, ˝Ú‡ ÙÛÌÍˆËfl Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl ‡ÏÔÎËÚÛ-
‰ÓÈ, ÔÓÒÚÓflÌÌ‡fl k – ÏÓ‰ÛÎÂÏ, ‰Îfl ÌÂÂ ÔËÌflÚÓ ÒÔÂˆË‡Î¸ÌÓÂ
Ó·ÓÁÌ‡˜ÂÌËÂ

u = am(ω0(t – t0), k). (4.20)

ëËÌÛÒ Ë ÍÓÒËÌÛÒ ˝ÚÓÈ ÙÛÌÍˆËË Ó·ÓÁÌ‡˜‡˛ÚÒfl Í‡Í sn, cn:

sinu = sinam(ω0(t – t0), k) = sn(ω0(t – t0), k),

cosu = cosam(ω0(t – t0), k) = cn(ω0(t – t0), k). (4.21)

áÌ‡ÏÂÌ‡ÚÂÎ¸ ÔÓ‰˚ÌÚÂ„‡Î¸ÌÓ„Ó ‚˚‡ÊÂÌËfl ‚ (4.19) Ó·ÓÁÌ‡˜‡ÂÚ-
Òfl Í‡Í dn:

(4.22)

Ç ËÚÓ„Â Â¯ÂÌËÂ Û‡‚ÌÂÌËfl (4.15) ÔË E = 2k2ω0
2 (0 < k < 1) Á‡ÔË-

Ò˚‚‡ÂÚÒfl ‚ ‚Ë‰Â

sin�
2

ϕ
� = ksn(ω0(t – t0), k). (4.23)

Ç ÒÎÛ˜‡Â E > 2ω0
2 (ËÌÙËÌËÚÌÓÂ ‰‚ËÊÂÌËÂ Ï‡flÚÌËÍ‡) Ò‰ÂÎ‡ÂÏ

ÒÎÂ‰Û˛˘Û˛ Á‡ÏÂÌÛ:

(4.24)

‚ Û‡‚ÌÂÌËË (4.16). íÓ„‰‡ Ó·‡˘ÂÌËÂ ËÌÚÂ„‡Î‡

‰‡ÂÚ Â¯ÂÌËÂ ‚ ˝ÎÎËÔÚË˜ÂÒÍËı ÙÛÌÍˆËflı

(4.25)

  

sin
–

, .
ϕ ω
2
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k

ω0 0

2 2
0 1

t t

k

dv

k v

u–

– sin

( ) = ∫

 
sin sin ,

ϕ ω
2

2
0 10

2

2= = < <( )u E
k

k

  
dn snω ω0 0

2 2 2 2
0 01 1t t k k u k t t k– , – sin – – , .( )( ) = = ( )( )

ÔÂÓ·‡ÁÛÂÏ ‚˚‡ÊÂÌËÂ (4.16) Í ‚Ë‰Û

u
.2 = ω0

2(1 – k2sinu2).

Ç ËÚÓ„Â ÔÓÒÎÂ ‡Á‰ÂÎÂÌËfl ÔÂÂÏÂÌÌ˚ı ‚ ˝ÚÓÏ Û‡‚ÌÂÌËË

Ï˚ ÔÓÎÛ˜ËÎË Á‡ÍÓÌ ‰‚ËÊÂÌËfl Ï‡flÚÌËÍ‡ Í‡Í Á‡‚ËÒËÏÓÒÚ¸ ‚ÂÏÂ-
ÌË ÓÚ Û„Î‡ ÓÚÍÎÓÌÂÌËfl

(4.19)

îÛÌÍˆËfl F(u, k) ËÁ‚ÂÒÚÌ‡ Í‡Í ÌÂÔÓÎÌ˚È ˝ÎÎËÔÚË˜ÂÒÍËÈ ËÌÚÂ„-
‡Î ÔÂ‚Ó„Ó Ó‰‡, Ú‡Í Í‡Í ‚ÔÂ‚˚Â ‚ÒÚÂÚËÎÒfl ÔË ‚˚˜ËÒÎÂÌËË
‰ÎËÌ˚ ‰Û„Ë ˝ÎÎËÔÒ‡. éÌ‡ ÌÂ ‚˚‡Ê‡ÂÚÒfl ˜ÂÂÁ ˝ÎÂÏÂÌÚ‡Ì˚Â
Ú‡ÌÒˆÂÌ‰ÂÌÚÌ˚Â ÙÛÌÍˆËË (ln, arcsin, …), ÌÓ ÏÓÊÂÚ ·˚Ú¸ ÔÂ‰-

 

ω0 0 2 2
0 1

t t
dv

k v
F u k

u

–
– sin

, .( ) = = ( )∫

ωdt
du

k u
=

1 2 2– sin
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„‰Â

(4.30)

ÇÂÎË˜ËÌÛ K Ì‡Á˚‚‡˛Ú ÔÓÎÌ˚Ï ˝ÎÎËÔÚË˜ÂÒÍËÏ ËÌÚÂ„‡ÎÓÏ
ÔÂ‚Ó„Ó Ó‰‡. Ñ‡Î¸ÌÂÈ¯ËÈ ÔÓ‰Ó·Ì˚È ‡Ì‡ÎËÁ ÔÓÍ‡Á˚‚‡ÂÚ, ˜ÚÓ
sn(u, k) ÛÏÂÌ¸¯‡ÂÚÒfl ÓÚ Â‰ËÌËˆ˚ ‰Ó ÌÛÎfl ‚ ËÌÚÂ‚‡ÎÂ ÓÚ K ‰Ó 2K.
Ç ËÌÚÂ‚‡ÎÂ ÓÚ 2K ‰Ó 4K ˝Ú‡ ÙÛÌÍˆËfl ÔËÌËÏ‡ÂÚ ÓÚËˆ‡ÚÂÎ¸Ì˚Â
ÁÌ‡˜ÂÌËfl. éÌ‡ Û·˚‚‡ÂÚ ‚ ËÌÚÂ‚‡ÎÂ ÓÚ 2K ‰Ó 3K (sn(3K, k) = –1) Ë
‚ÓÁ‡ÒÚ‡ÂÚ ‰Ó ÌÛÎfl ‚ ËÌÚÂ‚‡ÎÂ 3K ‰Ó 4K. éÚÒ˛‰‡ ÒÎÂ‰ÛÂÚ, ˜ÚÓ
ÙÛÌÍˆËfl sn ÌÂ˜ÂÚÌ‡fl Ë fl‚ÎflÂÚÒfl ÔÂËÓ‰Ë˜ÂÒÍÓÈ Ò ÔÂËÓ‰ÓÏ 4K

sn(t + 4K, k) = sn(t + 4K, k). (4.31)

éÚÏÂÚËÏ ÌÂÒÍÓÎ¸ÍÓ ‚‡ÊÌ˚ı ‰Îfl ‰‡Î¸ÌÂÈ¯Â„Ó ËÁÎÓÊÂÌËfl
Ò‚ÓÈÒÚ‚ ˝ÎÎËÔÚË˜ÂÒÍËı ÙÛÌÍˆËÈ Ë ËÌÚÂ„‡ÎÓ‚. èË k < 1 ÔÓ‰˚Ì-
ÚÂ„‡Î¸ÌÓÂ ‚˚‡ÊÂÌËÂ ‚ (4.30) ‡ÁÎ‡„‡ÂÚÒfl ‚ ÒıÓ‰fl˘ËÈÒfl fl‰, ÍÓ-
ÚÓ˚È ÏÓÊÌÓ ÔÓËÌÚÂ„ËÓ‚‡Ú¸ Ë

(4.32)

èË ÚÂı ÊÂ ÁÌ‡˜ÂÌËflı k ÙÛÌÍˆËfl snu ‡ÁÎ‡„‡ÂÚÒfl ‚ fl‰ îÛ¸Â

(4.33)

„‰Â

(4.34)

 
q

k k k
k= +

⎛
⎝⎜

⎞
⎠⎟

+
⎛
⎝⎜

⎞
⎠⎟

+… <<( )
2 2 2 2 3

16
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16
84
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1 .

 
q

K
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⎝
⎞
⎠ ′ = ⎛

⎝
⎞
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–
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π π
2

1 2

cnu
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q

q
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u

K

n

n
n

= ( )
=

∞

∑2
1

2 1
2

1

2

2 1
1

π π
–

––
cos – ,

  
snu

kK

q

q
n

u

K

n

n
n

= ( )
=

∞

∑2
1

2 1
2

1

2

2 1
1

π π
–

––
sin – ,

 

K k k k= + ⎛
⎝

⎞
⎠ + ⋅

⋅
⎛
⎝

⎞
⎠ + ⋅ ⋅

⋅ ⋅
⎛
⎝

⎞
⎠ …

⎛
⎝⎜

⎞
⎠⎟

π
2

1
1
2

1 3
2 4

1 3 5
2 4 6

2
2

2
4

2
4 .

 

K F k
dv

k v
= ⎛

⎝
⎞
⎠ = ∫

π
π

2 1 2 2
0

2

,
– sin

.

ç‡È‰ÂÏ ÔÓËÁ‚Ó‰Ì˚Â ˝ÎÎËÔÚË˜ÂÒÍËı ÙÛÌÍˆËÈ. èÓ‰ËÙÙÂ-
ÂÌˆËÛÂÏ ÔÓ ‚ÂÏÂÌË ÒÓÓÚÌÓ¯ÂÌËÂ (4.19) , ÔÓÎÓÊË‚ ‰Îfl ÔÓÒÚÓ-
Ú˚ Á‡ÔËÒË ω0 = 1, t0 = 0. íÓ„‰‡

ÒÎÂ‰Ó‚‡ÚÂÎ¸ÌÓ:

�
d

d

t
� sn(t, k) = �

d

d

t
� sin(u) = cosu�

d

d

t
� u = cn(t, k)dn(t, k). (4.26)

èÓËÁ‚Ó‰Ì˚Â ÙÛÌÍˆËÈ cn Ë dn ÏÓÊÌÓ ÔÓÎÛ˜ËÚ¸ ‰ËÙÙÂÂÌˆËÓ-
‚‡ÌËÂÏ ÒÓÓÚÌÓ¯ÂÌËÈ

cn(t, k)2 + sn(t, k)2 = 1,   dn(t, k)2 + k2sn(t, k)2 = 1, (4.27)

˜ÚÓ ‰‡ÂÚ

�
d

d

t
� cn(t, k) = –sn(t, k)dn(t, k), (4.28)

�
d

d

t
� dn(t, k) = –k2sn(t, k)cn(t, k).

í‡·ÎËˆÛ ÁÌ‡˜ÂÌËÈ ˝ÎÎËÔÚË˜ÂÒÍËı ÙÛÌÍˆËÈ ÏÓÊÌÓ Ì‡ÈÚË ‚ ÒÔÂˆË-
‡Î¸Ì˚ı ÛÍÓ‚Ó‰ÒÚ‚‡ı. ä‡˜ÂÒÚ‚ÂÌÌÓÂ ÔÓ‚Â‰ÂÌËÂ Ëı Ó·˘ÂÈ Á‡‚ËÒË-
ÏÓÒÚË ÓÚ ‚ÂÏÂÌË ÏÓÊÌÓ ÔÓÎÛ˜ËÚ¸ ËÁ ‡Ì‡ÎËÁ‡ Û‡‚ÌÂÌËfl ‰Îfl ÌÂ-
ÎËÌÂÈÌ˚ı ÍÓÎÂ·‡ÌËÈ

(4.29)

„‡ÙËÍ‡ ÔÓÚÂÌˆË‡Î¸ÌÓÈ ˝ÌÂ„ËË Ë ÒÓÓÚÌÓ¯ÂÌËfl (4.18). èÛÒÚ¸ Ï‡-
flÚÌËÍ ‚ ÏÓÏÂÌÚ t = 0 Ì‡ıÓ‰ËÚÒfl ‚ Ì‡ËÌËÁ¯ÂÏ ÔÓÎÓÊÂÌËË ϕ = 0.
íÓ„‰‡, ÒÓ„Î‡ÒÌÓ (4.18), (4.19) (ÔË ω0 = 1, t0 = 0), sn(0, k) = 0. èË
ÔÓÎÓÊËÚÂÎ¸ÌÓÈ Ì‡˜‡Î¸ÌÓÈ ÒÍÓÓÒÚË Í‡Í Û„ÓÎ ÓÚÍÎÓÌÂÌËfl ϕ, Ú‡Í 

Ë ‚ÂÎË˜ËÌ‡ u Û‚ÂÎË˜Ë‚‡˛ÚÒfl ‚ÔÎÓÚ¸ ‰Ó ÏÓÏÂÌÚ‡ t = K, ÍÓ„‰‡ sin �
ϕ
2
�

(t = K) = k, u = �
π
2

�, ÒÎÂ‰Ó‚‡ÚÂÎ¸ÌÓ:

sn(K, k) = 1,

 
˙ – sinϕ ϕ= ±2

2
2 2k

d

dt
u k u= 1 2 2– sin ,
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4.3. åÄãéÄåèãàíìÑçõÖ äéãÖÅÄçàü äéçëÖêÇÄíàÇçéâ

ëàëíÖåõ ë éÑçéâ ëíÖèÖçúû ëÇéÅéÑõ

ä‡Í ÛÊÂ ÛÔÓÏËÌ‡ÎÓÒ¸, Ò‚Ó·Ó‰Ì˚ÏË ÍÓÎÂ·‡ÌËflÏË Ì‡Á˚‚‡˛ÚÒfl
ÍÓÎÂ·‡ÌËfl ÙËÁË˜ÂÒÍÓÈ ÒËÒÚÂÏ˚, ÍÓÚÓ‡fl ÔÓÒÎÂ Ì‡˜‡Î¸ÌÓ„Ó
‚ÌÂ¯ÌÂ„Ó ‚ÓÁ‰ÂÈÒÚ‚Ëfl ÔÂ‰ÓÒÚ‡‚ÎÂÌ‡ Ò‡ÏÓÈ ÒÂ·Â. èË ˝ÚÓÏ ÔÓ-
ËÒıÓ‰ËÚ ÔÂÂÍ‡˜Í‡ ÔÓÚÂÌˆË‡Î¸ÌÓÈ ˝ÌÂ„ËË, ÓÔÂ‰ÂÎflÂÏÓÈ ‚Á‡Ë-
ÏÓ‰ÂÈÒÚ‚ËÂÏ Ò ÓÍÛÊ‡˛˘ËÏË ÚÂÎ‡ÏË, ‚ ÍËÌÂÚË˜ÂÒÍÛ˛ ˝ÌÂ„Ë˛
Ë Ì‡Ó·ÓÓÚ. ÖÒÎË ÒÛÏÏ‡ ˝ÚËı ˝ÌÂ„ËÈ ‚ ÔÓˆÂÒÒÂ ÍÓÎÂ·‡ÌËÈ ÒÓ-
ı‡ÌflÂÚÒfl, ÚÓ ÒËÒÚÂÏ‡ Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl ÍÓÌÒÂ‚‡ÚË‚ÌÓÈ.

ë‚Ó·Ó‰Ì˚Â ÍÓÎÂ·‡ÌËfl ÍÓÌÒÂ‚‡ÚË‚Ì˚ı ÒËÒÚÂÏ Ò Ó‰ÌÓÈ ÒÚÂÔÂ-
Ì¸˛ Ò‚Ó·Ó‰˚ ÓÔËÒ˚‚‡˛ÚÒfl ÛÌË‚ÂÒ‡Î¸Ì˚Ï Û‡‚ÌÂÌËÂÏ (4.1), „‰Â
‚ÓÒÒÚ‡Ì‡‚ÎË‚‡˛˘‡fl ÒËÎ‡ f(x) Ì‡ Â‰ËÌËˆÛ Ï‡ÒÒ˚ ‚ Ó·˘ÂÏ ÒÎÛ˜‡Â
fl‚ÎflÂÚÒfl ÌÂÎËÌÂÈÌÓÈ ÙÛÌÍˆËÂÈ x. ÖÒÎË x = 0 ÔÓÎÓÊÂÌËÂ ‡‚ÌÓ‚Â-
ÒËfl ÒËÒÚÂÏ˚, ÚÓ ‰Îfl Ï‡Î˚ı ÓÚÍÎÓÌÂÌËÈ ÓÚ ÌÂ„Ó f(x) ÏÓÊÌÓ ‡ÁÎÓ-
ÊËÚ¸ ‚ fl‰ íÂÈÎÓ‡

(4.37)

„‰Â Ô‡‡ÏÂÚ a1 = –ω0
2 ÓÔÂ‰ÂÎflÂÚ ˜‡ÒÚÓÚÛ ÎËÌÂÈÌ˚ı ÍÓÎÂ·‡ÌËÈ.

ÖÒÎË ÔÓÎÓÊËÏ ω0 = 1, ÚÓ ·ÂÁ‡ÁÏÂÌÓÂ ‚ÂÏfl t ËÁÏÂflÂÚÒfl ‚ ÔÂ-
ËÓ‰‡ı Ò‚Ó·Ó‰Ì˚ı ÍÓÎÂ·‡ÌËÈ. íÓ„‰‡ ‰Îfl ÌÂ˜ÂÚÌÓÈ ÙÛÌÍˆËË Û‡‚-
ÌÂÌËÂ (4.1) ‚ ÔÂ‚ÓÏ ÌÂÎËÌÂÈÌÓÏ ÔË·ÎËÊÂÌËË Á‡ÔË¯ÂÏ ‚ ‚Ë‰Â

ẍ = –x – εx3, (4.38)

ÔÓÒÚÂÈ¯Â„Ó ÔËÏÂ‡ ‡Ì„‡ÏÓÌË˜ÂÒÍÓ„Ó ÓÒˆËÎÎflÚÓ‡.

ÅÂÁ‡ÁÏÂÌ˚È Ô‡‡ÏÂÚ ı‡‡ÍÚÂËÁÛÂÚ ÒÚÂÔÂÌ¸ 

ÌÂÎËÌÂÈÌÓÒÚË ÒËÒÚÂÏ˚. í‡Í ‰Îfl Ï‡ÚÂÏ‡ÚË˜ÂÒÍÓ„Ó Ï‡flÚÌËÍ‡ ‡Á-

ÎÓÊÂÌËÂ ÒËÎ˚ ËÏÂÂÚ ‚Ë‰ Ë Ï‡-

Î˚È Ô‡‡ÏÂÚ ε = – �
3

1

!
�.

ïÓÚfl ÚÓ˜ÌÓÂ Â¯ÂÌËÂ Û‡‚ÌÂÌËfl (4.38) ‚˚‡Ê‡ÂÚÒfl ‚ ˝ÎÎËÔ-
ÚË˜ÂÒÍËı ÙÛÌÍˆËflı, ÛÏÂÒÚÌÓ Ì‡ÈÚË ÔË·ÎËÊÂÌÌÓÂ ‡Ì‡ÎËÚË˜ÂÒ-
ÍÓÂ ‚˚‡ÊÂÌËÂ ‰Îfl ÍÓÎÂ·‡ÌËÈ ‡Ì„‡ÏÓÌË˜ÂÒÍÓ„Ó ÓÒˆËÎÎflÚÓ‡.
èÓÒÚÓËÏ Â„Ó ‚Ì‡˜‡ÎÂ ÔflÏ˚Ï ‡ÁÎÓÊÂÌËÂÏ.

 
G

g

l

g

l
ϕ ϕ ϕ ϕ[ ] = =

⎛
⎝⎜

⎞
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+…– sin – –
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3

ε = <<a
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1

1

 
f x a x a x a x a

n

d

dx
f x xn

n

n( ) = + + +… = ( )⎛
⎝⎜

⎞
⎠⎟

=( )1 2
2

3
3 1

0,
!

,
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É‡ÙËÍË ÙÛÌÍˆËË snu ‰Îfl ÚÂı ÁÌ‡˜ÂÌËÈ k ËÁÓ·‡ÊÂÌ˚ Ì‡
ËÒ. 4.5. ÇË‰ÌÓ, ˜ÚÓ Ò Û‚ÂÎË˜ÂÌËÂÏ k ÔÂËÓ‰ ÍÓÎÂ·‡ÌËÈ Û‚ÂÎË˜Ë-
‚‡ÂÚÒfl. îÛÌÍˆËfl sn(u, k) ÓÚÎË˜‡ÂÚÒfl ÓÚ sinu = sn(t, 0) ÚÂÏ, ˜ÚÓ ÒÚ‡-
ÌÓ‚ËÚÒfl ·ÓÎÂÂ ÔÓÎÓ„ÓÈ Ò ÓÒÚÓÏ k. èË k = 1 fl‰˚ (4.33), (4.34)
‡ÒıÓ‰flÚÒfl, ÌÓ ËÌÚÂ„‡Î (4.17) ‚˚˜ËÒÎflÂÚÒfl fl‚ÌÓ

éÚÒ˛‰‡

sin�
ϕ
2

� = ±thω0(t – t0), (4.35)

Ë ÔË Û‚ÂÎË˜ÂÌËË t ÓÚ t0 ‰Ó ∞ ËÁÓ·‡Ê‡˛˘‡fl ÚÓ˜Í‡ ‰‚ËÊÂÚÒfl ÔÓ
ÒÂÔ‡‡ÚËÒÂ Ì‡ ËÒ. 4.4 ÓÚ ÁÌ‡˜ÂÌËfl ϕ = 0 ‰Ó ϕ = ±π. êÂ¯ÂÌËÂ

‰Îfl ÒÍÓÓÒÚË

(4.36)

˝ÍÒÔÓÌÂÌˆË‡Î¸ÌÓ ÒÔ‡‰‡ÂÚ ÔË 
t → ±∞ Ë ÌÓÒËÚ Ì‡Á‚‡ÌËÂ ÒÓÎËÚÓÌ.
òËËÌ‡ Â„Ó ÔÓÙËÎfl Ó·‡ÚÌÓ
ÔÓÔÓˆËÓÌ‡Î¸Ì‡ ω0 (ËÒ. 4.6).

  

˙
–

ϕ ω
ω

= ±
( )

2 0

0 0ch t t

 
ω0 0

1
2

1
1

t t
u

u
– ln

sin
– sin

.( ) = +
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Ç‚Â‰ÂÏ ÒÚÂÔÂÌË Ï‡ÎÓÒÚË ‚ÂÎË˜ËÌ ‚ ÔÂ‰ÂÎÂ ε → 0. å˚ Ó·Ó-
ÁÌ‡˜‡ÂÏ

f(ε) = O[g(ε)] (4.42)

ÔË ε → 0, ÂÒÎË ÒÛ˘ÂÒÚ‚ÛÂÚ ˜ËÒÎÓ A Ú‡ÍÓÂ, ˜ÚÓ

(4.43)

Ë

f(ε) = o[g(ε)], ε → 0, (4.44)

ÂÒÎË

êfl‰˚ (4.39), Í‡Í Ô‡‚ËÎÓ, fl‚Îfl˛ÚÒfl ‡ÒËÏÔÚÓÚË˜ÂÒÍËÏË fl-
‰‡ÏË èÛ‡ÌÍ‡Â, ‰Îfl ÍÓÚÓ˚ı

(4.45)

àÌ˚ÏË ÒÎÓ‚‡ÏË, Ó¯Ë·Í‡, Ò‚flÁ‡ÌÌ‡fl Ò Ó„‡ÌË˜ÂÌËÂÏ fl‰‡ Ì‡ ˜ÎÂÌÂ
n, ÌÂ ÔÂ‚ÓÒıÓ‰ËÚ ÔÂ‚Ó„Ó ÓÚ·Ó¯ÂÌÌÓ„Ó ˜ÎÂÌ‡ (ÔÓÔÓˆËÓÌ‡Î¸-
ÌÓ„Ó εn+1). èË Î˛·˚ı ÙËÍÒËÓ‚‡ÌÌ˚ı ÁÌ‡˜ÂÌËflı n Ë t ‡ÒËÏÔÚÓÚË-

˜ÂÒÍËÈ fl‰ ‡ÒıÓ‰ËÚÒfl |x(t) – xn(t)| → ∞, n → ∞. 

èÓÒÎÂ‰Ó‚‡ÚÂÎ¸Ì˚Â ÔË·ÎËÊÂÌËfl ÔÓ n ‚Ì‡˜‡ÎÂ ÔË·ÎËÊ‡˛Ú xn(t) Í
x(t), ÌÓ ÔÓÒÎÂ ÌÂÍÓÚÓÓ„Ó ÁÌ‡˜ÂÌËfl n0(ε) Ó¯Ë·Í‡ Ì‡˜ËÌ‡ÂÚ ‚ÓÁ‡Ò-
Ú‡Ú¸. ç‡ Ô‡ÍÚËÍÂ Ó„‡ÌË˜Ë‚‡˛ÚÒfl ‚˚˜ËÒÎÂÌËflÏË ÌÂÒÍÓÎ¸ÍËı
˜ÎÂÌÓ‚ fl‰‡.

äÓ˝ÙÙËˆËÂÌÚ ÔË ε ‚ (4.41) ÔË‚Ó‰ËÚ Í Û‡‚ÌÂÌË˛

(4.46)

ÍÓÚÓÓÂ Û‰Ó·ÌÓ ÔÂ‰ÒÚ‡‚ËÚ¸ ‚ Ï‡ÚË˜ÌÓÏ ‚Ë‰Â

y
.

= Ay + h, (4.47)

 
˙̇ – – – – cos cos ,x x x x

a
t t1 1 0

3
1

3

4
3 3= = +( ) + +( )[ ]β β

 
x t x tn

m
m

m

n

( ) = ( )
=

∑ε
0

x t x t Om
m

m

n
n( ) = ( ) + ( ) →

=

+∑ε ε ε
0

1 0, .

lim .
ε

ε
ε→

( )
( )

→
0

0
f

g

lim , ;
ε

ε
ε→

( )
( )

→ < < ∞
0

0
f

g
A A

4.3.1. èflÏÓÂ ‡ÁÎÓÊÂÌËÂ

é‰ÌËÏ ËÁ ¯ËÓÍÓ ËÒÔÓÎ¸ÁÛÂÏ˚ı ‡Ì‡ÎËÚË˜ÂÒÍËı ÏÂÚÓ‰Ó‚ ËÒ-
ÒÎÂ‰Ó‚‡ÌËfl ÌÂÎËÌÂÈÌ˚ı ÒËÒÚÂÏ fl‚ÎflÂÚÒfl ÏÂÚÓ‰ ÚÂÓËË ‚ÓÁÏÛ˘Â-
ÌËÈ. éÌ ÔËÏÂÌflÂÚÒfl Í Û‡‚ÌÂÌËflÏ, ‚ ÍÓÚÓ˚ı ÌÂÎËÌÂÈÌ˚Â ˜ÎÂ-
Ì˚ Ò‚flÁ‡Ì˚ Ò Ï‡Î˚Ï Ô‡‡ÏÂÚÓÏ. Ç ‚˚‡ÊÂÌËË (4.38) Ô‡‚‡fl
˜‡ÒÚ¸ fl‚ÎflÂÚÒfl ‡Ì‡ÎËÚË˜ÂÒÍÓÈ ÙÛÌÍˆËÂÈ ε Ë x, ÔË·ÎËÊÂÌÌÓÂ Â-
¯ÂÌËÂ ÏÓÊÌÓ ËÒÍ‡Ú¸ Ò ÔÓÏÓ˘¸˛ ÔflÏÓ„Ó ‡ÁÎÓÊÂÌËfl x(t) ÔÓ ‚ÓÁ-
‡ÒÚ‡˛˘ËÏ ÒÚÂÔÂÌflÏ Ï‡ÎÓ„Ó Ô‡‡ÏÂÚ‡ ε, Ú. Â. ‚ ‚Ë‰Â fl‰‡

x(t) = ∑0
∞εnxn(t). (4.39)

èÓÒÎÂ ÔÓ‰ÒÚ‡ÌÓ‚ÍË (4.39) ‚ ÌÂÎËÌÂÈÌÓÂ ‰ËÙÙÂÂÌˆË‡Î¸ÌÓÂ Û‡‚-
ÌÂÌËÂ, „ÛÔÔËÓ‚ÍË ˜ÎÂÌÓ‚ Ò Ó‰ËÌ‡ÍÓ‚˚ÏË ÒÚÂÔÂÌflÏË Ï‡ÎÓ„Ó Ô‡-
‡ÏÂÚ‡, ÓÚ·‡Ò˚‚‡ÌËfl ˜ÎÂÌÓ‚, ÒÓ‰ÂÊ‡˘Ëı Ô‡‡ÏÂÚ ε ‚˚¯Â
ÌÂÍÓÚÓÓÈ ÒÚÂÔÂÌË N Ë ÔË‡‚ÌË‚‡ÌËfl ÌÛÎ˛ ÍÓ˝ÙÙËˆËÂÌÚÓ‚ ÔË
Í‡Ê‰ÓÈ ÒÚÂÔÂÌË Ô‡‡ÏÂÚ‡ Ï˚ ÔÓÎÛ˜‡ÂÏ ÒËÒÚÂÏÛ N + 1 Û‡‚ÌÂ-
ÌËÈ. ë ÔÓÏÓ˘¸˛ ˝ÚÓ„Ó ÒÔÓÒÓ·‡, Ì‡Á˚‚‡ÂÏÓ„Ó ÔflÏ˚Ï ‡ÁÎÓÊÂ-
ÌËÂÏ, ÏÓÊÌÓ ‰ËÙÙÂÂÌˆËÓ‚‡ÌËÂÏ Ë ËÌÚÂ„ËÓ‚‡ÌËÂÏ ÔÓÒÎÂ‰Ó-
‚‡ÚÂÎ¸ÌÓ ÓÔÂ‰ÂÎËÚ¸ ˜ÎÂÌ˚ x0, x1, …, xN fl‰‡ (4.39), ÂÒÎË ËÁ‚ÂÒÚ-
ÌÓ Ó·˘ÂÂ Â¯ÂÌËÂ ÔË ε = 0. èË ε = 0 Ó·˘ÂÂ Â¯ÂÌËÂ Û‡‚ÌÂÌËfl
(4.38) Á‡ÔËÒ˚‚‡ÂÚÒfl ‚ ‚Ë‰Â

x0 = acos(t + β) (4.40)

Ò ÔÓËÁ‚ÓÎ¸Ì˚ÏË ÔÓÒÚÓflÌÌ˚ÏË a, β. ê‡ÁÎÓÊÂÌËÂ (4.38) ÚËÔË˜ÌÓ
‰Îfl ÚÂÓËË ‚ÓÁÏÛ˘ÂÌËÈ. å˚ ÔÓÎ‡„‡ÂÏ, ˜ÚÓ ‚ÎËflÌËÂ Ï‡ÎÓ„Ó ÒÎ‡-
„‡ÂÏÓ„Ó εx3 (‚ÓÁÏÛ˘ÂÌËfl) ‚˚Á˚‚‡ÂÚ ËÁÏÂÌÂÌËÂ a, β ÒÓ ‚ÂÏÂÌÂÏ
Ë ÔÓfl‚ÎÂÌËÂ ‰Û„Ëı „‡ÏÓÌËÍ. èÓ‰ÒÚ‡‚ËÏ (4.39) ‚ (4.38) Ë Ò„ÛÔ-
ÔËÛÂÏ ÍÓ˝ÙÙËˆËÂÌÚ˚ ÔË Ó‰ËÌ‡ÍÓ‚˚ı ÒÚÂÔÂÌflı ε:

(ẍ0(t) + x0(t)) + ε(ẍ1(t) + x1(t) + 3x0(t)
3) + … = 0.

èÓÎÛ˜ÂÌÌÓÂ Û‡‚ÌÂÌËÂ ‰ÓÎÊÌÓ ‚˚ÔÓÎÌflÚ¸Òfl ‰Îfl ‚ÒÂı ÁÌ‡˜ÂÌËÈ ε.
í‡Í Í‡Í ÒÚÂÔÂÌË εn ÔË ‡ÁÌ˚ı n ÌÂÁ‡‚ËÒËÏ˚, ÚÓ ÍÓ˝ÙÙËˆËÂÌÚ
ÔË Í‡Ê‰ÓÈ ÒÚÂÔÂÌË n ‰ÓÎÊÂÌ Ó·‡˘‡Ú¸Òfl ‚ ÌÛÎ¸. Ç ËÚÓ„Â ‚ Í‡Ê-
‰ÓÏ ÔÓfl‰ÍÂ ÔÓÎÛ˜‡ÂÏ ‰ËÙÙÂÂÌˆË‡Î¸Ì˚Â Û‡‚ÌÂÌËfl ‰Îfl xn:

ẍn + xn = G(xn–1, xn–2, …, x0). (4.41)

è‡‚˚Â ˜‡ÒÚË G(xn–1, xn–2, …, x0) ˝ÚËı Û‡‚ÌÂÌËÈ Á‡‚ËÒflÚ ÓÚ xm Ò
ÌÓÏÂ‡ÏË m, ÏÂÌ¸¯ËÏË ˜ÂÏ n. èÓÒÍÓÎ¸ÍÛ Ó‰ÌÓÓ‰ÌÓÂ Û‡‚ÌÂÌËÂ
ẍn + xn = 0 ËÏÂÂÚ Â¯ÂÌËÂ ÚËÔ‡ (4.40), ÚÓ Â¯ÂÌËÂ (4.41) ÌÂ ÔÂ‰-
ÒÚ‡‚ÎflÂÚ ÓÒÓ·˚ı Á‡ÚÛ‰ÌÂÌËÈ.
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ëÎ‡„‡ÂÏÓÂ, ÔÓÔÓˆËÓÌ‡Î¸ÌÓÂ cos(t + β), ÍÓÚÓÓÂ Ì‡Á˚‚‡ÂÚ-
Òfl ÂÁÓÌ‡ÌÒÌ˚Ï ˜ÎÂÌÓÏ, ‚ Ô‡‚ÓÈ ˜‡ÒÚË (4.46) fl‚ÎflÂÚÒfl ‚˚ÌÛÊ-
‰‡˛˘ÂÈ ÒËÎÓÈ ‰Îfl ÍÓÎÂ·‡ÌËÈ ÓÒˆËÎÎflÚÓ‡ Ò ÔÂÂÏÂÌÌÓÈ x1(t).
ëÓ‚Ô‡‰ÂÌËÂ ˜‡ÒÚÓÚ˚ Ò‚Ó·Ó‰Ì˚ı ÍÓÎÂ·‡ÌËÈ x1(t) Ò ˜‡ÒÚÓÚÓÈ ‚˚-
ÌÛÊ‰‡˛˘ÂÈ ÒËÎ˚ ÔË‚Ó‰ËÚ Í ÂÁÓÌ‡ÌÒÛ, ÓÔËÒ˚‚‡ÂÏÓÏÛ ÒÎ‡„‡Â-
Ï˚Ï, ÔÓÔÓˆËÓÌ‡Î¸Ì˚Ï ‚ÂÏÂÌË. Ç ‡ÒÚÓÌÓÏË˜ÂÒÍÓÈ ÎËÚÂ‡-
ÚÛÂ Ú‡ÍËÂ ˜ÎÂÌ˚ Ì‡Á˚‚‡˛Ú ‚ÂÍÓ‚˚ÏË, ËÎË ÒÂÍÛÎflÌ˚ÏË. ê‡Á-
ÎÓÊÂÌËÂ ÚËÔ‡ (4.39) Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl ‡‚ÌÓÏÂÌÓ ÔË„Ó‰Ì˚Ï Ì‡
ÓÔÂ‰ÂÎÂÌÌÓÏ ËÌÚÂ‚‡ÎÂ ‚ÂÏÂÌË, ÂÒÎË Í‡Ê‰˚È ˜ÎÂÌ fl‰‡ fl‚Îfl-
ÂÚÒfl Ï‡ÎÓÈ ÔÓÔ‡‚ÍÓÈ Í ÔÂ‰˚‰Û˘ÂÏÛ ÔË Î˛·ÓÏ t. Ç Ì‡¯ÂÏ 

ÒÎÛ˜‡Â ÔË ÔÓÔ‡‚Í‡ εx1(t), ÍÓÚÓ‡fl ÔÂ‰ÔÓÎ‡„‡Î‡Ò¸

Ï‡ÎÓÈ, ÒÚ‡ÌÓ‚ËÚÒfl ·ÓÎ¸¯Â x0(t) – „Î‡‚ÌÓ„Ó ˜ÎÂÌ‡ ‡ÁÎÓÊÂÌËfl.
èÓ˝ÚÓÏÛ ‡ÁÎÓÊÂÌËÂ (4.53) ÌÂ‡‚ÌÓÏÂÌÓ ÔÓ t Ë ÓÌÓ ÒÔ‡‚Â‰-

ÎË‚Ó ÚÓÎ¸ÍÓ Ì‡ ËÌÚÂ‚‡ÎÂ t << �
1

ε
�. ëÛ˘ÂÒÚ‚ÛÂÚ ÌÂÒÍÓÎ¸ÍÓ ÏÂÚÓ-

‰Ó‚, ÔÓÁ‚ÓÎfl˛˘Ëı ËÁ·‡‚ËÚ¸Òfl ‚ ÚÂÓËË ‚ÓÁÏÛ˘ÂÌËÈ ÓÚ ‚ÓÁÌËÍ-
ÌÓ‚ÂÌËfl ‚ÂÍÓ‚˚ı ˜ÎÂÌÓ‚. ê‡ÒÒÏÓÚËÏ ‚Ì‡˜‡ÎÂ ÏÂÚÓ‰ ÏÌÓ„Ëı
Ï‡Ò¯Ú‡·Ó‚.

4.3.2. åÂÚÓ‰ ÏÌÓ„Ëı Ï‡Ò¯Ú‡·Ó‚

åÂÚÓ‰ ÏÌÓ„Ëı Ï‡Ò¯Ú‡·Ó‚ ÒÚÓÎ¸ ÔÓÔÛ-
ÎflÂÌ, ˜ÚÓ Â„Ó Á‡ÌÓ‚Ó ÓÚÍ˚‚‡˛Ú ÔÓ˜ÚË
Í‡Ê‰˚Â ÔÓÎ„Ó‰‡. éÌ ÔËÏÂÌflÎÒfl Í ¯ËÓÍÓ-
ÏÛ ÍÛ„Û Á‡‰‡˜ ÙËÁËÍË, ÚÂıÌËÍË Ë ÔËÍÎ‡‰-
ÌÓÈ Ï‡ÚÂÏ‡ÚËÍË.

Ä. ç‡ÈÙ˝

ÑÎfl ‚˚fl‚ÎÂÌËfl ÔË˜ËÌ˚ ÔÓfl‚ÎÂÌËfl ÒÂÍÛÎflÌ˚ı ˜ÎÂÌÓ‚ Ó·‡-
ÚËÏÒfl Í ÚÓ˜ÌÓÏÛ Â¯ÂÌË˛ Û‡‚ÌÂÌËfl (3.38). éÌÓ ËÏÂÂÚ ËÌÚÂ„‡Î
‰‚ËÊÂÌËfl

(4.54)

Ò ÔÓÚÂÌˆË‡Î¸ÌÓÈ ˝ÌÂ„ËÂÈ U(x) = x2 + �
εx

4

4

�. É‡ÙËÍ U(x) (ËÒ. 4.7)

ÒÛ˘ÂÒÚ‚ÂÌÌÓ Á‡‚ËÒËÚ ÓÚ ÁÌ‡Í‡ ε. èË ε > 0 ÌÂÎËÌÂÈÌ˚Â ÍÓÎÂ·‡ÌËfl
ÒÛ˘ÂÒÚ‚Û˛Ú ‰Îfl Î˛·˚ı ÁÌ‡˜ÂÌËÈ ˝ÌÂ„ËË E, ÔË ε < 0 – ÚÓÎ¸ÍÓ

ẋ x x
E

2 2 4

2 2 4
+ + =ε

 
t O> ⎛

⎝
⎞
⎠

1
ε

„‰Â

(4.48)

íÓ„‰‡, Á‡ÔËÒ˚‚‡fl ‚˚‡ÊÂÌËÂ (4.47) ‚ ‚Ë‰Â

�
d

d

t
� (exp[–At]y) = exp[–At]h,

Ï˚ Ò‡ÁÛ ÔÓÎÛ˜‡ÂÏ Â„Ó Â¯ÂÌËÂ (Ò Ì‡˜‡Î¸Ì˚ÏË ÛÒÎÓ‚ËflÏË 
y(t = t0) = y0) ‚ ‚Ë‰Â ÒÛÏÏ˚

y = yg + yp (4.49)

Ó·˘Â„Ó Â¯ÂÌËfl yl Ó‰ÌÓÓ‰ÌÓ„Ó Û‡‚ÌÂÌËfl Ë ˜‡ÒÚÌÓ„Ó Â¯ÂÌËfl
yp ÌÂÓ‰ÌÓÓ‰ÌÓ„Ó

(4.50)

Ç˚˜ËÒÎÂÌËÂ Ï‡ÚËˆ˚ 

ÁÌ‡˜ËÚÂÎ¸ÌÓ ÛÔÓ˘‡ÂÚÒfl ÒÔÂÍÚ‡Î¸Ì˚Ï ‡ÁÎÓÊÂÌËÂÏ Ï‡ÚËˆ˚
A Ò ÒÓ·ÒÚ‚ÂÌÌ˚ÏË ÁÌ‡˜ÂÌËflÏË λ1, λ2 ÔÓ ÔÓÂÍˆËÓÌÌ˚Ï ÓÔÂ‡ÚÓ-
‡Ï P1, P2:

(4.51)

„‰Â E – Â‰ËÌË˜Ì‡fl Ï‡ÚËˆ‡ Ë

P1P2 = P2P1 = 0,   P1
2 = P1,   P2

2 = P2.

àÁ ˝ÚËı ÒÓÓÚÌÓ¯ÂÌËÈ Ò‡ÁÛ ÒÎÂ‰ÛÂÚ ÔÓÒÚ‡fl ÙÓÏÛÎ‡

eAt = eλ1tP1 + eλ2tP2, (4.52)

Ò ÔÓÏÓ˘¸˛ ÍÓÚÓÓÈ Â¯ÂÌËÂ (4.49) Á‡ÔËÒ˚‚‡ÂÚÒfl ‚ ‚Ë‰Â

(4.53)x a t
a

t t a t1 1

3
33

8
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32
3 3= +( ) +( ) + +( )cos – sin cos .β β β
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ÒÎÂ‰Ó‚‡ÚÂÎ¸ÌÓ, x(t) ‚˚‡Ê‡ÂÚÒfl ‚ ˝ÎÎËÔÚË˜ÂÒÍËı ÙÛÌÍˆËflı üÍÓ·Ë

(4.60)

èË ‡ÁÎÓÊÂÌËË ÔÓ ÒÚÂÔÂÌflÏ ε ËÁ ÙÓÏÛÎ 

(4.32)–(4.34) ‚Ë‰ÌÓ, ˜ÚÓ ÌÂ‚ÓÁÏÓÊÌÓ ‡Á‰ÂÎËÚ¸ ÙÛÌÍˆËÓÌ‡Î¸-
ÌÛ˛ Á‡‚ËÒËÏÓÒÚ¸ x ÓÚ t Ë ε, ÔÓÒÍÓÎ¸ÍÛ ÙÛÌÍˆËfl x ·Û‰ÂÚ ÌÂ ÚÓÎ¸-
ÍÓ ‡Á‰ÂÎ¸ÌÓ Á‡‚ËÒÂÚ¸ ÓÚ ˝ÚËı ‡„ÛÏÂÌÚÓ‚, ÌÓ Ë ÓÚ ÔÓËÁ‚Â‰Â-
ÌËÈ εt, ε2t, ε3t:

x = x(t, ε, εt, ε2t, ε3t, …). (4.61)

í‡Í, ‚ Ì‡ËÌËÁ¯ÂÏ ÔÓfl‰ÍÂ ÔÓ ε ËÁ (4.32)–(4.34), (4.59), (4.60) ÒÎÂ‰ÛÂÚ

Ë ‚ÎËflÌËÂ ÌÂÎËÌÂÈÌÓÒÚË ÔË‚Â‰ÂÚ Í ËÁÏÂÌÂÌË˛ ̃ ‡ÒÚÓÚ˚ ÍÓÎÂ·‡ÌËÈ.
Ç‚Â‰ÂÏ ‚ÒÔÓÏÓ„‡ÚÂÎ¸Ì˚Â ‡„ÛÏÂÌÚ˚

T0 = t,   Tn = εnt (n = 1, 2, 3, …), (4.62)

ÍÓÚÓ˚Â ÔÂ‰ÒÚ‡‚Îfl˛Ú ‡ÁÌ˚Â ‚ÂÏÂÌÌ˚Â Ï‡Ò¯Ú‡·˚. í‡Í, ‰Îfl 

ε = �
1

1

0
� ËÁÏÂÌÂÌËfl ‚ Ï‡Ò¯Ú‡·Â T0 ÒÓÓÚ‚ÂÚÒÚ‚Û˛Ú ÔÂËÓ‰‡Ï ÍÓÎÂ-

·‡ÌËÈ, T1 – ‰ÂÒflÚÍ‡Ï ÔÂËÓ‰Ó‚, T2 – ÒÓÚÌflÏ Ë Ú. ‰. Ç ÏÂÚÓ‰Â ÏÌÓ-
„Ëı Ï‡Ò¯Ú‡·Ó‚ ÔË·ÎËÊÂÌÌÓÂ Â¯ÂÌËÂ Ë˘ÂÚÒfl ‚ ‚Ë‰Â

x = x0(T0, T1, T2, …) + εx1(T0, T1, T2, …) + …, (4.63)

„‰Â Í‡Ê‰˚È ˜ÎÂÌ ‡ÁÎÓÊÂÌËfl ‡ÒÒÏ‡ÚË‚‡ÂÚÒfl Í‡Í ÙÛÌÍˆËfl ÌÂ-
Á‡‚ËÒËÏ˚ı ÔÂÂÏÂÌÌ˚ı T0, T1, T2, … íÂıÌË˜ÂÒÍËÂ ‚˚˜ËÒÎÂÌËfl,
Ò‚flÁ‡ÌÌ˚Â Ò Û‡‚ÌÂÌËflÏË Ò ˜‡ÒÚÌ˚ÏË ÔÓËÁ‚Ó‰Ì˚ÏË, Í‡Í Ï˚
Û‚Ë‰ËÏ ‰‡ÎÂÂ, ÌÂ ÔÂ‰ÒÚ‡‚Îfl˛Ú ÓÒÓ·˚ı Á‡ÚÛ‰ÌÂÌËÈ. èÓ Ô‡‚ËÎÛ
‰ËÙÙÂÂÌˆËÓ‚‡ÌËfl ÒÎÓÊÌÓÈ ÙÛÌÍˆËË ÔÓÎÛ˜‡ÂÏ

×(x0(T0, T1, T2, …) + εx1(T0, T1, T2, …) + …), (4.64)

 

d

dt
x t

T T T
( ) = ∂

∂
+ ∂

∂
+ ∂

∂
+…

⎛
⎝⎜

⎞
⎠⎟

×
0 1

2

2

ε ε

 
x t b b t O( ) = +⎛

⎝
⎞
⎠

⎛
⎝⎜

⎞
⎠⎟

+ ( )cos 1
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ÔË E = �
4

1

ε
�. ç‡È‰ÂÏ ÚÓ˜ÌÓÂ Â¯ÂÌËÂ (4.55). áÌ‡˜ÂÌËÂ ˝ÌÂ„ËË E

Û‰Ó·ÌÓ Ò‚flÁ‡Ú¸ Ò ‡ÏÔÎËÚÛ‰ÓÈ b ÌÂÎËÌÂÈÌ˚ı ÍÓÎÂ·‡ÌËÈ

(4.55)

Ú‡Í Í‡Í ‚ ÏÓÏÂÌÚ, ÍÓ„‰‡ ÒÍÓÓÒÚ¸ x
.

= 0, ÍÓÓ‰ËÌ‡Ú‡ x ÒÓ‚Ô‡‰‡ÂÚ Ò
b. íÓ„‰‡ Û‡‚ÌÂÌËÂ

(4.56)

ÔÓÒÎÂ Á‡ÏÂÌ˚

(4.57)

ÔÂÓ·‡ÁÛÂÚÒfl Í ‚Ë‰Û

(4.58)

„‰Â

(4.59)

êÂ¯ÂÌËÂÏ Û‡‚ÌÂÌËfl (4.58) ÒÓ„Î‡ÒÌÓ (4.19) fl‚ÎflÂÚÒfl ÙÛÌÍˆËfl

y(t1) = am(t1, k),
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èË ËÌÚÂ„ËÓ‚‡ÌËË (4.68) Û˜ËÚ˚‚‡ÂÚÒfl ÚÓÎ¸ÍÓ ˜‡ÒÚÌÓÂ Â-
¯ÂÌËÂ ÌÂÓ‰ÌÓÓ‰ÌÓ„Ó Û‡‚ÌÂÌËfl

x1 = �
3

1

2
� a3cos(3T0 + 3β). (4.70)

ì‡‚ÌÂÌËfl (4.69) Ú‡ÍÊÂ ˝ÎÂÏÂÌÚ‡ÌÓ ËÌÚÂ„ËÛ˛ÚÒfl

a = a0(T2, …),   β = �
3

8
� T1a

2 + β0(T2, …).

éÌË ÒÓ‰ÂÊ‡Ú ‚ÂÎË˜ËÌ˚ a(T2, …) Ë β0(T2, …), Á‡‚ËÒfl˘ËÂ ÓÚ ÏÂ‰-
ÎÂÌÌ˚ı ÔÂÂÏÂÌÌ˚ı T2, T3, …, Ë Ëı fl‚Ì˚È ‚Ë‰ ÓÔÂ‰ÂÎflÂÚÒfl ÔÓ-
fl‰Í‡ÏË ‡ÁÎÓÊÂÌËfl (4.66). Ç ËÚÓ„Â, ‚ÓÁ‚‡˘‡flÒ¸ Í ÔÂÊÌËÏ ÌÂ-
Á‡‚ËÒËÏ˚Ï ÔÂÂÏÂÌÌ˚Ï, ÔÓÎÛ˜‡ÂÏ

(4.71)

(4.71)

ùÚ‡ ÙÓÏÛÎ‡ ÒÓ‚Ô‡‰‡ÂÚ Ò (4.53), ÂÒÎË Ï˚ ËÒÔÓÎ¸ÁÛÂÏ ÌÂÍÓÂÍÚ-
ÌÓÂ ‡ÁÎÓÊÂÌËÂ

èË ‚ÂÏÂÌ‡ı 0 < t < O[1/ε] ‚ÂÎË˜ËÌ˚ a0(T2, …) Ë β0(T2, …) ÏÓÊ-
ÌÓ Ò˜ËÚ‡Ú¸ ÔÓÒÚÓflÌÌ˚ÏË, ‚ ˝ÚÓÏ ËÌÚÂ‚‡ÎÂ ÙÓÏÛÎ‡

(4.72)

‰‡ÂÚ ÔË·ÎËÊÂÌÌÓÂ ‡Ì‡ÎËÚË˜ÂÒÍÓÂ Â¯ÂÌËÂ ‰Îfl ÍÓÎÂ·‡ÌËÈ
‡Ì„‡ÏÓÌË˜ÂÒÍÓ„Ó ÓÒˆËÎÎflÚÓ‡ Ò Ô‡‚ËÎ¸ÌÓÈ Á‡‚ËÒËÏÓÒÚ¸˛
˜‡ÒÚÓÚ˚ ÓÚ ‡ÏÔÎËÚÛ‰˚ ÍÓÎÂ·‡ÌËÈ. àÁ-Á‡ ÓÚÒÛÚÒÚ‚Ëfl ‚ÂÍÓ‚˚ı
˜ÎÂÌÓ‚ Ë Ï‡ÎÓÈ ÔÓÔ‡‚ÍË ‡ÁÎÓÊÂÌËÂ (4.72) fl‚ÎflÂÚÒfl ‡‚ÌÓ-
ÏÂÌ˚Ï.
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x a t ta= + +⎛

⎝
⎞
⎠ +0 0

2
0

3
8 3

cos ε β

×(x0(T0, T1, T2, …) + εx1(T0, T1, T2, …) + …). (4.65)

íÓ„‰‡ (4.38) ÔËÌËÏ‡ÂÚ ‚Ë‰ Û‡‚ÌÂÌËfl ‚ ˜‡ÒÚÌ˚ı ÔÓËÁ‚Ó‰Ì˚ı

(4.66)

Ç ÌÛÎÂ‚ÓÏ ÔÓfl‰ÍÂ ÔÓ ε Â¯ÂÌËÂ ˝ÚÓ„Ó Û‡‚ÌÂÌËfl

x0 = a(T1, T2, …)cos(T0 + β(T1, T2, …)) (4.67)

ÓÔÂ‰ÂÎflÂÚÒfl ‡ÏÔÎËÚÛ‰ÓÈ a(T1, T2, …) Ë Ù‡ÁÓÈ β(T1, T2, …), ÍÓÚÓ-
˚Â ÌÂ fl‚Îfl˛ÚÒfl ÔÓÒÚÓflÌÌ˚ÏË, ‡ Á‡‚ËÒflÚ ÓÚ ÏÂ‰ÎÂÌÌ˚ı  ÔÂÂ-
ÏÂÌÌ˚ı T1, T2, … àı ‚Ë‰ ÓÔÂ‰ÂÎflÂÚÒfl ‰‡ÎÂÂ ÔÛÚÂÏ ËÒÍÎ˛˜ÂÌËfl
‚ÂÍÓ‚˚ı ˜ÎÂÌÓ‚. èÓ‰ÒÚ‡‚Îflfl (4.67) ‚ (4.66) Ë ÔË‡‚ÌË‚‡fl ÌÛÎ˛
ÔÂ‚˚È ÔÓfl‰ÓÍ ÔÓ ε, ÔÓÎÛ˜‡ÂÏ

– �
1

4
� a3cos(3T0 + 3β). (4.68)

á‰ÂÒ¸ Ï˚ ËÒÔÓÎ¸ÁÓ‚‡ÎË ÚË„ÓÌÓÏÂÚË˜ÂÒÍÓÂ ÚÓÊ‰ÂÒÚ‚Ó

cos3α = �
1

4
� (3cosα + cos3α).

ëÎ‡„‡ÂÏ˚Â ‚ Ô‡‚ÓÈ ˜‡ÒÚË Û‡‚ÌÂÌËfl (4.68), ÔÓÔÓˆËÓÌ‡Î¸Ì˚Â
sin(T0 + β) Ë cos(T0 + β), ÔË‚Ó‰flÚ Í ÒÂÍÛÎflÌ˚Ï ˜ÎÂÌ‡Ï ‚ x1. ÑÎfl
ÚÓ„Ó ˜ÚÓ·˚ ËÁ·ÂÊ‡Ú¸ Ëı ÔÓfl‚ÎÂÌËfl, ‚ ÏÂÚÓ‰Â ÏÌÓ„Ëı Ï‡Ò¯Ú‡·Ó‚
˝ÚË ÒÎ‡„‡ÂÏ˚Â ÔË‡‚ÌË‚‡˛ÚÒfl ÌÛÎ˛

(4.69)
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4.3. å‡ÎÓ‡ÏÔÎËÚÛ‰Ì˚Â ÍÓÎÂ·‡ÌËfl… 189188 ÉÎ‡‚‡ 4. çÂÎËÌÂÈÌ˚Â ÍÓÎÂ·‡ÌËfl

„‰Â ‚ÂÎË˜ËÌ˚ A(t), β(t) fl‚Îfl˛ÚÒfl ÙÛÌÍˆËflÏË ‚ÂÏÂÌË. Ç‚Â‰ÂÌËÂ
˝ÚËı ‰‚Ûı ÌÂÁ‡‚ËÒËÏ˚ı ÙÛÌÍˆËÈ ‚ÏÂÒÚÓ Ó‰ÌÓÈ x(t) ÚÂ·ÛÂÚ Ì‡ÎÓ-
ÊÂÌËfl Ó‰ÌÓ„Ó ÌÂÁ‡‚ËÒËÏÓ„Ó ÛÒÎÓ‚Ëfl. ì‰Ó·ÌÓ Â„Ó ‚˚·‡Ú¸ ‚ ÚÓÏ
ÊÂ ‚Ë‰Â, ˜ÚÓ Ë ‰Îfl ÎËÌÂÈÌÓ„Ó Û‡‚ÌÂÌËfl

x
.

= –A(t)sin(t + β(t)). (4.75)

ÑËÙÙÂÂÌˆËÛfl (4.74) Ò Û˜ÂÚÓÏ (4.75) Ï˚ ÔÓÎÛ˜‡ÂÏ ÔÂ‚ÓÂ
Û‡‚ÌÂÌËÂ

–A(t)sin(t + β(t))(1 + β
.
(t)) + A

.
(t)cos(t + β(t)) =

= –A(t)sin(t + β(t))

Ë ÔÓÒÎÂ ÔÓ‰ÒÚ‡ÌÓ‚ÍË (4.74), (4.75) ‚ (4.38) – ‚ÚÓÓÂ:

–A
.
(t)sin(t + β(t)) – A(t)cos(t + β(t))(1 + β

.
(t)) =

= –A(t)cos(t + β(t)) + ε(A(t)cos(t + β(t)))3.

4.3.3. åÂÚÓ‰ ÛÒÂ‰ÌÂÌËfl. èÓ‰ıÓ‰ Ç‡Ì ‰Â èÓÎfl

å˚ Ò˜ËÚ‡ÂÏ ·ÓÎÂÂ Ô‡‚ËÎ¸Ì˚Ï (ÒÎÂ‰Ûfl
Ú‡ÍÊÂ ÔÛÚË ËÒÚÓË˜ÂÒÍÓ„Ó ‡Á‚ËÚËfl) ‡Ò-
ÒÏ‡ÚË‚‡Ú¸ ‚Ò˛ ÔÓ·ÎÂÏÛ Ë ÔËÏÂÌflÚ¸ ÚÂ
ËÎË ËÌ˚Â ÔË·ÎËÊÂÌËfl, ÛÍÓ‚Ó‰ÒÚ‚ÛflÒ¸
„Î‡‚Ì˚Ï Ó·‡ÁÓÏ ÙËÁË˜ÂÒÍËÏË ÒÓÓ·‡ÊÂ-
ÌËflÏË, Ë ÌÂ Ó·‡˘‡Ú¸ ÓÒÓ·Ó„Ó ‚ÌËÏ‡ÌËfl Ì‡
Ï‡ÚÂÏ‡ÚË˜ÂÒÍÛ˛ ÒÚÓ„ÓÒÚ¸.

Å. Ç‡Ì ‰Â èÓÎ¸

åÓÊÌÓ Ò‰ÂÎ‡Ú¸ ÏÌÓ„Ó ‚ÓÁ‡ÊÂÌËÈ, ÌÓ
‚ ÏÂı‡ÌËÍÂ ÌÂÎ¸Áfl ÚÂ·Ó‚‡Ú¸ ÚÓÈ ÊÂ ÒÚÓ-
„ÓÒÚË, Í‡Í ‚ ˜ËÒÚÓÏ ‡Ì‡ÎËÁÂ.

Ä. èÛ‡ÌÍ‡Â

åÂÚÓ‰ ÛÒÂ‰ÌÂÌËfl ·˚Î ÔÂ‰ÎÓÊÂÌ „ÓÎÎ‡Ì‰ÒÍËÏ ÙËÁËÍÓÏ Ç‡Ì
‰Â èÓÎÂÏ – Ó‰ÌËÏ ËÁ ÔËÓÌÂÓ‚ ÙËÁËÍÓ-Ï‡ÚÂÏ‡ÚË˜ÂÒÍÓ„Ó Ì‡-
Ô‡‚ÎÂÌËfl ‚ ÚÂÓËË ÌÂÎËÌÂÈÌ˚ı ÍÓÎÂ·‡ÌËÈ. àÒÒÎÂ‰Ûfl „Î‡‚Ì˚Ï
Ó·‡ÁÓÏ Û‡‚ÌÂÌËfl ÚËÔ‡

ẍ + ω2x = εf(x
.
, x), (4.73)

ÓÌ ÔÂ‰ÎÓÊËÎ ÏÂÚÓ‰ «ÏÂ‰ÎÂÌÌÓ ÏÂÌfl˛˘ËıÒfl ÍÓ˝ÙÙËˆËÂÌÚÓ‚».
ë ÔÓÏÓ˘¸˛ ˝ÚÓ„Ó ÏÂÚÓ‰‡ ·˚ÎË ‚˚flÒÌÂÌ˚ ÌÂÍÓÚÓ˚Â ‚ÓÔÓÒ˚
ÚÂÓËË ÌÂÎËÌÂÈÌ˚ı ÍÓÎÂ·‡ÌËÈ Ë ‚ ÔÂ‚ÓÏ ÔË·ÎËÊÂÌËË Ô‡-
‚ËÎ¸ÌÓ ÓÔËÒ‡Ì˚ ÔÓˆÂÒÒ˚ Ò‡ÏÓ‚ÓÁ·ÛÊ‰ÂÌËfl ÍÓÎÂ·‡ÌËÈ ‚ Û‡‚-
ÌÂÌËË (4.73). çÂÒÏÓÚfl Ì‡ ÓÚÒÛÚÒÚ‚ËÂ ÒÚÓ„ÓÒÚË, ÓÚÏÂ˜ÂÌÌÓÈ ‚
˝ÔË„‡ÙÂ Í ˝ÚÓÏÛ Ô‡‡„‡ÙÛ, ÏÂÚÓ‰˚, ÔËÏÂÌÂÌÌ˚Â Ç‡Ì ‰Â
èÓÎÂÏ Ë Â„Ó ÍÓÎÎÂ„‡ÏË, ÓÍ‡Á‡ÎËÒ¸ ˜ÂÁ‚˚˜‡ÈÌÓ ÔÎÓ‰ÓÚ‚ÓÌ˚-
ÏË Ë ÊËÁÌÂÌÌ˚ÏË ‚ Ì‡˜‡Î¸Ì˚È ÔÂËÓ‰ ‡Á‚ËÚËfl ÌÂÎËÌÂÈÌÓÈ ÚÂ-
ÓËË ÍÓÎÂ·‡ÌËÈ.

àÁÎÓÊËÏ Â„Ó ÏÂÚÓ‰ Ì‡ ÔËÏÂÂ Û‡‚ÌÂÌËfl (4.38):

ẍ = –x – εx3.

èË ε = 0 Â„Ó Â¯ÂÌËÂ x0 = Acos(t + β) Ë

x′0 = –Asin(t + β).

Ç ÏÂÚÓ‰Â ÛÒÂ‰ÌÂÌËfl ‚Ì‡˜‡ÎÂ ËÒÔÓÎ¸ÁÛÂÚÒfl ÏÂÚÓ‰ ‚‡Ë‡ˆËË ÔÓ-
ËÁ‚ÓÎ¸Ì˚ı ÔÓÒÚÓflÌÌ˚ı. èÂ‰ÔÓÎ‡„‡ÂÚÒfl, ˜ÚÓ ÔË Â¯ÂÌËÂ Û‡‚-
ÌÂÌËfl ËÏÂÂÚ ‚Ë‰

x = A(t)cos(t + β(t)), (4.74)

Å‡ÎÚ‡Á‡ Ç‡Ì ‰Â èÓÎ¸ (‡Ì„Î. Balthasar van der
Pol, 27 flÌ‚‡fl 1889 – 6 ÓÍÚfl·fl 1959) – „ÓÎ-
Î‡Ì‰ÒÍËÈ ÙËÁËÍ Ë Ï‡ÚÂÏ‡ÚËÍ. êÓ‰ËÎÒfl ‚ ìÚ-
ÂıÚÂ. éÍÓÌ˜ËÎ ìÚÂıÚÒÍËÈ ÛÌË‚ÂÒËÚÂÚ
(1916 „.), Á‡ÚÂÏ Á‡ÌËÏ‡ÎÒfl Û ÑÊ. îÎÂÏËÌ„‡ ‚
ãÓÌ‰ÓÌÂ Ë Û ÑÊ. íÓÏÒÓÌ‡ ‚ ä‡‚ÂÌ‰Ë¯ÒÍÓÈ Î‡-
·Ó‡ÚÓËË äÂÏ·Ë‰ÊÒÍÓ„Ó ÛÌË‚ÂÒËÚÂÚ‡
(1916–1919 „„.). Ç 1922–1949 „„. ÛÍÓ‚Ó‰ËÎ ËÒ-
ÒÎÂ‰Ó‚‡ÌËflÏË ‚ ˝ÎÂÍÚÓÚÂıÌË˜ÂÒÍÓÈ Î‡·Ó‡-
ÚÓËË ‚ ùÈÌ‰ıÓ‚ÂÌÂ. éÒÌÓ‚Ì˚Â ‡·ÓÚ˚ ‚ Ï‡-
ÚÂÏ‡ÚËÍÂ Ë ‡‰ËÓÙËÁËÍÂ ÓÚÌÓÒflÚÒfl Í ÚÂÓËË
ÍÓÎÂ·‡ÌËÈ, ÚÂÓËË ˝ÎÂÍÚË˜ÂÒÍËı ˆÂÔÂÈ Ë
‡ÒÔÓÒÚ‡ÌÂÌË˛ ‡‰ËÓ‚ÓÎÌ. Ç 1920 „. ‚˚‚ÂÎ
ÁÌ‡ÏÂÌËÚÓÂ Û‡‚ÌÂÌËÂ (Û‡‚ÌÂÌËÂ Ç‡Ì ‰Â
èÓÎfl), ÓÔËÒ˚‚‡˛˘ÂÂ ‡‚ÚÓÍÓÎÂ·‡ÌËfl ‚ Î‡ÏÔÓ-
‚ÓÏ „ÂÌÂ‡ÚÓÂ. ÑÎfl Â„Ó Â¯ÂÌËfl ÔÂ‰ÎÓÊËÎ
ÏÂÚÓ‰ «ÏÂ‰ÎÂÌÌÓ ÏÂÌfl˛˘ËıÒfl ÍÓ˝ÙÙËˆËÂÌ-
ÚÓ‚» (ÏÂÚÓ‰ Ç‡Ì ‰Â èÓÎfl), ÍÓÚÓ˚È Ò˚„‡Î
‚‡ÊÌÛ˛ ÓÎ¸ ‚ ‡Á‚ËÚËË ÚÂÓËË ÌÂÎËÌÂÈÌ˚ı
ÍÓÎÂ·‡ÌËÈ. èÓÁ‰ÌÂÂ Ç‡Ì ‰Â èÓÎ¸ ‡ÒÔÓ-
ÒÚ‡ÌËÎ Â„Ó Ì‡ ·ÓÎÂÂ Ó·˘ËÂ ÒÎÛ˜‡Ë ‰ËÙÙÂÂÌˆË‡Î¸Ì˚ı Û‡‚ÌÂÌËÈ. Ç 1935 „. Á‡
‚˚‰‡˛˘ËÂÒfl Á‡ÒÎÛ„Ë ‚ ‡‰ËÓÙËÁËÍÂ Ì‡„‡Ê‰ÂÌ ÁÓÎÓÚÓÈ ÏÂ‰‡Î¸˛ àÌÒÚËÚÛÚ‡
‡‰ËÓËÌÊÂÌÂÓ‚ (ÒÂÈ˜‡Ò IEEE). Ö„Ó ËÏÂÌÂÏ Ì‡Á‚‡Ì ‡ÒÚÂÓË‰ 10443.



Ë (4.77) ÒÓ‚Ô‡‰‡ÂÚ Ò Â¯ÂÌËÂÏ (4.72), ÔÓÎÛ˜ÂÌÌ˚Ï ÏÂÚÓ‰ÓÏ ÏÌÓ-
„Ëı Ï‡Ò¯Ú‡·Ó‚.

ïÓÚfl ÏÂÚÓ‰ ÛÒÂ‰ÌÂÌËfl Ç‡Ì ‰Â èÓÎfl ÔÓÁ‚ÓÎflÂÚ ÔÓÎÛ˜ËÚ¸ ÌÂ-
ÍÓÚÓ˚Â ÔË·ÎËÊÂÌÌ˚Â Û‡‚ÌÂÌËfl, ÓÌ ÌÂ ÒÓ‰ÂÊËÚ ÒÔÓÒÓ·Ó‚
ÓˆÂÌÍË ÔÓÎÛ˜ÂÌÌ˚ı Â¯ÂÌËÈ, ÔÂ‰ÂÎÓ‚ ÔËÏÂÌËÏÓÒÚË Ë ÔÓÎÛ˜Â-
ÌËfl ‚˚Ò¯Ëı ÔË·ÎËÊÂÌËÈ.

4.3.4. é·Ó·˘ÂÌÌ˚È ÏÂÚÓ‰ ÛÒÂ‰ÌÂÌËfl. 
èÓ‰ıÓ‰ ä˚ÎÓ‚‡ Ë ÅÓ„ÓÎ˛·Ó‚‡

Ç Ì‡ÒÚÓfl˘ÂÏ ÚÛ‰Â ‡Á‡·ÓÚ‡Ì˚ ÌÓ‚˚Â
ÏÂÚÓ‰˚, ÍÓÚÓ˚Â ÔÓÁ‚ÓÎfl˛Ú ËÁÛ˜‡Ú¸ ÔÓ-
ËÁ‚ÓÎ¸Ì˚Â ‰‚ËÊÂÌËfl, ‚ÓÁÌËÍ‡˛˘ËÂ ‚ Â-
ÁÛÎ¸Ú‡ÚÂ Ï‡ÎÓ„Ó ‚ÓÁÏÛ˘ÂÌËfl Í‡ÍËı-ÎË·Ó
‰‚ËÊÂÌËÈ ËÎË ÒÓÒÚÓflÌËfl ‡‚ÌÓ‚ÂÒËfl, Ë ˝ÚË
ÏÂÚÓ‰˚ Ì‡Á‚‡Ì˚ Á‰ÂÒ¸ ÏÂÚÓ‰‡ÏË ÌÂÎËÌÂÈ-
ÌÓÈ ÏÂı‡ÌËÍË ‚‚Ë‰Û ÚÓ„Ó, ˜ÚÓ ÓÌË ·˚ÎË ÒÓ-
Á‰‡Ì˚ ÒÔÂˆË‡Î¸ÌÓ ‰Îfl Â¯ÂÌËfl Á‡‰‡˜, ÓÚÌÓ-
Òfl˘ËıÒfl Í ÌÂÎËÌÂÈÌ˚Ï ÍÓÎÂ·‡ÌËflÏ.

ç.å. ä˚ÎÓ‚, ç.ç. ÅÓ„ÓÎ˛·Ó‚. 
èËÎÓÊÂÌËÂ ÏÂÚÓ‰Ó‚ ÌÂÎËÌÂÈÌÓÈ ÏÂı‡ÌËÍË 

Í ÚÂÓËË ÒÚ‡ˆËÓÌ‡Ì˚ı ÍÓÎÂ·‡ÌËÈ

ç.å. ä˚ÎÓ‚ Ë ç.ç. ÅÓ„ÓÎ˛·Ó‚ ÒÛÏÂ-
ÎË ÔÓÒÏÓÚÂÚ¸ Ì‡ ‚ÂÒ¸ ÔÂ‰ÏÂÚ Ò ÒÓ‚Â¯ÂÌ-
ÌÓ ÌÓ‚ÓÈ ÚÓ˜ÍË ÁÂÌËfl. ùÚÓ ÔÓÁ‚ÓÎËÎÓ ËÏ
‡Á‡·ÓÚ‡Ú¸ ‡ÒËÏÔÚÓÚË˜ÂÒÍËÈ ÏÂÚÓ‰, ÍÓÚÓ-
˚È ‚ Í‡˜ÂÒÚ‚Â ÔÂ‚Ó„Ó ÒÎ‡„‡ÂÏÓ„Ó ‰‡‚‡Î
Â¯ÂÌËÂ, ÍÓÚÓÓÂ ÏÓÊÌÓ ·˚ÎÓ ÔÓÎÛ˜ËÚ¸
ÏÂÚÓ‰ÓÏ Ç‡Ì ‰Â èÓÎfl, ÌÓÒË‚¯ËÏ ˝‚ËÒÚË-
˜ÂÒÍËÈ ı‡‡ÍÚÂ. ùÚË ‡·ÓÚ˚ ÔÓÎÓÊËÎË Ì‡-
˜‡ÎÓ ÌÓ‚ÓÏÛ ·ÓÎ¸¯ÓÏÛ Ì‡Ô‡‚ÎÂÌË˛ ‚ ÚÂÓ-
ËË ‡ÒËÏÔÚÓÚË˜ÂÒÍËı ÏÂÚÓ‰Ó‚. éÌÓ „ÎÛ·Ó-
ÍÓ ÔÓÌËÍÎÓ ‚ ‡ÁÎË˜Ì˚Â Ó·Î‡ÒÚË ÚÂÓÂÚË-
˜ÂÒÍÓÈ ÙËÁËÍË, ‚ ÔËÍÎ‡‰ÌÛ˛ ‡ÒÚÓÌÓÏË˛,
‰ËÌ‡ÏËÍÛ ÍÓÒÏË˜ÂÒÍËı ‡ÔÔ‡‡ÚÓ‚ Ë Ú. ‰.

ç.ç. åÓËÒÂÂ‚. ÄÒËÏÔÚÓÚË˜ÂÒÍËÂ 
ÏÂÚÓ‰˚ ÌÂÎËÌÂÈÌÓÈ ÏÂı‡ÌËÍË

é·Ó·˘ÂÌÌ˚È ÏÂÚÓ‰ ÛÒÂ‰ÌÂÌËfl ÔÂ‰ÎÓÊÂÌ ç.å. ä˚ÎÓ-
‚˚Ï Ë ç.ç. ÅÓ„ÓÎ˛·Ó‚˚Ï Ë ‡Á‚ËÚ ‚ ‡ÁÎË˜Ì˚ı ‚‡Ë‡ÌÚ‡ı
ÏÌÓ„ËÏË ËÒÒÎÂ‰Ó‚‡ÚÂÎflÏË. éÒÌÓ‚Ì‡fl Â„Ó Ë‰Âfl ÒÓÒÚÓËÚ ‚ Á‡ÏÂÌÂ
ÔÂÂÏÂÌÌ˚ı, ÔÓÁ‚ÓÎfl˛˘ÂÈ Ò Á‡‰‡ÌÌÓÈ ÚÓ˜ÌÓÒÚ¸˛ ËÒÍÎ˛˜ËÚ¸
·˚ÒÚ˚Â ÔÂÂÏÂÌÌ˚Â ËÁ Û‡‚ÌÂÌËÈ ‚ÓÁÏÛ˘ÂÌÌÓ„Ó ‰‚ËÊÂÌËfl
Ë ‡Á‰ÂÎËÚ¸ ‚ ËÚÓ„Â ˝‚ÓÎ˛ˆË˛ ·˚ÒÚ˚ı Ë ÏÂ‰ÎÂÌÌ˚ı ÔÂÂ-
ÏÂÌÌ˚ı. 

íÓ„‰‡ ËÒıÓ‰ÌÓÂ Û‡‚ÌÂÌËÂ (4.38) Á‡ÏÂÌflÂÚÒfl ‰‚ÛÏfl Û‡‚ÌÂÌËflÏË
ÔÂ‚Ó„Ó ÔÓfl‰Í‡

A
.

= εA3sinϕcos3ϕ, (4.76)

ϕ. = 1 + εA2cos4ϕ

‰Îfl ‚ÂÎË˜ËÌ A(t), ϕ = t + β(t). Ç ˝ÚËı ‚˚‡ÊÂÌËflı Á‡‚ËÒËÏÓÒÚ¸ ÌÓ-
‚˚ı ÔÂÂÏÂÌÌ˚ı ÓÚ ε Ì‡Ë·ÓÎÂÂ fl‚ÌÓ ‚˚‡ÊÂÌ‡: ‰Îfl Ï‡Î˚ı ε
ÙÛÌÍˆËË A(t), β(t) ÏÂÌfl˛ÚÒfl ÁÌ‡˜ËÚÂÎ¸ÌÓ ÏÂ‰ÎÂÌÌÂÂ (A

.
~ O(ε), β

.
~

O(ε)), ˜ÂÏ ϕ(t). èÂÂÏÂÌÌ˚Â A(t), β(t) Ì‡Á˚‚‡˛Ú ÏÂ‰ÎÂÌÌ˚ÏË ÔÂ-
ÂÏÂÌÌ˚ÏË, ϕ(t) – ·˚ÒÚÓÈ ÔÂÂÏÂÌÌÓÈ. èÓˆÂ‰Û‡ ÛÒÂ‰ÌÂÌËfl
ËÒÍÎ˛˜‡ÂÚ ·˚ÒÚ˚Â ÔÂÂÏÂÌÌ˚Â ËÁ Û‡‚ÌÂÌËÈ ‚ÓÁÏÛ˘ÂÌÌÓ„Ó
‰‚ËÊÂÌËfl. í‡Í Í‡Í |sinϕcosϕ3| < 1, ÚÓ ÏÓÊÌÓ ÓÊË‰‡Ú¸, ˜ÚÓ Á‡ ‚Â-
Ïfl, ‡‚ÌÓÂ ÔÂËÓ‰Û, ‡ÏÔÎËÚÛ‰‡ A ËÁÏÂÌËÚÒfl ÌÂÁÌ‡˜ËÚÂÎ¸ÌÓ. èÓ-
ËÌÚÂ„ËÛÂÏ Ó·Â ˜‡ÒÚË Û‡‚ÌÂÌËÈ (4.76) ÔÓ ‚ÂÏÂÌË ÓÚ t ‰Ó t + 2π. 

í‡Í Í‡Í �
d

d

t
� A(t), �

d

d

t
� β(t) ÔÓfl‰Í‡ O(ε), ÚÓ Ëı ËÁÏÂÌÂÌËfl ‚ ËÌÚÂ‚‡ÎÂ 

(t, t + 2π) ·Û‰ÛÚ Ú‡ÍÊÂ ÔÓfl‰Í‡ O(ε). èÓ˝ÚÓÏÛ, ÂÒÎË ÔË ËÌÚÂ„Ë-
Ó‚‡ÌËË ‚ÂÎË˜ËÌ˚ A(t), β(t) Ò˜ËÚ‡Ú¸ ÔÓÒÚÓflÌÌ˚ÏË, ÚÓ Ó¯Ë·Í‡ ·Û-
‰ÂÚ ÔÓfl‰Í‡ O(ε2). èË ËÌÚÂ„ËÓ‚‡ÌËË Ô‡‚˚ı ˜‡ÒÚÂÈ ‚ÓÁÌËÍ‡-
˛Ú ÒÎ‡„‡ÂÏ˚Â ÚËÔ‡ A(t + 2π) – A(t), ÍÓÚÓ˚Â ‚ ÚÓÏ ÊÂ ÔË·ÎËÊÂ-

ÌËË ÏÓÊÌÓ Á‡ÏÂÌËÚ¸ Ì‡ 2π�
d

d

t
� A(t). èÓ˝ÚÓÏÛ, ÒÓ„Î‡ÒÌÓ ÔËÌˆËÔÛ

ÛÒÂ‰ÌÂÌËfl, ‚ ÔÂ‚ÓÏ ÔË·ÎËÊÂÌËË Ô‡‚˚Â ˜‡ÒÚË Û‡‚ÌÂÌËÈ (4.76)
ÏÓÊÌÓ Á‡ÏÂÌËÚ¸ Ëı ÛÒÂ‰ÌÂÌÌ˚ÏË ÁÌ‡˜ÂÌËflÏË Á‡ ÔÂËÓ‰ T � [0, π]
ËÎË, ‚ ÚÓÏ ÊÂ ÔË·ÎËÊÂÌËË, ÛÒÂ‰ÌÂÌÌ˚ÏË ÁÌ‡˜ÂÌËflÏË ÔÓ ϕ Á‡ ÔÂ-
ËÓ‰ [0, π]. «í‡ÍËÂ ÛÚ‚ÂÊ‰ÂÌËfl ˜‡ÒÚÓ fl‚Îfl˛ÚÒfl ÔÎÓ‰ÓÚ‚ÓÌ˚Ï
ËÒÚÓ˜ÌËÍÓÏ Ï‡ÚÂÏ‡ÚË˜ÂÒÍËı ÚÂÓÂÏ» [15. ë. 253]. íÓ„‰‡

Ç ËÚÓ„Â ‚ ÔÂ‚ÓÏ ÔË·ÎËÊÂÌËË

(4.77)
  
x A A A t= = = +⎛

⎝⎜
⎞
⎠⎟

cos , ,ϕ ϕ εconst 1
3
8

2

 

˙ cos .ϕ ε
π

ϕ ϕ ε
π

= + = +∫1
1

1
3
8

2 4

0

2A d A

 

˙ sin cos ,A A d= =∫ε
π

ϕ ϕ ϕ
π

3 3

0

1
0
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ÒÓ„Î‡ÒÌÓ ÍÓÚÓ˚Ï ÙÛÌÍˆËË xm(a, ϕ) (m = 1, 2, …) ÌÂ ÒÓ‰ÂÊ‡Ú
ÒÎ‡„‡ÂÏ˚ı, ÔÓÔÓˆËÓÌ‡Î¸Ì˚ı cosϕ ËÎË sinϕ. í‡ÍÓÂ ÚÂ·Ó‚‡-
ÌËÂ ÔË‚Ó‰ËÚ Í ÓÚÒÛÚÒÚ‚Ë˛ ‚ÂÍÓ‚˚ı ˜ÎÂÌÓ‚ ‚ ‡ÁÎÓÊÂÌËË
(4.78). èÓÒÎÂ ÔÓ‰ÒÚ‡ÌÓ‚ÍË (4.78)–(4.80) ‚ Û‡‚ÌÂÌËÂ (4.38) Ë ÔË-
‡‚ÌË‚‡ÌËË ÍÓ˝ÙÙËˆËÂÌÚÓ‚ ÔË Ó‰ËÌ‡ÍÓ‚˚ı ÒÚÂÔÂÌflı ε ‚ÔÎÓÚ¸
‰Ó Û‡‚ÌÂÌËÈ ÔÓfl‰Í‡ εm+1 Ï˚ ÔÓÎÛ˜‡ÂÏ ÒËÒÚÂÏÛ m-Û‡‚ÌÂÌËÈ,
ÓÔÂ‰ÂÎfl˛˘Ëı ÔË·ÎËÊÂÌÌÓÂ Â¯ÂÌËÂ ‰Îfl xm(a, ϕ). éÌÓ ÓÚÎË-
˜‡ÂÚÒfl ÓÚ ÚÓ˜ÌÓ„Ó Ì‡ ‚ÂÎË˜ËÌÛ ÔÓfl‰Í‡ εm+1t. ç‡ÎÓÊÂÌËÂ ‰ÓÔÓÎ-
ÌËÚÂÎ¸Ì˚ı ÛÒÎÓ‚ËÈ (4.81) ÓÔÂ‰ÂÎflÂÚ ÍÓ˝ÙÙËˆËÂÌÚ˚ H1, H2, …,
Hm–1 Ë G1, G2, …, Gm–1. Ç ËÚÓ„Â ‡‚ÚÓÌÓÏÌ‡fl ÒËÒÚÂÏ‡ (4.79) ËÌÚÂ-
„ËÛÂÚÒfl ÔÓÒÚ˚ÏË Ï‡ÚÂÏ‡ÚË˜ÂÒÍËÏË ÔËÂÏ‡ÏË Ë ˝‚ÓÎ˛ˆËfl
·˚ÒÚÓÈ ÔÂÂÏÂÌÌÓÈ ϕ ÓÔÂ‰ÂÎflÂÚÒfl ÌÂÔÓÒÂ‰ÒÚ‚ÂÌÌ˚Ï ËÌÚÂ„-
ËÓ‚‡ÌËÂÏ Û‡‚ÌÂÌËÈ (4.80). èÓÎÛ˜ÂÌÌÓÂ ÙÓÏ‡Î¸ÌÓÂ ‡ÁÎÓ-
ÊÂÌËÂ Ì‡ n ¯‡„Â ÏÓÊÂÚ ·˚Ú¸ ËÒÔÓÎ¸ÁÓ‚‡ÌÓ Í‡Í ‡Ò˜ÂÚÌ‡fl ÙÓ-
ÏÛÎ‡ Ë Í‡Í Á‡ÏÂÌ‡ ÔÂÂÏÂÌÌ˚ı, ÍÓÚÓ‡fl ÔË‚Ó‰ËÚ ÚÓ˜ÌÓÂ Û‡‚-
ÌÂÌËÂ Í ÔË·ÎËÊÂÌÌÓÏÛ, Û‰Ó·ÌÓÏÛ ‰Îfl ‰‡Î¸ÌÂÈ¯Ëı ÚÂÓÂÚË˜Â-
ÒÍËı ËÒÒÎÂ‰Ó‚‡ÌËÈ.

í‡Í, ‚ ÔÂ‚ÓÏ ÔÓfl‰ÍÂ ÔÓ ε Ï˚ ÔÓÎÛ˜‡ÂÏ Û‡‚ÌÂÌËÂ

(4.82)
∂
∂

+ ( ) + + ( )( ) =
2

1
2 1 1

3 2
12 1 4 3

4
3 8 0

x
x H a a

a
a G a

ϕ
ϕ ϕ ϕ– sin cos – cos .

ÑÎfl ˝ÚÓ„Ó Ó·˘ÂÂ Â¯ÂÌËÂ Û‡‚ÌÂÌËfl (4.38) Ë˘ÂÏ ‚ ‚Ë‰Â
‡ÒËÏÔÚÓÚË˜ÂÒÍÓ„Ó ‡ÁÎÓÊÂÌËfl

x = acosϕ + εx1(a, ϕ) + ε2x2(a, ϕ)… + εmxm(a, ϕ)…; (4.78)

„‰Â ϕ = t + β(t) Ë ‚ÂÎË˜ËÌ˚ xm(a, ϕ) fl‚Îfl˛ÚÒfl ÔÂËÓ‰Ë˜ÂÒÍËÏË
ÙÛÌÍˆËflÏË ϕ Ò ÔÂËÓ‰ÓÏ 2π. ÑËÌ‡ÏËÍ‡ a, ϕ Á‡‰‡ÂÚÒfl ‰ËÙÙÂÂÌ-
ˆË‡Î¸Ì˚ÏË Û‡‚ÌÂÌËflÏË 

a
.

= H(a, ε) = εH1(a) + ε2H2(a) + …εm–1Hm–1 + …; (4.79)

ϕ. = G(a, ε) = 1 + εG1(a) + ε2G2(a) + …εm–1Gm–1(a) + …, (4.80)

Ô‡‚‡fl ˜‡ÒÚ¸ ÍÓÚÓ˚ı ÌÂ ÒÓ‰ÂÊËÚ ·˚ÒÚ˚ı ÔÂÂÏÂÌÌ˚ı. îÛÌÍ-
ˆËË H(a, ε), G(a, ε), Í‡Í Ë ÍÓ˝ÙÙËˆËÂÌÚ˚ Ëı ‡ÁÎÓÊÂÌËfl, Á‡‡ÌÂÂ
ÌÂËÁ‚ÂÒÚÌ˚, Ëı fl‚Ì˚È ‚Ë‰ ÓÔÂ‰ÂÎflÂÚÒfl ‚ ÂÁÛÎ¸Ú‡ÚÂ Â¯ÂÌËfl
Á‡‰‡˜Ë. ÑÎfl Ó‰ÌÓÁÌ‡˜ÌÓÒÚË Ëı ÓÔÂ‰ÂÎÂÌËfl ÔËÌËÏ‡˛ÚÒfl ‰ÓÔÓÎ-
ÌËÚÂÎ¸Ì˚Â ÛÒÎÓ‚Ëfl

(4.81)x a x a mm m, cos , sin , , ,ϕ ϕ ϕ ϕ
π π

( ) = ( ) = = …( )∫ ∫
0

2

0

2

0 1 2
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çËÍÓÎ‡È åËÚÓÙ‡ÌÓ‚Ë˜ ä˚ÎÓ‚ (16 (29)
ÌÓfl·fl 1879, èÂÚÂ·Û„, êÓÒÒËÈÒÍ‡fl ËÏ-
ÔÂËfl – 11 Ï‡fl 1955, åÓÒÍ‚‡, ëëëê) – ÛÒ-
ÒÍËÈ ÒÓ‚ÂÚÒÍËÈ Ï‡ÚÂÏ‡ÚËÍ, ‡Í‡‰ÂÏËÍ ÄÍ‡-
‰ÂÏËË Ì‡ÛÍ ëëëê (Ò 1929 „.). éÒÌÓ‚Ì˚Â
ÚÛ‰˚ ÓÚÌÓÒflÚÒfl Í ËÌÚÂÔÓÎflˆËË, ÔË·ÎË-
ÊÂÌÌÓÏÛ ËÌÚÂ„ËÓ‚‡ÌË˛ ‰ËÙÙÂÂÌˆË-
‡Î¸Ì˚ı Û‡‚ÌÂÌËÈ Ï‡ÚÂÏ‡ÚË˜ÂÒÍÓÈ ÙË-
ÁËÍË, ÌÂÎËÌÂÈÌÓÈ ÏÂı‡ÌËÍÂ. ë 1932 „.
ç.å. ä˚ÎÓ‚ ÒÓ‚ÏÂÒÚÌÓ Ò ‡Í‡‰ÂÏËÍÓÏ
ç.ç. ÅÓ„ÓÎ˛·Ó‚˚Ï ·ÓÎ¸¯ÓÂ ÍÓÎË˜ÂÒÚ‚Ó
‚ÂÏÂÌË Ì‡Û˜ÌÓÈ ‰ÂflÚÂÎ¸ÌÓÒÚË ÔÓÒ‚fl˘‡Î
ÔÓ·ÎÂÏ‡Ï ÚÂÓËË ÌÂÎËÌÂÈÌ˚ı ÍÓÎÂ·‡-
ÚÂÎ¸Ì˚ı ÔÓˆÂÒÒÓ‚, „‰Â ËÏ Û‰‡ÎÓÒ¸ Á‡ÎÓ-

ÊËÚ¸ ÓÒÌÓ‚˚ ÌÂÎËÌÂÈÌÓÈ ÏÂı‡ÌËÍË

çËÍÓÎ‡È çËÍÓÎ‡Â‚Ë˜ ÅÓ„ÓÎ˛·Ó‚ (8 (21) ‡‚„ÛÒ-
Ú‡ 1909, çËÊÌËÈ çÓ‚„ÓÓ‰ – 13 ÙÂ‚‡Îfl 1992,
åÓÒÍ‚‡) – ‚˚‰‡˛˘ËÈÒfl ÒÓ‚ÂÚÒÍËÈ Ï‡ÚÂÏ‡ÚËÍ Ë
ÙËÁËÍ-ÚÂÓÂÚËÍ, ‡Í‡‰ÂÏËÍ êÄç (1991 „.), ‡Í‡-
‰ÂÏËÍ Äç ëëëê (1953 „.) Ë Äç ìëëê (1948 „.),
ÓÒÌÓ‚‡ÚÂÎ¸ Ì‡Û˜Ì˚ı ¯ÍÓÎ ÔÓ ÌÂÎËÌÂÈÌÓÈ ÏÂ-
ı‡ÌËÍÂ Ë ÚÂÓÂÚË˜ÂÒÍÓÈ ÙËÁËÍÂ, Ò 1951 „. ‰Ë-
ÂÍÚÓ Î‡·Ó‡ÚÓËË ÚÂÓÂÚË˜ÂÒÍÓÈ ÙËÁËÍË
é·˙Â‰ËÌÂÌÌÓ„Ó ËÌÒÚËÚÛÚ‡ fl‰ÂÌ˚ı ËÒÒÎÂ‰Ó‚‡-
ÌËÈ (éàüà) ‚ ÑÛ·ÌÂ, Ò 1965 ÔÓ 1988 „. – ‰ËÂÍ-
ÚÓ éàüà. Ä‚ÚÓ ÏÌÓ„Ëı ÙÛÌ‰‡ÏÂÌÚ‡Î¸Ì˚ı
‡·ÓÚ ‚ ÚÂÓÂÚË˜ÂÒÍÓÈ ÙËÁËÍÂ Ë Ï‡ÚÂÏ‡ÚËÍÂ.
éÒÌÓ‚Ì˚Â ‡·ÓÚ˚ ÔÓ Ï‡ÚÂÏ‡ÚËÍÂ ÔÓÒ‚fl˘ÂÌ˚
‡ÒËÏÔÚÓÚË˜ÂÒÍËÏ ÏÂÚÓ‰‡Ï ÌÂÎËÌÂÈÌÓÈ ÏÂı‡ÌË-
ÍË, ‚‡Ë‡ˆËÓÌÌÓÏÛ ËÒ˜ËÒÎÂÌË˛, ÔË·ÎËÊÂÌ-
Ì˚Ï ÏÂÚÓ‰‡Ï Ï‡ÚÂÏ‡ÚË˜ÂÒÍÓ„Ó ‡Ì‡ÎËÁ‡, ‰ËÙ-
ÙÂÂÌˆË‡Î¸Ì˚ı Û‡‚ÌÂÌËÈ Ë Û‡‚ÌÂÌËÈ Ï‡ÚÂ-
Ï‡ÚË˜ÂÒÍÓÈ ÙËÁËÍË, ÚÂÓËË ÛÒÚÓÈ˜Ë‚ÓÒÚË, ÚÂÓ-
ËË ‰ËÌ‡ÏË˜ÂÒÍËı ÒËÒÚÂÏ Ë ‰Û„ËÏ Ó·Î‡ÒÚflÏ. Ç
ÚÂÓÂÚË˜ÂÒÍÓÈ ÙËÁËÍÂ Â„Ó ‡·ÓÚ˚ ‚ÌÂÒÎË ·ÓÎ¸¯ÓÈ ‚ÍÎ‡‰ ‚ ÒÚ‡ÚËÒÚË˜ÂÒÍÛ˛ ÏÂı‡-
ÌËÍÛ ÌÂË‰Â‡Î¸Ì˚ı ÍÎ‡ÒÒË˜ÂÒÍËı ÒËÒÚÂÏ Ë Í‚‡ÌÚÓ‚Û˛ ÒÚ‡ÚËÒÚËÍÛ, ÚÂÓË˛ Ò‚Âı-
ÔÓ‚Ó‰ËÏÓÒÚË, Í‚‡ÌÚÓ‚Û˛ ÚÂÓË˛ ÔÓÎfl, ÙËÁËÍÛ ÒËÎ¸Ì˚ı ‚Á‡ËÏÓ‰ÂÈÒÚ‚ËÈ
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Ç‚Â‰ÂÏ ·ÂÁ‡ÁÏÂÌ˚Â ÔÂÂÏÂÌÌ˚Â u(ω0t), μ, f ÒÓÓÚÌÓ¯ÂÌËflÏË

(4.86)

íÓ„‰‡ ÔÓÒÎÂ Á‡ÏÂÌ˚ ω0t → t Á‡ÔË¯ÂÏ ËÒÍÓÏÓÂ Û‡‚ÌÂÌËÂ ‚ Û‰Ó·-
ÌÓÏ ‚Ë‰Â

ü + u + εu3 + 2εμu
.

– fcosωt = 0, (4.87)

„‰Â ˜‡ÒÚÓÚ‡ ω ÔÂ‰ÒÚ‡‚ÎflÂÚ ÒÓ·ÓÈ ÓÚÌÓ¯ÂÌËÂ ˜‡ÒÚÓÚ˚ ‚ÌÂ¯ÌÂÈ
ÒËÎ˚ δ Í ˜‡ÒÚÓÚÂ ω0 ÍÓÎÂ·‡ÌËÈ ÎËÌÂÈÌÓÈ ÒËÒÚÂÏ˚.

Ç ÌÂÎËÌÂÈÌ˚ı ÌÂ‰ËÒÒËÔ‡ÚË‚Ì˚ı ÒËÒÚÂÏ‡ı ‚ÓÁÏÓÊÌ˚ ‚˚ÌÛÊ-
‰ÂÌÌ˚Â „‡ÏÓÌË˜ÂÒÍËÂ ÍÓÎÂ·‡ÌËfl Ò ÓÔÂ‰ÂÎÂÌÌ˚ÏË ˜‡ÒÚÓÚ‡ÏË Ë
‡ÏÔÎËÚÛ‰ÓÈ, Á‡‚ËÒfl˘ÂÈ ÓÚ ‚ÌÂ¯ÌÂÈ ÒËÎ˚. í‡Í, ÔË μ = 0 Ë ÔÓËÁ-
‚ÓÎ¸Ì˚ı ÁÌ‡˜ÂÌËflı ε Û‡‚ÌÂÌËÂ (4.87) ‰ÓÔÛÒÍ‡ÂÚ ÚÓ˜ÌÓÂ Â¯ÂÌËÂ

u = Acos[ω/3t],

„‰Â ‡ÏÔÎËÚÛ‰‡ Ë ˜‡ÒÚÓÚ‡ ÓÔÂ‰ÂÎfl˛ÚÒfl ‚ÌÂ¯ÌÂÈ ÒËÎÓÈ

èË Ì‡ÎË˜ËË ‚ÓÁÏÛ˘‡˛˘Ëı ÒËÎ Ë Á‡ÚÛı‡ÌËË ‚ÂÎË˜ËÌ‡

ÌÂ fl‚ÎflÂÚÒfl ËÌÚÂ„‡ÎÓÏ ‰‚ËÊÂÌËfl Ë

�
d

d

t
� E(t) = u

.
(–2μεu

.
+ f cosωt)

ÒÓ„Î‡ÒÌÓ Û‡‚ÌÂÌËflÏ ‰‚ËÊÂÌËfl. èË ε > 0 ÙÛÌÍˆËfl E(t) ÔÓÎÓÊË-
ÚÂÎ¸Ì‡ Ë ‚ ÓÚÒÛÚÒÚ‚ËÂ ‚ÌÂ¯ÌËı ÒËÎ ÛÏÂÌ¸¯‡ÂÚÒfl Ò ÚÂ˜ÂÌËÂÏ ‚Â-
ÏÂÌË ‰Ó ÒÚ‡ˆËÓÌ‡ÌÓ„Ó ÁÌ‡˜ÂÌËfl u(t) = 0 ÔË Î˛·˚ı Ì‡˜‡Î¸Ì˚ı
ÛÒÎÓ‚Ëflı.

ÄÌ‡ÎËÚË˜ÂÒÍÓÂ Â¯ÂÌËÂ Û‡‚ÌÂÌËfl (4.87) Ò ÔÓËÁ‚ÓÎ¸Ì˚ÏË
ÁÌ‡˜ÂÌËflÏË Ô‡‡ÏÂÚÓ‚ Í Ì‡ÒÚÓfl˘ÂÏÛ ‚ÂÏÂÌË Í‡ÈÌÂ Á‡ÚÛ‰ÌÂ-
ÌÓ. Ñ‡ÎÂÂ ÔÓÍ‡Á‡ÌÓ, ˜ÚÓ ÌÂÁ‡ÚÛı‡˛˘ËÂ ÍÓÎÂ·‡ÌËfl ÏÓ„ÛÚ ÒÛ˘ÂÒÚ-
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ÑÓÔÓÎÌËÚÂÎ¸Ì˚Â ÛÒÎÓ‚Ëfl (4.81) ÓÔÂ‰ÂÎfl˛Ú ‚Ë‰ G1(a) Ë H1(a):

G1(a) = 3a2/8,   H1(a) = 0, (4.83)

fl‚Ì˚Â ‚˚‡ÊÂÌËfl ‰Îfl ÍÓÚÓ˚ı ÔË‚Ó‰flÚ Í ÓÚÒÛÚÒÚ‚Ë˛ ‚ÂÍÓ‚˚ı
˜ÎÂÌÓ‚.

èË ‚˚·ÓÂ a ‚ Í‡˜ÂÒÚ‚Â ÔÂ‚ÓÈ „‡ÏÓÌËÍË ÌÂÓ·ıÓ‰ËÏÓ ÓÚ-
·ÓÒËÚ¸ Ó·˘ÂÂ Â¯ÂÌËÂ Ó‰ÌÓÓ‰ÌÓ„Ó Û‡‚ÌÂÌËfl (4.82). Ç ËÚÓ„Â
ÔÓÎÛ˜ÂÌÌÓÂ ‚ Ì‡ËÌËÁ¯Ëı ÔÓfl‰Í‡ı Â¯ÂÌËÂ

(4.84)

ÔÓÎÌÓÒÚ¸˛ ÒÓ‚Ô‡‰‡ÂÚ Ò (4.71).

4.4. ÇõçìÜÑÖççõÖ äéãÖÅÄçàü 

ÄçÉÄêåéçàóÖëäéÉé éëñàããüíéêÄ

ÖÒÚÂÒÚ‚ÂÌÌ˚Â Ë ÚÂıÌË˜ÂÒÍËÂ Ì‡ÛÍË ˜‡-
ÒÚÓ ÒÚ‡‚flÚ ÔÂÂ‰ Ï‡ÚÂÏ‡ÚËÍÓÈ ‚ÓÔÓÒ˚, Ì‡
ÍÓÚÓ˚Â Ï‡ÚÂÏ‡ÚËÍ‡ ÌÂÒÔÓÒÓ·Ì‡ ‰‡Ú¸ ÚÓ˜-
Ì˚Â ÓÚ‚ÂÚ˚. ÑÛ„ËÂ ÊÂ Á‡‰‡˜Ë, ıÓÚfl ÛÊÂ Ë
Â¯ÂÌÌ˚Â ÚÓ˜ÌÓ, ‰‡˛Ú Ì‡ÒÚÓÎ¸ÍÓ ÒÎÓÊÌ˚Â
‡Î„ÓËÚÏ˚, ˜ÚÓ ÌÂ ÏÓ„ÛÚ ·˚Ú¸ ÔËÏÂÌÂÌ˚
Ì‡ Ô‡ÍÚËÍÂ. ç‡ıÓÊ‰ÂÌËÂ ÔÓÒÚÂÈ¯Â„Ó Ë ‚
ÚÓ ÊÂ ‚ÂÏfl ‰ÓÒÚ‡ÚÓ˜ÌÓ ÚÓ˜ÌÓ„Ó ÏÂÚÓ‰‡
ÔË·ÎËÊÂÌÌÓ„Ó Â¯ÂÌËfl ‚ÏÂÒÚÂ Ò ÓˆÂÌÍÓÈ
ÒÚÂÔÂÌË ÚÓ˜ÌÓÒÚË ÔË·ÎËÊÂÌËfl ÌÂÂ‰ÍÓ
ÚÂ·Û˛Ú ËÒÍÎ˛˜ËÚÂÎ¸ÌÓ„Ó Ú‡Î‡ÌÚ‡ Ë „ÎÛ-
·ÓÍËı ÁÌ‡ÌËÈ. Ç ˝ÚÓÏ ÒÏ˚ÒÎÂ Ë ÌÛÊÌÓ, Ó˜Â-
‚Ë‰ÌÓ, ‚ÓÒÔËÌËÏ‡Ú¸ ÒÎÓ‚‡ ‚ÂÎËÍÓ„Ó ÛÒ-
ÒÍÓ„Ó Ï‡ÚÂÏ‡ÚËÍ‡ è.ã. óÂ·˚¯Â‚‡ (ÔË‚Â-
‰ÂÌÌ˚Â Í‡Í-ÚÓ Ù‡ÌˆÛÁÒÍËÏ „ÂÓÏÂÚÓÏ
É. Ñ‡·Û) Ó ÚÓÏ, ˜ÚÓ ÔË·ÎËÊÂÌÌÓÂ Â¯Â-
ÌËÂ ÎÛ˜¯Â ÚÓ˜ÌÓ„Ó.

ç. å. ä˚ÎÓ‚

ï‡‡ÍÚÂÌÓÈ ˜ÂÚÓÈ ‚˚ÌÛÊ‰ÂÌÌ˚ı ÍÓÎÂ·‡ÌËÈ fl‚ÎflÂÚÒfl Ì‡-
ÎË˜ËÂ ‚ÌÂ¯ÌËı ‚ÓÁÏÛ˘ÂÌËÈ. ÇÓÁÏÛ˘‡˛˘ËÂ ÒËÎ˚ F(t) ˜‡˘Â ‚ÒÂ-
„Ó ‡ÔÔÓÍÒËÏËÛ˛ÚÒfl ÒÚÛÔÂÌ˜‡Ú˚ÏË, ËÏÔÛÎ¸ÒÌ˚ÏË ËÎË „‡ÏÓ-
ÌË˜ÂÒÍËÏË ÙÛÌÍˆËflÏË. ì‡‚ÌÂÌËÂ ‰‚ËÊÂÌËfl ‡Ì„‡ÏÓÌË˜ÂÒÍÓ„Ó
ÓÒˆËÎÎflÚÓ‡ ÔË Ì‡ÎË˜ËË Á‡ÚÛı‡ÌËfl Ë ‚ÌÂ¯ÌÂÈ ÒËÎ˚ Ò ‡ÏÔÎËÚÛ-
‰ÓÈ F Ë ˜‡ÒÚÓÚÓÈ α ËÏÂÂÚ ‚Ë‰

mẍ = –kx + bx3 – αx
.

+ Fcosδt. (4.85)
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Ú‡ÏË σ = ω±2, 2ω±1, 3ω, ÍÓÚÓ˚Â Ì‡Á˚‚‡˛ÚÒfl ÍÓÏ·ËÌ‡ˆËÓÌÌ˚-
ÏË. ÄÏÔÎËÚÛ‰‡ ÍÓÏ·ËÌ‡ˆËÓÌÌ˚ı ÍÓÎÂ·‡ÌËÈ Ó·‡ÚÌÓ ÔÓÔÓˆËÓ-
Ì‡Î¸Ì‡ σ2 – 1. Ç ÔÓÒÎÂ‰Û˛˘Ëı ÔÓfl‰Í‡ı ÚÂÓËË ‚ÓÁÏÛ˘ÂÌËÈ ÔÓ-
fl‚flÚÒfl ÍÓÏ·ËÌ‡ˆËÓÌÌ˚Â ÍÓÎÂ·‡ÌËfl Ò ˜‡ÒÚÓÚ‡ÏË mω + n, „‰Â m Ë
n – ˆÂÎ˚Â ˜ËÒÎ‡. äÓ„‰‡ Ó‰Ì‡ ËÁ ÍÓÏ·ËÌ‡ˆËÓÌÌ˚ı ˜‡ÒÚÓÚ ·ÎËÁÍ‡
Í ˜‡ÒÚÓÚÂ ÒÓ·ÒÚ‚ÂÌÌ˚ı ÍÓÎÂ·‡ÌËÈ

mω + n ≈ ±1,

ÒÓÓÚ‚ÂÚÒÚ‚Û˛˘‡fl „‡ÏÓÌËÍ‡ ËÁ-Á‡ Ì‡ÎË˜Ëfl Ï‡Î˚ı ÁÌ‡ÏÂÌ‡ÚÂ-
ÎÂÈ ÏÓÊÂÚ ÓÍ‡Á‡Ú¸ ÒÛ˘ÂÒÚ‚ÂÌÌÓÂ ‚ÎËflÌËÂ Ì‡ ‡ÏÔÎËÚÛ‰Û ÍÓÎÂ-
·‡ÌËÈ. üÒÌÓ, ˜ÚÓ Ú‡ÍËÂ ÂÁÓÌ‡ÌÒÌ˚Â fl‚ÎÂÌËfl ‚ÓÁÌËÍ‡˛Ú ÔË
˜‡ÒÚÓÚ‡ı

ω = �
p

q
�,

„‰Â p Ë q – ˆÂÎ˚Â ˜ËÒÎ‡. êÂÁÓÌ‡ÌÒ Ò ω ≈ ±1, ÍÓÚÓ˚È ÔÓfl‚ÎflÂÚÒfl ‚
ÔÂ‚ÓÏ ˜ÎÂÌÂ ‡ÁÎÓÊÂÌËfl (4.88), Ì‡Á˚‚‡˛Ú ÔÂ‚Ë˜Ì˚Ï. êÂÁÓÌ‡Ì-
Ò˚ ÔË

ω ≈ 0, ω ≈ ±3, ω ≈ ±�
1

3
�, (4.93)

Ó·‡ÁÛ˛˘ËÂÒfl ‚Ó ‚ÚÓÓÏ ˜ÎÂÌÂ ‡ÁÎÓÊÂÌËfl (4.88), Ì‡Á˚‚‡˛Ú
‚ÚÓË˜Ì˚ÏË.

4.4.2. ÇÚÓË˜Ì˚È ÂÁÓÌ‡ÌÒ ωω ≈≈ ±3

ç‡ ÔËÏÂÂ ‚ÚÓË˜ÌÓ„Ó ÂÁÓÌ‡ÌÒ‡ ω ≈ ±3 ÔÓÒÚÓËÏ ÏÂÚÓ‰ÓÏ
ÏÌÓ„Ëı Ï‡Ò¯Ú‡·Ó‚ ‚ ÔÂ‚ÓÏ ÔÓfl‰ÍÂ ‡‚ÌÓÏÂÌÓÂ ‡ÁÎÓÊÂÌËÂ
‰Îfl ÔË·ÎËÊÂÌÌÓ„Ó ÓÒˆËÎÎËÛ˛˘Â„Ó Â¯ÂÌËfl Û‡‚ÌÂÌËfl (4.87),
ÌÂ ÒÓ‰ÂÊ‡˘ÂÂ ‚ÂÍÓ‚˚ı ˜ÎÂÌÓ‚ Ë Ï‡Î˚ı ÁÌ‡ÏÂÌ‡ÚÂÎÂÈ. Ç‚Â‰ÂÏ
Ô‡‡ÏÂÚ ‡ÒÒÚÓÈÍË σ � O [1]:

ω = 3 + σε (4.94)

Ë ·Û‰ÂÏ ËÒÍ‡Ú¸ ÔË·ÎËÊÂÌÌÓÂ Â¯ÂÌËÂ Û‡‚ÌÂÌËfl (4.87) ‚ ‚Ë‰Â

u = u0(T0, T1) + εu1(T0, T1) + …, (4.95)

„‰Â ‚‚Â‰ÂÌ˚ ÔÂÂÏÂÌÌ˚Â T0 = t, T1 = εt Ë ÓÔÛ˘ÂÌ‡ ‚ u0, u1 Á‡‚ËÒË-
ÏÓÒÚ¸ ÓÚ ÏÂ‰ÎÂÌÌ˚ı ÔÂÂÏÂÌÌ˚ı Tn(n ≥ 2). èÓÒÎÂ ÔÓ‰ÒÚ‡ÌÓ‚ÍË

‚Ó‚‡Ú¸ ÔË Ï‡ÎÓÈ ÌÂÎËÌÂÈÌÓÒÚË ÒËÒÚÂÏ˚, Ï‡ÎÓÏ Á‡ÚÛı‡ÌËË Ë ÓÔ-
Â‰ÂÎÂÌÌ˚ı ÒÓÓÚÌÓ¯ÂÌËflı ÏÂÊ‰Û Ô‡‡ÏÂÚ‡ÏË ÍÓÎÂ·‡ÌËÈ Ë
‚ÌÂ¯ÌÂÈ ÒËÎ˚.

4.4.1. èflÏÓÂ ‡ÁÎÓÊÂÌËÂ

ç‡È‰ÂÏ ÔË·ÎËÊÂÌÌÓÂ ‡Ì‡ÎËÚË˜ÂÒÍÓÂ Â¯ÂÌËÂ Û‡‚ÌÂÌËfl
(4.87) Ò ÚÓ˜ÌÓÒÚ¸˛ ‰Ó ÔÂ‚Ó„Ó ÔÓfl‰Í‡ Ô‡‡ÏÂÚ‡ ε. ë ˝ÚÓÈ ˆÂ-
Î¸˛ ËÒÒÎÂ‰ÛÂÏ ‚Ì‡˜‡ÎÂ ÔflÏÓÂ ‡ÁÎÓÊÂÌËÂ

u = u0 + εu1 + ε2u2 + … (4.88)

èÓ‰ÒÚ‡ÌÓ‚Í‡ Â„Ó ‚ (4.87) ‰‡ÂÚ ‚ ‰‚Ûı Ì‡ËÌËÁ¯Ëı ÔÓfl‰Í‡ı
Û‡‚ÌÂÌËfl

ü0 + u0 = f cosωt; (4.89)

ü1 + u1 = –2μu
.

0 – u0
3. (4.90)

êÂ¯ÂÌËÂ Û‡‚ÌÂÌËfl (4.89) ËÏÂÂÚ ‚Ë‰

(4.91)

Ò ÔÓÒÚÓflÌÌ˚ÏË α Ë β. Ñ‡ÎÂÂ ËÁ (4.90) ÒÎÂ‰ÛÂÚ Û‡‚ÌÂÌËÂ

ü1 + u1 = b1e
it + b2e

i3t + b3e
iωt + b4e

i3ωt + b5e
i(ω+2)t +

+ b6e
i(ω–2)t + b7e

i(2ω–1)t + b8e
i(2ω+1)t + (Í.Ò.) (4.92)

Ò ÓÔÂ‰ÂÎÂÌÌ˚ÏË ‚ÂÎË˜ËÌ‡ÏË bα (α = 1, …, 8), Í.Ò. ÓÁÌ‡˜‡ÂÚ ÍÓÏ-
ÔÎÂÍÒÌÓÂ ÒÓÔflÊÂÌËÂ ÒÎ‡„‡ÂÏ˚ı ‚ Ô‡‚ÓÈ ˜‡ÒÚË. ó‡ÒÚÌÓÂ Â¯Â-
ÌËÂ ÌÂÓ‰ÌÓÓ‰ÌÓ„Ó Û‡‚ÌÂÌËfl (4.92) ÔÂ‰ÒÚ‡‚ÎflÂÚÒfl ÒÛÏÏÓÈ ˜‡-
ÒÚÌ˚ı Â¯ÂÌËÈ, ÒÓÓÚ‚ÂÚÒÚ‚Û˛˘Ëı Í‡Ê‰ÓÏÛ ÒÎ‡„‡ÂÏÓÏÛ Ô‡‚ÓÈ
˜‡ÒÚË ˝ÚÓ„Ó Û‡‚ÌÂÌËfl. èÓÒÍÓÎ¸ÍÛ ˜‡ÒÚÌÓÂ Â¯ÂÌËÂ ‚˚‡ÊÂÌËfl

ü + u = eiσt

Á‡ÔËÒ˚‚‡ÂÚÒfl ‚ ‚Ë‰Â

ÚÓ ˜‡ÒÚÌÓÂ Â¯ÂÌËÂ Û‡‚ÌÂÌËfl (4.92) ÒÓ‰ÂÊËÚ ‚ÂÍÓ‚˚Â ÒÎ‡„‡Â-
Ï˚Â, ÔÓÔÓˆËÓÌ‡Î¸Ì˚Â t, Ë „‡ÏÓÌË˜ÂÒÍËÂ ÍÓÎÂ·‡ÌËfl Ò ˜‡ÒÚÓ-
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(4.100)

àÒÍÎ˛˜ÂÌËÂ Φ0 ËÁ ˝ÚËı ÙÓÏÛÎ ÔË‚Ó‰ËÚ Í ÚË‚Ë‡Î¸ÌÓÏÛ ÒÎÛ-
˜‡˛ A = 0, ËÎË ·ËÍ‚‡‰‡ÚÌÓÏÛ Û‡‚ÌÂÌË˛

(4.101)

ÔÂ‰ÒÚ‡‚Îfl˛˘ÂÏÛ ‡ÏÔÎËÚÛ‰ÌÓ-˜‡ÒÚÓÚÌÛ˛ ı‡‡ÍÚÂËÒÚË-
ÍÛ A(σ). çÂÒÎÓÊÌ˚È ‡Ì‡ÎËÁ ÔÓÍ‡Á˚‚‡ÂÚ, ˜ÚÓ ‰ÂÈÒÚ‚ËÚÂÎ¸Ì˚Â
Â¯ÂÌËfl

(4.102)

˝ÚÓ„Ó Û‡‚ÌÂÌËfl ÒÛ˘ÂÒÚ‚Û˛Ú ÔË ÛÒÎÓ‚ËË

–63B4 + 32B2σ – 256μ2 ≥ 0, (4.103)

σ > �
2

1

7

6
� B2.

ëÎÂ‰Ó‚‡ÚÂÎ¸ÌÓ, ‚ ËÌÚÂ‚‡ÎÂ

(4.104)

‰Îfl ‡ÏÔÎËÚÛ‰˚ f ‚˚ÌÛÊ‰‡˛˘ÂÈ ÒËÎ˚ ‰‡ÊÂ ÔË Ì‡ÎË˜ËË ÚÂÌËfl ‚
ÒËÒÚÂÏÂ ÒÛ˘ÂÒÚ‚Û˛Ú ÌÂÁ‡ÚÛı‡˛˘ËÂ ÍÓÎÂ·‡ÌËfl.

Ç ËÚÓ„Â ‚ ÔÂ‚ÓÏ ÔË·ÎËÊÂÌËË Â¯ÂÌËÂ ‰‡ÂÚÒfl ÙÓÏÛÎÓÈ

u = Acos(t + β(T1)) + Bcosωt =

= (4.105)

ç‡ ËÒ. 4.8 ËÁÓ·‡ÊÂÌ˚ ÂÁÛÎ¸Ú‡Ú˚ ˜ËÒÎÂÌÌÓ„Ó ËÌÚÂ„ËÓ-
‚‡ÌËfl Û‡‚ÌÂÌËfl (4.87) Ò Ô‡‡ÏÂÚ‡ÏË f = –8, ε = 0,02, σ = 3, μ =
= 1/3, Û‰Ó‚ÎÂÚ‚Ófl˛˘ËÂ ÛÒÎÓ‚Ë˛ (4.104) Ë Ì‡˜‡Î¸Ì˚Ï ‰‡ÌÌ˚Ï

 
A t

t
B t A

t f
tcos – cos cos –

–
cos .+⎛

⎝
⎞
⎠ + = ⎛

⎝
⎞
⎠ +ε σ ω ω

ω
ω

3 3 3 3 1
0 0

2

Φ Φ

σ σ μ
ω

σ σ μ– –
–

–2 2
2

2 2
2 263

63
16 1

63≤
( )

≤ +f

A B B B2 2 4 2 21
18

27 16 3 63 32 256= ± +( )– – –σ σ μ

 
A B A B4 2 2 2 2 2

3
16
9

4
81

144 9 4 0+ ⎛
⎝

⎞
⎠ + + ( )[ ] =– – ,σ μ σ

– – – cos .
9

4
9

8
9
8

0
2 2

0
B A

BA+ [ ] =σ Φ
(4.95) ‚ (4.87) Ë ÔË‡‚ÌË‚‡ÌËfl ÍÓ˝ÙÙËˆËÂÌÚÓ‚ ÔË Ó‰ËÌ‡ÍÓ‚˚ı
ÁÌ‡˜ÂÌËflı ε ÔÓÎÛ˜‡ÂÏ

(4.96)

(4.97)

èÓÒÍÓÎ¸ÍÛ Ó·˘ÂÂ Â¯ÂÌËÂ Û‡‚ÌÂÌËfl (4.96) ÔÂ‰ÒÚ‡‚ËÏÓ ‚
‚Ë‰Â

(4.98)

ÚÓ ‚ Ô‡‚ÓÈ ˜‡ÒÚË (4.97) ÔÓfl‚Îfl˛ÚÒfl ÒÎ‡„‡ÂÏ˚Â ÚÓÈ ÊÂ ÒÚÛÍÚÛ-
˚, ˜ÚÓ Ë ‚ (4.92). é‰Ì‡ÍÓ ÒÓÓÚÌÓ¯ÂÌËÂ (4.94) ÔÂÓ·‡ÁÛÂÚ ÙÛÌÍ-
ˆË˛ eiω(–2)t, ÍÓÚÓ‡fl ÔÓÓÊ‰‡Î‡ Ï‡Î˚Â ÁÌ‡ÏÂÌ‡ÚÂÎË ‰Îfl u1 Û‡‚ÌÂ-
ÌËfl (4.92), ‚ ÙÛÌÍˆË˛ ei(1–σε)t = ei(T0–σT1), ÔÓÓÊ‰‡˛˘Û˛ ‚ÂÍÓ‚˚Â
˜ÎÂÌ˚ ‚ Û‡‚ÌÂÌËË (4.97). Ç ËÚÓ„Â ÚÂ·Ó‚‡ÌËÂ ÓÚÒÛÚÒÚ‚Ëfl ‚ Ô‡-
‚ÓÈ ˜‡ÒÚË ‚˚‡ÊÂÌËfl (4.97) ÒÎ‡„‡ÂÏ˚ı, ÍÓÚÓ˚Â ÔÓÔÓˆËÓÌ‡Î¸-
Ì˚ cost, sint Ë ÔË‚Ó‰flÚ Í ‚ÂÍÓ‚˚Ï ˜ÎÂÌ‡Ï ‰Îfl u1, ‰‡ÂÚ ÒËÒÚÂÏÛ
‰‚Ûı Û‡‚ÌÂÌËÈ ‰Îfl A(T1) Ë Ù‡Á˚ Φ(T1) = T1σ – 3β(T1):

A
.
(T1) = �

1

8
�(–8μA(T1) – 3A(T1)

2Bsin[Φ(T1)]),

éÚÏÂÚËÏ, ˜ÚÓ ‚ ÓÚÎË˜ËÂ ÓÚ Ò‚Ó·Ó‰Ì˚ı ÍÓÎÂ·‡ÌËÈ ‡Ì„‡ÏÓÌË-
˜ÂÒÍÓ„Ó ÓÒˆËÎÎflÚÓ‡ ˝‚ÓÎ˛ˆËfl ‡ÏÔÎËÚÛ‰˚ ÒÛ˘ÂÒÚ‚ÂÌÌÓ Á‡‚ËÒËÚ
ÓÚ ÔÓ‚Â‰ÂÌËfl Ù‡Á˚ Φ(T). óËÒÎÂÌÌ˚Ï ËÌÚÂ„ËÓ‚‡ÌËÂÏ ÏÓÊÌÓ
ÔÓÍ‡Á‡Ú¸, ˜ÚÓ Â¯ÂÌËÂ ˝ÚËı Û‡‚ÌÂÌËÈ ÒÚÂÏËÚÒfl Í ÒÚ‡ˆËÓÌ‡-
Ì˚Ï ÁÌ‡˜ÂÌËflÏ

A(T1) → A,   Φ(T1) → Φ0,

ÍÓÚÓ˚Â Û‰Ó‚ÎÂÚ‚Ófl˛Ú ‚˚‡ÊÂÌËflÏ

–8μA – 3A2Bsin[Φ0] = 0, (4.99)
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êÂ¯ÂÌËÂ ‚ ÌÛÎÂ‚ÓÏ ÔÓfl‰ÍÂ

u0 = a(T1)cos(t + β(T1)) (4.110)

‰‡ÂÚ ‚ Ô‡‚ÓÈ ˜‡ÒÚË (4.109) ÂÁÓÌ‡ÌÒÌ˚Â ÒÎ‡„‡ÂÏ˚Â, ÔÓÓÊ‰‡˛-
˘ËÂ ‚ÂÍÓ‚˚Â ˜ÎÂÌ˚ ‚ u1. äÓÏÂ ÚÓ„Ó, ÒÎ‡„‡ÂÏÓÂ f cos(T0ω) = 
= f cos(T0 + T1σ) = f (cos(T0)cos(T1σ) – sin(T0)sin(T1σ)) ÔË ˜‡ÒÚÓÚÂ

ω = 1 + σε (4.111)

‰‡ÂÚ ‰ÓÔÓÎÌËÚÂÎ¸Ì˚Â ˜ÎÂÌ˚ Í ÂÁÓÌ‡ÌÒÌ˚Ï ÒÎ‡„‡ÂÏ˚Ï ‚ Ô‡-
‚ÓÈ ˜‡ÒÚË (4.109). Ç Â¯ÂÌËË ‰Îfl u1(T1) ·Û‰ÛÚ ÓÚÒÛÚÒÚ‚Ó‚‡Ú¸ ‚Â-
ÍÓ‚˚Â ÒÎ‡„‡ÂÏ˚Â, ÔÓÔÓˆËÓÌ‡Î¸Ì˚Â t, ÂÒÎË ÍÓ˝ÙÙËˆËÂÌÚ˚
ÔÂÂ‰ cost, sint ‚ Ô‡‚ÓÈ ˜‡ÒÚË (4.109) ÔË‡‚ÌflÚ¸ ÌÛÎ˛. íÓ„‰‡
Ï˚ ÔÓÎÛ˜ËÏ Á‡ÏÍÌÛÚÛ˛ ÒËÒÚÂÏÛ Û‡‚ÌÂÌËÈ ‰Îfl ÓÔÂ‰ÂÎÂÌËfl
‡(T1) Ë γ(T1) = T1σ – β(T1):

a
.
(T1) = –μa(T1) + f2sinγ(T1), (4.112)

a(T1)γ
.
(T1) = σa(T1) – �

3

8
�a(T1)

3 + �
1

2
�fcosγ(T1).

óËÒÎÂÌÌ˚Ï ËÌÚÂ„ËÓ‚‡ÌËÂÏ ÏÓÊÌÓ ÔÓÍ‡Á‡Ú¸, ˜ÚÓ Â¯ÂÌËÂ
Û‡‚ÌÂÌËÈ (4.112), Í‡Í Ë ‚ ÒÎÛ˜‡Â ‚ÚÓË˜Ì˚ı ÂÁÓÌ‡ÌÒÓ‚, ÒÚÂ-
ÏËÚÒfl Í ÒÚ‡ˆËÓÌ‡Ì˚Ï ÁÌ‡˜ÂÌËflÏ a(T1) → a, γ(T1) → γ, ÍÓÚÓ˚Â
Û‰Ó‚ÎÂÚ‚Ófl˛Ú Û‡‚ÌÂÌËflÏ

–μa + �
2

f
� sinγ = 0, (4.113)

σa – �
3

8
�a3 + �

1

2
� f sinγ = 0;

γ = T1σ – β(T1). (4.114)

ëÓ„Î‡ÒÌÓ (4.111), ÒÚ‡ˆËÓÌ‡Ì˚Ï ÁÌ‡˜ÂÌËflËÏ ‡, γ ÒÓÓÚ‚ÂÚÒÚ‚Û-
˛Ú ‚ „Î‡‚ÌÓÏ ÔË·ÎËÊÂÌËË ÍÓÎÂ·‡ÌËfl

u = acos(t + β(T1)) = acos(t + T1σ – γ) = acos(ωt – γ). (4.115)

ç‡ÔÓÏÌËÏ, ˜ÚÓ ω = �
ω
δ

0

� Ë ‰Îfl ÔÂÂıÓ‰‡ ÓÚ ·ÂÁ‡ÁÏÂÌÓ„Ó ‚Â-

ÏÂÌË Í Â‡Î¸ÌÓÏÛ ÌÂÓ·ıÓ‰ËÏÓ ÔÓËÁ‚ÂÒÚË Á‡ÏÂÌÛ t → ω0t. èÓ-
˝ÚÓÏÛ ‚ ‡ÒÒÏ‡ÚË‚‡ÂÏÓÏ Ì‡ÏË ÔË·ÎËÊÂÌËË ÓÒˆËÎÎflÚÓ ÒÓ‚Â-
¯‡ÂÚ ‚˚ÌÛÊ‰ÂÌÌ˚Â ÍÓÎÂ·‡ÌËfl Ò ˜‡ÒÚÓÚÓÈ δ ‚ÌÂ¯ÌÂÈ ÒËÎ˚ Ë

u(0) = 1,9, u
.
(0) = 0. üÒÌÓ ‚Ë‰ÌÓ Ì‡ÎË˜ËÂ ÌÂÁ‡ÚÛı‡˛˘Ëı ÍÓÎÂ·‡ÌËÈ,

ÍÓÚÓ˚Â ÂÒÚ¸ ÒÛÔÂÔÓÁËˆËfl ‰‚Ûı „‡ÏÓÌË˜ÂÒÍËı ÍÓÎÂ·‡ÌËÈ Ò ˜‡-
ÒÚÓÚ‡ÏË ω Ë 3ω.

4.4.3. èÂ‚Ë˜Ì˚È ÂÁÓÌ‡ÌÒ. 
ÄÏÔÎËÚÛ‰ÌÓ-˜‡ÒÚÓÚÌ‡fl ı‡‡ÍÚÂËÒÚËÍ‡

ç‡È‰ÂÏ ‡‚ÌÓÏÂÌÓÂ ÔË„Ó‰ÌÓÂ ‡ÁÎÓÊÂÌËÂ ‚ ÒÎÛ˜‡Â ÔÂ-
‚Ë˜ÌÓ„Ó ÂÁÓÌ‡ÌÒ‡ ‰Îfl Ï‡ÎÓÈ ‡ÏÔÎËÚÛ‰˚ εf ‚ÌÂ¯ÌÂÈ ÒËÎ˚. èÓÒÎÂ
ÔÓ‰ÒÚ‡ÌÓ‚ÍË

u = u0(T0, T1) + εu1(T0, T1) + … (4.106)

‚ Û‡‚ÌÂÌËÂ

ü + u + εu3 + 2εμu
.

– εf cosωt = 0 (4.107)

‚ ÔÂ‚ÓÏ ÔÓfl‰ÍÂ ÔÓÎÛ˜‡ÂÏ ÒËÒÚÂÏÛ Û‡‚ÌÂÌËÈ

(4.108)

(4.109)
∂
∂

+ = ∂
∂ ∂

∂
∂

+ ( )
2
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0
2 1

2
0

0 1
0
3 1

0
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T
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„‰Â

Tr = �
∂
∂
a
� P(a, γ) + �

∂
∂
γ
� Q(a, γ), (4.121)

Δ = �
∂
∂
a
� P(a, γ) �∂

∂
γ
� Q(a, γ) – �

∂
∂
a
� Q(a, γ) �

∂
∂
γ
� P(a, γ).

èÓÒÍÓÎ¸ÍÛ ÒÓ„Î‡ÒÌÓ (4.113), (4.117)

Tr = –2μ; (4.122)

Δ = 27a4 – 96a2σ + 64(μ2 + σ2), (4.123)

ÚÓ ‚ Ó·Î‡ÒÚË ÁÌ‡˜ÂÌËÈ a, σ, ÍÓ„‰‡ Λ < 0, Ó‰ËÌ ËÁ ı‡‡ÍÚÂËÒÚË˜Â-

ÒÍËı ÔÓÍ‡Á‡ÚÂÎÂÈ ÔÓÎÓÊËÚÂÎÂÌ Ë ÒÓÒÚÓfl-

ÌËfl ‡‚ÌÓ‚ÂÒËfl ÌÂÛÒÚÓÈ˜Ë‚˚. èË Λ > 0 ÒÓÒÚÓflÌËfl ‡‚ÌÓ‚ÂÒËfl ÛÒ-
ÚÓÈ˜Ë‚˚, ÍÓÌË Û‡‚ÌÂÌËfl ÍÓÏÔÎÂÍÒÌÓ ÒÓÔflÊÂÌ˚ Ë Ëı ‰ÂÈÒÚ‚Ë-
ÚÂÎ¸Ì‡fl ˜‡ÒÚ¸ ÓÚËˆ‡ÚÂÎ¸Ì‡.

ì‡‚ÌÂÌËÂ (4.116) Ì‡ ÔÎÓÒÍÓÒÚË (σ, a2) ÓÔÂ‰ÂÎflÂÚ ÂÁÓ-
Ì‡ÌÒÌÛ˛ ÍË‚Û˛. èÓÒÍÓÎ¸ÍÛ ÓÌÓ ËÏÂÂÚ Ó‰ËÌ ËÎË ÚË ÍÓÌfl, ÚÓ
ÙÛÌÍˆËfl a(σ) ‚ ÓÔÂ‰ÂÎÂÌÌÓÈ Ó·Î‡ÒÚË ÁÌ‡˜ÂÌËÈ Ô‡‡ÏÂÚ‡ ‡Ò-
ÒÚÓÈÍË σ fl‚ÎflÂÚÒfl ÏÌÓ„ÓÁÌ‡˜ÌÓÈ Ë ÂÁÓÌ‡ÌÒÌ˚Â ÍË‚˚Â ËÏÂ-
˛Ú ·ÓÎÂÂ ‡ÁÌÓÓ·‡ÁÌ˚È, ˜ÂÏ ‚ ÎËÌÂÈÌÓÏ ÒÎÛ˜‡Â, ı‡‡ÍÚÂ.
ê‡ÒÒÏÓÚËÏ ÔÓ‚Â‰ÂÌËÂ a(σ) ÔË ÙËÍÒËÓ‚‡ÌÌÓÏ ÁÌ‡˜ÂÌËË f.
ÑËÙÙÂÂÌˆËÛfl Û‡‚ÌÂÌËÂ (4.116), Ì‡ıÓ‰ËÏ Û‡‚ÌÂÌËÂ Í‡Ò‡-
ÚÂÎ¸ÌÓÈ

(4.124)

Í ÂÁÓÌ‡ÌÒÌÓÈ ÍË‚ÓÈ. èÓÒÚÓËÏ ‚ ÔÎÓÒÍÓÒÚË (σ, a2) ÍË‚Û˛ Λ = 0
(ËÒ. 4.9), ÍÓÚÓ‡fl ÌÂ ÔÂÂÒÂÍ‡ÂÚ ÔflÏÛ˛

σ = �
3

8

a2

�. (4.125)

ÇÌÛÚË Á‡¯ÚËıÓ‚‡ÌÌÓÈ Ó·Î‡ÒÚË ‚ÂÎË˜ËÌ‡ Λ < 0, ‚ÌÂ ÂÂ Λ > 0.
ÖÒÎË ÍË‚‡fl a(σ) ÌÂ ‚ıÓ‰ËÚ ‚ Ó·Î‡ÒÚ¸ Λ < 0, ÚÓ ÂÂ ÔÓËÁ‚Ó‰Ì‡fl 

 

da

d

a a

σ
σ

=
+( )8 8 3 2–

Λ

λ1
21

2
4= +( )Tr Tr – Δ

ÔÓÒÚÓflÌÌÓÈ ‡ÏÔÎËÚÛ‰ÓÈ, Á‡‚ËÒfl˘ÂÈ ÓÚ ‡ÒÒÚÓÈÍË. àÒÒÎÂ‰ÛÂÏ
˝ÚÛ Á‡‚ËÒËÏÓÒÚ¸. àÒÍÎ˛˜ÂÌËÂ γ ËÁ (4.113) ÔË‚Ó‰ËÚ Í ÍÛ·Ë˜ÂÒÍÓ-
ÏÛ ÓÚÌÓÒËÚÂÎ¸ÌÓ a2 Û‡‚ÌÂÌË˛

4μ2a2 + a2(8σ – 3a2)2/16 = f 2, (4.116)

ÍÓÚÓÓÂ ÓÔÂ‰ÂÎflÂÚ ÙÛÌÍˆË˛ a(σ) – ‡ÏÔÎËÚÛ‰ÌÓ-˜‡ÒÚÓÚÌÛ˛
ı‡‡ÍÚÂËÒÚËÍÛ ÒËÒÚÂÏ˚.

é·ÒÛ‰ËÏ ÛÒÚÓÈ˜Ë‚ÓÒÚ¸ ÒÚ‡ˆËÓÌ‡Ì˚ı ÒÓÒÚÓflÌËÈ. é·ÓÁÌ‡˜ËÏ 

P(a(T1), γ(T1)) = –μa(T1) + �
2

f
� sinγ(T1), (4.117)

Ë Á‡ÔË¯ÂÏ ÒËÒÚÂÏÛ (4.112) ‚ ÍÓÏÔ‡ÍÚÌÓÏ ‚Ë‰Â

a
.
(T1) = P(a(T1), γ(T1)),

γ. (T1) = Q(a(T1), γ(T1)).

ÑÎfl ÓÔÂ‰ÂÎÂÌËfl ÛÒÚÓÈ˜Ë‚ÓÒÚË ÒÚ‡ˆËÓÌ‡Ì˚ı ÒÓÒÚÓflÌËÈ ‡Ò-
ÒÏÓÚËÏ ˝‚ÓÎ˛ˆË˛ ÙÛÌÍˆËÈ

a(T1) = a + sA(T1), γ(T1) = γ + sΓ(T1)   (s << 1), (4.118)

Ï‡ÎÓ ÓÚÎË˜‡˛˘ËıÒfl ÓÚ ‡‚ÌÓ‚ÂÒÌ˚ı (4.113). íÓ„‰‡ ‰Îfl ÙÛÌÍ-
ˆËÈ A(T1), Γ(T1) Ï˚ ÔÓÎÛ˜‡ÂÏ ÎËÌÂÈÌ˚Â ‰ËÙÙÂÂÌˆË‡Î¸Ì˚Â
Û‡‚ÌÂÌËfl

A
.
(T1) = �

∂
∂
a
� P(a, γ)a(T1) + �

∂
∂
γ
� P(a, γ)Γ(T1) + O(s), (4.119)

Γ
.
(T1) = �

∂
∂
a
� Q(a, γ)a(T1) + �

∂
∂
γ
� Q(a, γ)Γ(T1) + O(s).

àı Â¯ÂÌËfl ÔÓÔÓˆËÓÌ‡Î¸Ì˚ eλt, „‰Â Ô‡‡ÏÂÚ λ Û‰Ó‚ÎÂÚ‚ÓflÂÚ
ı‡‡ÍÚÂËÒÚË˜ÂÒÍÓÏÛ Û‡‚ÌÂÌË˛

λ2 – λTr + Δ = 0, (4.120)
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( ) ( )( ) = ( ) + ( ) ( ), – cosγ σ γ



‚ÌÂ¯ÌÂÈ ÒËÎ˚. èË Ï‡Î˚ı ÁÌ‡˜ÂÌËflı f, σ ‡ÏÔÎËÚÛ‰‡ a Ï‡Î‡ Ë
ÏÓÊÌÓ ÔÂÌÂ·Â˜¸ ˜ÎÂÌÓÏ 3a2 ‚ ÎÂ‚ÓÈ ˜‡ÒÚË (4.116). íÓ„‰‡ Ï˚
ÔÓÎÛ˜‡ÂÏ Á‡‚ËÒËÏÓÒÚ¸

(4.128)

‡ÏÔÎËÚÛ‰˚ ÓÚ ˜‡ÒÚÓÚ˚ ÍÓÎÂ·‡ÌËÈ Ò Ï‡ÍÒËÏÛÏÓÏ ‚ ÚÓ˜ÍÂ σ = 0
(ÍË‚‡fl 1 Ì‡ ËÒ. 4.9), ı‡‡ÍÚÂÌÛ˛ ‰Îfl ÎËÌÂÈÌ˚ı ‚˚ÌÛÊ‰ÂÌÌ˚ı
ÍÓÎÂ·‡ÌËÈ (3.48). èË f < fk Û‡‚ÌÂÌËÂ (4.116) ËÏÂÂÚ Ó‰ËÌ ÍÓÂÌ¸,
Ë ÔË Û‚ÂÎË˜ÂÌËË f ÍË‚‡fl a(σ) ‰ÂÙÓÏËÛÂÚÒfl ‚ ÒÚÓÓÌÛ ·ÓÎ¸-
¯Ëı ÁÌ‡˜ÂÌËÈ σ. èË f > fk ‚˚‡ÊÂÌËÂ (4.116) ËÏÂÂÚ ÚË ÍÓÌfl Ë
ÂÁÍÓ ÏÂÌflÂÚÒfl ı‡‡ÍÚÂ ‚˚ÌÛÊ‰ÂÌÌ˚ı ÍÓÎÂ·‡ÌËÈ ÓÒˆËÎÎflÚÓ‡.

èË Û‚ÂÎË˜ÂÌËË σ ÓÚ – ∞ ÙÛÌÍˆËfl �
d

d

a

σ
� ÔÓÎÓÊËÚÂÎ¸Ì‡ ‚ÔÎÓÚ¸ ‰Ó 

ÔflÏÓÈ σ = �
3

8

a2

�, Ì‡ ÍÓÚÓÓÈ ÓÌ‡ ‡‚Ì‡ ÌÛÎ˛. Ñ‡ÎÂÂ a2 ÛÏÂÌ¸¯‡-

ÂÚÒfl ‰Ó ÍË‚ÓÈ Λ = 0, „‰Â ÂÁÓÌ‡ÌÒÌ‡fl ÍË‚‡fl ËÏÂÂÚ ‚ÂÚËÍ‡Î¸-

ÌÛ˛ Í‡Ò‡ÚÂÎ¸ÌÛ˛. Ç Ó·Î‡ÒÚË Λ < 0 ÙÛÌÍˆËfl �
d

d

a

σ
� ÒÌÓ‚‡ ËÏÂÂÚ ÔÓ-

ÎÓÊËÚÂÎ¸Ì˚Â ÁÌ‡˜ÂÌËfl ‰Ó ÍË‚ÓÈ Λ = 0. èË ‰‡Î¸ÌÂÈ¯ÂÏ Û‚ÂÎË-
˜ÂÌËË σ ‡ÏÔÎËÚÛ‰‡ Ô‡‰‡ÂÚ ‰Ó ÌÛÎfl. å‡ÍÒËÏ‡Î¸ÌÓÂ ÁÌ‡˜ÂÌËÂ ‡ÏÔ-
ÎËÚÛ‰˚ amax ‡ÒÔÓÎÓÊÂÌÓ ‚ ÚÓ˜ÍÂ ÔÂÂÒÂ˜ÂÌËfl ÔflÏÓÈ (4.125) Ò
ÂÁÓÌ‡ÌÒÌÓÈ ÍË‚ÓÈ Ë ‡‚ÌÓ

amax = �
2

f

μ
� (4.129)

ÔË 

ç‡ ËÒ. 4.9 ÔÓÍ‡Á‡ÌÓ ‡ÒÔÓÎÓÊÂÌËÂ ÂÁÓÌ‡ÌÒÌ˚ı ÍË‚˚ı ‚
ÔÎÓÒÍÓÒÚË (σ, a2) ‰Îfl ‡ÁÌ˚ı f. èÓ ÏÂÂ Û‚ÂÎË˜ÂÌËfl f (f > fk) ÌÂÎË-
ÌÂÈÌÓÒÚ¸ Ú‡ÍÊÂ ‚˚Á˚‚‡ÂÚ ËÁ„Ë· ÔËÍÓ‚ ÂÁÓÌ‡ÌÒÌ˚ı ÍË‚˚ı
‚Ô‡‚Ó. ëÎÂ‰ÒÚ‚ËÂÏ ˝ÚÓ„Ó fl‚ÎflÂÚÒfl ÒÛ˘ÂÒÚ‚Ó‚‡ÌËÂ Ó·Î‡ÒÚÂÈ ˜‡Ò-
ÚÓÚ, „‰Â ÙËÍÒËÓ‚‡ÌÌÓÏÛ ÁÌ‡˜ÂÌË˛ σ ÒÓÓÚ‚ÂÚÒÚ‚Û˛Ú ‰‚‡ ËÎË ÚË
ÁÌ‡˜ÂÌËfl ‡ÏÔÎËÚÛ‰˚ a (ÍË‚˚Â 3, 4 Ì‡ ËÒ. 4.9). ç‡ ‚ÂÚ‚Ë DE ÍË-
‚ÓÈ 4 ‚ÂÎË˜ËÌ‡ Λ < 0, Ë, ÒÓ„Î‡ÒÌÓ ‡Ì‡ÎËÁÛ, ÔÓ‚Â‰ÂÌÌÓÏÛ ‚˚¯Â,
ÍÓÎÂ·‡ÌËfl Ò ÒÓÓÚ‚ÂÚÒÚ‚Û˛˘ËÏË ‡ÏÔÎËÚÛ‰‡ÏË ÌÂÛÒÚÓÈ˜Ë‚˚. ùÚÓ
ÔË‚Ó‰ËÚ Í ÌÓ‚ÓÏÛ ÌÂÎËÌÂÈÌÓÏÛ fl‚ÎÂÌË˛ – ÒÍ‡˜ÍÛ ÒÚ‡ˆËÓÌ‡-
ÌÓÈ ‡ÏÔÎËÚÛ‰˚ ÔË ÏÂ‰ÎÂÌÌÓÏ ÔÓıÓÊ‰ÂÌËË ÌËÊÌÂÈ Ì‡‚ËÒ‡˛-

σ
μ

= 3
32

2

2

f
.

a
f2

2

2 24
=

+( )σ μ

ÔÓÎÓÊËÚÂÎ¸Ì‡ ‰Ó ÔflÏÓÈ σ = �
3

8

a2

� Ë ÓÚËˆ‡ÚÂÎ¸Ì‡ ÔË ‰‡Î¸ÌÂÈ-

¯ÂÏ Û‚ÂÎË˜ÂÌËË σ (ÍË‚˚Â 1, 2 Ì‡ ËÒ. 4.9). ä‡Í ÒÎÂ‰ÛÂÚ ËÁ
(4.124), ÂÁÓÌ‡ÌÒÌ‡fl ÍË‚‡fl ÔÂÂÒÂÍ‡ÂÚ ÍË‚Û˛ Λ = 0, ËÏÂfl ‚Â-

ÚËÍ‡Î¸ÌÛ˛ Í‡Ò‡ÚÂÎ¸ÌÛ˛ Ë Ì‡Ë·ÓÎ¸¯‡fl Ó‰ËÌ‡Ú‡ ÚÓ˜-

ÍË H, ÔË ÍÓÚÓÓÈ Â˘Â ÔÓËÒıÓ‰flÚ ÒÓÔËÍÓÒÌÓ‚ÂÌËfl ˝ÚËı ÍË-

‚˚ı, ‡‚Ì‡ a2 = �
8

3

μ
�. èÓÒÍÓÎ¸ÍÛ ÚÓ˜Í‡ H ÎÂÊËÚ Ì‡ ÍË‚ÓÈ Λ = 0, 

ÚÓ ÂÂ ÍÓÓ‰ËÌ‡Ú˚ ‡‚Ì˚

(4.126)

ç‡ ‡ÏÔÎËÚÛ‰ÌÓ-˜‡ÒÚÓÚÌÓÈ ı‡‡ÍÚÂËÒÚËÍÂ ˝ÚÓ ÒÓÓÚ‚ÂÚÒÚ‚ÛÂÚ
ÍËÚË˜ÂÒÍÓÈ ‡ÏÔÎËÚÛ‰Â

(4.127)fk = 8
3

3

2μ
.

 
σ μ= =3

8
8
3

2
2a

a, .

 

da

dσ
= ∞⎛

⎝
⎞
⎠ ,
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óËÒÎÂÌÌ˚Â ‡Ò˜ÂÚ˚ Û‡‚ÌÂÌËÈ (4.107), (4.111) Ò ÌÂÏÌÓ„Ó ËÁÏÂ-
ÌÂÌÌ˚ÏË Ì‡˜‡Î¸Ì˚ÏË ‰‡ÌÌ˚ÏË u(0) = – 0,7, u′(0) = 0,2 Ë f = 7,
μ = 1, ε = 0,02, σ = 4,65 (ÒÏ. ËÒ. 4.11) ÛÍ‡Á˚‚‡˛Ú Ì‡ Ò˚‚ ‡ÏÔ-
ÎËÚÛ‰˚ ÍÓÎÂ·‡ÌËÈ ÔË Û‚ÂÎË˜ÂÌËË ‡ÒÒÚÓÈÍË.

4.5. ÄÇíéäéãÖÅÄçàü. èêÖÑÖãúçõÖ ñàäãõ

àÁ ‚ÒÂı ÛÒÎÛ„, ÍÓÚÓ˚Â ÏÓ„ÛÚ ·˚Ú¸
ÓÍ‡Á‡Ì˚ Ì‡ÛÍÂ, ‚‚Â‰ÂÌËÂ ÌÓ‚˚ı Ë‰ÂÈ – Ò‡-
Ï‡fl ‚‡ÊÌ‡fl.

ÑÊ.ÑÊ. íÓÏÒÓÌ

ê‡ÒÒÏÓÚËÏ ‰‚ËÊÂÌËfl ÒËÒÚÂÏ˚ ÔÓ‰ ‰ÂÈÒÚ‚ËÂÏ ÍÓÌÒÂ‚‡ÚË‚-
ÌÓÈ F(x) Ë ÔÓËÁ‚ÓÎ¸ÌÓÈ ‰ËÒÒËÔ‡ÚË‚ÌÓÈ ÒËÎ˚ G(x

.
):

ẍ = F(x) + G(x
.
). (4.130)

ìÏÌÓÊËÏ ˝ÚÓ Û‡‚ÌÂÌËÂ Ì‡ x
.

Ë ÔÂ‰ÒÚ‡‚ËÏ Â„Ó ‚ ‚Ë‰Â

í‡Í Í‡Í Ì‡Ô‡‚ÎÂÌËÂ ‰ËÒÒËÔ‡ÚË‚Ì˚ı ÒËÎ ‚ÒÂ„‰‡ ÔÓÚË‚ÓÔÓÎÓÊÌÓ
ÒÍÓÓÒÚË, ÚÓ

G(x
.
)x
.

< 0

Ë ÔÓÎÌ‡fl ˝ÌÂ„Ëfl ÒËÒÚÂÏ˚ ‚ÒÂ„‰‡ Û·˚‚‡ÂÚ. ÖÒÎË

ÔÓÚÂÌˆË‡Î¸Ì‡fl ˝ÌÂ„Ëfl Ó„‡ÌË˜ÂÌ‡ ÒÌËÁÛ U(x) ≠ –∞, ÚÓ ÒËÒÚÂÏ‡
 
E

x
U x= + ( )˙ 2

2

 

d

dt

x
U x G x x

˙
˙ ˙.

2

2
+ ( )⎛

⎝⎜
⎞
⎠⎟

= ( )

˘ÂÈ ˜‡ÒÚË ÂÁÓÌ‡ÌÒÌÓÈ ÍË‚ÓÈ. ÖÒÎË Û‚ÂÎË˜Ë‚‡Ú¸ ˜‡ÒÚÓÚÛ ÓÚ ÌÛ-
Îfl Ì‡ ÂÁÓÌ‡ÌÒÌÓÈ ÍË‚ÓÈ 4, ÚÓ ‡ÏÔÎËÚÛ‰‡ ÒÚ‡ˆËÓÌ‡ÌÓ„Ó ÍÓÎÂ-
·‡ÌËfl ·Û‰ÂÚ ‚ÓÁ‡ÒÚ‡Ú¸, ÒÎÂ‰Ûfl ÍË‚ÓÈ AC. èË ‰‡Î¸ÌÂÈ¯ÂÏ Û‚Â-
ÎË˜ÂÌËË ˜‡ÒÚÓÚ˚ ‡ÏÔÎËÚÛ‰‡ ÛÏÂÌ¸¯‡ÂÚÒfl ‰Ó ÚÓ˜ÍË D. Ñ‡ÎÂÂ ÓÌ‡
ÒÍ‡˜ÍÓÏ ÏÂÌflÂÚ ÁÌ‡˜ÂÌËÂ ÓÚ D ‰Ó F, ÏËÌÛfl ÌÂÒÚ‡·ËÎ¸ÌÛ˛ ÍË‚Û˛
DE. èÓ‰Ó·ÌÓÂ fl‚ÎÂÌËÂ Ì‡·Î˛‰‡ÂÚÒfl Ú‡ÍÊÂ ÔË ÛÏÂÌ¸¯ÂÌËË ˜‡Ò-
ÚÓÚ˚, ÍÓ„‰‡ ‡ÏÔÎËÚÛ‰‡ Û‚ÂÎË˜Ë‚‡ÂÚÒfl ÔÓ ÍË‚ÓÈ CE. á‡ÚÂÏ ÒÎÂ-
‰ÛÂÚ ÒÍ‡˜ÓÍ ËÁ ÚÓ˜ÍË E ‚ ÚÓ˜ÍÛ B Ì‡ ‚ÂıÌ˛˛ ‚ÂÚ‚¸ ÂÁÓÌ‡ÌÒÌÓÈ
ÍË‚ÓÈ. éÚÏÂÚËÏ, ˜ÚÓ ÒÍ‡˜ÍË ÔÓËÒıÓ‰flÚ ÚÓÎ¸ÍÓ ‰Îfl ÒÚ‡ˆËÓÌ‡-
ÌÓÈ ‡ÏÔÎËÚÛ‰˚. àÒÚËÌÌ‡fl ‡ÏÔÎËÚÛ‰‡ ‚ Â‡Î¸Ì˚ı ÒËÒÚÂÏ‡ı ÌÂÒÚ‡-
ˆËÓÌ‡Ì‡ ‚Ó ‚ÂÏfl ÔÂÂıÓ‰‡. èË ÒÍ‡˜ÍÂ ‚ÓÁ·ÛÊ‰‡˛ÚÒfl Ë ÒÓ·ÒÚ-
‚ÂÌÌ˚Â ÍÓÎÂ·‡ÌËfl, ÔÓÒÎÂ Á‡ÚÛı‡ÌËfl ÍÓÚÓ˚ı ÛÒÚ‡Ì‡‚ÎË‚‡ÂÚÒfl
ÌÓ‚‡fl ÒÚ‡ˆËÓÌ‡Ì‡fl ‡ÏÔÎËÚÛ‰‡. ü‚ÎÂÌËÂ Ò˚‚‡ Ì‡·Î˛‰‡˛ÚÒfl
Ú‡ÍÊÂ ÔË ÙËÍÒËÓ‚‡ÌÌÓÈ ˜‡ÒÚÓÚÂ δ Ë ÏÂ‰ÎÂÌÌÓ ÏÂÌfl˛˘ÂÈÒfl
‡ÏÔÎËÚÛ‰Â f.

ü‚ÎÂÌËÂ Ò˚‚‡ ‡ÏÔÎËÚÛ‰˚ ÍÓÎÂ·‡ÌËÈ ÔÓËÎÎ˛ÒÚËÓ‚‡ÌÓ
˜ËÒÎÂÌÌ˚ÏË ‡Ò˜ÂÚ‡ÏË Û‡‚ÌÂÌËfl Ì‡ ËÒ. 4.10, 4.11. å‡Í-
ÒËÏ‡Î¸ÌÓÂ ÁÌ‡˜ÂÌËÂ ‡ÏÔÎËÚÛ‰˚ Ì‡ ÍË‚ÓÈ 4 (ÒÏ. ËÒ. 4.9) ÔË
f = 7 ÒÓÓÚ‚ÂÚÒÚ‚ÛÂÚ ÁÌ‡˜ÂÌË˛ σ = 4,593. ç‡ ËÒ. 4.10 ‚Ë‰ÌÓ,
˜ÚÓ ÔË Ì‡˜‡Î¸Ì˚ı ‰‡ÌÌ˚ı u(0) = 0,3, u′(0) = 3,83 Ë ÁÌ‡˜ÂÌËflı
Ô‡‡ÏÂÚÓ‚ f = 7, μ = 1, ε = 0,02, σ = 4,593 ‚ ÒËÒÚÂÏÂ ÛÒÚ‡Ì‡‚ÎË-
‚‡˛ÚÒfl ‚˚ÌÛÊ‰ÂÌÌ˚Â ÍÓÎÂ·‡ÌËfl Ò ÔÂËÓ‰ÓÏ ‚˚ÌÛÊ‰‡˛˘ÂÈ
ÒËÎ˚.

Ç˚˜ËÒÎÂÌÌ‡fl ÔÓ ÙÓÏÛÎÂ (4.116) ‡ÏÔÎËÚÛ‰‡ a ‡‚Ì‡ 3,5,
˜ÚÓ Ì‡ıÓ‰ËÚÒfl ‚ ıÓÓ¯ÂÏ ÒÓ„Î‡ÒËË Ò ˜ËÒÎÂÌÌ˚ÏË ‰‡ÌÌ˚ÏË.
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ÒÚÂÈ¯ËÏ ÔËÏÂÓÏ ‡‚ÚÓÍÓÎÂ·‡ÚÂÎ¸ÌÓÈ ÒËÒÚÂÏ˚ fl‚Îfl˛ÚÒfl ˜‡-
Ò˚, „‰Â Ì‡ÔflÊÂÌÌ‡fl ÔÛÊËÌ‡ (ËÎË ·‡Ú‡Âfl) – ËÒÚÓ˜ÌËÍ ˝ÌÂ-
„ËË, ÍÓÎÂ·Î˛˘ÂÈÒfl ÒËÒÚÂÏÓÈ ÒÎÛÊËÚ ·‡Î‡ÌÒË, ‡ Ó·‡ÚÌ‡fl
Ò‚flÁ¸ ÓÒÛ˘ÂÒÚ‚ÎflÂÚÒfl ÒÔÛÒÍÓ‚˚Ï Â„ÛÎflÚÓÓÏ. Ä‚ÚÓÍÓÎÂ·‡-
ÚÂÎ¸ÌÓÏÛ ÂÊËÏÛ Ì‡ Ù‡ÁÓ‚ÓÈ ÔÎÓÒÍÓÒÚË ÓÚ‚Â˜‡ÂÚ ËÁÓÎËÓ‚‡Ì-
Ì‡fl Á‡ÏÍÌÛÚ‡fl ÍË‚‡fl – ÔÂ‰ÂÎ¸Ì˚È ˆËÍÎ. ùÚÓ ÔÓÌflÚËÂ ·˚ÎÓ
‚ÔÂ‚˚Â ‚‚Â‰ÂÌÓ Ä. èÛ‡ÌÍ‡Â.

èÂ‰ÂÎ¸Ì˚È ˆËÍÎ fl‚ÎflÂÚÒfl Á‡ÏÍÌÛÚÓÈ ËÌÚÂ„‡Î¸ÌÓÈ ÍË‚ÓÈ
(Ì‡ÔËÏÂ ÓÍÛÊÌÓÒÚ¸ Ì‡ ËÒ. 4.12), ÍÓÚÓ‡fl ‡Á‰ÂÎflÂÚ ‚Ò˛ Ù‡ÁÓ-
‚Û˛ ÔÎÓÒÍÓÒÚ¸ Ì‡ ‰‚Â Ó·Î‡ÒÚË: ‚ÌÛÚÂÌÌ˛˛ Ë ‚ÌÂ¯Ì˛˛. Ç Í‡Ê‰ÓÈ
ËÁ Ó·Î‡ÒÚÂÈ ‚ÒÂ Ù‡ÁÓ‚˚Â Ú‡ÂÍÚÓËË Ò ÚÂ˜ÂÌËÂÏ ‚ÂÏÂÌË ÒÚÂÏflÚ-
Òfl Í ÔÂ‰ÂÎ¸ÌÓÏÛ ˆËÍÎÛ Ë ‚ Â„Ó ÓÍÂÒÚÌÓÒÚË ÒÓÒÚÓflÚ ËÁ ÒÔË‡ÎÂÈ,
Ì‡Ï‡Ú˚‚‡˛˘ËıÒfl Ì‡ ˆËÍÎ (ÒÏ. ËÒ. 4.12). ÇÒÎÂ‰ÒÚ‚ËÂ ˝ÚÓ„Ó ‡ÏÔ-
ÎËÚÛ‰‡ Ë ˜‡ÒÚÓÚ‡ ‡‚ÚÓÍÓÎÂ·‡ÌËÈ ÌÂ Á‡‚ËÒflÚ ÓÚ Ì‡˜‡Î¸Ì˚ı ÛÒ-
ÎÓ‚ËÈ, ‡ ÓÔÂ‰ÂÎfl˛ÚÒfl ÚÓÎ¸ÍÓ Ô‡‡ÏÂÚ‡ÏË ÒËÒÚÂÏ˚.

óÚÓ·˚ ÔÓÎÛ˜ËÚ¸ ÔÂ‰ÒÚ‡‚ÎÂÌËÂ Ó ÚËÔË˜Ì˚ı ÏÂÚÓ‰‡ı Â-
¯ÂÌËfl Û‡‚ÌÂÌËÈ ‰‚ËÊÂÌËfl ‡‚ÚÓÍÓÎÂ·‡ÚÂÎ¸Ì˚ı ÒËÒÚÂÏ Ò Ï‡-
Î˚Ï Ô‡‡ÏÂÚÓÏ, ‡ÒÒÏÓÚËÏ ‚ Í‡˜ÂÒÚ‚Â ÔËÏÂ‡ Û‡‚ÌÂÌËÂ
Ç‡Ì ‰Â èÓÎfl

ẍ + (bx2 – ε)x
.

+ x = 0, ε > 0, b > 0.

èÓÒÎÂ Á‡ÏÂÌ˚ x(t) → cx(t), b → ε/c2 ÓÌÓ Á‡ÔËÒ˚‚‡ÂÚÒfl ‚ ‚Ë‰Â

ẍ + ε(x2 – 1)x
.

+ x = 0. (4.131)

ÒÚÂÏËÚÒfl Í ÒÓÒÚÓflÌË˛ ‡‚ÌÓ‚ÂÒËfl x
.
(t → ∞) = 0, F(x(t → ∞)) = 0 Ë

‚ ÌÂÈ ÌÂ‚ÓÁÏÓÊÌ˚ Î˛·˚Â ÔÂËÓ‰Ë˜ÂÒÍËÂ ‰‚ËÊÂÌËfl. î‡ÁÓ‚˚È
ÔÓÚÂÚ Ú‡ÍËı ÒËÒÚÂÏ ÔÓ‰Ó·ÂÌ ËÒ. 3.6. àÁÓ·‡Ê‡˛˘‡fl ÚÓ˜Í‡
‰‚ËÊÂÚÒfl ‚ Ì‡Ô‡‚ÎÂÌËË, ÛÍ‡Á‡ÌÌÓÏ ÒÚÂÎÍÓÈ Í ÚÓ˜ÍÂ ‡‚ÌÓ‚Â-
ÒËfl – ÛÒÚÓÈ˜Ë‚ÓÏÛ ÙÓÍÛÒÛ.

èÛÒÚ¸ Ì‡ ÒËÒÚÂÏÛ ‰ÓÔÓÎÌËÚÂÎ¸ÌÓ ‰ÂÈÒÚ‚ÛÂÚ ÌÂÍÓÚÓ‡fl ‡ÍÚË‚-
Ì‡fl ÒËÎ‡ H(x

.
, x), ÍÓÚÓ‡fl Á‡ Í‡Ê‰˚È ÔÂËÓ‰ ÍÓÎÂ·‡ÌËÈ ‚ÌÓÒËÚ ÓÔ-

Â‰ÂÎÂÌÌÛ˛ ÔÓˆË˛ ˝ÌÂ„ËË ΔE, Ë ÔÛÒÚ¸ ‚ÂÎË˜ËÌ‡ ΔE ÚÂÏ ·ÓÎ¸-
¯Â, ˜ÂÏ ÏÂÌ¸¯Â ‡ÏÔÎËÚÛ‰‡. íÓ„‰‡ ‚·ÎËÁË ‡‚ÌÓ‚ÂÒËfl, „‰Â ˝ÌÂ-
„Ëfl ‰ËÒÒËÔ‡ˆËË ÏÂÌ¸¯Â ΔE, ‡ÏÔÎËÚÛ‰‡ ÍÓÎÂ·‡ÌËÈ ·Û‰ÂÚ Û‚ÂÎË˜Ë-
‚‡Ú¸Òfl. ÖÒÎË ‚ Ì‡˜‡Î¸Ì˚È ÏÓÏÂÌÚ ‡ÏÔÎËÚÛ‰‡ ·ÓÎ¸¯‡fl, ÚÓ ÍÓÎÂ-
·‡ÌËfl Á‡ÚÛı‡˛Ú, ÔÓÒÍÓÎ¸ÍÛ ‚ÂÎË˜ËÌ‡ ΔE ÏÂÌ¸¯Â ÍÓÎË˜ÂÒÚ‚‡
˝ÌÂ„ËË, ‡ÒÒÂË‚‡ÂÏÓÈ ÒËÒÚÂÏÓÈ. èÓ˝ÚÓÏÛ ‚ Ú‡ÍËı ÒËÒÚÂÏ‡ı ÏÓ-
ÊÂÚ ÛÒÚ‡ÌÓ‚ËÚ¸Òfl ÂÊËÏ ÔÂËÓ‰Ë˜ÂÒÍËı ÍÓÎÂ·‡ÌËÈ Ò ÔÓÒÚÓflÌÌÓÈ
‡ÏÔÎËÚÛ‰ÓÈ, ÍÓ„‰‡ ‚ÂÎË˜ËÌ‡ ΔE ‡‚Ì‡ ˝ÌÂ„ËË ‰ËÒÒËÔ‡ˆËË Á‡
Ó‰ËÌ ÔÂËÓ‰. «ëËÒÚÂÏ˚, Ó·Î‡‰‡˛˘ËÂ Ò‚ÓÈÒÚ‚ÓÏ „ÂÌÂËÓ‚‡Ú¸
Ú‡ÍËÂ ÍÓÎÂ·‡ÌËfl, Ä.Ä. ÄÌ‰ÓÌÓ‚ ÔÓÎ‚ÂÍ‡ Ì‡Á‡‰ Ì‡Á‚‡Î ‡‚ÚÓÍÓ-
ÎÂ·‡ÚÂÎ¸Ì˚ÏË, ‚ÔÂ‚˚Â ÔË‰‡‚ ËÏ ˜ÂÚÍÓÂ Ï‡ÚÂÏ‡ÚË˜ÂÒÍÓÂ ÒÓ-
‰ÂÊ‡ÌËÂ, Ò‚flÁ‡‚ ‡‚ÚÓÍÓÎÂ·‡ÌËfl Ò ÔÂ‰ÂÎ¸Ì˚ÏË ˆËÍÎ‡ÏË èÛ‡Ì-
Í‡Â» [18. C. 222].

Ç ÓÚÎË˜ËÂ ÓÚ ‚˚ÌÛÊ‰ÂÌÌ˚ı ÍÓÎÂ·‡ÌËÈ ÓÌË ÌÂ Ó·ÛÒÎÓ‚ÎÂÌ˚
‰ÂÈÒÚ‚ËÂÏ ‚ÌÂ¯ÌÂÈ ÔÂËÓ‰Ë˜ÂÒÍÓÈ ÒËÎ˚. Ä‚ÚÓÍÓÎÂ·‡ÌËfl ‚ÓÁ-
ÌËÍ‡˛Ú ÓÚ ÌÂÔÂËÓ‰Ë˜ÂÒÍËı ËÒÚÓ˜ÌËÍÓ‚ ˝ÌÂ„ËË ‚ÌÛÚÂÌÌËı
‚Á‡ËÏÓ‰ÂÈÒÚ‚ËÈ ‚ ÒËÒÚÂÏÂ, ÔÓÒÚÛÔÎÂÌËÂ Ë ‡ÒıÓ‰ ÍÓÚÓ˚ı Ò ÔÓ-
ÏÓ˘¸˛ Ó·‡ÚÌÓÈ Ò‚flÁË Â„ÛÎËÛ˛ÚÒfl Ò‡ÏÓÈ ÒËÒÚÂÏÓÈ. èÓ-
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ÄÎÂÍÒ‡Ì‰ ÄÎÂÍÒ‡Ì‰Ó‚Ë˜ ÄÌ‰ÓÌÓ‚ (11 ‡ÔÂ-
Îfl 1901, åÓÒÍ‚‡ – 31 ÓÍÚfl·fl 1952, ÉÓ¸ÍËÈ) –
‚˚‰‡˛˘ËÈÒfl ÒÓ‚ÂÚÒÍËÈ Û˜ÂÌ˚È-ÙËÁËÍ (˝ÎÂÍÚ-
ÓÚÂıÌËÍ‡, ‡‰ËÓÙËÁËÍ‡ Ë ÔËÍÎ‡‰Ì‡fl ÏÂı‡ÌË-
Í‡), ‡Í‡‰ÂÏËÍ Äç ëëëê, ÓÒÌÓ‚ÓÔÓÎÓÊÌËÍ ÚÂÓ-
ËË ÌÂÎËÌÂÈÌ˚ı ÍÓÎÂ·‡ÌËÈ. Ç‚ÂÎ ÔÓÌflÚËÂ Ë
Ï‡ÚÂÏ‡ÚË˜ÂÒÍÓÂ ÓÔÂ‰ÂÎÂÌËÂ ‡‚ÚÓÍÓÎÂ·‡ÌËÈ,
‡Á‡·ÓÚ‡Î Ëı ÚÂÓË˛, Ò‚flÁ‡‚ ÂÂ Ò Í‡˜ÂÒÚ‚ÂÌ-
ÌÓÈ ÚÂÓËÂÈ ‰ËÙÙÂÂÌˆË‡Î¸Ì˚ı Û‡‚ÌÂÌËÈ,
ÚÓÔÓÎÓ„ËÂÈ Ë Ó·˘ÂÈ ÚÂÓËÂÈ ÛÒÚÓÈ˜Ë‚ÓÒÚË
‰‚ËÊÂÌËfl. á‡ÎÓÊËÎ ÙÛÌ‰‡ÏÂÌÚ ÚÂÓËË ÌÂÎË-
ÌÂÈÌ˚ı ÍÓÎÂ·‡ÌËÈ, ‡Á‡·ÓÚ‡Î ÏÂÚÓ‰ ÚÓ˜Â˜-

Ì˚ı ÓÚÓ·‡ÊÂÌËÈ

Ü˛Î¸ ÄÌË èÛ‡ÌÍ‡Â (Ù. Jules Henri
Poincaré; 29 ‡ÔÂÎfl 1854 – 17 Ë˛Îfl 1912) –
‚˚‰‡˛˘ËÈÒfl Ù‡ÌˆÛÁÒÍËÈ Ï‡ÚÂÏ‡ÚËÍ, ÙË-
ÁËÍ, ÙËÎÓÒÓÙ Ë ÚÂÓÂÚËÍ Ì‡ÛÍË; „Î‡‚‡ è‡-
ËÊÒÍÓÈ ‡Í‡‰ÂÏËË Ì‡ÛÍ (Ò 1906) Ë î‡ÌˆÛÁ-
ÒÍÓÈ ‡Í‡‰ÂÏËË (Ò 1908). èÛ‡ÌÍ‡Â Ì‡Á˚‚‡˛Ú
Ó‰ÌËÏ ËÁ ‚ÂÎË˜‡È¯Ëı Ï‡ÚÂÏ‡ÚËÍÓ‚ ‚ÒÂı
‚ÂÏÂÌ, ‡ Ú‡ÍÊÂ ÔÓÒÎÂ‰ÌËÏ Ï‡ÚÂÏ‡ÚËÍÓÏ-
ÛÌË‚ÂÒ‡ÎÓÏ, ˜ÂÎÓ‚ÂÍÓÏ, ÒÔÓÒÓ·Ì˚Ï Óı‚‡-
ÚËÚ¸ ‚ÒÂ Ï‡ÚÂÏ‡ÚË˜ÂÒÍËÂ ÂÁÛÎ¸Ú‡Ú˚ Ò‚ÓÂ„Ó 

‚ÂÏÂÌË



„‰Â a(t) Ë ϕ = t + β(t) ÔÓ‰˜ËÌfl˛ÚÒfl ÒËÒÚÂÏÂ Û‡‚ÌÂÌËÈ

a′ = εh1(a) + ε2h2(a), (4.134)

ϕ′ = 1 + εg1(a) + ε2g2(a).

èÓ‰ÒÚ‡‚Îflfl ‡ÁÎÓÊÂÌËfl (4.133), (4.134) ‚ (4.132) Ë ÔË‡‚ÌË-
‚‡ÌËfl ÍÓ˝ÙÙËˆËÂÌÚ˚ ÔË ε ‚ ÔÂ‚ÓÈ ÒÚÂÔÂÌË, ÔÓÎÛ˜‡ÂÏ

(–2a)cosϕg1 + �
1

4
�(4a – a3 – 8h1)sinϕ –

– �
1

4
�a3sin3ϕ + x1 + x1,ϕϕ = 0. (4.135)

àÁ ÛÒÎÓ‚ËÈ (4.81) Ò‡ÁÛ ÒÎÂ‰ÛÂÚ

g1 = 0,   h1 = �
1

8
�(4a – a3),

ÒÎÂ‰Ó‚‡ÚÂÎ¸ÌÓ, Â¯ÂÌËÂ Û‡‚ÌÂÌËfl (4.135) Á‡ÔËÒ˚‚‡ÂÚÒfl ‚ ‚Ë‰Â

x1 = –�
3

1

2
�a3sin3ϕ. (4.136)

ÄÌ‡ÎÓ„Ë˜Ì˚Ï ÒÔÓÒÓ·ÓÏ Ì‡ıÓ‰ËÏ

h2(a) = 0,   g2(a) = �
2

1

56
�(–32 + 32a2 – 7a4).

íÓ„‰‡ ‚Ó ‚ÚÓÓÏ ÔË·ÎËÊÂÌËË a Ë ϕ ËÁÏÂÌfl˛ÚÒfl ÒÓ„Î‡ÒÌÓ Û‡‚-
ÌÂÌËflÏ

a′ = �
8

ε
�(4a – a3); (4.137)

(4.138)

ë‚ÓÈÒÚ‚‡ Â¯ÂÌËÈ Û‡‚ÌÂÌËÈ ÚËÔ‡ (4.137) Ò ÔÓÎËÌÓÏË‡Î¸ÌÓÈ
Ô‡‚ÓÈ ˜‡ÒÚ¸˛ Û‰Ó·ÌÓ ÔÂ‰ÒÚ‡‚ËÚ¸ Ì‡ Ù‡ÁÓ‚ÓÈ ÔflÏÓÈ a, „‰Â
ÚÓ˜ÍË Ó·ÓÁÌ‡˜‡˛Ú ÍÓÌË ÔÓÎËÌÓÏ‡ Ô‡‚ÓÈ ˜‡ÒÚË Û‡‚ÌÂÌËfl
(4.137), ÍÓÚÓ˚Â fl‚Îfl˛ÚÒfl ÚÓ˜Í‡ÏË ‡‚ÌÓ‚ÂÒËfl, ‡ ÒÚÂÎÍ‡ –
Ì‡Ô‡‚ÎÂÌËÂ ËÁÏÂÌÂÌËfl ‡, ÓÔÂ‰ÂÎflÂÏÓÂ Á‡ÍÓÌÓÏ ÔÓÎËÌÓÏ‡.

′ = + +( )ϕ ε
1

256
32 32 7

2
2 4– – .a a

àÁÏÂÌÂÌËÂ ÔÓÎÌÓÈ ˝ÌÂ„ËË Ú‡-
ÍÓÈ ÒËÒÚÂÏ˚ ‡‚ÌÓ

(4.132)

çÂÚÛ‰ÌÓ Í‡˜ÂÒÚ‚ÂÌÌÓ ÔÓ‡Ì‡ÎË-
ÁËÓ‚‡Ú¸ Û‡‚ÌÂÌËÂ Ç‡Ì ‰Â èÓ-
Îfl. ÑÎfl Ï‡Î˚ı ÍÓÎÂ·‡ÌËÈ x2 < 1
ÍÓ˝ÙÙËˆËÂÌÚ ÔË x

.
‚ Û‡‚ÌÂÌËË

(4.131), ÓÔËÒ˚‚‡˛˘ËÈ ÚÂÌËÂ,
ÓÚËˆ‡ÚÂÎÂÌ. ùÚÓ ÔÓÓÊ‰‡ÂÚ
«Ì‡Í‡˜ÍÛ» ˝ÌÂ„ËË ‚ ÒËÒÚÂÏÛ ÔË
Ï‡Î˚ı ı Ë ÔË‚Ó‰ËÚ Í ÓÒÚÛ ‡ÏÔ-
ÎËÚÛ‰˚ ÍÓÎÂ·‡ÌËÈ. ÖÒÎË x2 ÒÚ‡ÌÓ-

‚ËÚÒfl ·ÓÎ¸¯Â Â‰ËÌËˆ˚, ÚÓ ÚÂÌËÂ ÒÚ‡ÌÓ‚ËÚÒfl ÔÓÎÓÊËÚÂÎ¸Ì˚Ï Ë
ÛÏÂÌ¸¯‡ÂÚ ‡ÏÔÎËÚÛ‰Û ÍÓÎÂ·‡ÌËÈ. Ç ÂÁÛÎ¸Ú‡ÚÂ ‰‚Ûı ÔÓÚË‚ÓÔÓ-
ÎÓÊÌ˚ı ‚ÎËflÌËÈ ‡ÒÍ‡˜Í‡ ÍÓÎÂ·‡ÌËÈ ·Û‰ÂÚ ÔÓÒÚÂÔÂÌÌÓ Á‡ÏÂ‰-
ÎflÚ¸Òfl, ‡ ‰‚ËÊÂÌËÂ ÌÂÓ„‡ÌË˜ÂÌÌÓ ÔË·ÎËÊ‡Ú¸Òfl Í ÂÊËÏÛ
ÍÓÎÂ·‡ÌËÈ Ò ÔÓÒÚÓflÌÌ˚ÏË ‡ÏÔÎËÚÛ‰‡ÏË. í‡ÍÓÏÛ ÂÊËÏÛ ‚ÓÁ-
ÌËÍÌÓ‚ÂÌËfl ‡‚ÚÓÍÓÎÂ·‡ÌËÈ ÒÓÓÚ‚ÂÚÒÚ‚ÛÂÚ Ù‡ÁÓ‚˚È ÔÓÚÂÚ Ì‡
ËÒ. 4.12. éÌ ÌÂ ÚÂ·ÛÂÚ Ì‡˜‡Î¸ÌÓ„Ó ÚÓÎ˜Í‡ Ë Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl ÂÊË-
ÏÓÏ Ïfl„ÍÓ„Ó ‚ÓÁ·ÛÊ‰ÂÌËfl. Ç ÒËÒÚÂÏ‡ı Ò ÊÂÒÚÍËÏ ‚ÓÁ·ÛÊ‰ÂÌËÂÏ
‡‚ÚÓÍÓÎÂ·‡ÌËfl Ò‡ÏÓÔÓËÁ‚ÓÎ¸ÌÓ Ì‡‡ÒÚ‡˛Ú ÚÓÎ¸ÍÓ Ò ÌÂÍÓÚÓÓÈ
Ì‡˜‡Î¸ÌÓÈ ‡ÏÔÎËÚÛ‰˚.

4.5.1. ÄÌ‡ÎËÚË˜ÂÒÍÓÂ Â¯ÂÌËÂ Û‡‚ÌÂÌËfl Ç‡Ì ‰Â èÓÎfl 
ÔË Ï‡Î˚ı ÁÌ‡˜ÂÌËflı Ô‡‡ÏÂÚ‡ ÌÂÎËÌÂÈÌÓÒÚË

èË·ÎËÊÂÌÌÓÂ ‡Ì‡ÎËÚË˜ÂÒÍÓÂ Â¯ÂÌËÂ ˝ÚÓ„Ó Û‡‚ÌÂÌËfl
‚ÓÁÏÓÊÌÓ Ì‡ÈÚË ÚÓÎ¸ÍÓ ÔË Ï‡Î˚ı ËÎË ·ÓÎ¸¯Ëı ÁÌ‡˜ÂÌËflı Ô‡-
‡ÏÂÚ‡ ε. èË ε = 0 ÍÓÎÂ·‡ÌËfl x = acos(t + β) ·Û‰ÛÚ ÔÓËÒıÓ‰ËÚ¸
Ò ÔÓÒÚÓflÌÌÓÈ ‡ÏÔÎËÚÛ‰ÓÈ a Ë Ù‡ÁÓÈ β. å˚ ÓÊË‰‡ÂÏ, ˜ÚÓ ÔË
ε << 1 ÌÂÎËÌÂÈÌÓÂ ÒÎ‡„‡ÂÏÓÂ ÔË‚Â‰ÂÚ Í Á‡‚ËÒËÏÓÒÚË ‡ÏÔÎËÚÛ-
‰˚ Ë Ù‡Á˚ ÓÚ ‚ÂÏÂÌË, ËÁÏÂÌÂÌË˛ ˜‡ÒÚÓÚ˚ ÍÓÎÂ·‡ÌËÈ Ë ÔÓfl‚-
ÎÂÌË˛ ‚˚Ò¯Ëı „‡ÏÓÌËÍ. èËÏÂÌËÏ Ó·Ó·˘ÂÌÌ˚È ÏÂÚÓ‰ ÛÒÂ‰-
ÌÂÌËfl (ÒÏ. Ô‡‡„‡Ù 4.3.4) Ë ·Û‰ÂÏ ËÒÍ‡Ú¸ Ó·˘ÂÂ Â¯ÂÌËÂ ‚ ‚Ë-
‰Â ‡ÁÎÓÊÂÌËfl:

x = a(t)cos(t + β(t)) + εx1(a(t), t + 

+ β(t)) + ε2x2(a(t), t + β(t)) + …, (4.133)

d

dt

x x
x x

˙
– ˙ .

2 2
2 2

2 2
1+

⎛
⎝⎜

⎞
⎠⎟

= ( )ε
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êËÒ. 4.12



Ì˚ı ‡Ò˜ÂÚÓ‚ Û‡‚ÌÂÌËfl (4.132) ÔË ε = 0,5 Ò Ì‡˜‡Î¸Ì˚ÏË ‰‡Ì-
Ì˚ÏË x(0) = 4, x′(0) = 0 Ë x(0) = 0,5, x′(0) = 0 ÒÓÓÚ‚ÂÚÒÚ‚ÂÌÌÓ. àÁ
ËÒÛÌÍÓ‚ ‚Ë‰ÌÓ ıÓÓ¯ÂÂ ÒÓ„Î‡ÒËÂ ˜ËÒÎÂÌÌ˚ı ‡Ò˜ÂÚÓ‚ Ò ÔË-
·ÎËÊÂÌÌ˚Ï Â¯ÂÌËÂÏ

(4.140)

4.5.2. èË·ÎËÊÂÌÌÓÂ Â¯ÂÌËÂ Û‡‚ÌÂÌËfl Ç‡Ì ‰Â èÓÎfl 
ÔË ·ÓÎ¸¯Ëı ÁÌ‡˜ÂÌËflı Ô‡‡ÏÂÚ‡ ÌÂÎËÌÂÈÌÓÒÚË

é·ÒÛ‰ËÏ ÔÓ‚Â‰ÂÌËÂ Â¯ÂÌËÈ ÔË ·ÓÎ¸¯Ëı ÁÌ‡˜ÂÌËflı Ô‡‡ÏÂ-
Ú‡ ε. ì‡‚ÌÂÌËÂ Ç‡Ì ‰Â èÓÎfl, Á‡ÔËÒ‡ÌÌÓÂ ‚ ÙÓÏÂ

(4.141)

˝Í‚Ë‚‡ÎÂÌÚÌÓ ÒËÒÚÂÏÂ ‰‚Ûı Û‡‚ÌÂÌËÈ ÔÂ‚Ó„Ó ÔÓfl‰Í‡ (Û‡‚ÌÂ-
ÌËÂ ã¸ÂÌ‡‡):

(4.142)
 

˙ – ,x x
x

y+ +
⎛
⎝⎜

⎞
⎠⎟

=ε ε
3

3

 

d

dt
x x

x
x˙ – ,+ +

⎛
⎝⎜

⎞
⎠⎟

⎛

⎝⎜
⎞

⎠⎟
+ =ε

3

3
0

 

x a t O=
⎛
⎝⎜

⎞
⎠⎟

⎛

⎝⎜
⎞

⎠⎟
+ ( )cos – .1

16

2ε ε

ç‡ ËÒ. 4.13 ‚Ë‰ÌÓ, ˜ÚÓ ÌÂÔÓ‰‚ËÊÌ˚ÏË ÚÓ˜Í‡ÏË (ÒÚ‡ˆËÓÌ‡Ì˚-
ÏË Â¯ÂÌËflÏË), fl‚Îfl˛ÚÒfl ÍÓÌË a = 0, a = ±2. ëÚ‡ÚË˜ÂÒÍËÈ Â-
ÊËÏ a = 0 ÌÂÛÒÚÓÈ˜Ë‚. ã˛·˚Â Ï‡Î˚Â Ì‡˜‡Î¸Ì˚Â ‚ÓÁÏÛ˘ÂÌËfl
‚ÓÁ·ÛÊ‰‡˛Ú ÍÓÎÂ·‡ÌËfl Ò Ì‡‡ÒÚ‡˛˘ÂÈ ‡ÏÔÎËÚÛ‰ÓÈ, ÒÚÂÏfl˘ËÂ-
Òfl Í ÔÂ‰ÂÎ¸ÌÓÏÛ ÛÒÚÓÈ˜Ë‚ÓÏÛ ÒÓÒÚÓflÌË˛ a = ±2. ç‡˜‡Î¸Ì˚Â
‚ÓÁ·ÛÊ‰ÂÌËfl Ò |a| > 2 ÛÏÂÌ¸¯‡˛ÚÒfl ÔÓ ‡ÏÔÎËÚÛ‰Â ‚ÔÎÓÚ¸ ‰Ó ÒÚ‡-
ˆËÓÌ‡ÌÓ„Ó ÁÌ‡˜ÂÌËfl |a| = 2. ìÏÌÓÊ‡fl Û‡‚ÌÂÌËÂ (4.137) Ì‡ ‡, ËÌ-
ÚÂ„ËÛfl ÏÂÚÓ‰ÓÏ ‡Á‰ÂÎÂÌËfl ÔÂÂÏÂÌÌ˚ı, ‚ ‡ÒÒÏÓÚÂÌÌÓÏ Ì‡-
ÏË ÔË·ÎËÊÂÌËË ˝‚ÓÎ˛ˆË˛ ‡ÏÔÎËÚÛ‰˚ Ì‡ıÓ‰ËÏ

(4.139)

ÇË‰ÌÓ, ˜ÚÓ ÂÒÎË Ì‡˜‡Î¸ÌÓÂ ÁÌ‡˜ÂÌËÂ ‡ÏÔÎËÚÛ‰˚ ‡‚ÌÓ ÌÛÎ˛,
ÚÓ ÓÌÓ ÓÒÚ‡ÂÚÒfl Ú‡ÍÓ‚˚Ï ‚Ó ‚ÒÂ ÏÓÏÂÌÚ˚. é‰Ì‡ÍÓ ÒÚ‡ÚË˜ÂÒ-
ÍËÈ ÂÊËÏ ÌÂÛÒÚÓÈ˜Ë‚ Ë Î˛·ÓÂ Ï‡ÎÓÂ ÒÎÛ˜‡ÈÌÓÂ ‚ÓÁÏÛ˘ÂÌËÂ
ÔË‚Â‰ÂÚ Í ‚ÓÁÌËÍÌÓ‚ÂÌË˛ ÍÓÎÂ·‡ÌËÈ, ‡ÏÔÎËÚÛ‰‡ ÍÓÚÓ˚ı ÔË
ε > 0 ÒÚÂÏËÚÒfl Í ÁÌ‡˜ÂÌË˛ a = 2 ‚ÌÂ Á‡‚ËÒËÏÓÒÚË ÓÚ Ì‡˜‡Î¸Ì˚ı
ÛÒÎÓ‚ËÈ. ç‡ ËÒ. 4.14, 4.15 ÔÂ‰ÒÚ‡‚ÎÂÌ˚ ÂÁÛÎ¸Ú‡Ú˚ ˜ËÒÎÂÌ-
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‰Ó ÚÓ˜ÍË Ç, Ú‡Í Í‡Í �
d

d

t1

� X < 0 

(X > 1) ÒÓ„Î‡ÒÌÓ Û‡‚ÌÂÌË˛
(4.146). ç‡˜‡ÎÓ ÍÓÓ‰ËÌ‡Ú X = 0
fl‚ÎflÂÚÒfl ÌÂÔÓ‰‚ËÊÌÓÈ ÌÂÛÒÚÓÈ-
˜Ë‚ÓÈ ÚÓ˜ÍÓÈ ˝ÚÓ„Ó Û‡‚ÌÂÌËfl
‚·ÎËÁË ÍÓÚÓÓÈ, Í‡Í ÌÂÚÛ‰ÌÓ
Û·Â‰ËÚ¸Òfl, Â¯ÂÌËÂ ÔËÌËÏ‡ÂÚ
‚Ë‰ X = X0e

t1 (X << 1). èÓ˝ÚÓÏÛ
ËÁÓ·‡Ê‡˛˘‡fl ÚÓ˜Í‡ ÒÓ‚Â¯‡ÂÚ
‰‡ÎÂÂ «·˚ÒÚ˚Â» ‰‚ËÊÂÌËfl ÔÓ
ÔflÏÓÈ Çë, ‰‡ÎÂÂ ÏÂ‰ÎÂÌÌ˚Â
‰‚ËÊÂÌËfl ÔÓ Û˜‡ÒÚÍÛ ëD Ë «·˚Ò-
Ú˚Â» ‰‚ËÊÂÌËfl ÔÓ ÔflÏÓÈ DA. Ç ‰‡Î¸ÌÂÈ¯ÂÏ ËÁÓ·‡Ê‡˛˘‡fl
ÚÓ˜Í‡ ‰‚ËÊÂÚÒfl ÔÓ ÔÂ‰ÂÎ¸ÌÓÏÛ ˆËÍÎÛ ABCDA. èÓ‰Ó·Ì˚È ÌÂ-
ÒÎÓÊÌ˚È ‡Ì‡ÎËÁ ÔÓÍ‡Á˚‚‡ÂÚ, ˜ÚÓ ‰Îfl Î˛·˚ı Ì‡˜‡Î¸Ì˚ı ÛÒÎÓ-
‚ËÈ ‚ ÒËÒÚÂÏÂ ÔÓËÒıÓ‰flÚ ‡‚ÚÓÍÓÎÂ·‡ÌËfl Ò ÔÂ‰ÂÎ¸Ì˚Ï ˆËÍÎÓÏ
ABCDA. Ç ÚÂ˜ÂÌËÂ Ó‰ÌÓ„Ó ÔÂËÓ‰‡ ÍÓÓ‰ËÌ‡Ú‡ ı ‰‚‡Ê‰˚ ÚÂ-
ÔËÚ ‡Á˚‚ ‚ ÛÔÓ˘ÂÌÌÓÈ Ì‡ÏË ÏÓ‰ÂÎË. ÄÏÔÎËÚÛ‰‡ ÍÓÎÂ-
·‡ÌËÈ a (‡·cˆËÒÒ‡ ÚÓ˜ÍË A Ì‡ ËÒ. 4.16) ÓÔÂ‰ÂÎflÂÚÒfl Û‡‚ÌÂ-

ÌËÂÏ –a + �
a

3

3

� = 2/3 Ò Â¯ÂÌËÂÏ

a = 2. (4.147)

ç‡ ËÒ. 4.17, 4.18 ÔÂ‰ÒÚ‡‚ÎÂÌ˚ ÂÁÛÎ¸Ú‡Ú˚ ˜ËÒÎÂÌÌ˚ı ‡Ò˜Â-
ÚÓ‚ Û‡‚ÌÂÌËfl (4.132) Ò Ì‡˜‡Î¸Ì˚ÏË ‰‡ÌÌ˚ÏË x(0) = 3, x′(0) = 0
ÔË ε = 10, ε = 100 ÒÓÓÚ‚ÂÚÒÚ‚ÂÌÌÓ.

ÇË‰ÌÓ, ˜ÚÓ ‡ÏÔÎËÚÛ‰‡ ÍÓÎÂ·‡ÌËÈ ‡ ıÓÓ¯Ó ÒÓ„Î‡ÒÛÂÚÒfl Ò ÁÌ‡-
˜ÂÌËÂÏ (4.147), ‡ ÂÁÍËÂ ÒÔ‡‰˚ Ë ÔÓ‰˙ÂÏ˚ x(t) ‚ ıÓÓ¯ÂÏ ÔË·ÎË-
ÊÂÌËË fl‚Îfl˛ÚÒfl ‡Á˚‚‡ÏË. ÄÌ‡ÎËÚË˜ÂÒÍËÈ ‚Ë‰ ÏÂ‰ÎÂÌÌ˚ı ‰‚Ë-
ÊÂÌËÈ ıÓÓ¯Ó ÓÔËÒ˚‚‡ÂÚÒfl Â¯ÂÌËÂÏ (‚ ÌÂfl‚ÌÓÏ ‚Ë‰Â) Û‡‚ÌÂ-
ÌËfl (4.146)

(4.148)

èÂËÓ‰ í ‡Á˚‚Ì˚ı ÍÓÎÂ·‡ÌËÈ ‚ ‡ÒÒÏ‡ÚË‚‡ÂÏÓÏ ÔË·ÎËÊÂ-
ÌËË Ì‡ıÓ‰ËÏ ‚˚˜ËÒÎÂÌËÂÏ ËÌÚÂ„‡Î‡ ÔÓ ÔÂ‰ÂÎ¸ÌÓÏÛ ˆËÍÎÛ, ÍÓ-

 
ln –

–
.x

x t t2
0

2
=

ε

εy
.

+ x = 0 (4.143)

‰Îfl ÔÂÂÏÂÌÌ˚ı y, x. àÁ Û‡‚ÌÂÌËfl ‰Îfl Ù‡ÁÓ‚˚ı Ú‡ÂÍÚÓËÈ

(4.144)

ÔË ε >> 1 ÒÎÂ‰ÛÂÚ, ˜ÚÓ

�
d

d

y

x
� → 0,   ε → ∞,

ÒÎÂ‰Ó‚‡ÚÂÎ¸ÌÓ, y = c ‚ÂÁ‰Â, ÍÓÏÂ ÓÍÂÒÚÌÓÒÚË ÍË‚ÓÈ

y = –x + �
x

3

3

�. (4.145)

èÓ˝ÚÓÏÛ ‚ ÔÂ‚ÓÏ ÔË·ÎËÊÂÌËË ‰Îfl ·ÓÎ¸¯Ëı ÁÌ‡˜ÂÌËÈ Ô‡‡-
ÏÂÚ‡ ε Û‡‚ÌÂÌËÂ Ç‡Ì ‰Â èÓÎfl Â‰ÛˆËÛÂÚÒfl ‚ ÒËÒÚÂÏÛ ËÁ ‰‚Ûı
Û‡‚ÌÂÌËÈ, Ó‰ÌÓ ËÁ ÍÓÚÓ˚ı (4.143). ÇÚÓ˚Ï Û‡‚ÌÂÌËÂÏ fl‚ÎflÂÚ-
Òfl y = c, ‚ÂÁ‰Â, ÍÓÏÂ ÓÍÂÒÚÌÓÒÚË ÍË‚ÓÈ (4.145). èÓÒÚÓËÏ ÍË-
‚Û˛ (4.145) Ë Ó·ÒÛ‰ËÏ Í‡˜ÂÒÚ‚ÂÌÌÓÂ ÔÓ‚Â‰ÂÌËÂ ËÁÓ·‡Ê‡˛˘ÂÈ
ÚÓ˜ÍË ‚ Ù‡ÁÓ‚ÓÈ ÔÎÓÒÍÓÒÚË (y, x) (ËÒ. 4.16).

ÇÓ ‚ÒÂı ÚÓ˜Í‡ı, ÌÂ ÎÂÊ‡˘Ëı ‚ ÓÍÂÒÚÌÓÒÚË ÍË‚ÓÈ, ÔÓÎÂ
Ì‡Ô‡‚ÎÂÌËÈ Ù‡ÁÓ‚ÓÈ Ú‡ÂÍÚÓËË „ÓËÁÓÌÚ‡Î¸ÌÓ. ëÓ„Î‡ÒÌÓ 

(4.144), �
d

d

y

x
� – ÌÂ˜ÂÚÌ‡fl ÙÛÌÍˆËfl. èÓ˝ÚÓÏÛ Î˛·‡fl ÚÓ˜Í‡ ‚ Ù‡ÁÓ-

‚ÓÈ ÔÎÓÒÍÓÒÚË, Ì‡ÔËÏÂ ÚÓ˜Í‡ P Ì‡ ËÒ. 4.16, ÒÚÂÏËÚÒfl Í ÍË-
‚ÓÈ (4.145). ç‡ Ò‡ÏÓÈ ÍË‚ÓÈ ‰ËÌ‡ÏËÍ‡ ÒËÒÚÂÏ˚ ÓÔËÒ˚‚‡ÂÚÒfl
Û‡‚ÌÂÌËÂÏ ÔÂ‚Ó„Ó ÔÓfl‰Í‡:

ËÎË

(–1 + X2) �
d

d

t1

� X + X = 0, (4.146)

„‰Â ÖÒÎË ËÁÓ·‡Ê‡˛˘‡fl ÚÓ˜Í‡ Ì‡ıÓ‰ËÚÒfl ‚˚¯Â

ÍË‚ÓÈ (4.145), ÚÓ, ‰ÓÈ‰fl ‰Ó ÌÂÂ, ÓÌ‡ Ì‡˜ÌÂÚ ‰‚Ë„‡Ú¸Òfl ÔÓ ÍË‚ÓÈ 
 
X t x

t
1( ) = ⎛

⎝
⎞
⎠ε

.
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ÚÓ˚È ÔË·ÎËÊÂÌÌÓ ‡‚ÂÌ Û‰‚ÓÂÌÌÓÏÛ ‚ÂÏÂÌË ÔÓıÓÊ‰ÂÌËfl
Û˜‡ÒÚÍ‡ AB. íÓ„‰‡ ËÁ (4.148) Ò‡ÁÛ ÒÎÂ‰ÛÂÚ

(4.149)

èÂËÓ‰˚ ÍÓÎÂ·‡ÌËÈ Ì‡ ËÒ. 4.16, 4.18 ‡‚Ì˚ 17,2 Ë 162,0 ÒÓÓÚ‚ÂÚ-
ÒÚ‚ÂÌÌÓ Ë ıÓÓ¯Ó ÒÓ„Î‡ÒÛ˛ÚÒfl Ò ˝ÚÓÈ ÙÓÏÛÎÓÈ.

T dt x
x= =

⎛
⎝⎜

⎞
⎠⎟

≈∫ 2
2

1 6
2

1

2

ε εln – , .
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4.5.3. ÑÓÍ‡Á‡ÚÂÎ¸ÒÚ‚Ó ÒÛ˘ÂÒÚ‚Ó‚‡ÌËfl Â‰ËÌÒÚ‚ÂÌÌÓ„Ó
ÛÒÚÓÈ˜Ë‚Ó„Ó ÔÂ‰ÂÎ¸ÌÓ„Ó ˆËÍÎ‡ ‰Îfl Û‡‚ÌÂÌËfl 

Ç‡Ì ÑÂ èÓÎfl

èÓÍ‡ÊÂÏ, ˜ÚÓ Û‡‚ÌÂÌËÂ Ç‡Ì ÑÂ èÓÎfl ËÏÂÂÚ Â‰ËÌÒÚ‚ÂÌÌ˚È
ÛÒÚÓÈ˜Ë‚˚È ÔÂ‰ÂÎ¸Ì˚È ˆËÍÎ. ä‡Í Ô‡‚ËÎÓ, ÒÛ˘ÂÒÚ‚Ó‚‡ÌËÂ ÔÂ-
‰ÂÎ¸Ì˚ı ˆËÍÎÓ‚ ËÁÛ˜‡ÂÚÒfl Ò ÔÓÏÓ˘¸˛ ÏÂÚÓ‰‡ ÒÂ˜ÂÌËÈ èÛ‡ÌÍ‡Â.
Ö„Ó Ë‰Âfl ÒÓÒÚÓËÚ ‚ ËÒÒÎÂ‰Ó‚‡ÌËË ÙÛÌÍˆËË ÔÓÒÎÂ‰Ó‚‡ÌËfl. ç‡ Ù‡-
ÁÓ‚ÓÈ ÔÎÓÒÍÓÒÚË ÔÓ‚Ó‰ËÚÒfl Ú‡Í Ì‡Á˚‚‡ÂÏ˚È ÓÚÂÁÓÍ ·ÂÁ ÍÓÌ-
Ú‡ÍÚ‡. ùÚÓ ÓÚÂÁÓÍ ÔflÏÓÈ, ÔÓıÓ‰fl˘ÂÈ ÌÂ ˜ÂÂÁ ÓÒÓ·˚Â ÚÓ˜ÍË
Û‡‚ÌÂÌËfl, ‚ Í‡Ê‰ÓÈ ÚÓ˜ÍÂ ÍÓÚÓÓ„Ó Ù‡ÁÓ‚˚Â Ú‡ÂÍÚÓËË ÔÂÂ-
ÒÂÍ‡˛Ú Â„Ó, ÌË„‰Â ÌÂ Í‡Ò‡flÒ¸.

èÛÒÚ¸ ‚ ÏÓÏÂÌÚ t = 0 ËÁÓ·‡Ê‡˛˘‡fl ÚÓ˜Í‡ å Ì‡ Ù‡ÁÓ‚ÓÈ ÍË-
‚ÓÈ Γ ËÏÂÂÚ ÍÓÓ‰ËÌ‡Ú˚ S Ì‡ ÓÚÂÁÍÂ ·ÂÁ ÍÓÌÚ‡ÍÚ‡ (ÓÚÂÁÓÍ ÄÇ
Ì‡ ËÒ. 4.19). íÓ˜Í‡ å ËÏÂÂÚ ÔÓÒÎÂ‰Û˛˘ËÂ ÚÓ˜ÍË, ÂÒÎË ÔË ‰‡Î¸-
ÌÂÈ¯ÂÏ ‰‚ËÊÂÌËË ÓÌ‡ ·Û‰ÂÚ ‚ÌÓ‚¸ Ë ‚ÌÓ‚¸ ÔÂÂÒÂÍ‡Ú¸ ÓÚÂÁÓÍ
ÄÇ. ÖÒÎË S

–
– ÍÓÓ‰ËÌ‡Ú˚ ÔÓÒÎÂ‰Û˛˘ÂÈ ÚÓ˜ÍË, ÚÓ ÒÛ˘ÂÒÚ‚ÛÂÚ

ÙÛÌÍˆËfl ÔÓÒÎÂ‰Ó‚‡ÌËfl

S
–

= f(S). (4.150)

ÖÒÎË ‰Îfl ÌÂÍÓÚÓÓ„Ó ÁÌ‡˜ÂÌËfl S1 ‚˚ÔÓÎÌflÂÚÒfl ÒÓÓÚÌÓ¯ÂÌËÂ

S1 = f(S1),

ÚÓ Ú‡ÂÍÚÓËfl Á‡ÏÍÌÛÚ‡ Ë ÔÓ ı‡‡ÍÚÂÛ ÔÓ‚Â‰ÂÌËfl f(S) ‚·ÎËÁË S1

ÏÓÊÌÓ Ò‰ÂÎ‡Ú¸ Á‡ÍÎ˛˜ÂÌËÂ Ó ÒÛ˘ÂÒÚ‚Ó‚‡ÌËË ÔÂ‰ÂÎ¸ÌÓ„Ó ˆËÍÎ‡.
ÑÓÍ‡ÊÂÏ ÒÛ˘ÂÒÚ‚Ó‚‡ÌËÂ Â‰ËÌÒÚ‚ÂÌÌÓ„Ó ÔÂ‰ÂÎ¸ÌÓ„Ó ˆËÍÎ‡

‰Îfl ÒËÒÚÂÏ˚ (4.142), (4.143). Ç˚·ÂÂÏ ‚ Í‡˜ÂÒÚ‚Â ÓÚÂÁÍ‡ ·ÂÁ
ÍÓÌÚ‡ÍÚ‡ ÎÛ˜ x = 0, y = 0 (ËÒ. 4.20). èÛÒÚ¸ ‚ Ì‡˜‡Î¸Ì˚È ÏÓÏÂÌÚ
x
.
(0) > 0, x(0) = 0. èÓÎÓÊËÏ ‰Îfl ÔÓÒÚÓÚ˚ ε = 1 Ë ËÒÒÎÂ‰ÛÂÏ ÒÏÂÌÛ

ÁÌ‡ÍÓ‚ ‚ Ù‡ÁÓ‚ÓÈ ÔÎÓÒÍÓÒÚË Ô‡‚ÓÈ ˜‡ÒÚË ÒËÒÚÂÏ˚

y
.

= –x, (4.151)

x
.

= y + x – �
x

3

3

�. (4.152)

íÓ„‰‡ y
.

< 0 ‚ ÔÓÎÛÔÎÓÒÍÓÒÚË x > 0
Ë ËÁÓ·‡Ê‡˛˘‡fl ÚÓ˜Í‡ å ‰‚Ë-
ÊÂÚÒfl ËÁ ÚÓ˜ÍË R1 ÔÓ Ù‡ÁÓ‚ÓÈ
Ú‡ÂÍÚÓËË Γ ‚ÌËÁ Ë ‚Ô‡‚Ó, ‰Ó-
ÒÚË„‡fl ‚ ÏÓÏÂÌÚ t = tê ÚÓ˜ÍË ê Ì‡ êËÒ. 4.19
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äÓÏÂ ÚÓ„Ó, ÒËÒÚÂÏ‡ Û‡‚ÌÂ-
ÌËÈ (4.151), (4.152) ÌÂ ÏÂÌflÂÚÒfl
ÔË ÓÚ‡ÊÂÌËË ÓÍÓÎÓ Ì‡˜‡Î‡ ÍÓ-
Ó‰ËÌ‡Ú (x(t), y(t)) → (–x(t), –y(t)).
èÓ˝ÚÓÏÛ ‰Îfl Í‡Ê‰ÓÈ Ù‡ÁÓ‚ÓÈ
Ú‡ÂÍÚÓËË ÒÛ˘ÂÒÚ‚ÛÂÚ ‰Û„‡fl,
ÒËÏÏÂÚË˜Ì‡fl ÔÂ‚ÓÌ‡˜‡Î¸ÌÓÈ.
ÖÒÎË ‰Îfl Á‡ÏÍÌÛÚÓÈ Ú‡ÂÍÚÓËË
Γ1 ‚˚ÔÓÎÌflÂÚÒfl ÛÒÎÓ‚ËÂ

r2(R1) ≠ r2(N),

ÚÓ ÓÌÓ ·˚ÎÓ ·˚ ÒÔ‡‚Â‰ÎË‚Ó Ë
‰Îfl Ú‡ÂÍÚÓËË Γ2, ÔÓÎÛ˜ÂÌÌÓÈ
ËÁ Γ1 ÓÚ‡ÊÂÌËÂÏ ÓÚÌÓÒËÚÂÎ¸ÌÓ Ì‡˜‡Î‡ ÍÓÓ‰ËÌ‡Ú. Ç ˝ÚÓÏ ÒÎÛ-
˜‡Â Ù‡ÁÓ‚˚Â Ú‡ÂÍÚÓËË Γ1 Ë Γ2 ÔÂÂÒÂÍ‡ÎËÒ¸ ·˚, ˜ÚÓ ÌÂ‚ÓÁ-
ÏÓÊÌÓ ‚ ÒËÎÛ Â‰ËÌÒÚ‚ÂÌÌÓÒÚË Â¯ÂÌËÈ ‰ËÙÙÂÂÌˆË‡Î¸Ì˚ı
Û‡‚ÌÂÌËÈ. èÓ˝ÚÓÏÛ Á‡ÏÍÌÛÚ‡fl Ú‡ÂÍÚÓËfl ‚ÒÂ„‰‡ ÒËÏÏÂÚË˜-
Ì‡ ÓÚÌÓÒËÚÂÎ¸ÌÓ Ì‡˜‡Î‡ ÍÓÓ‰ËÌ‡Ú Ë ‰Îfl ÌÂÂ ‚˚ÔÓÎÌflÂÚÒfl
ÛÒÎÓ‚ËÂ

r2(R1) = r2(N). (4.154)

ÖÒÎË Ù‡ÁÓ‚‡fl Ú‡ÂÍÚÓËfl ÔÂÂÒÂÍ‡ÂÚ ‚ ÏÓÏÂÌÚ t
–

ÓÒ¸ ‡·ÒˆËÒÒ

‚ ÚÓ˜ÍÂ ‡ÁÌÓÒÚ¸

ËÁ-Á‡ ÔÓÎÓÊËÚÂÎ¸ÌÓÒÚË ÔÓ‰˚ÌÚÂ„‡Î¸ÌÓ„Ó ‚˚‡ÊÂÌËfl ‚ÒÂ„‰‡
·ÓÎ¸¯Â ÌÛÎfl Ë ÛÒÎÓ‚ËÂ (4.154) ÌÂ ‚˚ÔÓÎÌflÂÚÒfl. èÓ˝ÚÓÏÛ, ÂÒÎË ÒÛ-
˘ÂÒÚ‚ÛÂÚ Á‡ÏÍÌÛÚ‡fl Ú‡ÂÍÚÓËfl, ÚÓ ÓÌ‡ ‚ÒÂ„‰‡ ÔÂÂÒÂÍ‡ÂÚ ÓÒ¸ 

‡·ÒˆËÒÒ ‚ ÚÓ˜ÍÂ Ò ÍÓÓ‰ËÌ‡ÚÓÈ 

ê‡ÒÒÏÓÚËÏ Ú‡ÂÍÚÓËË, ‚˚ıÓ‰fl˘ËÂ ËÁ ÚÓ˜ÂÍ R Ë R1 (OR1 > OR),
ÍÓÚÓ˚Â ‚ ÔÓÒÎÂ‰Û˛˘ÂÏ ÔÂÂÒÂÍ‡˛Ú ÔÓÎÓÊËÚÂÎ¸ÌÛ˛ ÔÓÎÛÓÒ¸ y
‚ ÚÓ˜Í‡ı R

–
Ë R

–
1 ÒÓÓÚ‚ÂÚÒÚ‚ÂÌÌÓ (ËÒ. 4.21).

ÑÓÍ‡ÊÂÏ, ˜ÚÓ

r2(R
–

1) – r2(R1) < r2(R
–
) – r2(R). (4.155)

 x > 3.

 

r N r R x
x

dt
t

t
2 2

1
2
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3

1
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⎛
⎝⎜

⎞
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 x0 3< ,

ÍË‚ÓÈ y + x – �
x

3

3

� = 0, „‰Â x
.
(tê) = 0. 

î‡ÁÓ‚‡fl Ú‡ÂÍÚÓËfl ËÏÂÂÚ ‚ÂÚË-
Í‡Î¸ÌÛ˛ Í‡Ò‡ÚÂÎ¸ÌÛ˛ ‚ ˝ÚÓÈ ÚÓ˜ÍÂ.

èË t > tê, ÔÓÒÍÓÎ¸ÍÛ x
.
< 0, y

.
< 0,

ËÁÓ·‡Ê‡˛˘‡fl ÚÓ˜Í‡ ‰‚ËÊÂÚÒfl
‚ÌËÁ Ë ‚ÎÂ‚Ó, ÂÂ ÍÓÓ‰ËÌ‡Ú˚ ı Ë Û
Û·˚‚‡˛Ú. Ç ÔÓÎÛÔÎÓÒÍÓÒÚË x > 0, 

ÌËÊÂ ÍË‚ÓÈ y = –x + �
x

3

3

�, ÔÓËÁ‚Ó‰-

Ì‡fl Ù‡ÁÓ‚ÓÈ Ú‡ÂÍÚÓËË

ÔÓÎÓÊËÚÂÎ¸Ì‡fl, ‚ ˝ÚÓÏ ËÌÚÂ‚‡ÎÂ ÙÛÌÍˆËfl y(x) ‚ÓÁ‡ÒÚ‡ÂÚ. èÓ-
˝ÚÓÏÛ Ù‡ÁÓ‚‡fl ÚÓ˜Í‡ ÔÂÂÒÂÍ‡ÂÚ ÎÛ˜ x = 0, y < 0 ‚ ÌÂÍÓÚÓÓÈ ÚÓ˜-
ÍÂ N. ÄÌ‡ÎÓ„Ë˜Ì˚ÏË ‡ÒÒÛÊ‰ÂÌËflÏË ÌÂÚÛ‰ÌÓ ÔÓÍ‡Á‡Ú¸, ˜ÚÓ ÔË
‰‡Î¸ÌÂÈ¯ÂÏ ‰‚ËÊÂÌËË Ù‡ÁÓ‚‡fl Ú‡ÂÍÚÓËfl ÔÂÂÒÂÍ‡ÂÚ ÔÓ‰ Ôfl-
Ï˚Ï Û„ÎÓÏ ÎÛ˜ y > 0 ‚ ÚÓ˜ÍÂ R

–
1. Ç ËÚÓ„Â Ï˚ ÏÓÊÂÏ Á‡ÍÎ˛˜ËÚ¸,

˜ÚÓ ËÌÚÂ„‡Î¸Ì˚Â Ú‡ÂÍÚÓËË Ì‡¯ÂÈ ÒËÒÚÂÏ˚, ÂÒÎË ÓÌË ÌÂ Á‡ÏÍ-
ÌÛÚ˚, ÔÂ‰ÒÚ‡‚Îfl˛Ú ÒÓ·ÓÈ ·ÂÒÍÓÌÂ˜Ì˚Â ÒÔË‡ÎË.

é·ÒÛ‰ËÏ ‰‡ÎÂÂ ÛÒÎÓ‚Ëfl, ÔË ÍÓÚÓ˚ı Ù‡ÁÓ‚˚Â Ú‡ÂÍÚÓËË
Á‡ÏÍÌÛÚ˚. ÑÎfl ËÒÒÎÂ‰Ó‚‡ÌËfl Ëı Ò‚ÓÈÒÚ‚ ‚‚Â‰ÂÏ ÔÓÎflÌ˚Â ÍÓÓ-
‰ËÌ‡Ú˚ ‚ ÔÎÓÒÍÓÒÚË y, x. íÓ„‰‡

Ë ‚ÂÎË˜ËÌ‡

(4.153)

ÓÔÂ‰ÂÎflÂÚ ËÁÏÂÌÂÌËÂ Í‚‡‰‡Ú‡ ‡‰Ë‡Î¸ÌÓ„Ó ‡ÒÒÚÓflÌËfl ÏÂÊ‰Û
ÚÓ˜Í‡ÏË P1 Ò ÍÓÓ‰ËÌ‡Ú‡ÏË (x(t1), y(t1)) Ë P2 Ò ÍÓÓ‰ËÌ‡Ú‡ÏË (x(t2),
y(t2)) Ì‡ Ú‡ÂÍÚÓËË (x(t), y(t)). üÒÌÓ, ˜ÚÓ ÌÂÓ·ıÓ‰ËÏ˚Ï ÛÒÎÓ‚ËÂÏ
ÒÛ˘ÂÒÚ‚Ó‚‡ÌËfl Á‡ÏÍÌÛÚÓÈ Ú‡ÂÍÚÓËË fl‚ÎflÂÚÒfl ‡‚ÂÌÒÚ‚Ó

r2(R1) = r2(R
–

1).
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ç‡ Û˜‡ÒÚÍÂ RA ËÁÏÂÌÂÌËÂ Δr2 Á‡ÔËÒ˚‚‡ÂÚÒfl ‚ ÙÓÏÂ

àÌÚÂ„‡Î ‚ Ô‡‚ÓÈ ˜‡ÒÚË ÔÓÒÎÂ Á‡ÏÂÌ˚

Á‡ÔËÒ˚‚‡ÂÚÒfl ‚ ‚Ë‰Â

Ç ËÌÚÂ‚‡ÎÂ ‚ÂÎË˜ËÌ‡ x – �
x

3

3

� ÔÓÎÓÊËÚÂÎ¸Ì‡, ‡ ÍÓ-

Ó‰ËÌ‡Ú‡ y(x) Ì‡ ‰Û„Â R1A1 ·ÓÎ¸¯Â, ˜ÂÏ Ì‡ ‰Û„Â RA. èÓ˝ÚÓÏÛ ‚˚-

ÔÓÎÌflÂÚÒfl ÌÂ‡‚ÂÌÒÚ‚Ó

r2(A1) – r2(R1) < r2(A) – r2(R). (4.156)

ç‡ Û˜‡ÒÚÍÂ AB ÍÓÓ‰ËÌ‡Ú˚ ÍÓÌˆÓ‚ ‰Û„Ë ‡‚Ì˚ 

B = Ë ‚ Í‡˜ÂÒÚ‚Â ÌÂÁ‡‚ËÒËÏÓÈ ÔÂÂÏÂÌÌÓÈ Û‰Ó·ÌÓ ‚˚-

·‡Ú¸ y. íÓ„‰‡ dt = –�
d

x

y
� :

(4.157)
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ÑÎfl ÙËÍÒËÓ‚‡ÌÌÓ„Ó ÁÌ‡˜ÂÌËfl Û ÍÓÓ‰ËÌ‡Ú˚ 

Ì‡ ‰Û„Â A1B1 ·ÓÎ¸¯Â x(y) Ì‡ AB, ÒÎÂ‰Ó‚‡ÚÂÎ¸ÌÓ:

èÓ˝ÚÓÏÛ ‚˚ÔÓÎÌflÂÚÒfl ÌÂ‡‚ÂÌÒÚ‚Ó

r2(B1) – r2(A1) < r2(B) – r2(A). (4.158)

èÓ‰Ó·Ì˚Ï Ó·‡ÁÓÏ ÏÓÊÌÓ ÔÓÍ‡Á‡Ú¸, ˜ÚÓ

r2(N1) – r2(B1) < r2(N) – r2(B). (4.159)

Ç ËÚÓ„Â, ÒÍÎ‡‰˚‚‡fl ÌÂ‡‚ÂÌÒÚ‚‡ (4.156), (4.158), (4.159), ÔÓÎÛ˜‡ÂÏ

r2(N1) – r2(R1) < r2(N) – r2(R).

ÄÌ‡ÎÓ„Ë˜Ì˚Â ‚˚˜ËÒÎÂÌËfl Ë Ò‚ÓÈÒÚ‚‡ ÒËÏÏÂÚËË ÙÓÏÛÎ˚
(4.153) ÔÓÍ‡Á˚‚‡˛Ú, ˜ÚÓ ‚ Ó·Î‡ÒÚË x < 0 ÔË‡˘ÂÌËÂ Δr2 ‰Îfl
‚ÌÂ¯ÌËı ÍË‚˚ı Ú‡ÍÊÂ ·Û‰ÂÚ ÏÂÌ¸¯Â, ˜ÂÏ ‰Îfl ‚ÌÛÚÂÌÌËı, ˜ÚÓ Ë
‰ÓÍ‡Á˚‚‡ÂÚ ÌÂ‡‚ÂÌÒÚ‚Ó (4.155). é·ÓÁÌ‡˜ËÏ S, S1, S

–
, S

–
1 Ó‰ËÌ‡Ú˚

ÚÓ˜ÂÍ R, R1, R
–
, R

–
1 ÒÓÓÚ‚ÂÚÒÚ‚ÂÌÌÓ. áÌ‡˜ÂÌËÂ S

–
Á‡‚ËÒËÚ ÓÚ S. ì‰Ó·-

ÌÓ ‚ÏÂÒÚÓ ÙÛÌÍˆËË ÔÓÒÎÂ‰Ó‚‡ÌËfl S
–

= F(S) ‚‚ÂÒÚË Ò‚flÁ‡ÌÌÛ˛ Ò ÌÂÈ
ÙÛÌÍˆË˛

f(S) = r2(R
–
) – r2(R)

Ë ËÒÒÎÂ‰Ó‚‡Ú¸ ÂÂ Ò‚ÓÈÒÚ‚‡. àÁ ÌÂ‡‚ÂÌÒÚ‚‡ (4.155) ÒÎÂ‰ÛÂÚ, ˜ÚÓ
f(S1) < f(S), ÂÒÎË 0 < S < S1, ÁÌ‡˜ËÚ, f(S) – ÏÓÌÓÚÓÌÌÓ Û·˚‚‡˛˘‡fl
ÙÛÌÍˆËfl. ç‡˜‡ÎÓ ÍÓÓ‰ËÌ‡Ú (Ï‡Î˚Â ÁÌ‡˜ÂÌËfl S) ‰Îfl ÒËÒÚÂÏ˚
(4.151), (4.152) fl‚ÎflÂÚÒfl ÌÂÛÒÚÓÈ˜Ë‚ÓÈ ÓÒÓ·ÓÈ ÚÓ˜ÍÓÈ, ‚·ÎËÁË ÍÓ-
ÚÓÓÈ Ù‡ÁÓ‚˚Â Ú‡ÂÍÚÓËË Ó·‡ÁÛ˛Ú ÒÔË‡ÎË Ò Û‚ÂÎË˜Ë‚‡˛-
˘ËÏÒfl ¯‡„ÓÏ Ò ÚÂ˜ÂÌËÂÏ ‚ÂÏÂÌË. èÓ˝ÚÓÏÛ f(S) – ÔÓÎÓÊËÚÂÎ¸-
Ì‡fl ÙÛÌÍˆËfl ÔË Ï‡Î˚ı ÁÌ‡˜ÂÌËflı S. ÑÎfl ·ÓÎ¸¯Ëı ÁÌ‡˜ÂÌËÈ S
Ú‡ÂÍÚÓËfl RN ÔÂÂÏÂ˘‡ÂÚÒfl ‚Ô‡‚Ó. àÌÚÂ‚‡Î ËÌÚÂ„ËÓ‚‡ÌËfl
Ë ÔÓ‰˚ÌÚÂ„‡Î¸Ì‡fl ÙÛÌÍˆËfl ‚ (4.157) ÒÚÓ„Ó ‚ÓÁ‡ÒÚ‡˛Ú Ò Û‚ÂÎË-
˜ÂÌËÂÏ S, ÒÎÂ‰Ó‚‡ÚÂÎ¸ÌÓ, r2(B) – r2(A) Ë r2(R

–
) – r2(R) ÒÚÂÏflÚÒfl Í

–∞ ÔË S → ∞. èÓÒÍÓÎ¸ÍÛ ÙÛÌÍˆËfl f(S) ÌÂÔÂ˚‚Ì‡, ÚÓ ÒÛ˘ÂÒÚ‚Û-
ÂÚ Ú‡ÍÓÂ ÁÌ‡˜ÂÌËÂ S0, ÔË ÍÓÚÓÓÏ f(S0) = 0 Ë S

–
= S. ùÚÓ Ë ‰ÓÍ‡Á˚-

‚‡ÂÚ ÒÛ˘ÂÒÚ‚Ó‚‡ÌËÂ Â‰ËÌÒÚ‚ÂÌÌÓÈ Á‡ÏÍÌÛÚÓÈ Ú‡ÂÍÚÓËË. èÓÍ‡-
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íÓ„‰‡ Î‡„‡ÌÊË‡Ì Ú‡ÍÓÈ ÒËÒÚÂÏ˚
ÔÓÒÎÂ ËÒÍÎ˛˜ÂÌËfl ÔÓÎÌÓÈ ÔÓËÁ-
‚Ó‰ÌÓÈ ÔÓ ‚ÂÏÂÌË, ‡‚Ì˚È

L = �
m

2

l2

� ϕ2 + mlcosϕ[g + 

+ 4Aω2cos2ωt],

ÔË‚Ó‰ËÚ Í Û‡‚ÌÂÌË˛ ‰‚ËÊÂÌËfl

(4.162)

ÑÎfl Ï‡Î˚ı ÓÚÍÎÓÌÂÌËÈ (sinϕ ≈ ϕ) Ï˚ ÔÓÎÛ˜‡ÂÏ ÎËÌÂÈÌÓÂ Û‡‚-
ÌÂÌËÂ Ò ÔÂËÓ‰Ë˜ÂÒÍËÏË ÍÓ˝ÙÙËˆËÂÌÚ‡ÏË (Û‡‚ÌÂÌËÂ å‡Ú¸Â):

ϕ̈ + ω0
2(1 + 2εcos2ωt)ϕ = 0, (4.163)

„‰Â

(4.164)

ì‡‚ÌÂÌËÂ å‡Ú¸Â fl‚ÎflÂÚÒfl ˜‡ÒÚÌ˚Ï ÒÎÛ˜‡ÂÏ Û‡‚ÌÂÌËfl ïËÎÎ‡:

ẍ + ω2(t)x = 0, ω(t + T) = ω(t), (4.165)

ÍÓÚÓÓÂ ÓÔËÒ˚‚‡ÂÚ ÍÓÎÂ·‡ÌËfl ÒËÒÚÂÏ Ò Ó‰ÌÓÈ ÒÚÂÔÂÌ¸˛ Ò‚Ó·Ó‰˚,
„‰Â ‚ÌÂ¯ÌÂÂ ‚ÓÁ‰ÂÈÒÚ‚ËÂ Ò‚Ó‰ËÚÒfl Í ÔÂËÓ‰Ë˜ÂÒÍÓÏÛ ËÁÏÂÌÂÌË˛
Ô‡‡ÏÂÚÓ‚ ÒËÒÚÂÏ˚.

4.6.1. íÂÓËfl îÎÓÍÂ

çÂÔÓÁ‚ÓÎËÚÂÎ¸ÌÓ ÔÓÎ¸ÁÓ‚‡Ú¸Òfl ÒÓÏÌË-
ÚÂÎ¸Ì˚ÏË ÒÛÊ‰ÂÌËflÏË, ÍÓÎ¸ ÒÍÓÓ Ï˚ Â¯‡-
ÂÏ ÓÔÂ‰ÂÎÂÌÌÛ˛ Á‡‰‡˜Û – ·Û‰¸ ÚÓ Á‡‰‡˜‡ Ï‡-
ÚÂÏ‡ÚËÍË ËÎË ÙËÁËÍË, ‚ÒÂ ‡‚ÌÓ, ÍÓÚÓ‡fl ÔÓ-
ÒÚ‡‚ÎÂÌ‡ ÓÔÂ‰ÂÎÂÌÌÓ Ò ÚÓ˜ÍË ÁÂÌËfl Ï‡ÚÂ-
Ï‡ÚËÍË. éÌ‡ ÒÚ‡ÌÓ‚ËÚÒfl Á‡‰‡˜ÂÈ ̃ ËÒÚÓ„Ó ‡Ì‡-
ÎËÁ‡ Ë ‰ÓÎÊÌ‡ Ú‡ÍÚÓ‚‡Ú¸Òfl Í‡Í Ú‡ÍÓ‚‡fl.

Ä.å. ãflÔÛÌÓ‚

Ç ̋ ÚÓÏ Ô‡‡„‡ÙÂ ËÁÎÓÊÂÌ˚ Ó·˘ËÂ Ò‚ÓÈÒÚ‚‡ Û‡‚ÌÂÌËÈ ïËÎÎ‡,
ÍÓÚÓ˚Â ‚ Ï‡ÚÂÏ‡ÚËÍÂ ·˚ÎË ËÁÛ˜ÂÌ˚ îÎÓÍÂ, ‚ ÙËÁËÍÂ Ú‚Â‰Ó„Ó

ω ε ω
ω0

2
2

0
2

2= =g

l

A

l
, .

˙̇ cos sin .ϕ ω ω ϕ+ +
⎛
⎝⎜

⎞
⎠⎟

=g

l

A

l
t

4
2 0

2

ÊÂÏ, ˜ÚÓ ÓÌ‡ fl‚ÎflÂÚÒfl ÔÂ‰ÂÎ¸Ì˚Ï ˆËÍÎÓÏ. ÑÂÈÒÚ‚ËÚÂÎ¸ÌÓ,
ÔÛÒÚ¸ Á‡ÏÍÌÛÚ‡fl Ú‡ÂÍÚÓËfl Γ0 ÔÂÂÒÂÍ‡ÂÚ ÔÓÎÓÊËÚÂÎ¸ÌÛ˛ ÔÓ-
ÎÛÓÒ¸ y ‚ ÚÓ˜ÍÂ P. ê‡ÒÒÏÓÚËÏ ÔÓ‚Â‰ÂÌËÂ Ù‡ÁÓ‚ÓÈ Ú‡ÂÍÚÓËË Γ
ÔË S < S0. íÓ„‰‡ ÙÛÌÍˆËfl f(S) ÓÚËˆ‡ÚÂÎ¸Ì‡fl:

r2(R
–
) – r2(P) < r2(R) – r2(P),

Ò Í‡Ê‰˚Ï Ó·ÓÓÚÓÏ Γ ‚ÒÂ ·ÎËÊÂ ÔË·ÎËÊ‡ÂÚÒfl Í Á‡ÏÍÌÛÚÓÈ Ú‡-
ÂÍÚÓËË. èÓ‰Ó·Ì˚Â ‡„ÛÏÂÌÚ˚ ÔË S > S0 ÔË‚Ó‰flÚ Í Á‡ÍÎ˛˜Â-
ÌË˛, ˜ÚÓ Á‡ÏÍÌÛÚ‡fl Ú‡ÂÍÚÓËfl ÂÒÚ¸ ÔÂ‰ÂÎ¸Ì˚È ˆËÍÎ.

åÓÊÌÓ ÔÓÍ‡Á‡Ú¸ [19], ˜ÚÓ ‰Îfl Û‡‚ÌÂÌËÈ ã¸ÂÌ‡‡

ẍ + g(x)x
.

+ h(x) = 0 (4.160)

ÔË ‚˚ÔÓÎÌÂÌËË ÒÎÂ‰Û˛˘Ëı ÛÒÎÓ‚ËÈ:

1) ˜ÂÚÌ‡fl ÙÛÌÍˆËfl, ‡‚Ì‡fl ÌÛÎ˛ ÔË x = 0 

Ë x = ±μ;
2) G(x) → ∞ ÔË x → ∞ ÏÓÌÓÚÓÌÌÓ ‚ÓÁ‡ÒÚ‡ÂÚ ÔË x > μ;
3) h(x) – ÌÂ˜ÂÚÌ‡fl ÙÛÌÍˆËfl Ë h(x) > 0 ÔË x > 0 ÒÛ˘ÂÒÚ‚ÛÂÚ

Ó‰ËÌ ÛÒÚÓÈ˜Ë‚˚È ÔÂ‰ÂÎ¸Ì˚È ˆËÍÎ, ÓÍÛÊ‡˛˘ËÈ ÌÂÛÒÚÓÈ˜Ë‚˚È
ÙÓÍÛÒ ‚ Ì‡˜‡ÎÂ ÍÓÓ‰ËÌ‡Ú.

4.6. èÄêÄåÖíêàóÖëäàâ êÖáéçÄçë

å‡flÚÌËÍ Ò˚„‡Î ˜ÂÁ‚˚˜‡ÈÌÓ ·ÓÎ¸¯Û˛
ÓÎ¸ ‚ ËÒÚÓËË ÙËÁËÍË… å˚ ·Û‰ÂÏ „Ó‚Ó-
ËÚ¸ Ó ‚Â˘‡ı, ÍÓÚÓ˚Â ÔËÓ·ÂÚ‡˛Ú ‚ÒÂ
·ÓÎ¸¯ÂÂ ÁÌ‡˜ÂÌËÂ. åÓÊÌÓ ÒÍ‡Á‡Ú¸, ÔÓÊ‡-
ÎÛÈ, ˜ÚÓ Ëı «ÔÓÒÏÓÚÂÎË». éÚ˜‡ÒÚË Ì‡ ÌËı
Ì‡‚ÂÎ‡ Ô‡ÍÚËÍ‡. óÚÓ ·Û‰ÂÚ Ò ÍÓÎÂ·Î˛˘ÂÈ-
Òfl ÒËÒÚÂÏÓÈ, ÂÒÎË ÂÂ Ô‡‡ÏÂÚ˚ ËÁÏÂÌfl˛ÚÒfl
ÒÓ ‚ÂÏÂÌÂÏ, Ë ÔËÚÓÏ ÔÂËÓ‰Ë˜ÂÒÍË.

ã.à. å‡Ì‰ÂÎ¸¯Ú‡Ï

ê‡ÒÒÏÓÚËÏ ÍÓÎÂ·‡ÌËfl Ï‡ÚÂÏ‡ÚË˜ÂÒÍÓ„Ó Ï‡flÚÌËÍ‡, ÚÓ˜Í‡
ÔÓ‰‚ÂÒ‡ ÍÓÚÓÓ„Ó ÒÓ‚Â¯‡ÂÚ ÍÓÎÂ·‡ÚÂÎ¸Ì˚Â ‰‚ËÊÂÌËfl ‚‰ÓÎ¸ ÓÒË
y (ËÒ. 4.22) ÔÓ Á‡ÍÓÌÛ Acos(2ωt).

äÓÓ‰ËÌ‡Ú˚ Ï‡ÚÂË‡Î¸ÌÓÈ ÚÓ˜ÍË Ä Ï‡ÒÒ˚ m ‡‚Ì˚ 

x = lsinϕ, y = lcosϕ + Acos2ωt. (4.161)

G x g u du
x

( ) = ( )∫
0

–

êËÒ. 4.22
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íÓ„‰‡ X(t + T) = BY(t + T) = AX(t) = ABY(t), ÒÎÂ‰Ó‚‡ÚÂÎ¸ÌÓ:

Y(t + T) = B–1ABY(t). (4.169)

å‡ÚËˆÛ B ÏÓÊÌÓ ‚˚·‡Ú¸ Ú‡Í, ˜ÚÓ·˚ Ï‡ÚËˆ‡ B–1AB ËÏÂÎ‡
‰Ë‡„ÓÌ‡Î¸Ì˚È ‚Ë‰:

(4.170)

ëÓ·ÒÚ‚ÂÌÌ˚Â ÁÌ‡˜ÂÌËfl λ1, λ2 ÓÔÂ‰ÂÎfl˛ÚÒfl Í‡Í ÍÓÌË Û‡‚ÌÂÌËfl

det(B–1AB – λE) = det(A – λE) = 

= λ2 – 2(a11 + a22)λ + detA = 0, (4.171)

„‰Â E – Â‰ËÌË˜Ì‡fl Ï‡ÚËˆ‡. ì˜ËÚ˚‚‡fl, ˜ÚÓ

detA = x1(T)x
.
2(T) – x2(T)x

.
1(T)

ÂÒÚ¸ ÌÂ Á‡‚ËÒfl˘ËÈ ÓÚ ‚ÂÏÂÌË ÓÔÂ‰ÂÎËÚÂÎ¸ ÇÓÌÒÍÓ„Ó, ÍÓÚÓ-
˚È ÔË Ì‡˜‡Î¸Ì˚ı ÛÒÎÓ‚Ëflı (4.167) ‡‚ÂÌ Â‰ËÌËˆÂ, ÔÓÎÛ˜‡ÂÏ Â-
¯ÂÌËÂ Û‡‚ÌÂÌËfl (4.171) ‚ ÙÓÏÂ

(4.172)

Ç‚Â‰ÂÏ ı‡‡ÍÚÂËÒÚË˜ÂÒÍËÂ ÔÓÍ‡Á‡ÚÂÎË ãflÔÛÌÓ‚‡:

γ i = �
T

1
� lnλi (i = 1, 2) (4.173)

Ë ÔÂÂÔË¯ÂÏ Û‡‚ÌÂÌËÂ (4.169) ‚ ‚Ë‰Â

yi(t + T) = eγiTyi(t). (4.174)

íÓ„‰‡ ÔÓÒÎÂ ÛÏÌÓÊÂÌËfl Â„Ó Ì‡ e–γi(t+T)

yi(t + T)e–γi(t+T) = e–γityi(t)

ÒÎÂ‰ÛÂÚ, ˜ÚÓ e–γityi(t) fl‚ÎflÂÚÒfl ÔÂËÓ‰Ë˜ÂÒÍÓÈ ÙÛÌÍˆËÂÈ Πi(t) Ò ÔÂ-
ËÓ‰ÓÏ T. Ç ËÚÓ„Â Ó·˘ÂÂ Â¯ÂÌËÂ Û‡‚ÌÂÌËfl ïËÎÎ‡ ÔË λ1 ≠ λ2

Á‡ÔËÒ˚‚‡ÂÚÒfl ‚ ‚Ë‰Â

x(t) = c1y1(t) + c2y2(t) = c1e
γ1tΠ1(t) + c2e

–γ1tΠ2(t). (4.175)
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ÚÂÎ‡ – ÅÎÓıÓÏ. èÛÒÚ¸ x1(t) Ë x2(t) – ‰‚‡ ÎËÌÂÈÌÓ ÌÂÁ‡‚ËÒËÏ˚ı Â-
¯ÂÌËfl Û‡‚ÌÂÌËfl (4.165), ÚÓ„‰‡ ÙÛÌÍˆËË xi(t + T) (i = 1, 2) ·Û‰ÛÚ
Ú‡ÍÊÂ ÎËÌÂÈÌÓ ÌÂÁ‡‚ËÒËÏ˚ÏË Â¯ÂÌËflÏË ˝ÚÓ„Ó Û‡‚ÌÂÌËfl.
ì‡‚ÌÂÌËÂ ‚ÚÓÓ„Ó ÔÓfl‰Í‡ ‰ÓÎÊÌÓ ËÏÂÚ¸ ÚÓÎ¸ÍÓ ‰‚‡ ÌÂÁ‡‚ËÒË-
Ï˚ı Â¯ÂÌËfl. éÚÏÂÚËÏ, ˜ÚÓ Â¯ÂÌËÂ (4.165) ÌÂ ‚ÒÂ„‰‡ fl‚ÎflÂÚÒfl
ÔÂËÓ‰Ë˜ÂÒÍÓÈ ÙÛÌÍˆËÂÈ x(t) = x(t + T). Ç Ó·˘ÂÏ ÒÎÛ˜‡Â xj(t + T)
(j = 1, 2) fl‚Îfl˛ÚÒfl ÎËÌÂÈÌ˚ÏË ÍÓÏ·ËÌ‡ˆËflÏË xi(t) (i = 1, 2):

x1(t + T) = a11x1(t) + a12x2(t),

x2(t + T) = a21x2(t) + a22x2(t) (4.166)

Ò ÔÓÒÚÓflÌÌ˚ÏË ÍÓ˝ÙÙËˆËÂÌÚ‡ÏË aij(i, j = 1, 2). ÖÒÎË ÎËÌÂÈÌÓ ÌÂ-
Á‡‚ËÒËÏ˚Â Â¯ÂÌËfl xi(t) (i = 1, 2) Û‰Ó‚ÎÂÚ‚Ófl˛Ú Ì‡˜‡Î¸Ì˚Ï ÛÒ-
ÎÓ‚ËflÏ

x1(0) = 1, x
.
1(0) = 0, (4.167)

x2(0) = 0, x
.
2(0) = 1,

ÚÓ ËÁ (4.166) Ò‡ÁÛ ÔÓÎÛ˜‡ÂÏ

a11 = x1(T), a21 = x2(T).

ëÓÓÚÌÓ¯ÂÌËfl Ë Û‡‚ÌÂÌËfl

a12 = x
.
1(T), a22 = x2(T),

ÔÓÎÛ˜ÂÌÌ˚Â ‰ËÙÙÂÂÌˆËÓ‚‡ÌËÂÏ (4.166), Ò‡ÁÛ ÓÔÂ‰ÂÎfl˛Ú ÍÓ-
˝ÙÙËˆËÂÌÚ˚ aij ÔË ËÁ‚ÂÒÚÌ˚ı ÙÛÌÍˆËflı x1(t), x2(t).

Ç Ï‡ÚË˜ÌÓÏ ‚Ë‰Â Û‡‚ÌÂÌËfl (4.166) ÏÓ„ÛÚ ·˚Ú¸ Á‡ÔËÒ‡Ì˚ ‚
‚Ë‰Â

X(t + T) = AX(t), (4.168)

„‰Â

èÂÓ·‡ÁÛÂÏ (4.168) Í ÔÓÒÚÓÏÛ ‚Ë‰Û. èÓÎÓÊËÏ X(t) = BY(t),
„‰Â B – ÔÓÒÚÓflÌÌ‡fl ÌÂ‚˚ÓÊ‰ÂÌÌ‡fl Ï‡ÚËˆ‡, Y – ‚ÂÍÚÓ-ÒÚÓÎ-
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Ë fl‚ÎflÂÚÒfl ÍÓÏ·ËÌ‡ˆËÂÈ ÙÛÌÍˆËÈ Ò ÔÂËÓ‰ÓÏ T1 = T Ë T2 = �
2

ρ
π
�. 

éÌÓ ÓÔËÒ˚‚‡ÂÚ ÌÂÔÂËÓ‰Ë˜ÂÒÍÓÂ ‰‚ËÊÂÌËÂ, ÂÒÎË ÔÂËÓ‰˚ T1, T2

ÌÂÒÓËÁÏÂËÏ˚, Ë ÔÂËÓ‰Ë˜ÂÒÍÓÂ ‚ ÔÓÚË‚ÌÓÏ ÒÎÛ˜‡Â.
Ç ÒÎÛ˜‡Â |β| > 1 ‚ÂÎË˜ËÌ‡ γ – ‚Â˘ÂÒÚ‚ÂÌÌÓÂ ˜ËÒÎÓ. èË γ > 0

‚ÚÓÓÂ ÒÎ‡„‡ÂÏÓÂ ‚ (4.175) ·˚ÒÚÓ Á‡ÚÛı‡ÂÚ Ë ‡ÏÔÎËÚÛ‰‡ x(t) ·˚-
ÒÚÓ ‚ÓÁ‡ÒÚ‡ÂÚ ÔÓ ‚ÂÏÂÌË:

x(t) ≈ ë1e
γtΠ1(t). (4.177)

ùÚÓ fl‚ÎÂÌËÂ Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl Ô‡‡ÏÂÚË˜ÂÒÍËÏ ÂÁÓÌ‡ÌÒÓÏ.
ÑÎfl |β| = 1 ÒÓ·ÒÚ‚ÂÌÌ˚Â ÁÌ‡˜ÂÌËfl λ1 = λ2 = ±1 ÒÓ‚Ô‡‰‡˛Ú Ë, Í‡Í

ÒÎÂ‰ÛÂÚ ËÁ ÚÂÓÂÏ˚ ÎËÌÂÈÌÓÈ ‡Î„Â·˚ Ó ÔË‚Â‰ÂÌËË Ï‡ÚËˆ˚ Í
ÊÓ‰‡ÌÓ‚ÓÈ ÙÓÏÂ, Ï‡ÚËˆ‡ B–1AB ËÏÂÂÚ ‚Ë‰

(4.178)

íÓ„‰‡ ÒÓÓÚÌÓ¯ÂÌËfl (4.169) Á‡ÔËÒ˚‚‡˛ÚÒfl ‚ ‚Ë‰Â

y1(t + T) = λ1y1(t), (4.179)

y2(t + T) = λ1y2(t) + y1(t).

àÁ ÔÂ‚Ó„Ó Û‡‚ÌÂÌËfl Ò‡ÁÛ ÒÎÂ‰ÛÂÚ, ˜ÚÓ

y1(t) = eγ1tΠ1(t),   γ1 = �
T

1
� lnλ1, Π1(t + T) = Π1(t), (4.180)

‡ ‚ÚÓÓÂ ÔË‚Ó‰ËÚÒfl Í ‚Ë‰Û

e–γ1(t+T)y2(t + T) = e–γ1ty2(t) + e–γ1tΠ1(t)

Ò Â¯ÂÌËÂÏ

(4.181)

èÓ˝ÚÓÏÛ ÔË |β| = 1 Ó‰ÌÓ ËÁ Â¯ÂÌËÈ Û‡‚ÌÂÌËfl å‡Ú¸Â ‚ÒÂ„‰‡
ÓÔËÒ˚‚‡ÂÚ ‚ÓÁ‡ÒÚ‡˛˘ÂÂ ÔÓ ‚ÂÏÂÌË ‰‚ËÊÂÌËÂ. ÇÚÓÓÂ ÌÂÁ‡‚Ë-

 

y t e t
t

T
t t t Tt

2 2
1

1 2 2
1( ) = ( ) + ( )







 ( ) = +( )γ

λ
Π Π Π Π, .

 
B AB– , .1 1

1
1

0

1
1=







= ±
λ

λ
λ

4.6. è‡‡ÏÂÚË˜ÂÒÍËÈ ÂÁÓÌ‡ÌÒ 227226 ÉÎ‡‚‡ 4. çÂÎËÌÂÈÌ˚Â ÍÓÎÂ·‡ÌËfl

á‰ÂÒ¸ Û˜ÚÂÌÓ ÒÓÓÚÌÓ¯ÂÌËÂ γ1 + γ2 = 0, ÍÓÚÓÓÂ fl‚ÎflÂÚÒfl ÒÎÂ‰ÒÚ‚Ë-
ÂÏ Û‡‚ÌÂÌËfl λ1λ2 = 0.

é·˘ËÈ ‚Ë‰ Â¯ÂÌËÈ Û‡‚ÌÂÌËfl ïËÎÎ‡ Á‡‚ËÒËÚ ÓÚ ÁÌ‡˜ÂÌËÈ
‚Â˘ÂÒÚ‚ÂÌÌÓ„Ó Ô‡‡ÏÂÚ‡ β. èË |β| < 1 Ó·‡ ÍÓÌfl λ1, λ2 ÍÓÏ-
ÔÎÂÍÒÌÓ ÒÓÔflÊÂÌ˚: |λ1| = |λ2| = 1 Ë γ1 = iρ (ρ � R). èÓÒÍÓÎ¸ÍÛ
x(t) – ‚Â˘ÂÒÚ‚ÂÌÌ‡fl ÙÛÌÍˆËfl, ÚÓ ÔÓÒÚÓflÌÌ˚Â c1, c2 Ë ÔÂËÓ‰Ë˜ÂÒ-
ÍËÂ Π1, Π2 ÙÛÌÍˆËË ‚ ‚˚‡ÊÂÌËË (4.175) ‰ÓÎÊÌ˚ ·˚Ú¸ ÍÓÏÔÎÂÍÒ-
ÌÓ-ÒÓÔflÊÂÌÌ˚ÏË ‚ÂÎË˜ËÌ‡ÏË. èÓÎÓÊËÏ

c1 = �
2

c
� eδi, Π1 = a(t)eiΨ(t),

„‰Â a, Ψ – ‚Â˘ÂÒÚ‚ÂÌÌ˚Â ÔÂËÓ‰Ë˜ÂÒÍËÂ ÙÛÌÍˆËË Ò ÔÂËÓ‰ÓÏ T.
íÓ„‰‡ Â¯ÂÌËÂ Û‡‚ÌÂÌËfl å‡Ú¸Â Á‡ÔËÒ˚‚‡ÂÚÒfl ‚ ‚Ë‰Â

ϕ(t) = ca(t)cosϕcos(δ + ρt + Ψ(t)) (4.176)

ÄÎÂÍÒ‡Ì‰ åËı‡ÈÎÓ‚Ë˜ ãflÔÛÌÓ‚ (25 Ï‡fl
1857, üÓÒÎ‡‚Î¸ – 3 ÌÓfl·fl 1918, é‰ÂÒÒ‡) –
‚˚‰‡˛˘ËÈÒfl ÛÒÒÍËÈ Ï‡ÚÂÏ‡ÚËÍ Ë ÏÂı‡ÌËÍ,
(˜ÎÂÌ-ÍÓÂÒÔÓÌ‰ÂÌÚ èÂÚÂ·Û„ÒÍÓÈ Äç
1901 „.; ‡Í‡‰ÂÏËÍ Ò 1900 „.), ÔÂ‰ÒÚ‡‚ËÚÂÎ¸
ÔÂÚÂ·Û„ÒÍÓÈ Ï‡ÚÂÏ‡ÚË˜ÂÒÍÓÈ ¯ÍÓÎ˚, ÒÓ-
Á‰‡ÌÌÓÈ è.ã. óÂ·˚¯Â‚˚Ï. óÎÂÌ èÂÚÂ-
·Û„ÒÍÓ„Ó, ï‡¸ÍÓ‚ÒÍÓ„Ó Ë ä‡Á‡ÌÒÍÓ„Ó ÛÌË-
‚ÂÒËÚÂÚÓ‚, ËÌÓÒÚ‡ÌÌ˚È ˜ÎÂÌ ÄÍ‡‰ÂÏËË
‰ÂË ãËÌ˜ÂË, ˜ÎÂÌ-ÍÓÂÒÔÓÌ‰ÂÌÚ è‡ËÊ-
ÒÍÓÈ ‡Í‡‰ÂÏËË Ì‡ÛÍ, ËÌÓÒÚ‡ÌÌ˚È ˜ÎÂÌ Ï‡-
ÚÂÏ‡ÚË˜ÂÒÍÓ„Ó ÍÛÊÍ‡ ‚ è‡ÎÂÏÓ, ÔÓ˜ÂÚ-
Ì˚È ˜ÎÂÌ ï‡¸ÍÓ‚ÒÍÓ„Ó Ï‡ÚÂÏ‡ÚË˜ÂÒÍÓ„Ó
Ó·˘ÂÒÚ‚‡ Ë ‰Û„Ëı Ì‡Û˜Ì˚ı Ó·˘ÂÒÚ‚. éÌ fl‚-
ÎflÂÚÒfl Ú‚ÓˆÓÏ ÚÂÓËË ÛÒÚÓÈ˜Ë‚ÓÒÚË ‰‚Ë-
ÊÂÌËfl, ÍÓÚÓ‡fl ÔËÌ‡‰ÎÂÊËÚ Í Í‡ÚÂ„ÓËË
ÚÛ‰ÌÂÈ¯Ëı Á‡‰‡˜ ÂÒÚÂÒÚ‚ÓÁÌ‡ÌËfl, Ë ‡‚ÚÓ-
ÓÏ ÙÛÌ‰‡ÏÂÌÚ‡Î¸Ì˚ı ËÒÒÎÂ‰Ó‚‡ÌËÈ Ó ÙË-
„Û‡ı ‡‚ÌÓ‚ÂÒËfl ‚‡˘‡˛˘ÂÈÒfl ÊË‰ÍÓÒÚË.
Ç ‡·ÓÚÂ «é·˘‡fl Á‡‰‡˜‡ Ó· ÛÒÚÓÈ˜Ë‚ÓÒÚË

‰‚ËÊÂÌËfl» (1892) ãflÔÛÌÓ‚ ÔÂ‰ÎÓÊËÎ ÌÓ‚˚Â Ó·˘ËÂ ÒÚÓ„ËÂ ÏÂÚÓ‰˚ Â¯ÂÌËfl Á‡-
‰‡˜ Ó· ÛÒÚÓÈ˜Ë‚ÓÒÚË ‰‚ËÊÂÌËfl. é‰ËÌ ËÁ ˝ÚËı ÏÂÚÓ‰Ó‚, ÓÒÌÓ‚˚‚‡˛˘ËÈÒfl Ì‡ ÔÓÌfl-
ÚËË Ú‡Í Ì‡Á˚‚‡ÂÏÓÈ ÙÛÌÍˆËË ãflÔÛÌÓ‚‡, ÔÓÁ‚ÓÎËÎ ÂÏÛ ÔÓÎÛ˜ËÚ¸ ‚‡ÊÌ˚Â Ò ÚÓ˜ÍË
ÁÂÌËfl ÔËÏÂÌÂÌËfl ÍËÚÂËË ÛÒÚÓÈ˜Ë‚ÓÒÚË Â¯ÂÌËfl. ëÓÁ‰‡ÌÌ˚Â ãflÔÛÌÓ‚˚Ï ÏÂ-
ÚÓ‰˚ ËÒÒÎÂ‰Ó‚‡ÌËfl ÛÒÔÂ¯ÌÓ ËÒÔÓÎ¸ÁÛ˛Ú Ë ‚ ‰Û„Ëı ‡Á‰ÂÎ‡ı ÚÂÓËË ‰ËÙÙÂÂÌ-
ˆË‡Î¸Ì˚ı Û‡‚ÌÂÌËÈ. ÅÓÎ¸¯ÓÈ ‚ÍÎ‡‰ Â„Ó ‡·ÓÚ˚ ‚ÌÂÒÎË Ë ‚ Ï‡ÚÂÏ‡ÚË˜ÂÒÍÛ˛ ÙË-
ÁËÍÛ, ‚ ˜‡ÒÚÌÓÒÚË ‚ ÚÂÓË˛ ÔÓÚÂÌˆË‡Î‡. ãflÔÛÌÓ‚ ‰‡Î ÔÓÒÚÓÂ Ë ÒÚÓ„ÓÂ ‰ÓÍ‡Á‡-
ÚÂÎ¸ÒÚ‚Ó ˆÂÌÚ‡Î¸ÌÓÈ ÔÂ‰ÂÎ¸ÌÓÈ ÚÂÓÂÏ˚ ‚ ÚÂÓËË ‚ÂÓflÚÌÓÒÚÂÈ, „‰Â ‡Á‡·Ó-
Ú‡Î ÓË„ËÌ‡Î¸Ì˚È Ë ˜ÂÁ‚˚˜‡ÈÌÓ ÔÎÓ‰ÓÚ‚ÓÌ˚È ÏÂÚÓ‰ ı‡‡ÍÚÂËÒÚË˜ÂÒÍËı
ÙÛÌÍˆËÈ, ÍÓÚÓ˚È ¯ËÓÍÓ ÔËÏÂÌflÂÚÒfl ‚ ÒÓ‚ÂÏÂÌÌÓÈ ÚÂÓËË ‚ÂÓflÚÌÓÒÚÂÈ
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é·˘ÂÂ Â¯ÂÌËÂ Û‡‚ÌÂÌËfl (4.183)

ϕ0 = acos(ω0t + β)

ÔÓÒÎÂ ÔÓ‰ÒÚ‡ÌÓ‚ÍË ‚ (4.184) ÔË‚Ó‰ËÚ Í ÒÎÂ‰Û˛˘ÂÏÛ ‚˚‡ÊÂÌË˛
‰Îfl ϕ1:

ÒÓ‰ÂÊ‡˘ÂÏÛ Ï‡Î˚Â ÁÌ‡ÏÂÌ‡ÚÂÎË ÔË ω = ±ω0. èË ÔÓ‰ÒÚ‡ÌÓ‚ÍÂ
Â„Ó ‚ (4.185) ‚ÓÁÌËÍ‡˛Ú ÂÁÓÌ‡ÌÒÌ˚Â ÒÎ‡„‡ÂÏ˚Â, ÍÓÚÓ˚Â ÔË‚Ó-
‰flÚ Í ‚ÂÍÓ‚˚Ï ÒÎ‡„‡ÂÏ˚Ï, ÔÓÔÓˆËÓÌ‡Î¸Ì˚Ï t, ‚ ‚˚‡ÊÂÌËË
‰Îfl ϕ2. Ç ËÚÓ„Â ÔflÏÓÂ ‡ÁÎÓÊÂÌËÂ ÌÂÔË„Ó‰ÌÓ ËÁ-Á‡ ÔËÒÛÚÒÚ-
‚Ëfl ‚ ϕ ‚ÂÍÓ‚˚ı ˜ÎÂÌÓ‚ Ë ÔÓfl‚ÎÂÌËfl Ï‡Î˚ı ÁÌ‡ÏÂÌ‡ÚÂÎÂÈ. ÖÒÎË
‡ÒÒÏ‡ÚË‚‡Ú¸ ‚ ‡ÁÎÓÊÂÌËË (4.182) ˜ÎÂÌ˚ ·ÓÎÂÂ ‚˚ÒÓÍÓ„Ó ÔÓ-
fl‰Í‡, ÚÓ Ï‡Î˚Â ÁÌ‡ÏÂÌ‡ÚÂÎË ‚ÓÁÌËÍ‡˛Ú ÔË

ω = 0,   ω = ±�
ω
n

0� (n = 1, 2, 3, …).

ç‡È‰ÂÏ ÔË·ÎËÊÂÌÌÓÂ ‚˚‡ÊÂÌËÂ ϕ(t) ‰Îfl ÔË Ï‡Î˚ı ε ÏÂÚÓ-
‰ÓÏ ÏÌÓ„Ëı Ï‡Ò¯Ú‡·Ó‚. èÓ‰ÒÚ‡‚ËÏ ‡ÁÎÓÊÂÌËÂ

ϕ(t) = ϕ0(t, εt) + εϕ1(t, εt) + O(ε2)

‚ Û‡‚ÌÂÌËÂ (4.163) Ë ÔË‡‚ÌflÂÏ ÍÓ˝ÙÙËˆËÂÌÚ˚ ÔË ε0 Ë ε1. èÓ-
ÎÛ˜‡ÂÏ

(4.186)

2ω0
2cos(2T0ω)ϕ0(T0, T1) + ω0

2ϕ1(T0, T1) +

+ (4.187)

„‰Â, Í‡Í Ë ‡ÌÂÂ, Ó·ÓÁÌ‡˜ËÎË t = T0; εt = T1. é·˘ÂÂ Â¯ÂÌËÂ Û‡‚-
ÌÂÌËfl (4.186)

ϕ0(T0, T1) = a(T1)cos(ω0, T0 + β(T1)) (4.188)
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ω ω β
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2
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+( ) +[ ]
+












a t tcos –

–
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ÒËÏÓÂ Â¯ÂÌËÂ fl‚ÎflÂÚÒfl ÔÂËÓ‰Ë˜ÂÒÍËÏ Ò ÔÂËÓ‰ÓÏ T(γ = 0), ÎË-
·Ó Ò 2T(γ = iπ). áÌ‡˜ÂÌËfl |β| = 1 ÓÚ‰ÂÎfl˛Ú Ó·Î‡ÒÚ¸ ÛÒÚÓÈ˜Ë‚˚ı Â-
¯ÂÌËÈ ÓÚ ÌÂÛÒÚÓÈ˜Ë‚˚ı Ë Ì‡Á˚‚‡˛ÚÒfl ÔÂÂıÓ‰Ì˚ÏË.

éÚÏÂÚËÏ ÓÚÎË˜ËÂ ÂÁÓÌ‡ÌÒ‡ ‚ ÎËÌÂÈÌ˚ı ÒËÒÚÂÏ‡ı ÔË ‚˚-
ÌÛÊ‰ÂÌÌ˚ı ÍÓÎÂ·‡ÌËflı ÓÚ Ô‡‡ÏÂÚË˜ÂÒÍÓ„Ó. èË ‚˚ÌÛÊ‰ÂÌ-
Ì˚ı ÍÓÎÂ·‡ÌËflı ÂÁÓÌ‡ÌÒ ÔÓËÒıÓ‰ËÚ, ÍÓ„‰‡ ˜‡ÒÚÓÚ‡ ‚ÓÁÏÛ˘Â-
ÌËÈ ÒÓ‚Ô‡‰‡ÂÚ Ò ˜‡ÒÚÓÚÓÈ ÒÓ·ÒÚ‚ÂÌÌ˚ı ÍÓÎÂ·‡ÌËÈ ÒËÒÚÂÏ˚. ùÚÓ
ÛÒËÎÂÌËÂ ÓÒÛ˘ÂÒÚ‚ÎflÂÚÒfl Á‡ Ò˜ÂÚ ÔËÚÓÍ‡ ˝ÌÂ„ËË, Ë ÂÁÓÌ‡ÌÒ
ÔÓËÒıÓ‰ËÚ, ‰‡ÊÂ ÂÒÎË ÒËÒÚÂÏ‡ ‚ Ì‡˜‡Î¸Ì˚È ÏÓÏÂÌÚ ·˚Î‡ ‚ ÔÓ-
ÎÓÊÂÌËË ‡‚ÌÓ‚ÂÒËfl. ÄÏÔÎËÚÛ‰‡ ÍÓÎÂ·‡ÌËÈ ‡ÒÚÂÚ ÔÓÔÓˆËÓ-
Ì‡Î¸ÌÓ t (‡ËÙÏÂÚË˜ÂÒÍ‡fl ÔÓ„ÂÒÒËfl). èË Ô‡‡ÏÂÚË˜ÂÒÍÓÏ
ÂÁÓÌ‡ÌÒÂ ÒÓÒÚÓflÌËÂ ‡‚ÌÓ‚ÂÒËfl ÌÂÛÒÚÓÈ˜Ë‚Ó. èË Î˛·ÓÏ Ï‡ÎÓÏ
‚ÓÁÏÛ˘ÂÌËË ÍÓÎÂ·‡ÌËfl ‚ÓÁ‡ÒÚ‡˛Ú ÔË ÏÌÓ„Ëı ˜‡ÒÚÓÚ‡ı ‚ÓÁ·ÛÊ-
‰ÂÌËfl. ÄÏÔÎËÚÛ‰‡ ÍÓÎÂ·‡ÌËÈ ÔÓ‚˚¯‡ÂÚÒfl ÔÓ ˝ÍÒÔÓÌÂÌˆË‡Î¸ÌÓ-
ÏÛ Á‡ÍÓÌÛ („ÂÓÏÂÚË˜ÂÒÍ‡fl ÔÓ„ÂÒÒËfl).

êÂ¯ÂÌËÂ Û‡‚ÌÂÌËÈ ïËÎÎ‡ ‰ÂÚ‡Î¸ÌÓ ËÒÒÎÂ‰Ó‚‡ÌÓ ÚÓÎ¸ÍÓ ‰Îfl
ÌÂÍÓÚÓ˚ı ˜‡ÒÚÌ˚ı ‚Ë‰Ó‚ ÙÛÌÍˆËË ω(t). ìÒÎÓ‚Ëfl ‚ÓÁÌËÍÌÓ‚ÂÌËfl
Ô‡‡ÏÂÚË˜ÂÒÍÓ„Ó ÂÁÓÌ‡ÌÒ‡ ËÒÒÎÂ‰Ó‚‡Ì˚ ‰ÂÚ‡Î¸ÌÓ ‰Îfl Û‡‚ÌÂ-
ÌËfl å‡Ú¸Â (4.163). Ö„Ó ı‡‡ÍÚÂËÒÚË˜ÂÒÍËÂ ÔÓÍ‡Á‡ÚÂÎË γ Á‡‚ËÒflÚ
ÚÓÎ¸ÍÓ ÓÚ ÁÌ‡˜ÂÌËÈ ω, ε Ë ÌÂ Á‡‚ËÒflÚ ÓÚ Ì‡˜‡Î¸Ì˚ı ‰‡ÌÌ˚ı. ÑÎfl
Í‡Ê‰ÓÈ Ô‡˚ ÁÌ‡˜ÂÌËÈ ω, ε ÏÓÊÌÓ ÛÒÚ‡ÌÓ‚ËÚ¸ Ó·Î‡ÒÚË ÛÒÚÓÈ˜Ë-
‚ÓÒÚË ‚ ÔÎÓÒÍÓÒÚË ω, ε. ëÓÓÚ‚ÂÚÒÚ‚Û˛˘ËÂ „‡ÙËÍË ÔË‚Â‰ÂÌ˚ ‚
ÒÔÂˆË‡Î¸Ì˚ı ÏÓÌÓ„‡ÙËflı. á‰ÂÒ¸ Ï˚ ‚˚flÒÌËÏ ÛÒÎÓ‚ËÂ ‚ÓÁÌËÍ-
ÌÓ‚ÂÌËfl Ô‡‡ÏÂÚË˜ÂÒÍÓ„Ó ÂÁÓÌ‡ÌÒ‡ ÔË ε << 1, ÍÓ„‰‡ ÏÓÊÌÓ
Ì‡ÈÚË ÔË·ÎËÊÂÌÌ˚Â Â¯ÂÌËfl.

4.6.2. ÄÌ‡ÎËÚË˜ÂÒÍÓÂ Â¯ÂÌËÂ Û‡‚ÌÂÌËfl å‡Ú¸Â 
ÔË Ï‡Î˚ı ÁÌ‡˜ÂÌËflı Ô‡‡ÏÂÚ‡ ÌÂÎËÌÂÈÌÓÒÚË

èÓÒÚÓËÏ ‚Ì‡˜‡ÎÂ Â¯ÂÌËÂ Û‡‚ÌÂÌËfl å‡Ú¸Â ÔË Ï‡Î˚ı ε
ÔflÏ˚Ï ‡ÁÎÓÊÂÌËÂÏ. èÓ‰ÒÚ‡‚Îflfl fl‰

ϕ(t) = ϕ0(t) + εϕ1(t) + ε2ϕ2(t) (4.182)

‚ (4.163) Ë ÔË‡‚ÌË‚‡fl ÌÛÎ˛ ÍÓ˝ÙÙËˆËÂÌÚ˚ ÔË Ó‰ËÌ‡ÍÓ‚˚ı
ÒÚÂÔÂÌflı ε, ÔÓÎÛ˜‡ÂÏ

ϕ̈0 + ω0
2ϕ0 = 0; (4.183)

ϕ̈1 + ω0
2ϕ1 + 2ω0

2cos2ωtϕ0 = 0; (4.184)

ϕ̈2 + ω0
2ϕ1 + 2ω0

2cos2ωtϕ1 = 0. (4.185)
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êÂ¯ÂÌËfl ˝ÚÓÈ ÒËÒÚÂÏ˚ Ë˘ÂÏ ‚ ‚Ë‰Â w1(T1) = v1e
sT1 Ë w2(T1) =

= v2e
sT1, ˜ÚÓ ÓÍ‡Á˚‚‡ÂÚÒfl ‚ÓÁÏÓÊÌ˚Ï ÔË ‚˚ÔÓÎÌÂÌËË ÛÒÎÓ‚ËÈ 

Ë

(4.194)

íÓ„‰‡ ÔÓÒÎÂ ÔÓÒÚ˚ı ÔÂÓ·‡ÁÓ‚‡ÌËÈ Â¯ÂÌËÂ (4.188) ÔË‚Ó‰ËÚ-
Òfl Í ‚Ë‰Û

ϕ(t) = w1cosωt + w2sinωt + O(ε), (4.195)

„‰Â

(4.196)

w2 = c1e
εst + c2e

–εst.

á‰ÂÒ¸ ω ‚˚‡Ê‡ÂÚÒfl ÙÓÏÛÎÓÈ (4.190), c1 Ë c2 ÂÒÚ¸ ÙÛÌÍˆËË T2,
T3,… Ë ‚ Ì‡¯ÂÏ ÔË·ÎËÊÂÌËË fl‚Îfl˛ÚÒfl ÔÓÒÚÓflÌÌ˚ÏË.

ìÒÎÓ‚ËÂÏ Ô‡‡ÏÂÚË˜ÂÒÍÓ„Ó ÂÁÓÌ‡ÌÒ‡ fl‚ÎflÂÚÒfl ‚Â˘ÂÒÚ‚ÂÌ-
ÌÓÒÚ¸ s, ˜ÚÓ ËÏÂÂÚ ÏÂÒÚÓ ‚ ÛÁÍÓÏ ËÌÚÂ‚‡ÎÂ ˜‡ÒÚÓÚ ω ¯ËËÌÓÈ 

εω0. ÑÂÈÒÚ‚ËÚÂÎ¸ÌÓ, ËÁ ÛÒÎÓ‚Ëfl (4.194) – �
ω
2

0� < σ < + �
ω
2

0� Ë (4.190) 

ÔÓÎÛ˜‡ÂÏ ËÌÚÂ‚‡Î ˜‡ÒÚÓÚ

(4.197)

‰Îfl ‚ÓÁ·ÛÊ‰ÂÌËfl Ô‡‡ÏÂÚË˜ÂÒÍÓ„Ó ÂÁÓÌ‡ÌÒ‡.
ÖÒÎË s – ÏÌËÏ‡fl ‚ÂÎË˜ËÌ‡, ÚÓ ϕ ÓÒˆËÎÎËÛÂÚ Ò Û‚ÂÎË˜ÂÌËÂÏ

t. èÓ˝ÚÓÏÛ „‡ÌËˆ˚, ÍÓÚÓ˚Â ‡Á‰ÂÎfl˛Ú Ó·Î‡ÒÚË ÛÒÚÓÈ˜Ë‚ÓÒ-
ÚË Ë ÌÂÛÒÚÓÈ˜Ë‚ÓÒÚË, Á‡‰‡˛ÚÒfl ‚ ÔÂ‚ÓÏ ÔË·ÎËÊÂÌËË ‡‚ÂÌÒÚ-
‚‡ÏË

(4.198)ω ω ε= ±



0 1

2
.

ω ε ω ω ε
0 01

2
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ÔÓÒÎÂ ÔÓ‰ÒÚ‡ÌÓ‚ÍË ‚ (4.187) Â‰ÛˆËÛÂÚ Â„Ó Í ÒÎÂ‰Û˛˘ÂÏÛ ‚Ë‰Û:

+ ω0
2a(T1)cos((2ω + ω0)T0 + β(T1)) – 2ω0a′(T1)sin(ω0T0 + β1) – 

– 2ω0cos(ω0T0 + β1(T1))β′(T1) = 0. (4.189)

ê‡ÒÒÏÓÚËÏ Ó·Î‡ÒÚ¸ ÁÌ‡˜ÂÌËÈ ˜‡ÒÚÓÚ ω ‚·ÎËÁË ω0 Ò Ô‡‡ÏÂÚ-
ÓÏ ‡ÒÒÚÓÈÍË σ:

ω = ω0 + εσ. (4.190)

íÓ„‰‡ ‚ ÎÂ‚ÓÈ ˜‡ÒÚË Û‡‚ÌÂÌËfl (4.189) ÚÂÚ¸Â ÒÎ‡„‡ÂÏÓÂ

ω0
2a(T1)cos((2ω – ω0)T0 – β(T1)) = ω0

2a(T1)cos(ω0T0 + 2σT1 – β(T1)),

ÔflÚÓÂ Ë ¯ÂÒÚÓÂ ÒÎ‡„‡ÂÏ˚Â ·Û‰ÛÚ ÂÁÓÌ‡ÌÒÌ˚ÏË. ê‡ÁÎÓÊËÏ ÒÛÏÏÛ
˝ÚËı ÒÎ‡„‡ÂÏ˚ı ÔÓ ÙÛÌÍˆËflÏ cosω0T0 Ë sinω0T0. ÑÎfl ËÒÍÎ˛˜ÂÌËfl ‚Â-
ÍÓ‚˚ı ̃ ÎÂÌÓ‚ ‚ Â¯ÂÌËË ‰Îfl ϕ1(T1) ÔË‡‚ÌflÂÏ ÌÛÎ˛ ÍÓ˝ÙÙËˆËÂÌ-
Ú˚ ÔÂÂ‰ ˝ÚËÏË ÙÛÌÍˆËflÏË. Ç ÂÁÛÎ¸Ú‡ÚÂ ÔÓÎÛ˜‡˛ÚÒfl Û‡‚ÌÂÌËfl

a′(T1) = – �
1

2
� ω0a(T1)sinγ(T1); (4.191)

γ ′(T1) = 2σ – ω0cosγ(T1),

„‰Â

γ(T1) = 2(T1σ – β(T1)). (4.192)

éÚÒ˛‰‡ ‚ ÔÂÂÏÂÌÌ˚ı

˝ÚË ‚˚‡ÊÂÌËfl Á‡ÔËÒ˚‚‡˛ÚÒfl ‚ ‚Ë‰Â ÒËÒÚÂÏ˚ ÎËÌÂÈÌ˚ı ‰ËÙÙÂ-
ÂÌˆË‡Î¸Ì˚ı Û‡‚ÌÂÌËÈ

(4.193)
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è‡‡ÏÂÚË˜ÂÒÍËÈ ÂÁÓÌ‡ÌÒ ‚ÓÁÌËÍ‡ÂÚ Ú‡ÍÊÂ Ì‡ ˜‡ÒÚÓÚ‡ı 

„‰Â n – ˆÂÎÓÂ. ç‡ÎË˜ËÂ Ï‡ÎÓ„Ó Á‡ÚÛı‡ÌËfl ÔË‚Ó‰ËÚ Í

ÒÛÊÂÌË˛ Ó·Î‡ÒÚË ÌÂÛÒÚÓÈ˜Ë‚ÓÒÚË. ÑÓ·‡‚Í‡ ÒÎ‡„‡ÂÏÓ„Ó 2εµϕ.

(µ > 0) ‚ Û‡‚ÌÂÌËÂ (4.163) ÔË‚Ó‰ËÚ Í ÔÓfl‚ÎÂÌË˛ ‚ Ô‡‚ÓÈ ˜‡ÒÚË
ÙÓÏÛÎ˚ (4.195) ÏÌÓÊËÚÂÎfl e2εµt. èÓ˝ÚÓÏÛ ‡ÏÔÎËÚÛ‰‡ ‚ÓÁ‡ÒÚ‡ÂÚ
ÔË ‚˚ÔÓÎÌÂÌËË ÛÒÎÓ‚Ëfl –2µ + s > 0 (s > 0), „‰Â s ÓÔÂ‰ÂÎflÂÚÒfl
ÙÓÏÛÎÓÈ (4.194). Ç ˝ÚÓÏ ÒÎÛ˜‡Â ‰Îfl ÂÁÓÌ‡ÌÒÌÓÈ Ó·Î‡ÒÚË Ï˚
ÔÓÎÛ˜‡ÂÏ ÛÒÎÓ‚ËÂ

(4.199)

ÒÛÊ‡˛˘ÂÂ Ó·Î‡ÒÚ¸ Ô‡‡ÏÂÚË˜ÂÒÍÓ„Ó ÂÁÓÌ‡ÌÒ‡. èË ˝ÚÓÏ ¯Ë-
ËÌ‡ ÂÁÓÌ‡ÌÒ‡ ÛÏÂÌ¸¯‡ÂÚÒfl Í‡Í εnω0.

ç‡ ËÒ. 4.23, 4.24 ÔÓÍ‡Á‡Ì˚ ÂÁÛÎ¸Ú‡Ú˚ ˜ËÒÎÂÌÌÓ„Ó Ò˜ÂÚ‡
Û‡‚ÌÂÌËfl (4.163) Ò Ì‡˜‡Î¸Ì˚ÏË ÛÒÎÓ‚ËflÏË ϕ(0), ϕ′(0) = 0,01; Ô‡-
‡ÏÂÚ‡ÏË ω0 = 1, ε = 0,01, ω = 1,07 Ë ω0 = 1, ε = 0,1, ω = 0,97 ÒÓ-
ÓÚ‚ÂÚÒÚ‚ÂÌÌÓ. ÇË‰ÌÓ, ˜ÚÓ ‚ ÔÂ‚ÓÏ ÒÎÛ˜‡Â ‚ÌÂ ÁÓÌ˚ Ô‡‡ÏÂÚË-
˜ÂÒÍÓ„Ó ÂÁÓÌ‡ÌÒ‡ Â¯ÂÌËfl ÔÂ‰ÒÚ‡‚Îfl˛Ú ÒÓ·ÓÈ ÍÓÎÂ·‡ÌËfl ÚËÔ‡
·ËÂÌËÈ. ÇÓ ‚ÚÓÓÏ ÒÎÛ˜‡Â ÛÒÎÓ‚Ëfl (4.197) Û‰Ó‚ÎÂÚ‚Ófl˛ÚÒfl Ë ÍÓ-
ÎÂ·‡ÌËfl ˝ÍÒÔÓÌÂÌˆË‡Î¸ÌÓ ‚ÓÁ‡ÒÚ‡˛Ú ÒÓ ‚ÂÏÂÌÂÏ.
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êËÒ. 4.23

êËÒ. 4.24



ì‡‚ÌÂÌËÂ ‰‚ËÊÂÌËfl ‰Îfl ‚ÂÍ-
ÚÓ‡ rr

→
= (rr

→
2 – rr

→
1)

ÏÓÊÌÓ Á‡ÔËÒ‡Ú¸ ‚ ‚Ë‰Â

µr
→̈

= F
→

21(r), (5.5)

„‰Â ‚ÂÎË˜ËÌ‡ µ

(5.6)

ÌÓÒËÚ Ì‡Á‚‡ÌËÂ ÔË‚Â‰ÂÌÌÓÈ Ï‡ÒÒ˚. Ç˚‡ÊÂÌËÂ (5.6) ÒÓ‚Ô‡‰‡ÂÚ Ò
Û‡‚ÌÂÌËÂÏ ˜‡ÒÚËˆ˚ Ò Ï‡ÒÒÓÈ µ ‚ ÔÓÎÂ ˆÂÌÚ‡Î¸Ì˚ı ÒËÎ F

→
21(r). í‡-

ÍËÏ Ó·‡ÁÓÏ, Á‡‰‡˜‡ ‰‚Ûı ÚÂÎ ‚ ËÌÂˆË‡Î¸ÌÓÈ ÒËÒÚÂÏÂ ÓÚÒ˜ÂÚ‡ ÒÛ-
˘ÂÒÚ‚ÂÌÌÓ ÛÔÓ˘‡ÂÚÒfl ‡ÁÎÓÊÂÌËÂÏ ‰‚ËÊÂÌËfl ˜‡ÒÚËˆ ÓÚÌÓÒË-
ÚÂÎ¸ÌÓ ˆÂÌÚ‡ Ï‡ÒÒ Ë Â„Ó ‡‚ÌÓÏÂÌÓ„Ó ‰‚ËÊÂÌËfl ÓÚÌÓÒËÚÂÎ¸ÌÓ
ËÌÂˆË‡Î¸ÌÓÈ ÒËÒÚÂÏ˚ ÓÚÒ˜ÂÚ‡. èÓ Â¯ÂÌË˛ ˝ÚÓÈ Á‡‰‡˜Ë rr

→
= r(t)

ÏÓÊÌÓ Ì‡ÈÚË Ú‡ÂÍÚÓËË Í‡Ê‰ÓÈ ËÁ ̃ ‡ÒÚËˆ ÔÓ ÙÓÏÛÎ‡Ï (5.3), (5.4).

5.2. áÄÑÄóÄ äÖèãÖêÄ

ñÂÎ¸ ÙËÁËÍË Í‡Í Ì‡ÛÍË – ÍÓÌÒÚ‡ÚËÓ‚‡Ú¸
Ë Ó·˙flÒÌflÚ¸ ‚Ë‰ËÏ˚Â fl‚ÎÂÌËfl, ÍÎ‡ÒÒËÙËˆË-
Ó‚‡Ú¸ Ë Ó·Ó·˘‡Ú¸ Ù‡ÍÚ˚; ÓÚÍ˚‚‡Ú¸ ÒÍ˚-
ÚÓÂ Â‰ËÌÒÚ‚Ó Ë ÔÓÒÚÓflÌÒÚ‚Ó ÔËÓ‰˚ ÒÂ‰Ë
Í‡ÊÛ˘Â„ÓÒfl ‡ÁÌÓÓ·‡ÁËfl Ë ËÁÏÂÌ˜Ë‚ÓÒÚË;
ÔÓÒÚÓËÚ¸, ÔÓ Í‡ÈÌÂ ÏÂÂ ÓÚ˜‡ÒÚË, ËÒÚÓË˛
‚ÌÂ¯ÌÂ„Ó ÏË‡, ÔËÒÔÓÒÓ·ÎÂÌÌÛ˛ Í ÔÓÌËÏ‡-
ÌË˛ ˜ÂÎÓ‚ÂÍ‡; ‰‡Ú¸ ÓÚ˜ÂÚ Ó ÔÓ¯Î˚ı fl‚ÎÂÌË-
flı Ë ÔÂ‰‚Ë‰ÂÚ¸ ·Û‰Û˘ËÂ, ËÁÛ˜‡Ú¸ flÁ˚Í Ë ËÒ-
ÚÓÎÍÓ‚˚‚‡Ú¸ ÔÓÓ˜ÂÒÚ‚‡ ÇÒÂÎÂÌÌÓÈ.

Ç.ê. É‡ÏËÎ¸ÚÓÌ

ê‡ÒÒÏÓÚËÏ ‰‚ËÊÂÌËÂ ˜‡ÒÚËˆ˚ Ï‡ÒÒ˚ m ‚ ÚÂıÏÂÌÓÏ ÔÓ-
ÒÚ‡ÌÒÚ‚Â ÔÓ‰ ‰ÂÈÒÚ‚ËÂÏ ˆÂÌÚ‡Î¸ÌÓÈ ÒËÎ˚, Á‡‚ËÒfl˘ÂÈ ÚÓÎ¸ÍÓ

µ =
+

m m

m m
1 2

1 2

F
m m

F
m m

m m
21

1 2
21

1 2

1 2

1 1r r
= +







= +

  

d

dt
r r

F

m

F

m

2

2 2 1
21

2

12

1

r r
r r

– –( ) = =
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ìÊÂ ÒÚ‡ÌÓ‚ËÎÓÒ¸ flÒÌ˚Ï, ˜ÚÓ Â¯ÂÌËÂ Ó·-
˘ÂÈ Á‡‰‡˜Ë ‰‚ËÊÂÌËfl ÚÂı ÚÂÎ ‚ÓÓ·˘Â ÌÂ ÏÓ-
ÊÂÚ ·˚Ú¸ ÔÓÎÛ˜ÂÌÓ ‚ÔÓÎÌÂ ÚÓ˜ÌÓ. åÓÊÌÓ ÒÓ-
ÒÚ‡‚ËÚ¸ Û‡‚ÌÂÌËfl, ÒÓÓÚ‚ÂÚÒÚ‚Û˛˘ËÂ ˝ÚÓÈ ÔÓ-
·ÎÂÏÂ, ÌÓ Á‡ÚÂÏ ‚ÒÚ‡ÂÚ Á‡‰‡˜‡ Ëı ËÌÚÂ„ËÓ‚‡-
ÌËfl. éÌ‡ ÓÍ‡Á‡Î‡Ò¸ ÒÚÓÎ¸ ÚÛ‰ÌÓÈ, ÔÓ Í‡ÈÌÂÈ
ÏÂÂ, ÔË ÚÓ„‰‡¯ÌÂÏ ÒÓÒÚÓflÌËË Ï‡ÚÂÏ‡ÚËÍË,
˜ÚÓ äÎÂÓ Ï‡ıÌÛÎ Ì‡ ˝ÚË Û‡‚ÌÂÌËfl ÛÍÓÈ, ÒÍ‡-
Á‡‚: «èÛÒÚ¸ ËÌÚÂ„ËÛÂÚ, ÍÚÓ ÒÏÓÊÂÚ».

Å.Ä. ÇÓÓÌˆÓ‚-ÇÂÎ¸flÏËÌÓ‚. ã‡ÔÎ‡Ò

5.1. áÄÑÄóÄ ÑÇìï íÖã

ê‡ÒÒÏÓÚËÏ ‰ËÌ‡ÏËÍÛ ‰‚Ûı ˜‡ÒÚËˆ Ò Ï‡ÒÒ‡ÏË Ë m2, ‡‰ËÛÒ‡ÏË-
‚ÂÍÚÓ‡ÏË r

→
1 Ë r

→
2 ‚ ÌÂÍÓÚÓÓÈ ÔÓËÁ‚ÓÎ¸ÌÓÈ ËÌÂˆË‡Î¸ÌÓÈ ÒËÒÚÂÏÂ

ÓÚÒ˜ÂÚ‡ K Ë ÔÓÚÂÌˆË‡Î¸ÌÓÈ ˝ÌÂ„ËÂÈ ‚Á‡ËÏÓ‰ÂÈÒÚ‚Ëfl U = (|r
→

1 – r
→

2|).
ä‡Í ·˚ÎÓ ÔÓÍ‡Á‡ÌÓ ‡ÌÂÂ, ‡‰ËÛÒ-‚ÂÍÚÓ ˆÂÌÚ‡ Ï‡ÒÒ:

(5.1)

‰‚ËÊÂÚÒfl ‡‚ÌÓÏÂÌÓ Ë ÔflÏÓÎËÌÂÈÌÓ ‚ Î˛·ÓÈ ËÌÂˆË‡Î¸ÌÓÈ
ÒËÒÚÂÏÂ ÓÚÒ˜ÂÚ‡ (ÒÏ. (2.101)).

é·ÒÛ‰ËÏ ‰‚ËÊÂÌËÂ ÒËÒÚÂÏ˚ ‚ ÒËÒÚÂÏÂ ÓÚÒ˜ÂÚ‡, Ò‚flÁ‡ÌÌÓÈ Ò
ˆÂÌÚÓÏ Ï‡ÒÒ. èÛÒÚ¸ r

→
1′ Ë r

→
2′ – ‡‰ËÛÒ˚-‚ÂÍÚÓ˚ ˜‡ÒÚËˆ ‚ ÒËÒÚÂÏÂ

ˆÂÌÚ‡ Ï‡ÒÒ, ÚÓ„‰‡ (ËÒ. 5.1):

rr
→

1 = r
→

1′ + R
→

,   rr
→

2 = r
→

2′ + R
→

. (5.2)

èflÏ˚Â ‚˚˜ËÒÎÂÌËfl ÔÓÍ‡Á˚‚‡˛Ú, ˜ÚÓ ‚ÂÍÚÓ˚ r
→

1′ Ë r
→

2′ ÔÓ-
ÔÓˆËÓÌ‡Î¸Ì˚ ‚ÂÍÚÓÛ ÓÚÌÓÒËÚÂÎ¸ÌÓ„Ó ‡ÒÒÚÓflÌËfl rr

→
= (rr

→
2 – rr

→
1):

(5.3)

(5.4)

‡ ‚ÂÍÚÓ˚ r
→

1′ Ë r
→

2′ ‡ÌÚËÔ‡‡ÎÎÂÎ¸Ì˚, ˜ÚÓ Ë ÔÓÍ‡Á˚‚‡ÂÚ ËÒ. 5.1.
  

r r r r
′ = =

+
r r R

m

m m
r2 2

1

1 2

– – ,

  

r r r r
r r

r
′= = ⋅ + ⋅

+
=

+
r r R r

m r m r

m m

m

m m
r1 1 1

1 1 2 2

1 2

2

1 2

– – ;

  

r r r

R
m r m r

m m
= ⋅ + ⋅

+
1 1 2 2

1 2
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ÚËÏ ÚÓ˜ÍÛ, ‰‚ËÊÛ˘Û˛Òfl ÔÓ ÌÂ-
ÍÓÚÓÓÈ ÍË‚ÓÈ. á‡ ‚ÂÏfl dt ÔÂ-
ÂÏÂ˘ÂÌËÂ ˜‡ÒÚËˆ˚ ‡‚ÌÓ drr

→
, Ë

ÔÎÓ˘‡‰¸ ÚÂÛ„ÓÎ¸ÌËÍ‡ |dS
→

|, Á‡ÏÂ-
Ú‡ÂÏÓ„Ó ‚ÂÍÚÓÓÏ rr

→
(ËÒ. 5.2), 

‡‚Ì‡ èÓ˝ÚÓÏÛ ÒÂÍÚÓ-

Ë‡Î¸Ì‡fl ÒÍÓÓÒÚ¸ – ˝ÚÓ ÔÎÓ-
˘‡‰¸, Ó˜Â˜Ë‚‡ÂÏ‡fl ‡‰ËÛÒÓÏ-‚ÂÍÚÓÓÏ Á‡ Â‰ËÌËˆÛ ‚ÂÏÂÌË. á‡-
ÍÓÌ ÒÓı‡ÌÂÌËfl ËÏÔÛÎ¸Ò‡ ÓÁÌ‡˜‡ÂÚ ÔÓÒÚÓflÌÒÚ‚Ó ÒÂÍÚÓË‡Î¸ÌÓÈ
ÒÍÓÓÒÚË – Á‡ ‡‚Ì˚Â ÔÓÏÂÊÛÚÍË ‚ÂÏÂÌË ‡‰ËÛÒ-‚ÂÍÚÓ ‰‚Ë-
ÊÛ˘ÂÈÒfl ÚÓ˜ÍË ÓÔËÒ˚‚‡ÂÚ ‡‚Ì˚Â ÔÎÓ˘‡‰Ë. ùÚÓÚ Á‡ÍÓÌ, Ì‡Á˚-
‚‡ÂÏ˚È ˜‡ÒÚÓ Á‡ÍÓÌÓÏ ÔÎÓ˘‡‰ÂÈ, ·˚Î ÓÚÍ˚Ú Â˘Â à. äÂÔÎÂÓÏ
ÔË ËÒÒÎÂ‰Ó‚‡ÌËË ‰‚ËÊÂÌËfl ÔÎ‡ÌÂÚ ‚ÓÍÛ„ ëÓÎÌˆ‡ (ÒÏ. „Î‡‚Û 1).

éÔÂ‰ÂÎËÏ ÔÓÎÓÊÂÌËÂ Ï‡ÚÂË‡Î¸ÌÓÈ ÚÓ˜ÍË ‚ ÔÎÓÒÍÓÒÚË (5.9)
ÔÓÎflÌ˚ÏË ÍÓÓ‰ËÌ‡Ú‡ÏË r Ë ϕ. Ç ˝ÚËı ÍÓÓ‰ËÌ‡Ú‡ı ÙÛÌÍˆËfl ã‡-
„‡ÌÊ‡ Á‡ÔËÒ˚‚‡ÂÚÒfl ‚ ‚Ë‰Â

(5.12)

Ë ÔË‚Ó‰ËÚ Í Û‡‚ÌÂÌËflÏ ‰‚ËÊÂÌËfl

mr̈ = mrϕ. 2 – �
dU

dr

(r)
�; (5.13)

�
d

d

t
� (r2ϕ. ) = 0. (5.14)

èÓÒÎÂ‰ÌÂÂ ‚˚‡ÊÂÌËÂ (5.14) fl‚ÎflÂÚÒfl ÒÎÂ‰ÒÚ‚ËÂÏ Á‡ÍÓÌ‡ ÒÓı‡-
ÌÂÌËfl z-ÍÓÏÔÓÌÂÌÚ˚ ÏÓÏÂÌÚ‡ ËÏÔÛÎ¸Ò‡

Mz = m(x
.
y – y

.
x) = mr2ϕ. = const. (5.15)

èÓÒÎÂ ÔÓ‰ÒÚ‡ÌÓ‚ÍË ‚ (5.13) ϕ. , ‚˚‡ÊÂÌÌÓÈ ˜ÂÂÁ ÏÓÏÂÌÚ ËÏ-
ÔÛÎ¸Ò‡:

ϕ. = �
m

M

r
z
2

� (5.16)

ÔÓÎÛ˜‡ÂÏ Û‡‚ÌÂÌËÂ

(5.17)
 
mr

M

mr

dU r

dr
z˙̇ – .= ( )2

3

L
m

x y U x y
m

r r U r= +( ) +( ) = +( ) ( )
2 2

2 2 2 2 2 2 2˙ ˙ – ˙ ˙ –ϕ

1
2

r r
r dr, .[ ]

ÓÚ ‡ÒÒÚÓflÌËfl r ÏÂÊ‰Û ˜‡ÒÚËˆÂÈ Ë ˆÂÌÚÓÏ ÒËÎ˚. ã‡„‡ÌÊË‡Ì Ú‡-
ÍÓÈ ÒËÒÚÂÏ˚

L = �
m

2
� r

→• 2 – U(r) (5.7)

Ë ÂÂ ‰ËÌ‡ÏËÍ‡ ÓÔÂ‰ÂÎfl˛ÚÒfl Á‡‰‡ÌÌÓÈ ÔÓÚÂÌˆË‡Î¸ÌÓÈ ˝ÌÂ„ËÂÈ
U(r). ëËÎ‡, ‰ÂÈÒÚ‚Û˛˘‡fl Ì‡ ˜‡ÒÚËˆÛ:

Ì‡Ô‡‚ÎÂÌ‡ ‚ Í‡Ê‰ÓÈ ÚÓ˜ÍÂ ‚‰ÓÎ¸ ‡‰ËÛÒ‡-‚ÂÍÚÓ‡ Ë ÔÓ ‡·ÒÓÎ˛Ú-
ÌÓÈ ‚ÂÎË˜ËÌÂ Á‡‚ËÒËÚ ÚÓÎ¸ÍÓ ÓÚ r. Ç Ú‡ÍÓÈ ÒËÒÚÂÏÂ ÒÓı‡Ìfl˛ÚÒfl
˝ÌÂ„Ëfl Ë ÏÓÏÂÌÚ ËÏÔÛÎ¸Ò‡ ˜‡ÒÚËˆ˚

M
→

= [rr
→
, p

→
] (5.8)

ÓÚÌÓÒËÚÂÎ¸ÌÓ ˆÂÌÚ‡ ÔÓÎfl. ìÏÌÓÊ‡fl (5.8) ÒÍ‡ÎflÌÓ Ì‡ rr
→
, ÔÓÎÛ˜‡-

ÂÏ ÒÓÓÚÌÓ¯ÂÌËÂ

Mxx + Myy + Mzz = 0. (5.9)

èÓÒÍÓÎ¸ÍÛ ÍÓÏÔÓÌÂÌÚ˚ ÏÓÏÂÌÚ‡ ËÏÔÛÎ¸Ò‡ ˜‡ÒÚËˆ˚ ÌÂ Á‡‚Ë-
ÒflÚ ÓÚ ‚ÂÏÂÌË, ÚÓ ˝ÚÓ ‚˚‡ÊÂÌËÂ ÔÂ‰ÒÚ‡‚ÎflÂÚ ÒÓ·ÓÈ Û‡‚ÌÂÌËÂ
ÔÎÓÒÍÓÒÚË, ÔÓıÓ‰fl˘ÂÈ ˜ÂÂÁ Ì‡˜‡ÎÓ ÍÓÓ‰ËÌ‡Ú Ë ÔÂÔÂÌ‰ËÍÛ-
ÎflÌÓÈ ‚ÂÍÚÓÛ M

→
. äÓÓ‰ËÌ‡Ú˚ ˜‡ÒÚËˆ˚ ‰ÓÎÊÌ˚ ‚ Í‡Ê‰˚È ÏÓ-

ÏÂÌÚ Û‰Ó‚ÎÂÚ‚ÓflÚ¸ ˝ÚÓÏÛ Û‡‚ÌÂÌË˛, Ë, ÒÎÂ‰Ó‚‡ÚÂÎ¸ÌÓ, Ú‡ÂÍ-
ÚÓËfl ‰‚ËÊÂÌËfl ˜‡ÒÚËˆ˚ fl‚ÎflÂÚÒfl ÔÎÓÒÍÓÈ ÍË‚ÓÈ. á‡ÔË¯ÂÏ ÏÓ-
ÏÂÌÚ ËÏÔÛÎ¸Ò‡ ‚ ‚Ë‰Â

(5.10)

„‰Â dS = �
1

2
�[rr

→
, d r

→
]. ÇÂÎË˜ËÌ‡

σ = �
d

d

S

t
� (5.11) 

Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl ÒÂÍÚÓË‡Î¸ÌÓÈ ÒÍÓÓÒÚ¸˛.
åÓ‰ÛÎ¸ ‚ÂÍÚÓÌÓ„Ó ÔÓËÁ‚Â‰ÂÌËfl ‰‚Ûı ‚ÂÍÚÓÓ‚ ‡‚ÂÌ ÔÎÓ-

˘‡‰Ë Ô‡‡ÎÎÂÎÓ„‡ÏÏ‡, ÔÓÒÚÓÂÌÌÓ„Ó Ì‡ ˝ÚËı ‚ÂÍÚÓ‡ı. ê‡ÒÒÏÓ-

  

r r r r
r r

M r p m r
dr

dt
m

dS

dt
= [ ] = 





=, , ,2

   

r
r

r

F
U

r
U r

U

r

r

r
= ∂

∂
= ( ) = ∂

∂
– – –grad
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Á‡‚ËÒËÏÓÒÚ¸ r(t), ÏÓÊÌÓ ÔÓÎÛ˜ËÚ¸ ÙÛÌÍˆË˛ ϕ(t), ËÌÚÂ„ËÛfl
Û‡‚ÌÂÌËÂ (5.16):

(5.21)

ê‡ÒÒÏÓÚËÏ ‰‚ËÊÂÌËÂ ‚ ˆÂÌÚ‡Î¸ÌÓÏ ÔÓÎÂ, ÍÓ„‰‡ ÔÓÚÂÌˆË-
‡Î¸Ì‡fl ˝ÌÂ„Ëfl Ó·‡ÚÌÓ ÔÓÔÓˆËÓÌ‡Î¸Ì‡ r:

U(r) = – �
α
r
�. (5.22)

ÖÒÎË α = γmM, „‰Â m – Ï‡ÒÒ‡ ÚÓ˜ÍË, M – Ï‡ÒÒ‡ ˆÂÌÚ‡Î¸ÌÓ„Ó ÚÂ-
Î‡, γ – ÛÌË‚ÂÒ‡Î¸Ì‡fl ÔÓÒÚÓflÌÌ‡fl Úfl„ÓÚÂÌËfl, ÚÓ (5.22) – ÔÓÚÂÌˆË-
‡Î¸Ì‡fl ˝ÌÂ„Ëfl Ì¸˛ÚÓÌÓ‚ÒÍÓ„Ó ÔÓÎfl Úfl„ÓÚÂÌËfl. èË ‚Á‡ËÏÓ‰ÂÈ-
ÒÚ‚ËË ‰‚Ûı ÚÓ˜ÂÍ Ò ˝ÎÂÍÚË˜ÂÒÍËÏË Á‡fl‰‡ÏË q1, q2 ÒÓÓÚ‚ÂÚÒÚ‚ÂÌ-
ÌÓ α = q1q2. èÓÎÂ Úfl„ÓÚÂÌËfl, Í‡Í ËÁ‚ÂÒÚÌÓ, ËÏÂÂÚ ı‡‡ÍÚÂ ÔËÚfl-
ÊÂÌËfl, ÍÛÎÓÌÓ‚ÒÍÓÂ ÔÓÎÂ ÏÓÊÂÚ ·˚Ú¸ Í‡Í ÔÓÎÂÏ ÔËÚflÊÂÌËfl,
Ú‡Í Ë ÓÚÚ‡ÎÍË‚‡ÌËfl.

ÑÎfl ÔÓÎÂÈ ÔËÚflÊÂÌËfl „‡ÙËÍ ˝ÙÙÂÍÚË‚ÌÓÈ ÔÓÚÂÌˆË‡Î¸ÌÓÈ
˝ÌÂ„ËË

(5.23)

ËÁÓ·‡ÊÂÌ Ì‡ ËÒ. 5.3. åËÌËÏÛÏ ˝ÙÙÂÍÚË‚ÌÓÈ ÔÓÚÂÌˆË‡Î¸ÌÓÈ
˝ÌÂ„ËË Ë ÒÓÓÚ‚ÂÚÒÚ‚ÂÌÌÓ ‡‰Ë‡Î¸ÌÓÈ ÍÓÏÔÓÌÂÌÚ˚ ÒËÎ˚ ÔÓÎÛ-
˜ËÏ ËÁ ÛÒÎÓ‚Ëfl

ÖÒÎË ˝ÌÂ„Ëfl ‡‚Ì‡ ÏËÌËÏÛÏÛ ˝ÙÙÂÍÚË‚ÌÓ„Ó ÔÓÚÂÌˆË‡Î‡

(5.24)

ÚÓ ‰‚ËÊÂÌËÂ ‚ÓÁÏÓÊÌÓ ÚÓÎ¸ÍÓ ÔË
Ó‰ÌÓÏ ÁÌ‡˜ÂÌËË

(5.25)
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ϕ ϕ= +∫

M

mr
dtz

2 0 .

í‡ÍËÏ Ó·‡ÁÓÏ, Á‡ÍÓÌ ÒÓı‡ÌÂÌËfl ÏÓÏÂÌÚ‡ ËÏÔÛÎ¸Ò‡ ÔÓÁ‚Ó-
ÎflÂÚ Ò‚ÂÒÚË Á‡‰‡˜Û Ó ‰‚ËÊÂÌËË ˜‡ÒÚËˆ˚ ‚ ˆÂÌÚ‡Î¸ÌÓÏ ÔÓÎÂ Í
‰‚ËÊÂÌË˛ ÍÓÌÒÂ‚‡ÚË‚ÌÓÈ ÒËÒÚÂÏ˚ Ò Ó‰ÌÓÈ ÒÚÂÔÂÌ¸˛ Ò‚Ó·Ó‰˚.
ùÌÂ„Ëfl E Ú‡ÍÓÈ ÒËÒÚÂÏ˚ ‡‚Ì‡

(5.18)

èÓ Ó·˘ÂÏÛ ‚Ë‰Û ÓÌ‡ ÒÓ‚Ô‡‰‡ÂÚ Ò ‚˚‡ÊÂÌËÂÏ (4.7) ‰Îfl Ó‰ÌÓ-
ÏÂÌÓ„Ó ‰‚ËÊÂÌËfl, ÚÓÎ¸ÍÓ ˝Í‚Ë‚‡ÎÂÌÚÌ‡fl ÔÓÚÂÌˆË‡Î¸Ì‡fl 

˝ÌÂ„Ëfl ÔÂ‰ÒÚ‡‚ÎflÂÚ ÒÓ·ÓÈ ÒÛÏÏÛ ÔÓÚÂÌˆË-

‡Î¸ÌÓÈ Ë ˆÂÌÚÓ·ÂÊÌÓÈ ˝ÌÂ„ËÈ ÇÂÎË˜ËÌ‡ ˆÂÌÚÓ·ÂÊ-

ÌÓÈ ÒËÎ˚ , ÒÓÓÚ‚ÂÚÒÚ‚Û˛˘‡fl ÔÓÒÎÂ‰ÌÂÈ, ‚˚‡-

Ê‡ÂÚÒfl ˜ÂÂÁ ÍÓÏÔÓÌÂÌÚÛ ÒÍÓÓÒÚË vc = rϕ. , Í‡Ò‡ÚÂÎ¸ÌÓÈ Í Ú‡ÂÍ-
ÚÓËË.

á‡ÍÓÌ ÒÓı‡ÌÂÌËfl ˝ÌÂ„ËË ‰‡ÂÚ ‚ÓÁÏÓÊÌÓÒÚ¸ ÔÓÎÌÓÒÚ¸˛ ËÒ-
ÒÎÂ‰Ó‚‡Ú¸ ‰‚ËÊÂÌËÂ ˜‡ÒÚËˆ˚. àÁ (5.18) ÒÎÂ‰ÛÂÚ ‚˚‡ÊÂÌËÂ ‰Îfl
‡‰Ë‡Î¸ÌÓÈ ÒÍÓÓÒÚË

(5.19)

èÓËÁ‚Â‰ÂÏ ‚ ˝ÚÓÏ Û‡‚ÌÂÌËË ‡Á‰ÂÎÂÌËÂ ÔÂÂÏÂÌÌ˚ı r Ë t Ë ‚˚-
ÔÓÎÌËÏ ËÌÚÂ„ËÓ‚‡ÌËÂ, Ó·ÓÁÌ‡˜‡fl ÔÓÒÚÓflÌÌÛ˛ ËÌÚÂ„ËÓ‚‡ÌËfl
Í‡Í t0:

(5.20)

ùÚ‡ Í‚‡‰‡ÚÛ‡ ÓÔÂ‰ÂÎflÂÚ ‡ÒÒÚÓflÌËÂ r ‰‚ËÊÛ˘ÂÈÒfl ÚÓ˜ÍË ÓÚ
ˆÂÌÚ‡ Í‡Í ÌÂfl‚ÌÛ˛ ÙÛÌÍˆË˛ ‚ÂÏÂÌË. èÓÒÎÂ ÚÓ„Ó Í‡Í Ì‡È‰ÂÌ‡
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ÔÓ ÓÍÛÊÌÓÒÚË Ò ÔÓÒÚÓflÌÌÓÈ Û„ÎÓ‚ÓÈ ÒÍÓÓÒÚ¸˛. èË E = Ufmin

‰‚ËÊÂÌËÂ ÓÚÒÛÚÒÚ‚ÛÂÚ, ‡ ÔË Ufmin < E < 0 Ó·Î‡ÒÚ¸ ËÁÏÂÌÂÌËfl r ÏÂ-
ÌflÂÚÒfl ‚ ËÌÚÂ‚‡ÎÂ rmin < r < rmax, ‰‚ËÊÂÌËÂ fl‚ÎflÂÚÒfl ÙËÌËÚÌ˚Ï Ë
Ú‡ÂÍÚÓËfl ˆÂÎËÍÓÏ ÎÂÊËÚ ‚ÌÛÚË ÍÓÎ¸ˆ‡, Ó„‡ÌË˜ÂÌÌÓ„Ó ÓÍ-
ÛÊÌÓÒÚflÏË r = rmin Ë r = rmax. ç‡ÍÓÌÂˆ, ÔË  E = 0 ‰‚ËÊÂÌËÂ ˜‡Ò-
ÚËˆ˚ ËÌÙËÌËÚÌÓ – ÂÂ Ú‡ÂÍÚÓËfl ÔËıÓ‰ËÚ ËÁ ·ÂÒÍÓÌÂ˜ÌÓÒÚË Ë
ÛıÓ‰ËÚ ‚ ·ÂÒÍÓÌÂ˜ÌÓÒÚ¸.

ç‡È‰ÂÏ ‰ËÙÙÂÂÌˆË‡Î¸ÌÓÂ Û‡‚ÌÂÌËÂ Ú‡ÂÍÚÓËË r = r(ϕ).
á‡ÏÂÚËÏ, ˜ÚÓ

ÒÎÂ‰Ó‚‡ÚÂÎ¸ÌÓ, ÒÓ„Î‡ÒÌÓ (5.16), (5.19), Á‡‚ËÒËÏÓÒÚ¸ ϕ(r) ÓÔÂ‰Â-
ÎflÂÚÒfl ËÌÚÂ„‡ÎÓÏ

(5.26)

„‰Â ξ = �
1

r
�. Ç˚‰ÂÎËÏ ‚ ÔÓ‰ÍÓÂÌÌÓÏ ‚˚‡ÊÂÌËË –Mz

2ξ2 + 2ξmα + 

+ 2mE ÔÓÎÌ˚È Í‚‡‰‡Ú

Ë ‚‚Â‰ÂÏ ÌÓ‚˚Â ÔÓÒÚÓflÌÌ˚Â

(5.27)

íÓ„‰‡ Ë ÔÓÒÎÂ ˝ÎÂ-

ÏÂÌÚ‡ÌÓ„Ó ËÌÚÂ„ËÓ‚‡ÌËfl ‚˚‡ÊÂÌËfl
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Ì‡ıÓ‰ËÏ Û‡‚ÌÂÌËÂ Ó·ËÚ˚ ‚ ‚Ë‰Â

�
p

r
� = 1 + εcosϕ. (5.28)

äÓÌÍÂÚÌ˚È ‚Ë‰ Ú‡ÂÍÚÓËË Á‡‚ËÒËÚ ÓÚ ÁÌ‡˜ÂÌËÈ Ô‡‡ÏÂÚ-
Ó‚ p, ε, ÍÓÚÓ˚Â ÓÔÂ‰ÂÎfl˛ÚÒfl ÔÓÎÓÊÂÌËÂÏ Ë ÒÍÓÓÒÚ¸˛ ˜‡ÒÚË-
ˆ˚ ‚ Ì‡˜‡Î¸Ì˚È ÏÓÏÂÌÚ. Ç˚‡ÊÂÌËÂ (5.28) ·ÓÎÂÂ ÔË‚˚˜ÌÓ ‚˚-
„Îfl‰ËÚ ‚ ‰ÂÍ‡ÚÓ‚˚ı ÍÓÓ‰ËÌ‡Ú‡ı x = rcosϕ, y = rsinϕ. ÇÓÁ‚Ó‰fl ‚
Í‚‡‰‡Ú ÒÓÓÚÌÓ¯ÂÌËÂ r = p – εx, ÔÓÎÛ˜‡ÂÏ Û‡‚ÌÂÌËÂ ÍË‚ÓÈ ‚ÚÓ-
Ó„Ó ÔÓfl‰Í‡

(5.29)

ä‡Í ÒÎÂ‰ÛÂÚ ËÁ (5.24), (5.27), ‰Îfl ÙËÌËÚÌÓ„Ó ‰‚ËÊÂÌËfl, ÍÓ„‰‡
Ufmin ≤ E < 0, Ô‡‡ÏÂÚ ε ÏÂÌflÂÚÒfl ‚ ËÌÚÂ‚‡ÎÂ 0 ≤ ε < 1. íÓ„‰‡
ÍË‚‡fl (5.29) ÂÒÚ¸ Û‡‚ÌÂÌËÂ ˝ÎÎËÔÒ‡

(5.30)

Ò ·ÓÎ¸¯ÓÈ (a) Ë Ï‡ÎÓÈ (b) ÔÓÎÛÓÒflÏË:

(5.31)

Ë ˆÂÌÚÓÏ ‚ ÚÓ˜ÍÂ (ËÒ. 5.4).

àÁ ‡Ì‡ÎËÚË˜ÂÒÍÓÈ „ÂÓÏÂÚËË ËÁ‚ÂÒÚÌÓ, ˜ÚÓ Ô‡‡ÏÂÚ  Ë
˝ÍÒˆÂÌÚËÒËÚÂÚ ε ˝ÎÎËÔÒ‡ ÓÔÂ‰ÂÎfl˛ÚÒfl ˜ÂÂÁ ÔÓÎÛÓÒË ˝ÎÎËÔ-
Ò‡ Í‡Í

(5.32)

„‰Â c – ‡ÒÒÚÓflÌËÂ ÓÚ ˆÂÌÚ‡ ˝Î-
ÎËÔÒ‡ ‰Ó Â„Ó ÙÓÍÛÒÓ‚ ‚ ÚÓ˜Í‡ı F1 Ë
F2. èÓÒÍÓÎ¸ÍÛ x0 = –c, ÚÓ (5.28) –
Û‡‚ÌÂÌËÂ ̋ ÎÎËÔÒ‡ Ò ÙÓÍÛÒÓÏ ‚ Ì‡-
˜‡ÎÂ ÍÓÓ‰ËÌ‡Ú. í‡ÍËÏ Ó·‡ÁÓÏ,
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íÂÚËÈ Á‡ÍÓÌ äÂÔÎÂ‡ Ó ÔÓÒÚÓflÌÒÚ‚Â ÓÚÌÓ¯ÂÌËfl Í‚‡‰‡ÚÓ‚
ÔÂËÓ‰Ó‚ Ó·‡˘ÂÌËfl ÔÎ‡ÌÂÚ Í ÍÛ·‡Ï ·ÓÎ¸¯Ëı ÔÓÎÛÓÒÂÈ Ëı Ó·ËÚ
ÏÓÊÌÓ ‚˚‚ÂÒÚË, ËÌÚÂ„ËÛfl Û‡‚ÌÂÌËÂ (5.10) ÔÓ ÔÂËÓ‰Û T ‰‚Ë-
ÊÂÌËfl MzT = 2mS.

èÓÒÍÓÎ¸ÍÛ ÔÎÓ˘‡‰¸ ˝ÎÎËÔÒ‡ S ‡‚Ì‡ πab, ÚÓ ÔÂËÓ‰ Ó·‡˘Â-
ÌËfl ÏÓÊÌÓ Á‡ÔËÒ‡Ú¸ ‚ ‚Ë‰Â

(5.36)

èÓ‰ÒÚ‡‚Ë‚ Ò˛‰‡ ‚˚‡ÊÂÌËÂ ‰Îfl b (5.31) Ë E = – �
2

α
a
�, ÔÓÎÛ˜ËÏ ÚÂ-

ÚËÈ Á‡ÍÓÌ äÂÔÎÂ‡

(5.37)

ùÚÓÚ Á‡ÍÓÌ ÚÂÒÌÓ Ò‚flÁ‡Ì Ò ÔÂÓ·‡ÁÓ‚‡ÌËflÏË ÔÓ‰Ó·Ëfl (Ï‡Ò-
¯Ú‡·Ì˚ÏË ÔÂÓ·‡ÁÓ‚‡ÌËflÏË). ê‡ÒÒÏÓÚËÏ ÔËÏÂÌËÚÂÎ¸ÌÓ Í Á‡-
‰‡˜Â äÂÔÎÂ‡ ÔÂÓ·‡ÁÓ‚‡ÌËfl ÔÓ‰Ó·Ëfl

m → µ′m,   t → τt′,   rr→→ λr
→′.

èÓÒÎÂ Ú‡ÍÓ„Ó ÔÂÓ·‡ÁÓ‚‡ÌËfl Ï˚ ÔÂÂıÓ‰ËÏ Í Û‡‚ÌÂÌËflÏ ‰‚ËÊÂ-
ÌËfl ‰Îfl Ï‡ÚÂË‡Î¸ÌÓÈ ÚÓ˜ÍË Ï‡ÒÒ˚ m′ ‚ ÍÓÓ‰ËÌ‡Ú‡ı r

→′ Ë ‚ÂÏÂ-

ÌË t′. èË ˝ÚÓÏ ÍËÌÂÚË˜ÂÒÍ‡fl T Ë ÔÓÚÂÌˆË‡Î¸Ì‡fl ˝ÌÂ„Ëfl U = – �
α
r

�, 

„‰Â α ~ m, ‚ Î‡„‡ÌÊË‡ÌÂ (5.12) ÔÂÓ·‡ÁÛ˛ÚÒfl Í‡Í

(5.38)

ÑÎfl ÚÓ„Ó ˜ÚÓ·˚ ‰‚ËÊÂÌËÂ ÒËÒÚÂÏ˚ (5.12) Ë ÔÂÓ·‡ÁÓ‚‡ÌÌÓÈ ÒË-
ÒÚÂÏ˚ ÓÔËÒ˚‚‡ÎÓÒ¸ Ó‰ËÌ‡ÍÓ‚˚ÏË Û‡‚ÌÂÌËflÏË, ÌÂÓ·ıÓ‰ËÏÓ,
˜ÚÓ·˚ ÙÛÌÍˆËË ã‡„‡ÌÊ‡ L Ë L′ ‡ÁÎË˜‡ÎËÒ¸ ÚÓÎ¸ÍÓ ÏÌÓÊËÚÂ-
ÎÂÏ. í‡ÍÓÂ ÚÂ·Ó‚‡ÌËÂ ÔË‚Ó‰ËÚ Í ÛÒÎÓ‚Ë˛ λ3 = τ2. ùÚ‡ ÙÓÏÛÎ‡
ÓÁÌ‡˜‡ÂÚ, ˜ÚÓ ÓÚÌÓ¯ÂÌËÂ ÔÂËÓ‰Ó‚ Á‡‚ËÒËÚ ÚÓÎ¸ÍÓ ÓÚ ÓÚÌÓ¯ÂÌËfl
‡ÒÒÚÓflÌËÈ Ë ÌÂ Á‡‚ËÒËÚ ÓÚ ÓÚÌÓ¯ÂÌËfl Ï‡ÒÒ.

ç‡È‰ÂÏ Á‡ÍÓÌ ‰‚ËÊÂÌËfl ˜‡ÒÚËˆ˚ ÔÓ Ó·ËÚÂ. è‡‡ÏÂÚËÁÛÂÏ
Û‡‚ÌÂÌËÂ ˝ÎÎËÔÒ‡ (5.30) Ô‡‡ÏÂÚÓÏ u(t):

(5.39) x a u y a u= ( ) =cos – , – sin .ε ε1 2

 
T T U U→ ′ → ′µλ

τ
µ
λ

2

2 , .

 

T

a

m2

3
24= π

α
.

T
abm

Mz

= 2π
.

Ï‡ÚÂË‡Î¸Ì‡fl ÚÓ˜Í‡ ‰‚ËÊÂÚÒfl ÔÓ ˝ÎÎËÔÚË˜ÂÒÍÓÈ Ó·ËÚÂ, ˆÂÌÚ-
ÓÏ ÍÓÚÓÓÈ fl‚ÎflÂÚÒfl ÙÓÍÛÒ. ÑÎfl ÔÓÎfl Úfl„ÓÚÂÌËfl ˆÂÌÚ ˝ÎÎËÔÚË-
˜ÂÒÍÓÈ Ú‡ÂÍÚÓËË – ëÓÎÌˆÂ, ˜ÚÓ Ë ÒÓÒÚ‡‚ÎflÂÚ ÒÛÚ¸ ÔÂ‚Ó„Ó Á‡-
ÍÓÌ‡ äÂÔÎÂ‡.

Ç „Î‡‚Â 2 Ï˚ ‡ÌÓÌÒËÓ‚‡ÎË ÔÓÒÚÓflÌÒÚ‚Ó ‚ÂÍÚÓ‡

(5.33)

ÔË ‰‚ËÊÂÌËË ‚ ˆÂÌÚ‡Î¸ÌÓÏ ÔÓÎÂ Ò ÔÓÚÂÌˆË‡Î¸ÌÓÈ ˝ÌÂ„ËÂÈ
(5.22). ÑÓÍ‡ÊÂÏ ˝ÚÓ ÛÚ‚ÂÊ‰ÂÌËÂ. àÁ Î‡„‡ÌÊË‡Ì‡ (5.7) Ò Û˜ÂÚÓÏ
(5.22) Ì‡ıÓ‰ËÏ Û‡‚ÌÂÌËfl ‰‚ËÊÂÌËfl

(5.34)

íÓ„‰‡ ËÁ ÙÓÏÛÎ

Ò‡ÁÛ ÒÎÂ‰ÛÂÚ Á‡ÍÓÌ ÒÓı‡ÌÂÌËfl ‰Îfl ‚ÂÍÚÓ‡ A
→

:

�
d

d

t
� A

→
= 0.

ç‡ÎË˜ËÂ ‰ÓÔÓÎÌËÚÂÎ¸ÌÓ ËÌÚÂ„‡Î‡ ‰‚ËÊÂÌËfl ÛÔÓ˘‡ÂÚ ÔÓ-
ˆÂ‰ÛÛ ËÌÚÂ„ËÓ‚‡ÌËfl Û‡‚ÌÂÌËÈ ‰‚ËÊÂÌËfl Ë ÔÓÁ‚ÓÎflÂÚ Ò‡‚ÌË-
ÚÂÎ¸ÌÓ ÔÓÒÚÓ ÔÓÎÛ˜ËÚ¸ Û‡‚ÌÂÌËÂ Ó·ËÚ˚. àÁ (5.33) ÒÎÂ‰ÛÂÚ, ˜ÚÓ

‚ÂÍÚÓ A
→

ÔÂÔÂÌ‰ËÍÛÎflÂÌ ‚ÂÍÚÓÛ ÏÓÏÂÌÚ‡ ËÏÔÛÎ¸Ò‡ A
→

⋅M
→

= 0 Ë,
ÒÎÂ‰Ó‚‡ÚÂÎ¸ÌÓ, ‡ÒÔÓÎÓÊÂÌ ‚ ÔÎÓÒÍÓÒÚË Ó·ËÚ˚. ìÏÌÓÊ‡fl (5.33)
ÒÍ‡ÎflÌÓ Ì‡ ‚ÂÍÚÓ rr

→
, ÔÓÎÛ˜‡ÂÏ

rr
→⋅A

→
= r⋅[mr

→•
, M

→
] – αmr = M

→
⋅M

→
– αmr = r|A|cosθ,

„‰Â θ – Û„ÓÎ ÏÂÊ‰Û ‚ÂÍÚÓ‡ÏË A
→

Ë rr
→
. éÚÒ˛‰‡ Ì‡ıÓ‰ËÏ Û‡‚ÌÂÌËÂ

Ó·ËÚ˚

(5.35)

ÖÒÎË ÔÎÓÒÍÓÒÚ¸˛ Ó·ËÚ˚ ‚˚·‡Ú¸ ÔÎÓÒÍÓÒÚ¸ z = 0, ÚÓ rr
→

= (x(t),
y(t)) Ë M2 = Mz

2. èÓ˝ÚÓÏÛ ‚ÂÍÚÓ A
→

Ì‡Ô‡‚ÎÂÌ ‚‰ÓÎ¸ ·ÓÎ¸¯ÓÈ ÓÒË
˝ÎÎËÔÒ‡ Ë Â„Ó ‰ÎËÌ‡ ÔÓÔÓˆËÓÌ‡Î¸Ì‡ ˝ÍÒˆÂÌÚËÒËÚÂÚÛ ε.

 

M

m r
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m

2

1
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dt
mr M mr M

r
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r
r r r rr

r r r r r r r r r r˙, ˙̇ , – , ˙ – ˙[ ] = [ ] = [ ] = ⋅( )( )α α
3 3

2

  
mr

r
r r x y z r r

r r r r˙̇ – , , , .= = ( ) =( )α
3

r r r r

A mr M
r

r
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Û˜ÂÒÚ¸ ‰‚ËÊÂÌËÂ ëÓÎÌˆ‡ Á‡ÏÂÌÓÈ ‚ ÙÓÏÛÎ‡ı Ï‡ÒÒ˚ ˜‡ÒÚËˆ˚ m
Ì‡ ÔË‚Â‰ÂÌÌÛ˛ Ï‡ÒÒÛ µ (5.5).

Ç ËÚÓ„Â Á‡‰‡˜‡ ‰‚Ûı ÚÂÎ (‰‚ËÊÂÌËÂ ÒËÒÚÂÏ˚ ËÁ ‰‚Ûı Ï‡ÚÂË-
‡Î¸Ì˚ı ÚÓ˜ÂÍ, ‚Á‡ËÏÓ‰ÂÈÒÚ‚Û˛˘Ëı ‰Û„ Ò ‰Û„ÓÏ Ò ÒËÎÓÈ, Á‡‚Ë-
Òfl˘ÂÈ ÓÚ ÓÚÌÓÒËÚÂÎ¸ÌÓ„Ó ‡ÒÒÚÓflÌËfl) ÔÓÎÌÓÒÚ¸˛ Â¯‡ÂÚÒfl. èÓ-
ÒÎÂ Â‰ÛÍˆËË Á‡‰‡˜Ë Í Î‡„‡ÌÊË‡ÌÛ (5.12) Ì‡ÎË˜ËÂ ‰‚Ûı Á‡ÍÓÌÓ‚
ÒÓı‡ÌÂÌËfl – ˝ÌÂ„ËË Ö Ë ÍÓÏÔÓÌÂÌÚ˚ Mz ÏÓÏÂÌÚ‡ ËÏÔÛÎ¸Ò‡ –
ÔÓÁ‚ÓÎflÂÚ ÔÓÎÛ˜ËÚ¸ Â¯ÂÌËÂ Á‡‰‡˜Ë ‚ Í‚‡‰‡ÚÛ‡ı. ÑÎfl Á‡‰‡˜Ë
ÚÂı ÚÂÎ Ì‡ÎË˜ËÂ ÍÎ‡ÒÒË˜ÂÒÍËı ËÌÚÂ„‡ÎÓ‚ ‰‚ËÊÂÌËfl ÌÂ‰ÓÒÚ‡-
ÚÓ˜ÌÓ ‰Îfl ÔÓÎÌÓ„Ó ËÌÚÂ„ËÓ‚‡ÌËfl Á‡‰‡˜Ë. Ç ÚÂ˜ÂÌËÂ ‰‚Ûı ÒÚÓÎÂ-
ÚËÈ ÏÌÓ„ËÂ ‚˚‰‡˛˘ËÂÒfl Ï‡ÚÂÏ‡ÚËÍË Ë ÙËÁËÍË ÏË‡ ËÒÍ‡ÎË ÌÂ-
‰ÓÒÚ‡˛˘ËÂ ËÌÚÂ„‡Î˚ ‰‚ËÊÂÌËfl ‰Îfl ‡ÒÚÓÌÓÏË˜ÂÒÍÓÈ Á‡‰‡˜Ë
ÚÂı ÚÂÎ. èÛ‡ÌÍ‡Â ‰ÓÍ‡Á‡Î, ˜ÚÓ ÓÒÚ‡˛˘ËÂÒfl ËÌÚÂ„‡Î˚ ‰‚ËÊÂ-
ÌËfl fl‚Îfl˛ÚÒfl Ú‡ÌÒˆÂÌ‰ÂÌÚÌ˚ÏË ÙÛÌÍˆËflÏË ÓÚ ÍÓÓ‰ËÌ‡Ú Ë ËÏ-
ÔÛÎ¸ÒÓ‚ ˜‡ÒÚËˆ. ä Ì‡ÒÚÓfl˘ÂÏÛ ‚ÂÏÂÌË ËÁ‚ÂÒÚÌ˚ ÚÓÎ¸ÍÓ ˜‡ÒÚ-
Ì˚Â Â¯ÂÌËfl ‚ Á‡‰‡˜Â n ÚÂÎ, Â¯ÂÌËÂ ˝ÚÓÈ Á‡‰‡˜Ë ‚ÓÁÏÓÊÌÓ
ÚÓÎ¸ÍÓ ˜ËÒÎÂÌÌ˚ÏË ÏÂÚÓ‰‡ÏË.

è‡‡ÏÂÚ u ‚ ‡ÒÚÓÌÓÏËË Ì‡Á˚‚‡˛Ú ˝ÍÒˆÂÌÚË˜ÂÒÍÓÈ ‡ÌÓÏ‡ÎË-
ÂÈ. èÓÒÎÂ ÔÓ‰ÒÚ‡ÌÓ‚ÍË (5.39) ‚ Á‡ÍÓÌ ÒÓı‡ÌÂÌËfl z-ÍÓÏÔÓÌÂÌÚ˚
ÏÓÏÂÌÚ‡ ËÏÔÛÎ¸Ò‡ (5.15) ÔÓÎÛ˜ËÏ ÒÓÓÚÌÓ¯ÂÌËÂ

ËÌÚÂ„ËÛfl ÍÓÚÓÓÂ Ï˚ Ì‡ıÓ‰ËÏ Á‡‚ËÒËÏÓÒÚ¸ u(t) ‚ ‚Ë‰Â ÌÂfl‚ÌÓÈ
ÙÛÌÍˆËË

(5.40)

ë ÔÓÏÓ˘¸˛ (5.39) ÔÓÎflÌ˚Â ÍÓÓ‰ËÌ‡Ú˚ ‚ ÔÎÓÒÍÓÒÚË Ó·ËÚ˚
ÏÓÊÌÓ ‚˚‡ÁËÚ¸ ˜ÂÂÁ Ô‡‡ÏÂÚ u:

(5.41)

í‡ÍËÏ Ó·‡ÁÓÏ, ˜ÚÓ·˚ Ì‡ÈÚË ÔÓÎÓÊÂÌËÂ ˜‡ÒÚËˆ˚ Ì‡ Ó·ËÚÂ
‚ ‰‡ÌÌ˚È ÏÓÏÂÌÚ, ÌÂÓ·ıÓ‰ËÏÓ Â¯ËÚ¸ Ú‡ÌÒˆÂÌ‰ÂÌÚÌÓÂ ÓÚÌÓÒË-
ÚÂÎ¸ÌÓ Ô‡‡ÏÂÚ‡ u Û‡‚ÌÂÌËÂ (5.40), Ì‡Á˚‚‡ÂÏÓÂ Û‡‚ÌÂÌËÂÏ 

äÂÔÎÂ‡. èÓÒÍÓÎ¸ÍÛ ‡ÁÌÓÒÚ¸ ÔÂËÓ‰Ë˜Ì‡ Ò ÔÂ- 

ËÓ‰ÓÏ 2π, ÚÓ Ó‰ËÌ ËÁ ÒÔÓÒÓ·Ó‚ Â¯ÂÌËfl ˝ÚÓÈ Á‡‰‡˜Ë ÂÒÚ¸ ‡ÁÎÓ-
ÊÂÌËÂ ‚ fl‰ îÛ¸Â:

(5.42)

Ò Á‡‚ËÒfl˘ËÏË ÓÚ ε ÍÓ˝ÙÙËˆËÂÌÚ‡ÏË cm. ÄÌ‡ÎËÁ fl‰‡ ÔË‚ÂÎ Í ÓÚ-
Í˚ÚË˛ ÙÛÌÍˆËÈ ÅÂÒÒÂÎfl Ë ‡Á‚ËÚË˛ äÓ¯Ë ÚÂÓËË ÙÛÌÍˆËÈ
ÍÓÏÔÎÂÍÒÌÓ„Ó ÔÂÂÏÂÌÌÓ„Ó [27].

èË E = 0 Ô‡‡ÏÂÚ ε = 1 Ë Ú‡ÂÍÚÓËÂÈ ‰‚ËÊÂÌËfl fl‚ÎflÂÚÒfl
Ô‡‡·ÓÎ‡. èË ÔÓÎÓÊËÚÂÎ¸Ì˚ı ÁÌ‡˜ÂÌËflı E Ô‡‡ÏÂÚ ε ·ÓÎ¸¯Â
Â‰ËÌËˆ˚ Ë ˜‡ÒÚËˆ‡ ‰‚ËÊÂÚÒfl ÔÓ Ó‰ÌÓÈ ËÁ ‚ÂÚ‚ÂÈ „ËÔÂ·ÓÎ˚. Ç
Ó·ÓËı ÒÎÛ˜‡flı ‰‚ËÊÂÌËÂ ËÌÙËÌËÚÌÓ. ÑÎfl ‰‚ËÊÂÌËfl ÔÓ Ú‡ÍËÏ
Ú‡ÂÍÚÓËflÏ ÏÓÊÌÓ ÔÓ‚ÂÒÚË ‡Ì‡ÎÓ„Ë˜Ì˚Â ‚˚˜ËÒÎÂÌËfl.

ÇÓ ‚ÒÂı ÙÓÏÛÎ‡ı ˝ÚÓ„Ó Ô‡‡„‡Ù‡ ËÒÚÓ˜ÌËÍ ÒËÎ˚ ÔÓÎ‡„‡ÎÒfl
ÌÂÔÓ‰‚ËÊÌ˚Ï. èË ÔËÏÂÌÂÌËflı Ëı ‚ ÚÂÓËË Úfl„ÓÚÂÌËfl ÏÓÊÌÓ
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ì˜ËÚ˚‚‡fl, ˜ÚÓ ÔÓ ÓÔÂ‰ÂÎÂÌË˛ Á‡ÔË¯ÂÏ ÒÓ„Î‡ÒÌÓ

Û‡‚ÌÂÌËflÏ ã‡„‡ÌÊ‡ ‰ËÙÙÂÂÌˆË‡Î ‚ ‚Ë‰Â

(6.2)

Ñ‡ÎÂÂ ÔÂÂÔË¯ÂÏ ‚ÚÓÓÈ ˜ÎÂÌ (6.2) ‚ ‚Ë‰Â

ÚÓ„‰‡

(6.3)

àÁ ÙÓÏÛÎ˚ ‰Îfl Ó·Ó·˘ÂÌÌÓ„Ó ËÏÔÛÎ¸Ò‡

(6.4)

‚˚‡ÁËÏ Ó·Ó·˘ÂÌÌ˚Â ÒÍÓÓÒÚË ˜ÂÂÁ Ó·Ó·˘ÂÌÌ˚Â ËÏÔÛÎ¸Ò˚,
ÍÓÓ‰ËÌ‡Ú˚ Ë ‚ÂÏfl. àÁ ÚÂÓÂÏ Ó ÌÂfl‚ÌÓÈ ÙÛÌÍˆËË ËÁ‚ÂÒÚÌÓ,
˜ÚÓ ÔË ÛÒÎÓ‚ËË

ÒËÒÚÂÏ‡ (6.4) ‡Î„Â·‡Ë˜ÂÒÍË ‡ÁÂ¯ËÏ‡ ÓÚÌÓÒËÚÂÎ¸ÌÓ ÒÍÓÓÒÚÂÈ

q
.
i = gi(q, p, t)  (i = 1, 2, …, s). (6.5)

ê‡ÒÒÏÓÚËÏ ‰‡ÎÂÂ ‚˚‡ÊÂÌËÂ ‚ ÎÂ‚ÓÈ ˜‡ÒÚË

Û‡‚ÌÂÌËfl (6.3) Ë Á‡ÏÂÌËÏ ‚ ÌÂÏ Ó·Ó·˘ÂÌÌ˚Â ÒÍÓÓÒÚË ÒÓÓÚÌÓ-
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ÉÎ‡‚‡ 6. ÉÄåàãúíéçéÇÄ åÖïÄçàäÄ

É‡ÏËÎ¸ÚÓÌ ·˚Î, ÔÓ-‚Ë‰ËÏÓÏÛ, Ì‡‰ÂÎÂÌ
Í‡ÍËÏ-ÚÓ Û‰Ë‚ËÚÂÎ¸Ì˚Ï ‰‡ÓÏ ÔÓÌËÍ‡Ú¸ ‚
Ò‡ÏÛ˛ ÒÛÚ¸ – Û‰Ë‚ËÚÂÎ¸ÌÂÈ¯ËÏ ‰‡ÓÏ, ËÁ
ÚÂı, ÍÓÚÓ˚Ï ÍÓ„‰‡-ÎË·Ó Ó·Î‡‰‡Î Ï‡ÚÂÏ‡-
ÚËÍ. éÌ Ì‡¯ÂÎ ‰Îfl Û‡‚ÌÂÌËÈ ÏÂı‡ÌËÍË Ú‡-
ÍÛ˛ ÙÓÏÛ Á‡ÔËÒË, ÁÌ‡˜ÂÌËÂ ÍÓÚÓÓÈ ÒÛÊ-
‰ÂÌÓ ·˚ÎÓ ÔÓÌflÚ¸ ÎË¯¸ ÒÔÛÒÚfl ÒÚÓÎÂÚËÂ.

è.Ä. ÑË‡Í

6.1. ìêÄÇçÖçàü ÉÄåàãúíéçÄ

ì‡‚ÌÂÌËfl ã‡„‡ÌÊ‡ ‚ÚÓÓ„Ó Ó‰‡ – ‰ËÙÙÂÂÌˆË‡Î¸Ì˚Â Û‡‚-
ÌÂÌËfl ‚ÚÓÓ„Ó ÔÓfl‰Í‡, ‚ ÍÓÚÓ˚ı ÌÂÁ‡‚ËÒËÏ˚ÏË ÔÂÂÏÂÌÌ˚ÏË
fl‚Îfl˛ÚÒfl Ó·Ó·˘ÂÌÌ˚Â ÍÓÓ‰ËÌ‡Ú˚ qi(t) Ë ÒÍÓÓÒÚË q

.
i(t). í‡ÍÓÂ

ÓÔËÒ‡ÌËÂ, Ó‰Ì‡ÍÓ, ÌÂ Â‰ËÌÒÚ‚ÂÌÌÓ ‚ÓÁÏÓÊÌÓÂ. ïÓÓ¯Ó ËÁ‚ÂÒÚÌÓ,
˜ÚÓ ÒËÒÚÂÏÛ ËÁ s ‰ËÙÙÂÂÌˆË‡Î¸Ì˚ı Û‡‚ÌÂÌËÈ ‚ÚÓÓ„Ó ÔÓfl‰Í‡
ÏÓÊÌÓ ÔÂÓ·‡ÁÓ‚‡Ú¸ ‚ ÒËÒÚÂÏÛ 2s Û‡‚ÌÂÌËÈ ÔÂ‚Ó„Ó ÔÓfl‰Í‡.
ç‡ÔËÏÂ, Û‡‚ÌÂÌËÂ ‰Îfl Ó‰ÌÓÏÂÌÓ„Ó ‰‚ËÊÂÌËfl mẍ = F(x) ‚ ÏÂ-
ı‡ÌËÍÂ ç¸˛ÚÓÌ‡ ÔÓÒÎÂ ‚‚Â‰ÂÌËfl ÌÓ‚ÓÈ ÔÂÂÏÂÌÌÓÈ y = x

.
Á‡ÔËÒ˚-

‚‡ÂÚÒfl ‚ ‚Ë‰Â ÒËÒÚÂÏ˚ ‰‚Ûı Û‡‚ÌÂÌËÈ

é‰Ì‡ÍÓ Ú‡Í‡fl ÔÓˆÂ‰Û‡ Á‡ÏÂÌ˚ ÒÍÓÓÒÚË Ì‡ ÌÓ‚Û˛ ÔÂÂÏÂÌÌÛ˛
ÓÍ‡Á‡Î‡Ò¸ ‚ ÏÂı‡ÌËÍÂ Ï‡ÎÓÔÓ‰ÛÍÚË‚ÌÓÈ. íÂÏ ÌÂ ÏÂÌÂÂ Ë‰Âfl ÔÓÌË-
ÊÂÌËfl ÔÓfl‰Í‡ Û‡‚ÌÂÌËfl Á‡ Ò˜ÂÚ Û‰‚ÓÂÌËfl ˜ËÒÎ‡ ÌÂËÁ‚ÂÒÚÌ˚ı ÎÂ-
ÊËÚ ‚ ÓÒÌÓ‚Â ÏÂÚÓ‰‡ É‡ÏËÎ¸ÚÓÌ‡. èÂÂıÓ‰ ÓÚ ÏÂı‡ÌËÍË ã‡„‡ÌÊ‡ Í
ÏÂı‡ÌËÍÂ É‡ÏËÎ¸ÚÓÌ‡ Ò‚Ó‰ËÚÒfl Í ‚˚·ÓÛ ÌÓ‚˚ı ÌÂÁ‡‚ËÒËÏ˚ı ÔÂÂ-
ÏÂÌÌ˚ı, ‡ ËÏÂÌÌÓ – Ó·Ó·˘ÂÌÌ˚ı ÍÓÓ‰ËÌ‡Ú Ë ÒÓÓÚ‚ÂÚÒÚ‚Û˛˘Ëı ËÏ
Ó·Ó·˘ÂÌÌ˚ı ËÏÔÛÎ¸ÒÓ‚: q1, …, qs; p1, …, ps. èË ˝ÚÓÏ, Í‡Í Ë ‚ ÏÂı‡-
ÌËÍÂ ã‡„‡ÌÊ‡, ÒÓÒÚÓflÌËÂ ÒËÒÚÂÏ˚ ÓÔÂ‰ÂÎflÂÚÒfl Ó‰ÌÓÈ ÙÛÌÍˆËÂÈ.

ê‡ÒÒÏÓÚËÏ ÏÂı‡ÌË˜ÂÒÍÛ˛ ÒËÒÚÂÏÛ, ÓÔËÒ˚‚‡ÂÏÛ˛ ÙÛÌÍˆËÂÈ
ã‡„‡ÌÊ‡ L(q, q

.
, t) ÓÚ ÌÂÁ‡‚ËÒËÏ˚ı ÔÂÂÏÂÌÌ˚ı q, q

.
. ÖÂ ÔÓÎÌ˚È

‰ËÙÙÂÂÌˆË‡Î ÙÛÌÍˆËË ÍÓÓ‰ËÌ‡Ú, ÒÍÓÓÒÚÂÈ Ë ‚ÂÏÂÌË ‡‚ÂÌ

(6.1)
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Í‡ÌÓÌË˜ÂÒÍËÂ Û‡‚ÌÂÌËfl. ì‡‚ÌÂÌËfl É‡ÏËÎ¸ÚÓÌ‡ ÓÍ‡Á˚‚‡˛ÚÒfl
ËÌ‚‡Ë‡ÌÚÌ˚ÏË Í Ó·¯ËÌÓÏÛ ÍÎ‡ÒÒÛ ÌÂÔÂ˚‚Ì˚ı ÔÂÓ·‡ÁÓ‚‡-
ÌËÈ (Í‡ÌÓÌË˜ÂÒÍËı ÔÂÓ·‡ÁÓ‚‡ÌËÈ), Ì‡ ÚÂÓËË ÍÓÚÓ˚ı Ï˚ ÓÒ-
Ú‡ÌÓ‚ËÏÒfl ÔÓÁ‰ÌÂÂ.

îÛÌÍˆËfl É‡ÏËÎ¸ÚÓÌ‡ ËÏÂÂÚ ÔÓÒÚÓÈ ÙËÁË˜ÂÒÍËÈ ÒÏ˚ÒÎ.
ùÌÂ„Ëfl ÒËÒÚÂÏ˚ ·˚Î‡ Ì‡ÏË ÓÔÂ‰ÂÎÂÌ‡ ˜ÂÂÁ ÙÛÌÍˆË˛ ã‡„‡Ì-

Ê‡ Í‡Í (ÒÏ. (2.95)). ëÌÓ‚‡ ‚ÓÒÔÓÎ¸ÁÓ‚‡‚¯ËÒ¸ 

ÓÔÂ‰ÂÎÂÌËÂÏ ÔÓÎÛ˜‡ÂÏ ËÎË ˝ÌÂ„Ë˛ 

ÒËÒÚÂÏ˚, ‚˚‡ÊÂÌÌÛ˛ ˜ÂÂÁ ÍÓÓ‰ËÌ‡Ú˚ Ë ËÏÔÛÎ¸Ò˚. í‡ÍËÏ
Ó·‡ÁÓÏ, ÂÒÎË H(q, p) fl‚ÌÓ ÌÂ Á‡‚ËÒËÚ ÓÚ ‚ÂÏÂÌË, ÚÓ Ì‡ Â¯ÂÌË-
flı Û‡‚ÌÂÌËÈ ‰‚ËÊÂÌËfl „‡ÏËÎ¸ÚÓÌË‡Ì ÒÓ‚Ô‡‰‡ÂÚ Ò ÔÓÎÌÓÈ ˝ÌÂ-
„ËÂÈ ÒËÒÚÂÏ˚ Ë fl‚ÎflÂÚÒfl ËÌÚÂ„‡ÎÓÏ ‰‚ËÊÂÌËfl.

èÛÒÚ¸ ÙÛÌÍˆËfl É‡ÏËÎ¸ÚÓÌ‡ ÌÂ Á‡‚ËÒËÚ ÓÚ Ó‰ÌÓÈ ËÁ ÍÓÓ‰Ë-
Ì‡Ú, Ì‡ÔËÏÂ qi:

H = H(p1, p2, …, pi, …, ps, q1, …, qi–1, qi+1, qs), (6.9)

ÚÓ„‰‡, Í‡Í Ë ‚ Î‡„‡ÌÊÂ‚ÓÏ ÙÓÏ‡ÎËÁÏÂ, ÍÓÓ‰ËÌ‡Ú‡ qi Ì‡Á˚‚‡-
ÂÚÒfl ˆËÍÎË˜ÂÒÍÓÈ. èÓ˝ÚÓÏÛ

Ë Ó·Ó·˘ÂÌÌ˚È ËÏÔÛÎ¸Ò pi ÌÂ Á‡‚ËÒËÚ ÓÚ ‚ÂÏÂÌË Ë ‚ ‚˚‡ÊÂÌËË
‰Îfl ÙÛÌÍˆËË É‡ÏËÎ¸ÚÓÌ‡ (6.9) fl‚ÎflÂÚÒfl ÔÓÒÚÓflÌÌ˚Ï. Ç ËÚÓ„Â Ï˚
ÔÓÎÛ˜‡ÂÏ ‚‡ÊÌÛ˛ ÚÂÓÂÏÛ. èÛÒÚ¸ qi – ˆËÍÎË˜ÂÒÍ‡fl ÍÓÓ‰ËÌ‡Ú‡
‚ ‰ËÌ‡ÏË˜ÂÒÍÓÈ ÒËÒÚÂÏÂ Ò s ÒÚÂÔÂÌflÏË Ò‚Ó·Ó‰˚. íÓ„‰‡ pi = c – ËÌ-
ÚÂ„‡Î ‰‚ËÊÂÌËfl ÒËÒÚÂÏ˚. èË ˝ÚÓÏ ËÁÏÂÌÂÌËÂ ÓÒÚ‡Î¸Ì˚ı ÍÓ-
Ó‰ËÌ‡Ú ÒÓ ‚ÂÏÂÌÂÏ ÔÓËÒıÓ‰ËÚ Ú‡ÍÊÂ, Í‡Í ‚ ÒËÒÚÂÏÂ Ò s – 1
ÍÓÓ‰ËÌ‡Ú‡ÏË q1, …, qi–1, qi+1, qs Ë ÙÛÌÍˆËÂÈ É‡ÏËÎ¸ÚÓÌ‡ H(p1,
p2, …, pi–1, c, pi+1, …, ps, q1, …, qi–1, qi+1, qs), Á‡‚ËÒfl˘ÂÈ ÓÚ Ô‡‡ÏÂ-
Ú‡ c.

ëÎÂ‰ÒÚ‚ËÂ. ÇÒflÍ‡fl ÍÓÌÒÂ‚‡ÚË‚Ì‡fl ÒËÒÚÂÏ‡ Ò ‰‚ÛÏfl ÒÚÂÔÂÌfl-
ÏË Ò‚Ó·Ó‰˚, ËÏÂ˛˘‡fl ˆËÍÎË˜ÂÒÍÛ˛ ÍÓÓ‰ËÌ‡ÚÛ, ËÌÚÂ„ËÛÂÏ‡ ‚
Í‚‡‰‡ÚÛ‡ı, Ú. Â. ‚ÓÁÏÓÊÌÓ ÔÓÎÛ˜ËÚ¸ ÚÓ˜ÌÓÂ Â¯ÂÌËÂ ‚ ‚Ë‰Â Ó·-
‡˘ÂÌËfl ÌÂÍÓÚÓÓ„Ó ËÌÚÂ„‡Î‡.

˙
˙

,p
H

q
i

i

= ∂
∂

= 0

E q p Li i
i

= ∑ ˙ – ,
 

∂
∂

=L

q
p

i
i˙
,

 
E q

L

q
Li

i

= ∂
∂∑ ˙

˙
–

¯ÂÌËÂÏ (6.5). èÓÎÛ˜ÂÌÌÓÂ ‚˚‡ÊÂÌËÂ ÌÓÒËÚ Ì‡Á‚‡ÌËÂ ÙÛÌÍˆËË
É‡ÏËÎ¸ÚÓÌ‡ (ËÎË „‡ÏËÎ¸ÚÓÌË‡Ì‡):

(6.6)

àÁ Ò‡‚ÌÂÌËfl ‰ËÙÙÂÂÌˆË‡Î‡ ˝ÚÓÈ ÙÛÌÍˆËË

Ò ÒÓÓÚÌÓ¯ÂÌËÂÏ (6.3) Ò ÌÂÓ·ıÓ‰ËÏÓÒÚ¸˛ ÒÎÂ‰Û˛Ú ‚˚‡ÊÂÌËfl

(6.7)

Ë Û‡‚ÌÂÌËÂ

(6.8)

ì‡‚ÌÂÌËfl ‰‚ËÊÂÌËfl (6.7) ‰Îfl ÔÂÂÏÂÌÌ˚ı p Ë q, Ì‡Á˚‚‡˛ÚÒfl
Û‡‚ÌÂÌËflÏË É‡ÏËÎ¸ÚÓÌ‡. éÌË ÒÓÒÚ‡‚Îfl˛Ú ÒËÒÚÂÏÛ 2s ‰ËÙÙÂ-
ÂÌˆË‡Î¸Ì˚ı Û‡‚ÌÂÌËÈ ÔÂ‚Ó„Ó ÔÓfl‰Í‡ ‰Îfl 2s ÌÂËÁ‚ÂÒÚÌ˚ı
ÙÛÌÍˆËÈ p(t) Ë q(t), Á‡ÏÂÌfl˛˘Ëı ÒÓ·ÓÈ s Û‡‚ÌÂÌËÈ ÏÂÚÓ‰‡ ã‡„-
‡ÌÊ‡. ä‡Í Ë Î‡„‡ÌÊË‡Ì ‚ Î‡„‡ÌÊÂ‚ÓÈ ÏÂı‡ÌËÍÂ, „‡ÏËÎ¸ÚÓÌË-
‡Ì ÓÔÂ‰ÂÎflÂÚ ÒËÒÚÂÏÛ Û‡‚ÌÂÌËÈ (6.7). èÓ‰ÂÎ‡ÌÌÓÂ ÔÂÓ·‡ÁÓ-
‚‡ÌËÂ ÓÚ ÙÛÌÍˆËË Ò ÌÂÁ‡‚ËÒËÏ˚ÏË ÔÂÂÏÂÌÌ˚ÏË q, q

.
, t Í ÙÛÌÍ-

ˆËË Ò ÌÂÁ‡‚ËÒËÏ˚ÏË ÔÂÂÏÂÌÌ˚ÏË q, p, t Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl ÔÂÓ·‡ÁÓ-
‚‡ÌËÂÏ ãÂÊ‡Ì‰‡. éÌÓ ÓÒÛ˘ÂÒÚ‚ÎflÂÚÒfl ÚÓÎ¸ÍÓ ÓÔÂ‡ˆËflÏË ‰ËÙ-
ÙÂÂÌˆËÓ‚‡ÌËfl Ë ËÒÍÎ˛˜ÂÌËÂÏ ÔÂÂÏÂÌÌ˚ı. Ç‚Ë‰Û ÔÓÒÚÓÚ˚ Ë
ÒËÏÏÂÚËË Û‡‚ÌÂÌËfl (6.7) Ì‡Á˚‚‡˛Ú Ú‡ÍÊÂ Í‡ÌÓÌË˜ÂÒÍËÏË. çÓ-
‚‡fl ·ÓÎÂÂ ‡·ÒÚ‡ÍÚÌ‡fl „‡ÏËÎ¸ÚÓÌÓ‚‡ ÙÓÏ‡ ËÁÎÓÊÂÌËfl ÏÂı‡ÌË-
ÍË ÓÍ‡Á‡Î‡Ò¸ ËÒÍÎ˛˜ËÚÂÎ¸ÌÓ ÔÓ‰ÛÍÚË‚ÌÓÈ ‰Îfl ÔÓÒÚÓÂÌËfl ÌÓ-
‚˚ı ÚÂÓËÈ, ÔÓËÒÍ‡ ËÌÚÂ„‡ÎÓ‚ ‰‚ËÊÂÌËfl. ê‡‚ÌÓÔ‡‚ÌÓÒÚ¸ ÍÓÓ-
‰ËÌ‡Ú Ë ËÏÔÛÎ¸ÒÓ‚ ‚ ˝ÚËı ‚˚‡ÊÂÌËflı fl‚ÎflÂÚÒfl ‚‡ÊÌ˚Ï Ò‚ÓÈÒÚ-
‚ÓÏ, ‡ÍÚË‚ÌÓ ËÒÔÓÎ¸ÁÛ˛˘ËÏÒfl ‚ Í‚‡ÌÚÓ‚ÓÈ ÏÂı‡ÌËÍÂ Ë ÒÚ‡ÚËÒÚË-
˜ÂÒÍÓÈ ÙËÁËÍÂ. é‰ÌÓ ËÁ ÔÂËÏÛ˘ÂÒÚ‚ „‡ÏËÎ¸ÚÓÌÓ‚ÓÈ ÏÂı‡ÌËÍË
ÒÓÒÚÓËÚ ‚ ÚÓÏ, ˜ÚÓ ÔÓÒÎÂ ‡Ò¯ËÂÌËfl ÍÓÎË˜ÂÒÚ‚‡ ÌÂÁ‡‚ËÒËÏ˚ı
ÔÂÂÏÂÌÌ˚ı Û‚ÂÎË˜Ë‚‡˛ÚÒfl ‚ÓÁÏÓÊÌÓÒÚË ‚˚·Ó‡ Û‰Ó·Ì˚ı Ó·Ó·-
˘ÂÌÌ˚ı ÍÓÓ‰ËÌ‡Ú Ë ËÏÔÛÎ¸ÒÓ‚, ˜ÚÓ·˚ ÔÓÎÛ˜ËÚ¸ ·ÓÎÂÂ ÔÓÒÚ˚Â
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èËÏÂ 2. ëÙÂË˜ÂÒÍËÈ Ï‡flÚÌËÍ. ÑÎfl Ï‡ÚÂË‡Î¸ÌÓÈ ÚÓ˜ÍË
‚ ÔÓÎÂ ÒËÎ ÚflÊÂÒÚË, Ì‡ıÓ‰fl˘ÂÈÒfl Ì‡ ÔÓÒÚÓflÌÌÓÏ ‡ÒÒÚÓflÌËË
l ÓÚ ÚÓ˜ÍË ÔÓ‰‚ÂÒ‡, ÙÛÌÍˆËfl ã‡„‡ÌÊ‡ ‚ ÒÙÂË˜ÂÒÍËı ÍÓÓ‰Ë-
Ì‡Ú‡ı (Ì‡˜‡ÎÓ ÍÓÓ‰ËÌ‡Ú ‡ÒÔÓÎÓÊÂÌÓ ‚ ÚÓ˜ÍÂ ÔÓ‰‚ÂÒ‡) ËÏÂÂÚ
‚Ë‰

= �
m

2

l 2

� (Θ
.

2 + sin2Θ⋅ϕ. 2) + mgl⋅cosΘ. (6.12)

ç‡ıÓ‰ËÏ ‚Ì‡˜‡ÎÂ Ó·Ó·˘ÂÌÌ˚Â ËÏÔÛÎ¸Ò˚

Ë ‚˚‡Ê‡ÂÏ Ó·Ó·˘ÂÌÌ˚Â ÒÍÓÓÒÚË ˜ÂÂÁ Ó·Ó·˘ÂÌÌ˚Â ËÏÔÛÎ¸Ò˚

èÓÒÎÂ ÔÓ‰ÒÚ‡‚ÎflÂÏ Ó·Ó·˘ÂÌÌ˚Â ÒÍÓÓÒÚË ‚ Î‡„‡ÌÊË‡Ì

Ì‡ıÓ‰ËÏ ÙÛÌÍˆË˛ É‡ÏËÎ¸ÚÓÌ‡ ÒÓ„Î‡ÒÌÓ Ó·˘ÂÈ ÙÓÏÛÎÂ
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ê‡ÒÒÏÓÚËÏ ÌÂÒÍÓÎ¸ÍÓ ÔËÏÂÓ‚ Ì‡ ÒÓÒÚ‡‚ÎÂÌËÂ ÙÛÌÍˆËÈ É‡-
ÏËÎ¸ÚÓÌ‡.

èËÏÂ 1. CËÒÚÂÏ‡ ËÁ s ˜‡ÒÚËˆ c Ï‡ÒÒ‡ÏË mi (i = 1, 2, …, s), ÔÓ-
ÚÂÌˆË‡Î¸ÌÓÈ ˝ÌÂ„ËÂÈ U(rr

→
1, rr

→
2, …, rr

→
s) Ë ÙÛÌÍˆËÂÈ ã‡„‡ÌÊ‡

ëÓÒÚ‡‚ËÏ ÙÛÌÍˆË˛ É‡ÏËÎ¸ÚÓÌ‡. ë ˝ÚÓÈ ˆÂÎ¸˛ Ì‡È‰ÂÏ ËÏÔÛÎ¸Ò˚

Ë ‚˚‡ÁËÏ ÒÍÓÓÒÚË ˜‡ÒÚËˆ ˜ÂÂÁ ÌËı:

(6.10)

èÓ‰ÒÚ‡ÌÓ‚Í‡ (6.10) ‚ Î‡„‡ÌÊË‡Ì ÒËÒÚÂÏ˚ ‰‡ÂÚ „‡ÏËÎ¸ÚÓÌË‡Ì
‚ ‚Ë‰Â

(6.11)

Í‡Í ÒÛÏÏ‡ ÍËÌÂÚË˜ÂÒÍÓÈ Ë ÔÓÚÂÌˆË‡Î¸ÌÓÈ ˝ÌÂ„ËË. èÓÒÎÂ ‰ËÙ-
ÙÂÂÌˆËÓ‚‡ÌËfl ÔÓ ‚ÂÏÂÌË ÔÂ‚ÓÈ „ÛÔÔ˚ Û‡‚ÌÂÌËfl É‡ÏËÎ¸-
ÚÓÌ‡

Ë ÔÓ‰ÒÚ‡ÌÓ‚ÍË ‚ ÌËı ‚˚‡ÊÂÌËÈ p
→•

i, ‚ÁflÚ˚ı ËÁ ‚ÚÓÓÈ „ÛÔÔ˚

ÔÓÎÛ˜‡ÂÏ Û‡‚ÌÂÌËfl ç¸˛ÚÓÌ‡.
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á‡ÔË¯ÂÏ ‚‡Ë‡ˆË˛ ‰ÂÈÒÚ‚Ëfl (6.13)

èÓËÌÚÂ„ËÛÂÏ ‚ÚÓÓÂ ÒÎ‡„‡ÂÏÓÂ ‚ ÔÓÒÎÂ‰ÌÂÈ ÒÚÓÍÂ ÔÓ
˜‡ÒÚflÏ

Ç ÒËÎÛ ‡‚ÂÌÒÚ‚‡ ÌÛÎ˛ ‚‡Ë‡ˆËË ÍÓÓ‰ËÌ‡Ú˚ Ì‡ „‡ÌËˆÂ ËÌÚÂ„-

ËÓ‚‡ÌËfl ÒÎÂ‰Ó‚‡ÚÂÎ¸ÌÓ:

(6.14)

ä‡Í Ë ‡ÌÂÂ, ÔÓÒÎÂ‰ÌÂÂ ‚˚‡ÊÂÌËÂ ÏÓÊÂÚ ·˚Ú¸ ‡‚ÌÓ ÌÛÎ˛ ÔË
ÔÓËÁ‚ÓÎ¸Ì˚ı ‚‡Ë‡ˆËflı δpi Ë δqi ÚÓÎ¸ÍÓ ‚ ÒÎÛ˜‡Â ‡‚ÂÌÒÚ‚‡ ÌÛ-
Î˛ ÔÓ‰˚ÌÚÂ„‡Î¸Ì˚ı ‚˚‡ÊÂÌËÈ ‚ ÒÍÓ·Í‡ı. Ç ËÚÓ„Â Ï˚ ÔÓÎÛ˜‡-
ÂÏ Í‡ÌÓÌË˜ÂÒÍËÂ Û‡‚ÌÂÌËfl É‡ÏËÎ¸ÚÓÌ‡ (6.7).
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Ç ËÚÓ„Â Û‡‚ÌÂÌËfl É‡ÏËÎ¸ÚÓÌ‡ Á‡ÔËÒ˚‚‡˛ÚÒfl ‚ ‚Ë‰Â

p
.
ϕ = – �

∂
∂
H

ϕ
� = 0.

í‡Í Í‡Í ϕ – ˆËÍÎË˜ÂÒÍ‡fl ÍÓÓ‰ËÌ‡Ú‡, ÚÓ pϕ(t) – ÔÓÒÚÓflÌÌ‡fl ‚Â-
ÎË˜ËÌ‡. èÓÒÎÂ ËÌÚÂ„ËÓ‚‡ÌËfl Á‡ÏÍÌÛÚÓÈ ÒËÒÚÂÏ˚ ÔÂ‚˚ı ‰‚Ûı
Û‡‚ÌÂÌËÈ ÍÓÓ‰ËÌ‡Ú‡ ϕ ÓÔÂ‰ÂÎflÂÚÒfl ÔflÏ˚Ï ËÌÚÂ„ËÓ‚‡ÌËÂÏ
Û‡‚ÌÂÌËfl

ä‡Í Ë Û‡‚ÌÂÌËfl ã‡„‡ÌÊ‡, Û‡‚ÌÂÌËfl É‡ÏËÎ¸ÚÓÌ‡ ÏÓ„ÛÚ
·˚Ú¸ ‚˚‚Â‰ÂÌ˚ ËÁ ÛÒÎÓ‚Ëfl ÏËÌËÏ‡Î¸ÌÓÒÚË ‰ÂÈÒÚ‚Ëfl, ÂÒÎË ËÁ
Û‡‚ÌÂÌËfl (6.6) ‚˚‡Ê‡Ú¸ Î‡„‡ÌÊË‡Ì L ÒËÒÚÂÏ˚ ˜ÂÂÁ H:

(6.13)

Ë ‡ÒÒÏ‡ÚË‚‡Ú¸ ÍÓÓ‰ËÌ‡Ú˚ Ë ËÏÔÛÎ¸Ò˚ Í‡Í ÌÂÁ‡‚ËÒËÏÓ
‚‡¸ËÛÂÏ˚Â ‚ÂÎË˜ËÌ˚. èË Ú‡ÍÓÏ ‚‡¸ËÓ‚‡ÌËË Ò˜ËÚ‡ÂÏ,
˜ÚÓ Á‡‚ËÒËÏÓÒÚ¸ ËÏÔÛÎ¸ÒÓ‚ ÓÚ Ó·Ó·˘ÂÌÌ˚ı ÍÓÓ‰ËÌ‡Ú, ÒÍÓÓ-
ÒÚÂÈ Ë ‚ÂÏÂÌË ÓÔÂ‰ÂÎflÂÚÒfl ÚÓÎ¸ÍÓ Û‡‚ÌÂÌËflÏË ‰‚ËÊÂÌËfl.
èË t = t1 Ë t = t2 ÔÓÎÓÊÂÌËÂ ÒËÒÚÂÏ˚ ÔÓÎ‡„‡ÂÚÒfl Á‡‰‡ÌÌ˚Ï Ë
‚‡Ë‡ˆËË Ó·Ó·˘ÂÌÌ˚ı ÍÓÓ‰ËÌ‡Ú ‚ ˝ÚË ÏÓÏÂÌÚ˚ Ó·‡˘‡˛ÚÒfl
‚ ÌÛÎ¸:

δqj(t = t1) = 0,   

δqj(t = t2) = 0.

S p dq H q p dti i
it

t

= ( )∑∫
1

2

– ,

 
˙

sin
.ϕ ϕ=

p

ml2 2 Θ

 
˙

sin
,ϕ ϕ=

p

ml2 2 Θ

 

˙
cos

sin
– sin ,p

ml

p
mglΘ

Θ
Θ

Θ=
⎛

⎝⎜
⎞

⎠⎟
⋅1

2

2

3
ϕ

 
˙ ; ˙

sin
,Θ

Θ
Θ= =p

ml

p

ml2 2 2ϕ ϕ
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ÒÚ‚Ëfl Ò‡‚ÌË‚‡ÎËÒ¸ ÁÌ‡˜ÂÌËfl ˝ÚÓ„Ó ËÌÚÂ„‡Î‡ ‰Îfl ·ÎËÁÍËı Ú‡ÂÍÚÓ-
ËÈ Ò Ó‰ÌËÏË Ë ÚÂÏË ÊÂ ÁÌ‡˜ÂÌËflÏË q(t1) Ë q(t2). ìÒÎÓ‚ËÂ ÏËÌËÏ‡Î¸-
ÌÓÒÚË ËÌÚÂ„‡Î‡ ‰ÂÈÒÚ‚Ëfl ÔË‚Ó‰ËÎÓ Í Û‡‚ÌÂÌËflÏ ã‡„‡ÌÊ‡–ùÈÎÂ-
‡. àı Ó·˘ÂÂ Â¯ÂÌËÂ Á‡‚ËÒËÚ ÓÚ 2s ÔÓÒÚÓflÌÌ˚ı ËÌÚÂ„ËÓ‚‡ÌËfl

qi = qi(t, C1, C2, …, C2s), (6.16)

ÍÓÚÓ˚Â Ó‰ÌÓÁÌ‡˜ÌÓ ÓÔÂ‰ÂÎfl˛ÚÒfl Ì‡˜‡Î¸Ì˚ÏË ÁÌ‡˜ÂÌËflÏË ÍÓ-
Ó‰ËÌ‡Ú Ë ÒÍÓÓÒÚÂÈ ÔË t = t1. èÓ‰ÒÚ‡‚ËÏ ˝ÚË Â¯ÂÌËfl ‚ ‚˚‡-
ÊÂÌËÂ ‰Îfl ‰ÂÈÒÚ‚Ëfl (5.15) Ë ÔÓËÌÚÂ„ËÛÂÏ ÔÓ ‚ÂÏÂÌË. Ç Â-
ÁÛÎ¸Ú‡ÚÂ ÔÓÎÛ˜ËÏ ‰ÂÈÒÚ‚ËÂ

S = S(t1, t2, C1, C2, …, C2s) (6.17)

Í‡Í Ó‰ÌÓÁÌ‡˜ÌÛ˛ ÙÛÌÍˆË˛ Ì‡˜‡Î¸Ì˚ı ÁÌ‡˜ÂÌËÈ Ó·Ó·˘ÂÌÌ˚ı
ÍÓÓ‰ËÌ‡Ú Ë ÒÍÓÓÒÚÂÈ, Ì‡˜‡Î¸ÌÓ„Ó Ë ÍÓÌÂ˜ÌÓ„Ó ÁÌ‡˜ÂÌËÈ ‚ÂÏÂ-
ÌË. èÓÎÓÊËÏ ‚ Â¯ÂÌËflı (6.16) ‚ÂÏfl t ‡‚Ì˚Ï t0 Ë t1:

qi(t1) = qi(t1, C1, C2, …, C2s), (6.18)

qi(t2) = qi(t2, C1, C2, …, C2s),

‚˚‡ÁËÏ ÓÚÒ˛‰‡ ÔÓÒÚÓflÌÌ˚Â C1, C2, …, C2s Í‡Í ÙÛÌÍˆËË t2, t1 ÁÌ‡-
˜ÂÌËÈ Ó·Ó·˘ÂÌÌ˚ı ÍÓÓ‰ËÌ‡Ú ‚ ˝ÚË ÏÓÏÂÌÚ˚ Ë ÔÓ‰ÒÚ‡‚ËÏ Ëı ‚
(6.17). íÓ„‰‡ ‰ÂÈÒÚ‚ËÂ ÏÓÊÌÓ ‡ÒÒÏ‡ÚË‚‡Ú¸ Í‡Í ÙÛÌÍˆË˛ 2s + 2
‡„ÛÏÂÌÚÓ‚

S = S(t2, t1, q(t1), q(t2))

Ì‡˜‡Î¸ÌÓ„Ó Ë ÍÓÌÂ˜ÌÓ„Ó ÏÓÏÂÌÚÓ‚, Ì‡˜‡Î¸Ì˚ı Ë ÍÓÌÂ˜Ì˚ı ÁÌ‡-
˜ÂÌËÈ Ó·Ó·˘ÂÌÌ˚ı ÍÓÓ‰ËÌ‡Ú. éÚÍ‡ÊÂÏÒfl ÓÚ ÛÒÎÓ‚Ëfl, ˜ÚÓ ÍÓ-
ÌÂ˜Ì˚È ÏÓÏÂÌÚ t2 ÙËÍÒËÓ‚‡Ì, Ë ·Û‰ÂÏ Ò˜ËÚ‡Ú¸ Â„Ó ÔÂÂÏÂÌ-
Ì˚Ï (ËÒ. 6.1). á‡ÏÂÌËÏ t2 Ì‡ t,
q(t2) Ì‡ q(t).íÓ„‰‡ ‰ÂÈÒÚ‚ËÂ ·Û‰ÂÚ
ÙÛÌÍˆËÂÈ ‚ÂÏÂÌË, Ó·Ó·˘ÂÌ-
Ì˚ı ÍÓÓ‰ËÌ‡Ú qi(t) Ë ÌÂÍÓÚÓ˚ı
ÔÓÒÚÓflÌÌ˚ı ËÌÚÂ„ËÓ‚‡ÌËfl:

S = S(t, q(t), t1, q(t1)). (6.19)

Ç Ú‡ÍÓÈ ÙÓÏÂ ‰ÂÈÒÚ‚ËÂ Ì‡Á˚‚‡-
ÂÚÒfl „Î‡‚ÌÓÈ ÙÛÌÍˆËÂÈ É‡ÏËÎ¸-
ÚÓÌ‡ Ë Ë„‡ÂÚ ÙÛÌ‰‡ÏÂÌÚ‡Î¸ÌÛ˛
ÓÎ¸ ‚ ÚÂÓËË ËÌÚÂ„ËÓ‚‡ÌËfl
Û‡‚ÌÂÌËÈ ÏÂı‡ÌËÍË.

6.2. ìêÄÇçÖçàÖ ÉÄåàãúíéçÄ–üäéÅà

íÂÓÂÏ‡ üÍÓ·Ë Ò‚Ó‰ËÚ Â¯ÂÌËÂ ÒËÒÚÂ-
Ï˚ Ó·˚ÍÌÓ‚ÂÌÌ˚ı ‰ËÙÙÂÂÌˆË‡Î¸Ì˚ı
Û‡‚ÌÂÌËÈ Í ÓÚ˚ÒÍ‡ÌË˛ ÔÓÎÌÓ„Ó ËÌÚÂ„‡Î‡
Û‡‚ÌÂÌËfl ‚ ˜‡ÒÚÌ˚ı ÔÓËÁ‚Ó‰Ì˚ı. åÓÊÂÚ
ÔÓÍ‡Á‡Ú¸Òfl Û‰Ë‚ËÚÂÎ¸Ì˚Ï, ˜ÚÓ Ú‡ÍÓÂ Ò‚Â‰Â-
ÌËÂ ·ÓÎÂÂ ÔÓÒÚÓ„Ó Í ·ÓÎÂÂ ÒÎÓÊÌÓÏÛ ‰Ó-
ÒÚ‡‚ÎflÂÚ ˝ÙÙÂÍÚË‚Ì˚È ÏÂÚÓ‰ Â¯ÂÌËfl
ÍÓÌÍÂÚÌ˚ı Á‡‰‡˜. åÂÊ‰Û ÚÂÏ ÓÍ‡Á˚‚‡ÂÚ-
Òfl, ˜ÚÓ ˝ÚÓ – Ò‡Ï˚È ÒËÎ¸Ì˚È ËÁ ÒÛ˘ÂÒÚ‚Û˛-
˘Ëı ÏÂÚÓ‰Ó‚ ÚÓ˜ÌÓ„Ó ËÌÚÂ„ËÓ‚‡ÌËfl, Ë
ÏÌÓ„ËÂ Á‡‰‡˜Ë, Â¯ÂÌÌ˚Â üÍÓ·Ë, ‚ÓÓ·˘Â
ÌÂ ÔÓ‰‰‡˛ÚÒfl Â¯ÂÌË˛ ‰Û„ËÏË ÏÂÚÓ‰‡ÏË.

Ç.à. ÄÌÓÎ¸‰. 
å‡ÚÂÏ‡ÚË˜ÂÒÍËÂ ÏÂÚÓ‰˚ 

ÍÎ‡ÒÒË˜ÂÒÍÓÈ ÏÂı‡ÌËÍË

ê‡ÒÒÏÓÚËÏ ÏÂı‡ÌË˜ÂÒÍÛ˛ ÒËÒÚÂÏÛ Ò „ÓÎÓÌÓÏÌ˚ÏË Ò‚flÁflÏË,
ÍÓÚÓ‡fl ÓÔËÒ˚‚‡ÂÚÒfl Ó·Ó·˘ÂÌÌ˚ÏË ÍÓÓ‰ËÌ‡Ú‡ÏË q1, …, qs. èË
ÙÓÏÛÎËÓ‚ÍÂ ÔËÌˆËÔ‡ Ì‡ËÏÂÌ¸¯Â„Ó ‰ÂÈÒÚ‚Ëfl Ï˚ ‡ÒÒÏ‡ÚË-
‚‡ÎË ËÌÚÂ„‡Î

(6.15)

‚ÁflÚ˚È ÏÂÊ‰Û ‰‚ÛÏfl Á‡‰‡ÌÌ˚ÏË ÔÓÎÓÊÂÌËflÏË q(t1) Ë q(t2), ÍÓÚÓ˚Â
ÒËÒÚÂÏ‡ Á‡ÌËÏ‡ÂÚ ‚ Á‡‰‡ÌÌ˚Â ÏÓÏÂÌÚ˚ t1 Ë t2. èË ‚‡¸ËÓ‚‡ÌËË ‰ÂÈ-

S L q q t dt
t

t

= ( )∫ , ˙, ,
1

2
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êËÒ. 6.1

ä‡Î ÉÛÒÚ‡‚ üÍÓ‚ üÍÓ·Ë (ÌÂÏ. Carl
Gustav Jacob Jacobi; 10 ‰ÂÍ‡·fl 1804,
èÓÚÒ‰‡Ï – 18 ÙÂ‚‡Îfl 1851, ÅÂÎËÌ) –
ÌÂÏÂˆÍËÈ Ï‡ÚÂÏ‡ÚËÍ. ìÒÓ‚Â¯ÂÌÒÚ‚Ó-
‚‡Î ÏÂÚÓ‰ É‡ÏËÎ¸ÚÓÌ‡ ËÌÚÂ„ËÓ‚‡-
ÌËfl ‰ËÙÙÂÂÌˆË‡Î¸Ì˚ı Û‡‚ÌÂÌËÈ 

‰ËÌ‡ÏËÍË



óÚÓ·˚ ‚˚flÒÌËÚ¸ ÒÏ˚ÒÎ ÔÓËÁ‚Ó‰Ì˚ı „Î‡‚ÌÓÈ ÙÛÌÍˆËË É‡-
ÏËÎ¸ÚÓÌ‡, ‡ÒÒÏÓÚËÏ ‚‡Ë‡ˆË˛ ‰ÂÈÒÚ‚Ëfl 

(6.20)

‚ ‰Û„ÓÏ ÒÔÓÒÓ·Â ‚‡¸ËÓ‚‡ÌËfl. ÅÛ‰ÂÏ ‡ÒÒÏ‡ÚË‚‡Ú¸ S Í‡Í ‚Â-
ÎË˜ËÌÛ, ı‡‡ÍÚÂËÁÛ˛˘Û˛ ‰‚ËÊÂÌËÂ ÔÓ ËÒÚËÌÌ˚Ï Ú‡ÂÍÚÓËflÏ,
Ë Ò‡‚ÌËÏ ÂÂ ÁÌ‡˜ÂÌËfl ‰Îfl Ú‡ÂÍÚÓËÈ, ËÏÂ˛˘Ëı Ó·˘ÂÂ Ì‡˜‡ÎÓ
q(t1) = q1, ÌÓ ÔÓıÓ‰fl˘Ëı ‚ ÏÓÏÂÌÚ t ˜ÂÂÁ ‡ÁÌ˚Â ÔÓÎÓÊÂÌËfl.
àÌ˚ÏË ÒÎÓ‚‡ÏË, ‡ÒÒÏÓÚËÏ ËÁÏÂÌÂÌËÂ ‰ÂÈÒÚ‚Ëfl, ÍÓ„‰‡ ‰ÂÈÒÚ‚Ë-
ÚÂÎ¸ÌÓÂ ‰‚ËÊÂÌËÂ ÔÓ Ú‡ÂÍÚÓËË qi(t) ËÁÏÂÌflÂÚÒfl Ì‡ ‰ÂÈÒÚ‚Ë-
ÚÂÎ¸ÌÓÂ ‰‚ËÊÂÌËÂ ÔÓ Ú‡ÂÍÚÓËË qi(t) + δqi(t). èÓ‰ ‰ÂÈÒÚ‚ËÚÂÎ¸-
Ì˚ÏË ‰‚ËÊÂÌËflÏË ÔÓÌËÏ‡ÂÏ ‰‚ËÊÂÌËfl, ÍÓ„‰‡ Ú‡ÂÍÚÓËË qi(t) 

Û‰Ó‚ÎÂÚ‚Ófl˛Ú Û‡‚ÌÂÌËflÏ ã‡„‡ÌÊ‡ 

èÓ‚ÚÓflfl ‚˚˜ËÒÎÂÌËfl Ô‡‡„‡Ù‡ 2.7.2, ÔÓÎÛ˜‡ÂÏ

(6.21)

èÓÒÍÓÎ¸ÍÛ ÏÂÊ‰Û Ì‡˜‡Î¸Ì˚ÏË Ë ÍÓÌÂ˜Ì˚ÏË ÔÓÎÓÊÂÌËflÏË ÒËÒÚÂ-
Ï‡ ‰‚ËÊÂÚÒfl ÔÓ ‰ÂÈÒÚ‚ËÚÂÎ¸ÌÓÈ Ú‡ÂÍÚÓËË, Û‰Ó‚ÎÂÚ‚Ófl˛˘ÂÈ
Û‡‚ÌÂÌËflÏ ã‡„‡ÌÊ‡, ËÌÚÂ„‡Î ‚ ÔÓÒÎÂ‰ÌÂÈ ÒÚÓÍÂ Ó·‡˘‡ÂÚÒfl

‚ ÌÛÎ¸. á‡ÏÂÌflfl Ì‡ pi(t) Ë Û˜ËÚ˚‚‡fl, ˜ÚÓ ‚ ÒËÎÛ ÙËÍÒËÓ-

‚‡ÌÌÓÒÚË Ì‡˜‡Î¸ÌÓ„Ó ÔÓÎÓÊÂÌËfl δqi(t1) = 0, ÔÓÎÛ˜ËÏ ÒÓÓÚÌÓ¯ÂÌËÂ

(6.22)

ÍÓÚÓÓÂ Ì‡Á˚‚‡˛Ú ÔËÌˆËÔÓÏ ÔÂÂÏÂÌÌÓ„Ó ‰ÂÈÒÚ‚Ëfl.
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äÓÏÂ ÚÓ„Ó, ‚‡Ë‡ˆËfl ‰ÂÈÒÚ‚Ëfl Í‡Í „Î‡‚ÌÓÈ ÙÛÌÍˆËË É‡-
ÏËÎ¸ÚÓÌ‡ ‚ ÙÓÏÂ 

S = S(t1, t, q(t), q(t1)) (6.23)

ÔÓ ÍÓÌÂ˜ÌÓÏÛ ÔÓÎÓÊÂÌË˛ ÒËÒÚÂÏ˚ ‡‚Ì‡

(6.24)

àÁ ˝ÚËı ÒÓÓÚÌÓ¯ÂÌËÈ ÒÎÂ‰ÛÂÚ, ˜ÚÓ ˜‡ÒÚÌ˚Â ÔÓËÁ‚Ó‰Ì˚Â ÓÚ
„Î‡‚ÌÓÈ ÙÛÌÍˆËË É‡ÏËÎ¸ÚÓÌ‡ ÔÓ Ó·Ó·˘ÂÌÌ˚Ï ÍÓÓ‰ËÌ‡Ú‡Ï ‡‚-
Ì˚ Ó·Ó·˘ÂÌÌ˚Ï ËÏÔÛÎ¸Ò‡Ï

�
∂
∂

q

S

i

� = pi. (6.25)

á‡ÏÂÚËÏ, ˜ÚÓ ÔÓ Ò‡ÏÓÏÛ ÓÔÂ‰ÂÎÂÌË˛ ‰ÂÈÒÚ‚Ëfl (6.15)

�
d

d

S

t
� = L. (6.26)

é‰Ì‡ÍÓ, ÂÒÎË ‡ÒÒÏ‡ÚË‚‡Ú¸ ‰ÂÈÒÚ‚ËÂ ‚ ÙÓÏÂ „Î‡‚ÌÓÈ ÙÛÌÍˆËË
É‡ÏËÎ¸ÚÓÌ‡ (6.19), ÚÓ ‚ÂÏfl ÒÓ‰ÂÊËÚÒfl ‚ S Í‡Í fl‚ÌÓ, Ú‡Í Ë ÌÂfl‚-
ÌÓ ˜ÂÂÁ Ó·Ó·˘ÂÌÌ˚Â ÍÓÓ‰ËÌ‡Ú˚. èÓ˝ÚÓÏÛ ËÏÂÂÏ

á‡ÏÂÌflfl Á‰ÂÒ¸ �
d

d

S

t
� Ì‡ L Ë Û˜ËÚ˚‚‡fl (5.26), ÔÓÎÛ˜‡ÂÏ

Ú‡Í ˜ÚÓ Ò ÔÓÏÓ˘¸˛ ÙÛÌÍˆËË É‡ÏËÎ¸ÚÓÌ‡ 

˝ÚÓ Û‡‚ÌÂÌËÂ ÏÓÊÂÚ ·˚Ú¸ Á‡ÔËÒ‡ÌÓ ‚ ‚Ë‰Â

�
∂
∂
S

t
� = –H(p, q, t). (6.27)
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6.3. íÖéêÖåÄ üäéÅà

å‡ÚÂÏ‡ÚËÍ‡ ÔËÌ‡‰ÎÂÊËÚ Í ˜ËÒÎÛ ÚÂı
Ì‡ÛÍ, ÍÓÚÓ˚Â flÒÌ˚ Ò‡ÏË ÔÓ ÒÂ·Â.

ÉÓÒÔÓ‰‡, ‰Îfl „‡ÛÒÒÓ‚ÓÈ ÒÚÓ„ÓÒÚË Û Ì‡Ò
ÌÂÚ ‚ÂÏÂÌË.

ä.É.ü. üÍÓ·Ë

àÁ‚ÂÒÚÌÓ, ˜ÚÓ Ó·˘ÂÂ Â¯ÂÌËÂ ‰ËÙÙÂÂÌˆË‡Î¸ÌÓ„Ó Û‡‚ÌÂ-
ÌËfl ‚ ˜‡ÒÚÌ˚ı ÔÓËÁ‚Ó‰Ì˚ı ÔÂ‚Ó„Ó ÔÓfl‰Í‡ Á‡‚ËÒËÚ ÓÚ ÔÓËÁ-
‚ÓÎ¸ÌÓÈ ÙÛÌÍˆËË. é‰Ì‡ÍÓ „Î‡‚Ì‡fl ÙÛÌÍˆËfl É‡ÏËÎ¸ÚÓÌ‡ Á‡‚ËÒËÚ
ÓÚ ‚ÂÏÂÌË, q1, …, qs Ë s + 1 ÌÂÁ‡‚ËÒËÏ˚ı ÔÓÒÚÓflÌÌ˚ı ËÌÚÂ„ËÓ-
‚‡ÌËfl α1, …, αs, αs+1. í‡ÍÓÂ Â¯ÂÌËÂ Û‡‚ÌÂÌËfl (6.28) ‚ ˜‡ÒÚÌ˚ı
ÔÓËÁ‚Ó‰Ì˚ı ÔÂ‚Ó„Ó ÔÓfl‰Í‡ Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl ÔÓÎÌ˚Ï ËÌÚÂ„‡ÎÓÏ.
éÌ Óı‚‡Ú˚‚‡ÂÚ ÎË¯¸ «˜‡ÒÚ¸» Ó·˘Â„Ó Â¯ÂÌËfl. èÓÒÍÓÎ¸ÍÛ ‚˚‡-
ÊÂÌËÂ (6.28) ÌÂ ÒÓ‰ÂÊËÚ fl‚ÌÓ ÙÛÌÍˆË˛ S, ÚÓ Ó‰Ì‡ ËÁ ÔÓÒÚÓflÌ-
Ì˚ı ËÌÚÂ„ËÓ‚‡ÌËfl, Ì‡ÔËÏÂ αs+1, ‚ ÔÓÎÌ˚È ËÌÚÂ„‡Î ‚ıÓ‰ËÚ
‡‰‰ËÚË‚ÌÓ:

S = W(t, q1, …, qs, α1, …, αs) + αs+1. (6.30)

ä‡Í ÒÎÂ‰ÛÂÚ ËÁ ÚÂÓËË ‰ËÙÙÂÂÌˆË‡Î¸Ì˚ı Û‡‚ÌÂÌËÈ, ˝ÚÓ
‚˚‡ÊÂÌËÂ ÂÒÚ¸ ÔÓÎÌ˚È ËÌÚÂ„‡Î Û‡‚ÌÂÌËfl É‡ÏËÎ¸ÚÓÌ‡–üÍÓ-
·Ë, ÂÒÎË ‚˚ÔÓÎÌfl˛ÚÒfl ÛÒÎÓ‚Ëfl:

‡) ÔÓÒÚÓflÌÌ˚Â α1, …, αs ‚ ÌÂ„Ó ‚ıÓ‰flÚ Ú‡Í, ˜ÚÓ ÒÏÂ¯‡ÌÌ˚È ÓÔ-
Â‰ÂÎËÚÂÎ¸

(6.31)

ÓÚÎË˜ÂÌ ÓÚ ÌÛÎfl;
·) ÙÓÏÛÎ‡ (6.30) ÚÓÊ‰ÂÒÚ‚ÂÌÌÓ Û‰Ó‚ÎÂÚ‚ÓflÂÚ Û‡‚ÌÂÌË˛

(6.28) ÔË Î˛·˚ı ÁÌ‡˜ÂÌËflı (q, t, α).
ÖÒÎË Ì‡Ï ËÁ‚ÂÒÚÌÓ Â¯ÂÌËÂ Í‡ÌÓÌË˜ÂÒÍËı Û‡‚ÌÂÌËÈ, ÚÓ Ò ÔÓ-

ÏÓ˘¸˛ ÔÓˆÂ‰Û˚, ÓÔËÒ‡ÌÌÓÈ ‚ Ì‡˜‡ÎÂ ÔÂ‰˚‰Û˘Â„Ó Ô‡‡„‡-
Ù‡, Ï˚ ÏÓÊÂÏ Ì‡ÈÚË ‚ fl‚ÌÓÏ ‚Ë‰Â „Î‡‚ÌÛ˛ ÙÛÌÍˆË˛ É‡ÏËÎ¸ÚÓ-
Ì‡, Ú. Â. ÔÓÎÌ˚È ËÌÚÂ„‡Î Û‡‚ÌÂÌËfl (6.28).

ÑÓÔÛÒÚËÏ ÚÂÔÂ¸, ˜ÚÓ Ì‡Ï Û‰‡ÎÓÒ¸ Â¯ËÚ¸ Û‡‚ÌÂÌËÂ É‡ÏËÎ¸-
ÚÓÌ‡–üÍÓ·Ë. ÇÓÁÌËÍ‡ÂÚ ‚ÓÔÓÒ, Í‡Í Ò ÔÓÏÓ˘¸˛ ÙÛÌÍˆËË S (6.30)
ÔÓËÌÚÂ„ËÓ‚‡Ú¸ Û‡‚ÌÂÌËÂ ÏÂı‡ÌËÍË. êÂ¯ÂÌËÂ ˝ÚÓÈ Ó·‡ÚÌÓÈ
Á‡‰‡˜Ë ‰‡ÂÚ ÚÂÓÂÏ‡ üÍÓ·Ë.
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àÁ ÒËÒÚÂÏ˚ s + 1 Û‡‚ÌÂÌËÈ (6.25),(6.27) ÏÓÊÌÓ ËÒÍÎ˛˜ËÚ¸
ËÏÔÛÎ¸Ò˚, ÔÓ‰ÒÚ‡‚Ë‚ ‚˚‡ÊÂÌËÂ (6.25) ‰Îfl ËÏÔÛÎ¸ÒÓ‚ ‚ ÙÛÌÍ-
ˆË˛ É‡ÏËÎ¸ÚÓÌ‡. Ç ÂÁÛÎ¸Ú‡ÚÂ ÔÓÎÛ˜ËÏ ‚˚‡ÊÂÌËÂ

(6.28)

ÍÓÚÓÓÏÛ ‰ÓÎÊÌ‡ Û‰Ó‚ÎÂÚ‚ÓflÚ¸ ÙÛÌÍˆËfl S(q, t). ùÚÓ ÌÂÎËÌÂÈ-
ÌÓÂ Û‡‚ÌÂÌËÂ ‚ ˜‡ÒÚÌ˚ı ÔÓËÁ‚Ó‰Ì˚ı ÔÂ‚Ó„Ó ÔÓfl‰Í‡ Ì‡Á˚‚‡-
ÂÚÒfl Û‡‚ÌÂÌËÂÏ É‡ÏËÎ¸ÚÓÌ‡–üÍÓ·Ë ‰Îfl „Î‡‚ÌÓÈ ÙÛÌÍˆËË É‡-
ÏËÎ¸ÚÓÌ‡.

èË‚Â‰ÂÏ ÔËÏÂ Â„Ó ËÒÔÓÎ¸ÁÓ‚‡ÌËfl ÔË ‰‚ËÊÂÌËË ˜‡ÒÚËˆ˚
‚ ÔÓÚÂÌˆË‡Î¸ÌÓÏ ÔÓÎÂ U(r). îÛÌÍˆËfl É‡ÏËÎ¸ÚÓÌ‡, Á‡ÔËÒ‡ÌÌ‡fl ‚
‰ÂÍ‡ÚÓ‚˚ı ÍÓÓ‰ËÌ‡Ú‡ı, ËÏÂÂÚ ‚ ˝ÚÓÏ ÒÎÛ˜‡Â ‚Ë‰

ì˜ËÚ˚‚‡fl, ˜ÚÓ

ÔÓÎÛ˜‡ÂÏ

Ç ËÚÓ„Â ‰Îfl ‡ÒÒÏ‡ÚË‚‡ÂÏÓÈ ÒËÒÚÂÏ˚ Û‡‚ÌÂÌËÂ É‡ÏËÎ¸ÚÓ-
Ì‡–üÍÓ·Ë ËÏÂÂÚ ‚Ë‰ ÌÂÎËÌÂÈÌÓ„Ó ‰ËÙÙÂÂÌˆË‡Î¸ÌÓ„Ó Û‡‚ÌÂ-
ÌËfl ‚ ˜‡ÒÚÌ˚ı ÔÓËÁ‚Ó‰Ì˚ı ÔÂ‚Ó„Ó ÔÓfl‰Í‡ ÓÚÌÓÒËÚÂÎ¸ÌÓ
ÙÛÌÍˆËË S(r

→
, t):

(6.29)
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äÓÏÂ ÚÓ„Ó, Û‡‚ÌÂÌËÂ (6.32) ÚÓÊ‰ÂÒÚ‚ÂÌÌÓ Û‰Ó‚ÎÂÚ‚ÓflÂÚÒfl,
ÂÒÎË ‚ÏÂÒÚÓ ÙÛÌÍˆËÈ qi ÔÓ‰ÒÚ‡‚ËÚ¸ Ëı ÁÌ‡˜ÂÌËÂ qi = qi(α, β, t). èÓ-
ÒÎÂ Ú‡ÍÓÈ ÔÓ‰ÒÚ‡ÌÓ‚ÍË Ë ‚ÁflÚËfl ÔÓÎÌÓÈ ÔÓËÁ‚Ó‰ÌÓÈ ÔÓ ‚ÂÏÂÌË
ÔÓÎÛ˜‡ÂÏ

(6.38)

àÁ ÔÂÂÒÚ‡ÌÓ‚Ó˜ÌÓÒÚË ÓÔÂ‡ÚÓÓ‚ ‰ËÙÙÂÂÌˆËÓ‚‡ÌËfl Ë ÛÒ-
ÎÓ‚Ëfl (6.31) ÒÎÂ‰ÛÂÚ Ó‰Ì‡ „ÛÔÔ‡ Û‡‚ÌÂÌËÈ É‡ÏËÎ¸ÚÓÌ‡

(6.39)

óÚÓ·˚ ÔÓÎÛ˜ËÚ¸ ‰Û„Û˛ „ÛÔÔÛ, ÔÓ‰ËÙÙÂÂÌˆËÛÂÏ (6.33) ÔÓ
‚ÂÏÂÌË

(6.40)

èÓ‰ËÙÙÂÂÌˆËÓ‚‡‚ Û‡‚ÌÂÌËÂ É‡ÏËÎ¸ÚÓÌ‡–üÍÓ·Ë ÔÓ ‡-
„ÛÏÂÌÚÛ qi, Ì‡ıÓ‰ËÏ

(6.41)

àÁ Ò‡‚ÌÂÌËfl Û‡‚ÌÂÌËÈ (6.40), (6.41) Ò Û˜ÂÚÓÏ (6.39) ÔÓÎÛ˜‡-
ÂÏ ‚ÚÓÛ˛ „ÛÔÔÛ Í‡ÌÓÌË˜ÂÒÍËı Û‡‚ÌÂÌËÈ. Ç ËÚÓ„Â ÚÂÓÂÏ‡
üÍÓ·Ë ÛÒÚ‡Ì‡‚ÎË‚‡ÂÚ Ò‚flÁ¸ ÏÂÊ‰Û ËÌÚÂ„ËÓ‚‡ÌËÂÏ ÒËÒÚÂÏ˚
Ó·˚ÍÌÓ‚ÂÌÌ˚ı ‰ËÙÙÂÂÌˆË‡Î¸Ì˚ı Û‡‚ÌÂÌËÈ (6.36) Ë Û‡‚ÌÂÌË-
ÂÏ ‚ ˜‡ÒÚÌ˚ı ÔÓËÁ‚Ó‰Ì˚ı ÔÂ‚Ó„Ó ÔÓfl‰Í‡ (6.28).

åÓÊÌÓ Û·Â‰ËÚ¸Òfl, ˜ÚÓ ÔÓÎÌ˚È ËÌÚÂ„‡Î Û‡‚ÌÂÌËfl É‡ÏËÎ¸-
ÚÓÌ‡–üÍÓ·Ë ÒÓ‚Ô‡‰‡ÂÚ Ò ‰ÂÈÒÚ‚ËÂÏ (2.87) ÔÓ É‡ÏËÎ¸ÚÓÌÛ. ëÓ„Î‡Ò-
ÌÓ (6.28), (6.33), ÔÓÎÌ‡fl ÔÓËÁ‚Ó‰Ì‡fl ÔÓ ‚ÂÏÂÌË ‚˚‡ÊÂÌËfl
(6.20) ‡‚Ì‡
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èÛÒÚ¸ (6.30) ÂÒÚ¸ ÔÓÎÌ˚È ËÌÚÂ„‡Î (Û‡‚ÌÂÌËÂ É‡ÏËÎ¸ÚÓ-
Ì‡–üÍÓ·Ë), ÚÓ„‰‡ ÒËÒÚÂÏ‡ Û‡‚ÌÂÌËÈ

(6.32)

„‰Â βi – ÌÓ‚˚Â ÔÓËÁ‚ÓÎ¸Ì˚Â ÔÓÒÚÓflÌÌ˚Â, ÒÓ‚ÏÂÒÚÌÓ Ò ÒËÒÚÂ-
ÏÓÈ Û‡‚ÌÂÌËÈ

(6.33)

ÓÔÂ‰ÂÎflÂÚ ÙÛÌÍˆËË

qi = qi(α, β, t), (6.34)

pi = pi(α, β, t), (6.35)

ÍÓÚÓ˚Â fl‚Îfl˛ÚÒfl Â¯ÂÌËflÏË Í‡ÌÓÌË˜ÂÒÍËı Û‡‚ÌÂÌËÈ É‡-
ÏËÎ¸ÚÓÌ‡

(6.36)

ÑÎfl ‰ÓÍ‡Á‡ÚÂÎ¸ÒÚ‚‡ ÚÂÓÂÏ˚ Á‡ÏÂÚËÏ ‚Ì‡˜‡ÎÂ, ˜ÚÓ ÒÓÓÚÌÓ¯Â-
ÌËÂ (6.32) ÔË ÛÒÎÓ‚ËË (6.31) ÓÔÂ‰ÂÎflÂÚ ÙÛÌÍˆËË qi = qi(α, β, t).
íÓ„‰‡ ‚Ë‰ ÙÛÌÍˆËÈ pi = pi(α, β, t) Ò‡ÁÛ ÒÎÂ‰ÛÂÚ ËÁ Û‡‚ÌÂÌËfl
(6.33). èÓÍ‡ÊÂÏ, ˜ÚÓ ÛÒÚ‡ÌÓ‚ÎÂÌÌ˚Â Ú‡ÍËÏ Ó·‡ÁÓÏ ‚ÂÎË˜ËÌ˚
p, q Û‰Ó‚ÎÂÚ‚Ófl˛Ú Û‡‚ÌÂÌËflÏ É‡ÏËÎ¸ÚÓÌ‡. îÛÌÍˆËfl (6.30)
Û‰Ó‚ÎÂÚ‚ÓflÂÚ Û‡‚ÌÂÌË˛ É‡ÏËÎ¸ÚÓÌ‡–üÍÓ·Ë ÔË ÔÓËÁ‚ÓÎ¸-
Ì˚ı ÁÌ‡˜ÂÌËflı ÔÓÒÚÓflÌÌÓÈ α. èÓ‰ÒÚ‡‚ËÏ ÂÂ ‚ ˝ÚÓ Û‡‚ÌÂÌËÂ Ë
ÔÓ‰ËÙÙÂÂÌˆËÛÂÏ ÔÓÎÛ˜ÂÌÌÓÂ ÚÓÊ‰ÂÒÚ‚Ó ÔÓ αi (i = 1, 2, …, s),
Û˜ËÚ˚‚‡fl, ˜ÚÓ ÍÓÏÂ S ÔÓÒÚÓflÌÌ‡fl αi ‚ıÓ‰ËÚ Â˘Â ‚ ÔÓËÁ‚Ó‰-

Ì˚Â

(6.37)
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èÓ‰ÒÚ‡‚Ë‚ Ò˛‰‡ ‚ÏÂÒÚÓ q
.
k Ë p

.
k Ëı ‚˚‡ÊÂÌËfl ËÁ Û‡‚ÌÂÌËÈ É‡-

ÏËÎ¸ÚÓÌ‡

ËÏÂÂÏ

(6.43)

ÑÎfl Î˛·ÓÈ Ô‡˚ ÙÛÌÍˆËÈ f1(p, q, t), f2(p, q, t) ÓÔÂ‰ÂÎËÏ ÓÔÂ-
‡ˆË˛

(6.44)

ÍÓÚÓ‡fl ‰‚ÛÏ ÙÛÌÍˆËflÏ f1, f2 ÒÚ‡‚ËÚ ‚ ÒÓÓÚ‚ÂÚÒÚ‚ËÂ ÚÂÚ¸˛ f3 =
= {f1, f2}, Á‡‚ËÒfl˘Û˛ ÓÚ ÍÓÓ‰ËÌ‡Ú Ë ËÏÔÛÎ¸ÒÓ‚. éÌ‡ Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl
ÒÍÓ·ÍÓÈ èÛ‡ÒÒÓÌ‡. íÓ„‰‡ Û‡‚ÌÂÌËÂ ‰‚ËÊÂÌËfl Î˛·ÓÈ ÙËÁË˜ÂÒ-
ÍÓÈ ‚ÂÎË˜ËÌ˚ Á‡ÔËÒ˚‚‡ÂÚÒfl ‚ ÍÓÏÔ‡ÍÚÌÓÏ ‚Ë‰Â

(6.45)
 

df

dt

f

t
H f= ∂

∂
+ { }, .

 
f f

f

p

f

q

f

q

f

pi i i ii

s

1 2
1 2 1 2

1

, – ,{ } = ∂
∂

∂
∂

∂
∂

∂
∂=

∑

 

df

dt

f

t

H

p

f

q

H

q

f

pk k k kk

= ∂
∂

+ ∂
∂

∂
∂

∂
∂

∂
∂

⎛
⎝⎜

⎞
⎠⎟∑ – .

 

˙ – , ˙ ,p
H

q
q

H

p
k

k
k

k

= ∂
∂

= ∂
∂

6.4. ëÍÓ·ÍË èÛ‡ÒÒÓÌ‡ 263262 ÉÎ‡‚‡ 6. É‡ÏËÎ¸ÚÓÌÓ‚‡ ÏÂı‡ÌËÍ‡

ÒÎÂ‰Ó‚‡ÚÂÎ¸ÌÓ, ‚ÂÎË˜ËÌ‡

ÒÓ‚Ô‡‰‡ÂÚ Ò (2.87).
Ç ËÚÓ„Â Á‡‰‡˜‡ ËÌÚÂ„ËÓ‚‡ÌËfl Í‡ÌÓÌË˜ÂÒÍËı Û‡‚ÌÂÌËÈ É‡-

ÏËÎ¸ÚÓÌ‡ Á‡ÏÂÌflÂÚÒfl ˝Í‚Ë‚‡ÎÂÌÚÌÓÈ Á‡‰‡˜ÂÈ ÔÓËÒÍ‡ ÔÓÎÌÓ„Ó ËÌ-
ÚÂ„‡Î‡ Û‡‚ÌÂÌËfl É‡ÏËÎ¸ÚÓÌ‡–üÍÓ·Ë, ˜ÚÓ ÔÓÁ‚ÓÎflÂÚ ËÌÚÂ„Ë-
Ó‚‡Ú¸ ÏÌÓ„ËÂ Á‡‰‡˜Ë ÏÂı‡ÌËÍË ÚÓÎ¸ÍÓ ˝ÚËÏ ÏÂÚÓ‰ÓÏ. ÑÎfl Â¯Â-
ÌËfl Û‡‚ÌÂÌËfl É‡ÏËÎ¸ÚÓÌ‡–üÍÓ·Ë ÒÛ˘ÂÒÚ‚Û˛Ú ÓÔÂ‰ÂÎÂÌÌ˚Â
ÏÂÚÓ‰˚: ‡Á‰ÂÎÂÌËÂ ÔÂÂÏÂÌÌ˚ı Ë Ú. ‰. [1, 2, 16, 45, 57, 72, 79]. ÖÒ-
ÎË „‡ÏËÎ¸ÚÓÌË‡Ì ÒËÒÚÂÏ˚ ÌÂ Á‡‚ËÒËÚ fl‚ÌÓ ÓÚ ‚ÂÏÂÌË H = H(p, q),
ÚÓ ÏÂÚÓ‰ É‡ÏËÎ¸ÚÓÌ‡–üÍÓ·Ë ÏÓÊÂÚ ·˚Ú¸ ÛÔÓ˘ÂÌ. á‡‚ËÒËÏÓÒÚ¸
ÓÚ ‚ÂÏÂÌË ‚ S Ò‚Ó‰ËÚÒfl Í ÒÎ‡„‡ÂÏÓÏÛ

S = –Et + S0(q),

Ë Û‡‚ÌÂÌËÂ ‰Îfl ÛÍÓÓ˜ÂÌÌÓ„Ó ‰ÂÈÒÚ‚Ëfl S0(q) ÔËÌËÏ‡ÂÚ ÔÓ-
ÒÚÓÈ ‚Ë‰

(6.42)

6.4. ëäéÅäà èìÄëëéçÄ

ü ÔÎÓıÓ ÔÓÏÌËÎ, ˜ÚÓ Ú‡ÍÓÂ ÒÍÓ·Í‡ èÛ-
‡ÒÒÓÌ‡, Ë ÌÂ ÁÌ‡Î ‰Îfl ÌÂÂ ÚÓ˜ÌÓÈ ÙÓÏÛÎ˚.
Ç ÏÓÂÈ „ÓÎÓ‚Â ·˚ÎË ÎË¯¸ ÒÏÛÚÌ˚Â ‚ÓÒÔÓ-
ÏËÌ‡ÌËfl. çÓ ÒÍÓ·Í‡ èÛ‡ÒÒÓÌ‡ Ú‡ËÎ‡ ‚ ÒÂ·Â
Á‡ÏÂ˜‡ÚÂÎ¸Ì˚Â ‚ÓÁÏÓÊÌÓÒÚË, Ë fl ÔÓ‰ÛÏ‡Î,
˜ÚÓ, ÏÓÊÂÚ ·˚Ú¸, ÏÌÂ Û‰‡ÒÚÒfl Ò‰ÂÎ‡Ú¸ ‚ÂÎË-
ÍÓÂ ÓÚÍ˚ÚËÂ.

è. ÑË‡Í. 
ÇÓÒÔÓÏËÌ‡ÌËfl Ó ÌÂÓ·˚˜‡ÈÌÓÈ ˝ÔÓıÂ

ë ÔÓÏÓ˘¸˛ Û‡‚ÌÂÌËÈ É‡ÏËÎ¸ÚÓÌ‡ Ì‡È‰ÂÏ ÔÓÎÌÛ˛ ÔÓËÁ‚Ó‰-
ÌÛ˛ ÔÓ ‚ÂÏÂÌË ÓÚ ÔÓËÁ‚ÓÎ¸ÌÓÈ ÙÛÌÍˆËË f(p, q, t) (Ì‡ÔËÏÂ ÏÓ-
ÏÂÌÚ‡ ËÏÔÛÎ¸Ò‡) M

→
= [r

→
, p

→
]). èflÏ˚ÏË ‚˚˜ËÒÎÂÌËflÏË ÔÓÎÛ˜‡ÂÏ
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t

= ∫
1
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ëËÏÂÓÌ-ÑÂÌË èÛ‡ÒÒÓÌ (Ù. Siméon-Denis
Poisson; 21 Ë˛Ìfl 1781, èËÚË‚¸Â, î‡Ì-
ˆËfl – 25 ‡ÔÂÎfl 1840, è‡ËÊ) – Ù‡ÌˆÛÁ-

ÒÍËÈ ÙËÁËÍ Ë Ï‡ÚÂÏ‡ÚËÍ



ÑÂÈÒÚ‚ËÚÂÎ¸ÌÓ, ÔË (μ = 1, 2, …, s) Ï˚ ÔÓÎÛ˜‡ÂÏ Ë 

ÔË (μ = s + 1, s + 2, …, 2s) Û‡‚ÌÂÌËfl ë ÔÓÏÓ˘¸˛ 

Ï‡ÚËˆ˚ J ÏÓÊÌÓ Á‡ÔËÒ‡Ú¸ ÒÍÓ·ÍË èÛ‡ÒÒÓÌ‡ ‚ ‚Ë‰Â

(6.49)

ëÍÓ·ÍË èÛ‡ÒÒÓÌ‡ Ó·Î‡‰‡˛Ú ÒÎÂ‰Û˛˘ËÏË Ò‚ÓÈÒÚ‚‡ÏË.
1. ÄÌÚËÍÓÏÏÛÚ‡ÚË‚ÌÓÒÚ¸

(6.50)

‚ÒÎÂ‰ÒÚ‚ËÂ ‡ÌÚËÒËÏÏÂÚË˜ÌÓÒÚË Ï‡ÚËˆ˚ J(Jμν = –Jνμ).
2. ãËÌÂÈÌÓÒÚ¸, ‡‰‰ËÚË‚ÌÓÒÚ¸ ËÎË ‰ËÒÚË·ÛÚË‚ÌÓÒÚ¸

{(αf1 + βf2), g} = α{f1, g} + β{f2, g}, (6.51)

ÍÓÚÓ˚Â Ó˜Â‚Ë‰Ì˚ ‚ ÒËÎÛ ÎËÌÂÈÌÓÒÚË ÓÔÂ‡ˆËË ‰ËÙÙÂÂÌˆËÓ-
‚‡ÌËfl.

3. ì‰Ó‚ÎÂÚ‚Ófl˛Ú Ô‡‚ËÎÛ ãÂÈ·ÌËˆ‡

(6.52)

4. àÏÂ˛Ú ÔÓÒÚÓÈ ‚Ë‰

{ξλ, ξγ} = –δλμJμνδγν = –Jλγ (6.53)

‰Îfl ÒËÏÔÎÂÍÚË˜ÂÒÍËı ÍÓÓ‰ËÌ‡Ú.

 

−
∂( )
∂

∂
∂

= { } + { }f
f

J
g

f f g f f g2
1

1 2 2 1ξ ξμ
μν

ν
, , .

 

f f g
f f

J
g

f
f

J
g

2 1
1 2

1
2, , – – –( ){ } =

∂( )
∂

∂
∂

=
∂( )
∂

∂
∂ξ ξ ξ ξμ

μν
ν μ

μν
ν

 

f f
f

J
f f

J
f

f f1 2
1 2 1 2

2 1, – – ,{ } = ∂
∂

∂
∂

= ∂
∂

∂
∂

= { }
ξ ξ ξ ξμ

μν
ν ν

νμ
μ

 

f f
f

J
f

1 2
1 2, – .{ } = ∂

∂
∂
∂ξ ξμ

μν
ν

˙ – .q
H

p
μ

μ
= ∂

∂

 

˙ –p
H

q
μ

μ
= ∂

∂
Ç ˜‡ÒÚÌÓÒÚË, Û‡‚ÌÂÌËfl É‡ÏËÎ¸ÚÓÌ‡ Á‡ÔËÒ˚‚‡˛ÚÒfl Í‡Í

p
.
i = {H, pi}   q

.
i = {H, qi}. (6.46)

àÏÂÌÌÓ Ó·Ó·˘ÂÌËÂ Û‡‚ÌÂÌËÈ É‡ÏËÎ¸ÚÓÌ‡ ‚ ‚Ë‰Â Û‡‚ÌÂÌËfl ‰‚Ë-
ÊÂÌËfl ÒÓ ÒÍÓ·ÍÓÈ èÛ‡ÒÒÓÌ‡ (4.46) Ò ÔË‚ÎÂ˜ÂÌËÂÏ ÔÓÌflÚËfl Ó·
ÓÔÂ‡ÚÓ‡ı ‰ËÌ‡ÏË˜ÂÒÍËı ÔÂÂÏÂÌÌ˚ı ‚˚‚Ó‰ËÚ ÏÂı‡ÌËÍÛ ˜‡ÒÚËˆ
‚ ÏËÍÓÏË (Í‚‡ÌÚÓ‚Û˛ ÏÂı‡ÌËÍÛ).

á‡ÔË¯ÂÏ Û‡‚ÌÂÌËfl É‡ÏËÎ¸ÚÓÌ‡ (6.7) ‚ ÒËÏÔÎÂÍÚË˜ÂÒÍËı ÍÓ-
Ó‰ËÌ‡Ú‡ı. ë ˝ÚÓÈ ˆÂÎ¸˛ ‰Îfl ÒËÒÚÂÏ˚ Ò s ÒÚÂÔÂÌflÏË Ò‚Ó·Ó‰˚ ‚‚Â-
‰ÂÏ 2s-ÏÂÌ˚È ‚ÂÍÚÓ ‚ Ù‡ÁÓ‚ÓÏ ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Â Ò ÍÓÓ‰ËÌ‡Ú‡ÏË
(p, q). èÛÒÚ¸ ÌÂÁ‡‚ËÒËÏ‡fl ÔÂÂÏÂÌÌ‡fl ξ = (p, q), Ì‡Á˚‚‡ÂÏ‡fl ÒËÏÔ-
ÎÂÍÚË˜ÂÒÍÓÈ, Ó·˙Â‰ËÌflÂÚ ‚ÒÂ ËÏÔÛÎ¸Ò˚ Ë Ó·Ó·˘ÂÌÌ˚Â ÍÓÓ‰Ë-
Ì‡Ú˚: ξμ (μ = 1, 2, …, 2s), ξμ = pμ (μ = 1, 2, …, s), ξμ = qμ (μ = s + 1,
s + 2, …, 2s).

Ç‚Â‰ÂÏ ÒÔÂˆË‡Î¸ÌÛ˛ Ï‡ÚËˆÛ J ‡ÁÏÂÌÓÒÚË 2s×2s:

(6.47)

„‰Â E – Â‰ËÌË˜Ì‡fl Ï‡ÚËˆ‡ s ÔÓfl‰Í‡. Ç‚Â‰ÂÏ ‚‡ÊÌÓÂ Ô‡‚ËÎÓ
ÒÛÏÏËÓ‚‡ÌËfl ùÈÌ¯ÚÂÈÌ‡. èË Á‡ÔËÒË ÒÛÏÏ ÚËÔ‡ (6.44) ËÌ‰ÂÍÒ˚,
ÔÓ ÍÓÚÓ˚Ï ‚Â‰ÂÚÒfl ÒÛÏÏËÓ‚‡ÌËÂ, ÔÓ‚ÚÓfl˛ÚÒfl ‰‚‡Ê‰˚. îÓ-
ÏÛÎ˚ ·Û‰ÛÚ ËÏÂÚ¸ ·ÓÎÂÂ ÍÓÏÔ‡ÍÚÌ˚È ‚Ë‰, ÂÒÎË ÔËÌflÚ¸ ÛÒÎÓ‚ËÂ,
˜ÚÓ ÁÌ‡Í ÒÛÏÏ˚ ∑ ÔÓ‰‡ÁÛÏÂ‚‡ÂÚÒfl ‚ Ó‰ÌÓ˜ÎÂÌÌÓÏ ‚˚‡ÊÂÌËË
Í‡Ê‰˚È ‡Á, ÍÓ„‰‡ ËÌ‰ÂÍÒ ÔÓ‚ÚÓflÂÚÒfl. é·ÓÁÌ‡˜ÂÌËÂ ÔÓ‚ÚÓfl-
˛˘ËıÒfl ËÌ‰ÂÍÒÓ‚ ‚ ‚˚‡ÊÂÌËË ÏÓÊÌÓ ÔÓËÁ‚ÓÎ¸ÌÓ ÏÂÌflÚ¸ («ÌÂ-
ÏÓÈ» ËÌ‰ÂÍÒ), ÂÒÎË ÌÓ‚˚Â ËÌ‰ÂÍÒ˚ ÌÂ ·Û‰ÛÚ ÒÓ‚Ô‡‰‡Ú¸ Ò Ó·ÓÁÌ‡-
˜ÂÌËÂÏ ‰Û„Ëı ËÌ‰ÂÍÒÓ‚.

ëÓ„Î‡ÒÌÓ ˝ÚÓÏÛ Ô‡‚ËÎÛ, Á‰ÂÒ¸ Ë ‰‡ÎÂÂ Ï˚ ËÒÔÓÎ¸ÁÛÂÏ Á‡-

ÔËÒ¸ ÓÔÛÒÍ‡fl ÁÌ‡Í ÒÛÏÏ˚ ÔË ÒÛÏÏËÓ‚‡-

ÌËË ÔÓ ÔÓ‚ÚÓfl˛˘ËÏÒfl ËÌ‰ÂÍÒ‡Ï.
íÓ„‰‡ Û‡‚ÌÂÌËfl É‡ÏËÎ¸ÚÓÌ‡ Á‡ÔËÒ˚‚‡˛ÚÒfl ‚ ‚Ë‰Â

(6.48)
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èÂ‚ÓÂ ÒÎ‡„‡ÂÏÓÂ ‚ Ô‡‚ÓÈ ˜‡ÒÚË ˝ÚÓ„Ó ‚˚‡ÊÂÌËfl ÔÓÒÎÂ Á‡-
ÏÂÌ˚ μ ↔ ν Ë μ ↔ β Á‡ÔËÒ˚‚‡ÂÚÒfl ‚ ‚Ë‰Â

ëÎÂ‰Û˛˘‡fl Á‡ÏÂÌ‡ α ↔ ν ÔÂÓ·‡ÁÛÂÚ Â„Ó ‚ ‚˚‡ÊÂÌËÂ

ÍÓÚÓÓÂ ‚ÒÎÂ‰ÒÚ‚ËÂ ‡ÌÚËÒËÏÏÂÚË˜ÌÓÒÚË Ï‡ÚËˆ˚ J ÒÓÍ‡˘‡ÂÚ-
Òfl Ò ÔÓÒÎÂ‰ÌËÏ ÒÎ‡„‡ÂÏ˚Ï ‚ (6.56). ëÓÍ‡˘ÂÌËÂ ÓÒÚ‡Î¸Ì˚ı ÒÎ‡-
„‡ÂÏ˚ı ÔÓËÒıÓ‰ËÚ ÔÓ‰Ó·Ì˚Ï Ó·‡ÁÓÏ. Ç ÂÁÛÎ¸Ú‡ÚÂ ‚Òfl ÒÛÏÏ‡
ÓÍ‡Á˚‚‡ÂÚÒfl ‡‚ÌÓÈ ÌÛÎ˛.

ç‡È‰ÂÏ ÒÍÓ·ÍË èÛ‡ÒÒÓÌ‡ ‰Îfl ÍÓÏÔÓÌÂÌÚ ÏÓÏÂÌÚ‡ ËÏÔÛÎ¸Ò‡
M
→

= r
→× p

→
Ï‡ÚÂË‡Î¸ÌÓÈ ÚÓ˜ÍË. àÁ ÙÓÏÛÎ˚ (6.44) ÔÓÒÎÂ ÔflÏ˚ı

‚˚˜ËÒÎÂÌËÈ ÒÎÂ‰ÛÂÚ, ˜ÚÓ

{Mx, My} = –Mz,   {My, Mz} = –Mx,   {Mz, Mx} = –My. (6.57)

éÔÂ‰ÂÎÂÌËÂ ÒÍÓ·ÓÍ èÛ‡ÒÒÓÌ‡ (ÔÛ‡ÒÒÓÌÓ‚˚ı ÒÚÛÍÚÛ) ‚ ÙÓ-
ÏÂ (6.49) ÌÂ fl‚ÎflÂÚÒfl Â‰ËÌÒÚ‚ÂÌÌÓ ‚ÓÁÏÓÊÌ˚Ï. ë ÒÓ‚ÂÏÂÌÌ˚Ï
ÒÓÒÚÓflÌËÂÏ ÚÂÓËË ÔÛ‡ÒÒÓÌÓ‚˚ı ÒÚÛÍÚÛ – Ó‰ÌÓÈ ËÁ ‡ÍÚÛ‡Î¸Ì˚ı
ÔÓ·ÎÂÏ ÒÓ‚ÂÏÂÌÌÓÈ ÚÂÓÂÚË˜ÂÒÍÓÈ ÙËÁËÍË, Ëı ÔËÎÓÊÂÌËflÏË
Í ‡ÁÎË˜Ì˚Ï ÔÓ·ÎÂÏ‡Ï ÏÂı‡ÌËÍË Ë Ò‚flÁflÏË Ò ÌÂÍÓÚÓ˚ÏË Ó·Î‡-
ÒÚflÏË ÒÓ‚ÂÏÂÌÌÓÈ Ï‡ÚÂÏ‡ÚËÍË ˜ËÚ‡ÚÂÎ¸ ÏÓÊÂÚ ÔÓÁÌ‡ÍÓÏËÚ¸Òfl
ÔÓ ÏÓÌÓ„‡ÙËflÏ [24] Ë ˆËÚËÓ‚‡ÌÌÓÈ Ú‡Ï ÎËÚÂ‡ÚÛÂ.

6.5. íÖéêÖåÄ èìÄëëéçÄ

ùÚÓ Ó‰Ì‡ ËÁ Á‡ÏÂ˜‡ÚÂÎ¸ÌÂÈ¯Ëı ÚÂÓÂÏ
‚ÒÂ„Ó ËÌÚÂ„‡Î¸ÌÓ„Ó ËÒ˜ËÒÎÂÌËfl.

ä.É.ü. üÍÓ·Ë

Ç „‡ÏËÎ¸ÚÓÌÓ‚ÓÈ ÏÂı‡ÌËÍÂ, Í‡Í Ë ‚ Î‡„‡ÌÊÂ‚ÓÈ, ËÌÚÂ„‡Î‡-
ÏË ‰‚ËÊÂÌËfl Ì‡Á˚‚‡˛ÚÒfl ÙÛÌÍˆËË ‰ËÌ‡ÏË˜ÂÒÍËı ÔÂÂÏÂÌÌ˚ı 
p Ë q, ÍÓÚÓ˚Â ÓÒÚ‡˛ÚÒfl ÔÓÒÚÓflÌÌ˚ÏË ÔË ‰‚ËÊÂÌËË ÒËÒÚÂÏ˚. 

ÖÒÎË ÙÛÌÍˆËfl f(p, q, t) fl‚ÎflÂÚÒfl ËÌÚÂ„‡ÎÓÏ ‰‚ËÊÂÌËfl, ÚÓ �
d

d

f

t
� = 0. 
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5. èÓ‰˜ËÌfl˛ÚÒfl Ô‡‚ËÎÛ ‰ËÙÙÂÂÌˆËÓ‚‡ÌËfl

(6.54)

6. ì‰Ó‚ÎÂÚ‚Ófl˛Ú ÚÓÊ‰ÂÒÚ‚Û üÍÓ·Ë

(6.55)

‡Ì‡ÎÓ„Ë˜ÌÓÏÛ ÚÓÊ‰ÂÒÚ‚Û

a
→× (b

→
× c

→
) + b

→
× (c

→× a
→
) + c

→× (a
→× b

→
) = 0

‰Îfl ‚ÂÍÚÓÌÓ„Ó ÔÓËÁ‚Â‰ÂÌËfl ÚÂıÏÂÌ˚ı ‚ÂÍÚÓÓ‚. ç‡Ë·ÓÎÂÂ
ÔÓÒÚÓ ÓÌÓ ‰ÓÍ‡Á˚‚‡ÂÚÒfl ÌÂÔÓÒÂ‰ÒÚ‚ÂÌÌ˚Ï ‚˚˜ËÒÎÂÌËÂÏ ‚
ÒËÏÔÎÂÍÚË˜ÂÒÍËı ÍÓÓ‰ËÌ‡Ú‡ı. ëÓ„Î‡ÒÌÓ ÓÔÂ‰ÂÎÂÌË˛ ÒÍÓ·ÓÍ
èÛ‡ÒÒÓÌ‡, ‚˚‡ÊÂÌËÂ (6.55) ËÏÂÂÚ ÒÎÂ‰Û˛˘ËÈ ‚Ë‰:

(6.56)
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ë„ÛÔÔËÓ‚‡‚ ˜ÎÂÌ˚ Ë ‚ÓÒÔÓÎ¸ÁÓ‚‡‚¯ËÒ¸ Ò‚ÓÈÒÚ‚‡ÏË ‡ÌÚË-
ÍÓÏÏÛÚ‡ÚË‚ÌÓÒÚË Ë ÎËÌÂÈÌÓÒÚË, ÔÓÎÛ˜ËÏ

éÚÒ˛‰‡ flÒÌÓ, ˜ÚÓ ÂÒÎË Ú. Â. f1, f2 fl‚Îfl˛ÚÒfl ËÌÚÂ-

„‡Î‡ÏË ‰‚ËÊÂÌËfl, ÚÓ Ë {f1, f2} ÂÒÚ¸ ËÌÚÂ„‡Î ‰‚ËÊÂÌËfl, ˜ÚÓ ‰ÓÍ‡-
Á˚‚‡ÂÚ ÚÂÓÂÏÛ èÛ‡ÒÒÓÌ‡. ïÓÚfl, ÔËÏÂÌflfl ÂÂ, Ï˚ ‚ÒÂ„‰‡ ·Û‰ÂÏ
ÔÓÎÛ˜‡Ú¸ ËÌÚÂ„‡Î ‰‚ËÊÂÌËfl, ÌÂ ÒÎÂ‰ÛÂÚ Á‡·˚‚‡Ú¸, ˜ÚÓ ÓÌ ÏÓÊÂÚ
ÓÍ‡Á‡Ú¸Òfl ‡‚Ì˚Ï ÌÛÎ˛ ËÎË ÔÓÒÚÓ ÙÛÌÍˆËÂÈ ËÒıÓ‰Ì˚ı ËÌÚÂ„‡-
ÎÓ‚ f1 Ë f2. íÓÎ¸ÍÓ ÔË ÒÔÂˆË‡Î¸ÌÓÏ ‚˚·ÓÂ ÌÂÁ‡‚ËÒËÏ˚ı ËÌÚÂ„-
‡ÎÓ‚ ‚ ÓÒÓ·˚ı ‰ËÌ‡ÏË˜ÂÒÍËı ÒËÒÚÂÏ‡ı ÔË ÔÓÏÓ˘Ë ÒÍÓ·ÓÍ èÛ-
‡ÒÒÓÌ‡ ÏÓÊÌÓ ÔÓÎÛ˜ËÚ¸ ÌÓ‚˚È ËÌÚÂ„‡Î ‰‚ËÊÂÌËfl.

6.6. äÄçéçàóÖëäàÖ èêÖéÅêÄáéÇÄçàü

ÇÒflÍËÈ ‡Á, ÍÓ„‰‡ ‚‡Ï ÔËıÓ‰ËÚÒfl
ËÏÂÚ¸ ‰ÂÎÓ Ò ÌÂÍÓÚÓ˚Ï Ó·˙ÂÍÚÓÏ, Ì‡‰Â-
ÎÂÌÌ˚Ï ÒÚÛÍÚÛÓÈ, ÔÓÔ˚Ú‡ÈÚÂÒ¸ ÓÔÂ‰Â-
ÎËÚ¸ ÔÂÓ·‡ÁÓ‚‡ÌËfl, ÓÒÚ‡‚Îfl˛˘ËÂ ·ÂÁ ËÁ-
ÏÂÌÂÌËfl ‚ÒÂ ÒÚÛÍÚÛÌ˚Â ÒÓÓÚÌÓ¯ÂÌËfl. Ç˚
ÏÓÊÂÚÂ ‡ÒÒ˜ËÚ˚‚‡Ú¸ Ì‡ ÚÓ, ˜ÚÓ Ì‡ ˝ÚÓÏ ÔÛ-
ÚË ‚‡Ï Û‰‡ÒÚÒfl ÔÓÌËÍÌÛÚ¸ „ÎÛ·ÓÍÓ ‚Ó ‚ÌÛ-
ÚÂÌÌÂÂ ÒÚÓÂÌËÂ Ó·˙ÂÍÚ‡.

É. ÇÂÈÎ¸

Ç „Î‡‚Â 3 Ï˚ ÔÓÍ‡Á‡ÎË, ˜ÚÓ Û‡‚ÌÂÌËfl ã‡„‡ÌÊ‡ ÍÓ‚‡Ë‡ÌÚ-
Ì˚ ÔË ÚÓ˜Â˜Ì˚ı ÔÂÓ·‡ÁÓ‚‡ÌËflı Ó‰ÌËı Ó·Ó·˘ÂÌÌ˚ı ÍÓÓ‰Ë-
Ì‡Ú q Í ‰Û„ËÏ ÌÂÁ‡‚ËÒËÏ˚Ï Ó·Ó·˘ÂÌÌ˚Ï ÍÓÓ‰ËÌ‡Ú‡Ï Q. çÓ-
‚˚Â ÍÓÓ‰ËÌ‡Ú˚ fl‚Îfl˛ÚÒfl ÔÓËÁ‚ÓÎ¸Ì˚ÏË ÙÛÌÍˆËflÏË ÒÚ‡˚ı
ÍÓÓ‰ËÌ‡Ú

Qi = Qi(q1, q2, …, qS) (i = 1, 2, …, s). (6.62)

èÓÒÍÓÎ¸ÍÛ Û‡‚ÌÂÌËfl É‡ÏËÎ¸ÚÓÌ‡ ÒËÏÏÂÚË˜Ì˚ ÔÓ ÍÓÓ‰ËÌ‡-
Ú‡Ï Ë ËÏÔÛÎ¸Ò‡Ï, ÚÓ Ó‰ÌÓ ËÁ ÔÂËÏÛ˘ÂÒÚ‚ „‡ÏËÎ¸ÚÓÌÓ‚ÓÈ
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àÁ (6.43) ‚Ë‰ËÏ, ˜ÚÓ ÌÂÓ·ıÓ‰ËÏÓÂ ‰Îfl ˝ÚÓ„Ó ÛÒÎÓ‚ËÂ Á‡ÔËÒ˚‚‡ÂÚ-
Òfl ‚ ‚Ë‰Â

�
∂
∂
f

t
� + {H, f} = 0. (6.58)

ÖÒÎË ËÌÚÂ„‡Î ‰‚ËÊÂÌËfl ÌÂ Á‡‚ËÒËÚ ÓÚ ‚ÂÏÂÌË fl‚ÌÓ, �
∂
∂
f

t
� = 0, ÚÓ

ÌÂÓ·ıÓ‰ËÏ˚Ï Ë ‰ÓÒÚ‡ÚÓ˜Ì˚Ï ÛÒÎÓ‚ËÂÏ, ˜ÚÓ·˚ ‚ÂÎË˜ËÌ‡ f(p, q)
·˚Î‡ ËÌÚÂ„‡ÎÓÏ ‰‚ËÊÂÌËfl, fl‚ÎflÂÚÒfl ÛÒÎÓ‚ËÂ

{H, f} = 0. (6.59)

ÉÓ‚ÓflÚ, ˜ÚÓ ‰‚‡ ËÌÚÂ„‡Î‡ ‰‚ËÊÂÌËfl f1(p, q, t) Ë f2(p, q, t) Ì‡-
ıÓ‰flÚÒfl ‚ ËÌ‚ÓÎ˛ˆËË, ÂÒÎË ÒÍÓ·Í‡ èÛ‡ÒÒÓÌ‡ ÏÂÊ‰Û ÌËÏË ÚÓÊ‰Â-
ÒÚ‚ÂÌÌÓ ‡‚Ì‡ ÌÛÎ˛:

{f1, f2} = 0. (6.60)

ë ÔÓÏÓ˘¸˛ ÚÓÊ‰ÂÒÚ‚‡ üÍÓ·Ë ÌÂÚÛ‰ÌÓ ‰ÓÍ‡Á‡Ú¸ ÚÂÓÂÏÛ èÛ‡Ò-
ÒÓÌ‡. ÖÒÎË ÙÛÌÍˆËË f1(p, q, t), f2(p, q, t) fl‚Îfl˛ÚÒfl ËÌÚÂ„‡Î‡ÏË
Í‡ÌÓÌË˜ÂÒÍËı Û‡‚ÌÂÌËÈ, ÚÓ Ëı ÒÍÓ·Í‡ èÛ‡ÒÒÓÌ‡ {f1, f2} Ú‡ÍÊÂ
·Û‰ÂÚ ËÌÚÂ„‡ÎÓÏ ‰‚ËÊÂÌËfl.

ÑÂÈÒÚ‚ËÚÂÎ¸ÌÓ, Á‡ÔË¯ÂÏ Û‡‚ÌÂÌËÂ ‰‚ËÊÂÌËfl ‰Îfl ÒÍÓ·ÍË èÛ-
‡ÒÒÓÌ‡

(6.61)

ÇÓÒÔÓÎ¸ÁÛÂÏÒfl ÙÓÏÛÎÓÈ (6.54) ‰Îfl ˜‡ÒÚÌÓÈ ÔÓËÁ‚Ó‰ÌÓÈ ÔÓ ‚Â-
ÏÂÌË ÓÚ ÒÍÓ·ÍË èÛ‡ÒÒÓÌ‡ Ë ÚÓÊ‰ÂÒÚ‚ÓÏ üÍÓ·Ë ‚ ‚Ë‰Â

{f1, {f2, H}} + {f2, {H, f1}} + {H, {f1, f2}} = 0.

éÚÒ˛‰‡ ÒÎÂ‰ÛÂÚ
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ÔË‚Ó‰ËÚ Í Û‡‚ÌÂÌËflÏ É‡ÏËÎ¸ÚÓÌ‡ ‚ ÒÚ‡˚ı ÔÂÂÏÂÌÌ˚ı (6.65).
çÓ ËÁ ÚÓ„Ó ÊÂ ÔËÌˆËÔ‡ ‰Îfl ‰ÂÈÒÚ‚Ëfl ‚ ÌÓ‚˚ı ÔÂÂÏÂÌÌ˚ı

‰ÓÎÊÌ˚ ÒÎÂ‰Ó‚‡Ú¸ Û‡‚ÌÂÌËfl (6.66). èÓ˝ÚÓÏÛ (6.65) Ë (6.66) ÏÓ„ÛÚ
·˚Ú¸ Ó‰ÌÓ‚ÂÏÂÌÌÓ ÒÔ‡‚Â‰ÎË‚˚ÏË, ÂÒÎË ‚˚ÔÓÎÌflÂÚÒfl ÒÓÓÚÌÓ¯ÂÌËÂ

(6.67)

„‰Â c – ÔÓËÁ‚ÓÎ¸Ì‡fl ÔÓÒÚÓflÌÌ‡fl Ë dF1 – ÔÓÎÌ˚È ‰ËÙÙÂÂÌ-
ˆË‡Î ÔÓËÁ‚ÓÎ¸ÌÓÈ ÙÛÌÍˆËË ÍÓÓ‰ËÌ‡Ú Ë ‚ÂÏÂÌË. èÓÒÍÓÎ¸-

ÍÛ Ë ÁÌ‡˜ÂÌËfl Ó·Ó·˘ÂÌÌ˚ı ÍÓÓ‰ËÌ‡Ú Ì‡

ÍÓÌˆ‡ı ËÌÚÂ‚‡Î‡ ÌÂ ÏÂÌfl˛ÚÒfl, ÚÓ ÔË ‚‡¸ËÓ‚‡ÌËË ‰ÂÈÒÚ‚Ëfl

‚‡Ë‡ˆËfl Ë ÌÂ ‚ÌÓÒËÚ ‚ÍÎ‡‰ ‚ δS. îÛÌÍˆËfl F1

Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl ÔÓËÁ‚Ó‰fl˘ÂÈ ÙÛÌÍˆËÂÈ Í‡ÌÓÌË˜ÂÒÍÓ„Ó ÔÂÓ·‡-
ÁÓ‚‡ÌËfl. ÑÎfl ÛÌË‚‡ÎÂÌÚÌ˚ı Í‡ÌÓÌË˜ÂÒÍËı ÔÂÓ·‡ÁÓ‚‡ÌËÈ ÔÓ-
ÒÚÓflÌÌ‡fl c = 1, Ë ‰‡ÎÂÂ Ï˚ ·Û‰ÂÏ ‡ÒÒÏ‡ÚË‚‡Ú¸ ÚÓÎ¸ÍÓ Ú‡ÍËÂ
ÔÂÓ·‡ÁÓ‚‡ÌËfl. íÓ„‰‡ ËÁ ÒÓÓÚÌÓ¯ÂÌËfl

ÔÓÎÛ˜‡ÂÏ ÛÒÎÓ‚Ëfl

(6.68)

(6.69)

(6.70)
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ÏÂı‡ÌËÍË –  ‚ÓÁÏÓÊÌÓÒÚ¸ ‡Ò¯ËËÚ¸ ÏÌÓÊÂÒÚ‚Ó ÔÂÓ·‡ÁÓ‚‡-
ÌËÈ Ì‡ 2s ÌÂÁ‡‚ËÒËÏ˚ı ÔÂÂÏÂÌÌ˚ı Ë ‡ÒÒÏÓÚÂÚ¸ ÔÂÓ·‡ÁÓ-
‚‡ÌËfl p → P, q → Q, „‰Â

Qi = Qi(p, q, t),   Pi = Pi(p, q, t) (6.63)

fl‚Îfl˛ÚÒfl ÌÂÍÓÚÓ˚ÏË ÙÛÌÍˆËflÏË ÓÚ ÒÚ‡˚ı ÍÓÓ‰ËÌ‡Ú Ë ËÏ-
ÔÛÎ¸ÒÓ‚. ÖÒÎË Ï˚ ÔÓ‰ÒÚ‡‚ËÏ ˝ÚË ‚˚‡ÊÂÌËfl ‚ Û‡‚ÌÂÌËfl É‡-
ÏËÎ¸ÚÓÌ‡, ÚÓ Ëı ÙÓÏ‡ ÏÓÊÂÚ ËÁÏÂÌËÚ¸Òfl. ç‡È‰ÂÏ Ú‡ÍËÂ ÔÂÓ·-
‡ÁÓ‚‡ÌËfl Ó·Ó·˘ÂÌÌ˚ı ÍÓÓ‰ËÌ‡Ú Ë ËÏÔÛÎ¸Ò‡, ÔË ÍÓÚÓ˚ı
ÙÓÏ‡ Û‡‚ÌÂÌËÈ É‡ÏËÎ¸ÚÓÌ‡ ÌÂ ÏÂÌflÂÚÒfl. éÌË Ì‡Á˚‚‡˛ÚÒfl Í‡-
ÌÓÌË˜ÂÒÍËÏË Ë Ë„‡˛Ú ÙÛÌ‰‡ÏÂÌÚ‡Î¸ÌÛ˛ ÓÎ¸ ‚ ÍÎ‡ÒÒË˜ÂÒÍÓÈ Ë
Í‚‡ÌÚÓ‚ÓÈ ÏÂı‡ÌËÍÂ. àÌ˚ÏË ÒÎÓ‚‡ÏË, ÔÓÚÂ·ÛÂÏ, ˜ÚÓ·˚ ÔË Á‡-
ÏÂÌÂ

pi = pi(P, Q, t),   qi = qi(P, Q, t) (6.64)

Û‡‚ÌÂÌËfl É‡ÏËÎ¸ÚÓÌ‡

(6.65)

ÒÌÓ‚‡ ÔËÌËÏ‡ÎË ‚Ë‰

(6.66)

„‰Â H′ = H′(P, Q) – ÌÓ‚‡fl ÙÛÌÍˆËfl É‡ÏËÎ¸ÚÓÌ‡ ‚ ÌÓ‚˚ı ÍÓÓ‰ËÌ‡-
Ú‡ı Ë ËÏÔÛÎ¸Ò‡ı. Ç‡ÊÌÓÒÚ¸ Ú‡ÍËı ÔÂÓ·‡ÁÓ‚‡ÌËÈ ÒÓÒÚÓËÚ ‚ ‚ÓÁ-
ÏÓÊÌÓÒÚË ÔÂÓ·‡ÁÓ‚‡ÌËfl „‡ÏËÎ¸ÚÓÌÓ‚ÓÈ ÒËÒÚÂÏ˚ ‚ ÒËÒÚÂÏÛ Ò
·ÓÎÂÂ ÔÓÒÚ˚Ï „‡ÏËÎ¸ÚÓÌË‡ÌÓÏ. ëÛ˘ÂÒÚ‚Ó‚‡ÌËÂ Í‡ÌÓÌË˜ÂÒÍËı
ÔÂÓ·‡ÁÓ‚‡ÌËÈ, Ò‚flÁ˚‚‡˛˘Ëı ÌÓ‚˚Â ÍÓÓ‰ËÌ‡Ú˚ Ë ËÏÔÛÎ¸Ò˚
ÒÓ ÒÚ‡˚ÏË, ÌÂ ÓÚÎË˜‡ÂÚ ‚ „‡ÏËÎ¸ÚÓÌÓ‚ÓÏ ÏÂÚÓ‰Â Ó·Ó·˘ÂÌÌ˚Â
ÍÓÓ‰ËÌ‡Ú˚ ÓÚ Ó·Ó·˘ÂÌÌ˚ı ËÏÔÛÎ¸ÒÓ‚. èÓ˝ÚÓÏÛ ‚ „‡ÏËÎ¸ÚÓÌÓ-
‚ÓÏ ÏÂÚÓ‰Â ÔÂÂÏÂÌÌ˚Â  Ë q Ì‡Á˚‚‡˛ÚÒfl ÔÓÒÚÓ Í‡ÌÓÌË˜ÂÒÍË
ÒÓÔflÊÂÌÌ˚ÏË ‚ÂÎË˜ËÌ‡ÏË. éÚÏÂÚËÏ, ˜ÚÓ ÔËÌˆËÔ ÏËÌËÏ‡Î¸ÌÓ-
ÒÚË ÙÛÌÍˆËË ‰ÂÈÒÚ‚Ëfl
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ÙÛÌÍˆËË F3(q, P, t), F4(p, Q, t). ÑÎfl ÔÓËÁ‚Ó‰fl˘ÂÈ ÙÛÌÍˆËË F5(q,
p, t) Í‡ÌÓÌË˜ÂÒÍËÂ ÔÂÓ·‡ÁÓ‚‡ÌËfl ÔËÓ·ÂÚ‡˛Ú ÛÒÎÓÊÌÂÌÌ˚È
‚Ë‰, ÌÓ ÔÓÁ‚ÓÎfl˛Ú Ì‡ÈÚË ÌÓ‚˚Â ÙÛÌ‰‡ÏÂÌÚ‡Î¸Ì˚Â Ò‚ÓÈÒÚ‚‡ Í‡-
ÌÓÌË˜ÂÒÍËı ÔÂÓ·‡ÁÓ‚‡ÌËÈ. èÓÒÎÂ ÔÓ‰ÒÚ‡ÌÓ‚ÍË

Pi = Pi(p, q, t),   Qi = Qi(p, q, t) (6.73)

‚ ÓÒÌÓ‚ÌÓÂ ÒÓÓÚÌÓ¯ÂÌËÂ

(6.74)

ÔÓÎÛ˜‡ÂÏ ÒËÒÚÂÏÛ ‰ËÙÙÂÂÌˆË‡Î¸Ì˚ı Û‡‚ÌÂÌËÈ ‚ ˜‡ÒÚÌ˚ı ÔÓ-
ËÁ‚Ó‰Ì˚ı

(6.75)

(6.76)

(6.77)

èË Á‡‰‡ÌÌ˚ı ÙÛÌÍˆËflı H, H′ ˝ÚÛ ÒËÒÚÂÏÛ ÏÓÊÌÓ ‡ÒÒÏ‡ÚË-
‚‡Ú¸ Í‡Í Û‡‚ÌÂÌËfl ‰Îfl ÓÔÂ‰ÂÎÂÌËfl ÙÛÌÍˆËË F5(q, p, t). ÑÎfl Â-
¯ÂÌËfl ÌÂÓ·ıÓ‰ËÏ˚ ÛÒÎÓ‚Ëfl îÓ·ÂÌËÛÒ‡

Ë ‡Ì‡ÎÓ„Ë˜Ì˚Â ‡‚ÂÌÒÚ‚‡ ÒÏÂ¯‡ÌÌ˚ı ÔÓËÁ‚Ó‰Ì˚ı ÓÚ ÙÛÌÍˆËË
F5(q, p, t) ÔÓ ‚ÂÏÂÌË Ë q, ÔÓ t Ë p. èÓ‰ËÙÙÂÂÌˆËÛÂÏ Û‡‚ÌÂ-
ÌËÂ (6.75) ÔÓ qk:
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ÔË ÍÓÚÓ˚ı ÔÂÓ·‡ÁÓ‚‡ÌËÂ (6.63) fl‚ÎflÂÚÒfl Í‡ÌÓÌË˜ÂÒÍËÏ.
îÛÌÍˆËfl F1(q, Q, t) ÓÔÂ‰ÂÎflÂÚ ÔÓÎÌÓÒÚ¸˛ ‚Ë‰ Í‡ÌÓÌË˜ÂÒÍËı ÔÂ-
Ó·‡ÁÓ‚‡ÌËÈ. èË Á‡‰‡ÌÌÓÏ ÂÂ ‚Ë‰Â Ò ÔÓÏÓ˘¸˛ (6.68) ÏÓÊÌÓ ÛÒ-
Ú‡ÌÓ‚ËÚ¸ ‚ÒÂ Q Í‡Í ÙÛÌÍˆËË p, q, t, Ú. Â. ÔÓÎÛ˜ËÚ¸ ÔÂ‚ÓÂ Û‡‚ÌÂ-
ÌËÂ (6.63). èÓ‰ÒÚ‡‚Ë‚ ˝ÚË ÁÌ‡˜ÂÌËfl Q ‚ (6.69), Ì‡È‰ÂÏ Á‡‚ËÒË-
ÏÓÒÚ¸ ÌÓ‚˚ı ËÏÔÛÎ¸ÒÓ‚ Pi = Pi(p, q, t) ÓÚ ÒÚ‡˚ı ÔÂÂÏÂÌÌ˚ı.
íÓ„‰‡ Û‡‚ÌÂÌËÂ

ÔÓÒÎÂ ÔÓ‰ÒÚ‡ÌÓ‚ÍË ‚ ÎÂ‚Û˛ ˜‡ÒÚ¸ ‚˚‡ÊÂÌËÈ ÒÚ‡˚ı ÍÓÓ‰ËÌ‡Ú
Ë ËÏÔÛÎ¸ÒÓ‚ ˜ÂÂÁ ÌÓ‚˚Â ÓÔÂ‰ÂÎflÂÚ ÌÓ‚Û˛ ÙÛÌÍˆË˛ É‡ÏËÎ¸ÚÓ-
Ì‡, ‰Îfl ÍÓÚÓÓÈ ÒÔ‡‚Â‰ÎË‚˚ ÙÓÏÛÎ˚ (6.66).

èÓËÁ‚Ó‰fl˘‡fl ÙÛÌÍˆËfl ÏÓÊÂÚ Á‡‚ËÒÂÚ¸ ÌÂ ÚÓÎ¸ÍÓ ÓÚ ÔÂÂ-
ÏÂÌÌ˚ı (q, Q). í‡Í Í‡Í ÒÚ‡˚Â Ë ÌÓ‚˚Â ÍÓÓ‰ËÌ‡Ú˚ Ò‚flÁ‡Ì˚ ÒÓÓÚ-
ÌÓ¯ÂÌËflÏË (6.63), ÚÓ ÔÓËÁ‚Ó‰fl˘ËÂ ÙÛÌÍˆËË Í‡ÌÓÌË˜ÂÒÍÓ„Ó ÔÂ-
Ó·‡ÁÓ‚‡ÌËfl ‚ ˝ÚËı ÒÎÛ˜‡flı ÏÓ„ÛÚ Á‡‚ËÒÂÚ¸ ÚÓÎ¸ÍÓ ÓÚ Ì‡·ÓÓ‚

(q, Q, t), (p, Q, t), (q, P, t), (p, Q, t). (6.71)

ÖÒÎË ÌÂÁ‡‚ËÒËÏ˚ÏË ÔÂÂÏÂÌÌ˚ÏË fl‚Îfl˛ÚÒfl (p, Q, t), ÚÓ ÓÒ-
ÌÓ‚ÌÓÂ ÚÓÊ‰ÂÒÚ‚Ó (6.67), ÓÔÂ‰ÂÎfl˛˘ÂÂ Í‡ÌÓÌË˜ÂÒÍÓÂ ÔÂÓ·‡-
ÁÓ‚‡ÌËÂ, ÔË‚Ó‰ËÚÒfl Í ‚Ë‰Û

„‰Â F2(q, P) = F1 + ∑PiQi – ‰Û„‡fl ÔÓËÁ‚Ó‰fl˘‡fl ÙÛÌÍˆËfl. ë ÂÂ
ÔÓÏÓ˘¸˛ ÏÓÊÌÓ Á‡‰‡‚‡Ú¸ ‰Û„ÓÂ Í‡ÌÓÌË˜ÂÒÍÓÂ ÔÂÓ·‡ÁÓ‚‡-
ÌËÂ ‚ ‚Ë‰Â

(6.72)

èÂÓ·‡ÁÓ‚‡ÌËÂ ÓÚ ÔÂÂÏÂÌÌ˚ı (q, Q, t) Í (p, Q, t) Ë Ò‚flÁ‡ÌÌÓÂ
Ò ÌËÏ ÔÂÓ·‡ÁÓ‚‡ÌËÂ ÔÓËÁ‚Ó‰fl˘Ëı ÙÛÌÍˆËÈ ÂÒÚ¸ ÔÂÓ·‡ÁÓ‚‡-
ÌËÂ ãÂÊ‡Ì‰‡. ë Â„Ó ÔÓÏÓ˘¸˛ ÏÓÊÌÓ ‚‚ÂÒÚË ÔÓËÁ‚Ó‰fl˘ËÂ
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„‰Â I – Â‰ËÌË˜Ì‡fl s×s-Ï‡ÚËˆ‡, AT Ó·ÓÁÌ‡˜‡ÂÚ Ú‡ÌÒÔÓÌËÓ‚‡Ì-
ÌÛ˛ Ï‡ÚËˆÛ A Ë Ú. ‰. ë ÔÓÏÓ˘¸˛ Ï‡ÚËˆ˚ J (6.80) ÛÒÎÓ‚Ëfl (6.83)
ÏÓÊÌÓ Á‡ÔËÒ‡Ú¸ ‚ ÍÓÏÔ‡ÍÚÌÓÈ ÙÓÏÂ:

ΛTJΛ = J. (6.84)

á‡ÔË¯ÂÏ Ëı ‚ ÌÂÒÍÓÎ¸ÍÓ ËÁÏÂÌÂÌÌÓÈ ÙÓÏÂ. ìÏÌÓÊËÏ Ó·Â ˜‡Ò-
ÚË ˝ÚÓ„Ó ‡‚ÂÌÒÚ‚‡ ÒÎÂ‚‡ Ì‡ (ΛT)–1 Ë ÒÔ‡‚‡ Ì‡ (Λ)–1 Ë ‚ÓÁ¸ÏÂÏ Ó·-
‡ÚÌ˚Â Ï‡ÚËˆ˚ ÓÚ Ó·ÂËı ˜‡ÒÚÂÈ ‡‚ÂÌÒÚ‚‡. Ç ËÚÓ„Â ÔÓÎÛ˜ËÏ ÌÂ-
Ó·ıÓ‰ËÏÓÂ ÛÒÎÓ‚ËÂ Í‡ÌÓÌË˜ÂÒÍËı ÔÂÓ·‡ÁÓ‚‡ÌËÈ ‚ ‚Ë‰Â

ΛJΛT = J, (6.85)

ËÎË

(Λ)–1J(ΛT)–1 = J. (6.86)

ÑÎfl ‚ÔÓÎÌÂ Í‡ÌÓÌË˜ÂÒÍËı ÔÂÓ·‡ÁÓ‚‡ÌËÈ

Qi = Qi(p, q),   Pi = Pi(p, q),

ÌÂ Á‡‚ËÒfl˘Ëı ÓÚ ‚ÂÏÂÌË, ÔÓËÁ‚Ó‰fl˘‡fl ÙÛÌÍˆËfl Ú‡ÍÊÂ ÌÂ Á‡‚Ë-
ÒËÚ fl‚ÌÓ ÓÚ ‚ÂÏÂÌË Ë, Í‡Í ÒÎÂ‰ÛÂÚ ËÁ (6.74), ÔÂ‚ÓÌ‡˜‡Î¸Ì‡fl Ë
ÌÓ‚‡fl ÙÛÌÍˆËfl É‡ÏËÎ¸ÚÓÌ‡ Ò‚flÁ‡Ì˚ ÒÓÓÚÌÓ¯ÂÌËÂÏ

H(p, q) = H′(P, Q). (6.87)

èÓÍ‡ÊÂÏ, ˜ÚÓ ‰Îfl Ú‡ÍËı ÔÂÓ·‡ÁÓ‚‡ÌËÈ ÛÒÎÓ‚ËÂ (6.86) Ò‡ÁÛ
ÒÎÂ‰ÛÂÚ ËÁ ËÌ‚‡Ë‡ÌÚÌÓÒÚË Û‡‚ÌÂÌËÈ É‡ÏËÎ¸ÚÓÌ‡. èË ÔÂÓ·‡-
ÁÓ‚‡ÌËflı ξ → η = η(ξ) ‰ËÙÙÂÂÌˆË‡Î˚ ÔÂÓ·‡ÁÛ˛ÚÒfl Í‡Í ÍÓÌÚ-
‡‚‡Ë‡ÌÚÌ˚È ‚ÂÍÚÓ

(6.88)

ÔÓÒÂ‰ÒÚ‚ÓÏ Ï‡ÚËˆ˚ üÍÓ·Ë Λ (6.81), ‡ ˜‡ÒÚÌ˚Â ÔÓËÁ‚Ó‰Ì˚Â
ÒÍ‡ÎflÌÓÈ ÙÛÌÍˆËË – Í‡Í ÍÓ‚‡Ë‡ÌÚÌ˚È ‚ÂÍÚÓ
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Ë Á‡ÏÂÌËÏ ËÌ‰ÂÍÒ˚ j ↔ k. íÓ„‰‡

(6.78)

éÒÚ‡Î¸Ì˚Â Û‡‚ÌÂÌËfl

(6.79)

(6.80)

ÏÓÊÌÓ ÔÓÎÛ˜ËÚ¸ ÔÓ‰Ó·Ì˚Ï Ó·‡ÁÓÏ. ùÚË ÛÒÎÓ‚Ëfl ‰Îfl Í‡ÌÓÌË˜Â-
ÒÍËı ÔÂÓ·‡ÁÓ‚‡ÌËÈ Û‰Ó·ÌÓ Á‡ÔËÒ‡Ú¸ ‚ Ï‡ÚË˜ÌÓÏ ‚Ë‰Â. Ç‚Â‰ÂÏ
ÒËÏÔÎÂÍÚË˜ÂÒÍËÂ ÍÓÓ‰ËÌ‡Ú˚

(P, Q) = η, (p, q) = ξ

Ë flÍÓ·ËÂ‚Û 2s×2s-Ï‡ÚËˆÛ Λ Ò ˝ÎÂÏÂÌÚ‡ÏË

(6.81)

ËÎË

(6.82)

á‰ÂÒ¸ A, B, C, D – s×s-Ï‡ÚËˆ˚ Ò ˝ÎÂÏÂÌÚ‡ÏË

íÓ„‰‡ ÔflÏ˚ÏË ‚˚˜ËÒÎÂÌËflÏË ÌÂÚÛ‰ÌÓ Û·Â‰ËÚ¸Òfl, ˜ÚÓ ÒÓÓÚÌÓ-
¯ÂÌËfl (6.78)–(6.80) ÔÂ‰ÒÚ‡‚ËÏ˚ ‚ ‚Ë‰Â

ATC – CTA = 0,

ATD – CTB = I, (6.83)

BTD – DTB = 0,
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éÚÒ˛‰‡ ÒÎÂ‰ÛÂÚ, ‚ ˜‡ÒÚÌÓÒÚË, ËÌ‚‡Ë‡ÌÚÌÓÒÚ¸ ÒÍÓ·ÓÍ èÛ‡ÒÒÓÌ‡
‰Îfl ÒËÏÔÎÂÍÚË˜ÂÒÍËı ÍÓÓ‰ËÌ‡Ú: 

{ημ, ην}η = –Jμν = {ημ, ην}ξ.

ùÚÓ Ò‚ÓÈÒÚ‚Ó ‚˚‰ÂÎflÂÚ Í‡ÌÓÌË˜ÂÒÍËÂ ÔÂÓ·‡ÁÓ‚‡ÌËfl ÒÂ‰Ë ‚ÒÂı
‚ÓÁÏÓÊÌ˚ı ÔÂÓ·‡ÁÓ‚‡ÌËÈ ÒËÏÔÎÂÍÚË˜ÂÒÍÓ„Ó ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚‡.

ê‡ÒÒÏÓÚËÏ ‰‚‡ ÔÓÒÎÂ‰Ó‚‡ÚÂÎ¸Ì˚ı Í‡ÌÓÌË˜ÂÒÍËı ÔÂÓ·‡ÁÓ-
‚‡ÌËfl

η = η(ξ),   ξ = ξ(γ)

Ò Ï‡ÚËˆ‡ÏË üÍÓ·Ë

ÒÓÓÚ‚ÂÚÒÚ‚ÂÌÌÓ. ÑÎfl Í‡Ê‰ÓÈ ËÁ ÌËı ÒÔ‡‚Â‰ÎË‚Ó ÛÒÎÓ‚ËÂ Í‡ÌÓÌË-
˜ÂÒÍËı ÔÂÓ·‡ÁÓ‚‡ÌËÈ

Λ1JΛ1
T = J,   Λ2 JΛ2

T = J. (6.91)

ìÏÌÓÊ‡fl ‚ÚÓÓÂ ÛÒÎÓ‚ËÂ Ì‡ Λ1 ÒÎÂ‚‡ Ë Ì‡ Λ1
T ÒÔ‡‚‡, ÔÓÎÛ˜‡ÂÏ

Λ1Λ2 J(Λ1Λ2)
T = J.

èÓËÁ‚Â‰ÂÌËÂ Ï‡ÚËˆ Λ1Λ2 ‡‚ÌÓ Ï‡ÚËˆÂ Λ3:

ÒÎÂ‰Ó‚‡ÚÂÎ¸ÌÓ:

Λ3 JΛ3
T = J.

èÓ˝ÚÓÏÛ ÂÁÛÎ¸Ú‡ÚÓÏ ‰‚Ûı ÔÓÒÎÂ‰Ó‚‡ÚÂÎ¸Ì˚ı Í‡ÌÓÌË˜ÂÒÍËı
ÔÂÓ·‡ÁÓ‚‡ÌËÈ í1: η = η(ξ) Ë í2: ξ = ξ(γ) fl‚ÎflÂÚÒfl ÒÌÓ‚‡ Í‡ÌÓÌË-
˜ÂÒÍÓÂ ÔÂÓ·‡ÁÓ‚‡ÌËÂ í3 = í1í2: η = η(ξ(γ)). äÓÏÂ ÚÓ„Ó, ‰Îfl
Í‡Ê‰Ó„Ó Ú‡ÍÓ„Ó ÔÂÓ·‡ÁÓ‚‡ÌËfl ÒÛ˘ÂÒÚ‚ÛÂÚ Ó·‡ÚÌÓÂ Ë ‚˚ÔÓÎ-
ÌflÂÚÒfl ÛÒÎÓ‚ËÂ ‡ÒÒÓˆË‡ÚË‚ÌÓÒÚË

í3(í2í1) = (í3í2)í1. (6.92)

èÓ˝ÚÓÏÛ ÒÓ‚ÓÍÛÔÌÓÒÚ¸ Í‡ÌÓÌË˜ÂÒÍËı ÔÂÓ·‡ÁÓ‚‡ÌËÈ ÔÂ‰ÒÚ‡‚-
ÎflÂÚ ÒÓ·ÓÈ ÒËÏÔÎÂÍÚË˜ÂÒÍÛ˛ „ÛÔÔÛ.
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ì‡‚ÌÂÌËÂ É‡ÏËÎ¸ÚÓÌ‡, Á‡ÔËÒ‡ÌÌÓÂ ‚ Ï‡ÚË˜ÌÓÏ ‚Ë‰Â ‚ ÍÓÓ-
‰ËÌ‡Ú‡ı

ÔÓÒÎÂ Á‡ÏÂÌ˚ (6.87) ÔÂÓ·‡ÁÛÂÚÒfl Í ‚Ë‰Û

èÓ˝ÚÓÏÛ

Ë ËÁ Û‡‚ÌÂÌËÈ É‡ÏËÎ¸ÚÓÌ‡ ‚ ξ ÍÓÓ‰ËÌ‡Ú‡ı ξ
.

= J�
∂
∂
H

ξ
� Ò‡ÁÛ ÒÎÂ‰Û-

ÂÚ (6.86).
á‡ÔË¯ÂÏ ÒÍÓ·ÍÛ èÛ‡ÒÒÓÌ‡ (6.49) ‚ Ï‡ÚË˜ÌÓÏ ‚Ë‰Â:

(6.89)

„‰Â �
∂
∂
η
f
� – ‚ÂÍÚÓ-ÒÚÓÎ·Âˆ c ÍÓÏÔÓÌÂÌÚ‡ÏË (i = 1, 2, 

…, 2s). èË Í‡ÌÓÌË˜ÂÒÍËı ÔÂÓ·‡ÁÓ‚‡ÌËflı ÓÌ‡ ÔÂÓ·‡ÁÛÂÚÒfl Í
‚Ë‰Û

èÓÒÍÓÎ¸ÍÛ ÒÓÓÚÌÓ¯ÂÌËÂ (Λ)–1J(ΛT)–1 = J fl‚ÎflÂÚÒfl ÛÒÎÓ‚ËÂÏ
Í‡ÌÓÌË˜ÌÓÒÚË ÔÂÓ·‡ÁÓ‚‡ÌËÈ, ÚÓ ÒÍÓ·Í‡ èÛ‡ÒÒÓÌ‡ ËÌ‚‡Ë‡ÌÚÌ‡
ÔË Í‡ÌÓÌË˜ÂÒÍËı ÔÂÓ·‡ÁÓ‚‡ÌËflı:

{f1, f2}ξ = {f1, f2}η. (6.90)
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íÓÊ‰ÂÒÚ‚ÂÌÌÓÏÛ ÔÂÓ·‡ÁÓ‚‡ÌË˛ Pi = pi, Qi = qi ÓÚ‚Â˜‡ÂÚ ÙÛÌÍ-

ˆËfl ê‡ÒÒÏÓÚËÏ ËÌÙËÌËÚÂÁËÏ‡Î¸Ì˚Â (·ÂÒÍÓÌÂ˜ÌÓ 

Ï‡Î˚Â) Í‡ÌÓÌË˜ÂÒÍËÂ ÔÂÓ·‡ÁÓ‚‡ÌËfl ‚ ÓÍÂÒÚÌÓÒÚË ÚÓÊ‰ÂÒÚ-
‚ÂÌÌÓ„Ó ÔÂÓ·‡ÁÓ‚‡ÌËfl. í‡ÍÓÈ ÏÂÚÓ‰ ËÒÒÎÂ‰Ó‚‡ÌËfl ÔÂÓ·‡ÁÓ-
‚‡ÌËÈ ‚ÓÒıÓ‰ËÚ Í ë. ãË. Ñ‡ÌÌ˚Â ÔÂÓ·‡ÁÓ‚‡ÌËfl ÔÂ‰ÒÚ‡‚Îfl˛Ú
ÒÓ·ÓÈ ÔÓËÁ‚Ó‰fl˘Û˛ ÙÛÌÍˆË˛

„‰Â ·ÂÒÍÓÌÂ˜ÌÓ Ï‡Î‡fl ‚ÂÎË˜ËÌ‡ ε << 1 ÌÂ Á‡‚ËÒËÚ ÓÚ q, P. íÓ„‰‡

èÓÒÍÓÎ¸ÍÛ ÌÓ‚˚Â Ë ÒÚ‡˚Â ËÏÔÛÎ¸Ò˚ ÓÚÎË˜‡˛ÚÒfl Ì‡ ·ÂÒÍÓ-
ÌÂ˜ÌÓ Ï‡ÎÛ˛ ‚ÂÎË˜ËÌÛ ε, ÚÓ Ò ÚÓ˜ÌÓÒÚ¸˛ ‰Ó ε2

(6.95)

„‰Â ‚ ‡ÒÒÏ‡ÚË‚‡ÂÏÓÏ ÔË·ÎËÊÂÌËË ÔÓËÁ‚Ó‰fl˘‡fl ÙÛÌÍˆËfl 
F = F(p, q) Á‡‚ËÒËÚ ÓÚ p, q. àÁ Û‡‚ÌÂÌËÈ É‡ÏËÎ¸ÚÓÌ‡

ÒÎÂ‰ÛÂÚ, ˜ÚÓ ‰Îfl ·ÂÒÍÓÌÂ˜ÌÓ Ï‡Î˚ı ËÌÚÂ‚‡ÎÓ‚ ‚ÂÏÂÌË Δt << 1
Ò ÚÓ˜ÌÓÒÚ¸˛ ‰Ó Δt2

(6.96)

é·ÓÁÌ‡˜ËÏ Pi(t) = pi(t + Δt), Qi(t) = qi(t + Δt). îÓÏÛÎ˚ (6.95) Ë
(6.96) ÒÓ‚Ô‡‰‡˛Ú, ÂÒÎË ε ÔËÌËÏ‡ÂÚÒfl ‡‚Ì˚Ï ·ÂÒÍÓÌÂ˜ÌÓ Ï‡ÎÓ-
ÏÛ ËÌÚÂ‚‡ÎÛ Δt, ‡ ÔÓËÁ‚Ó‰fl˘‡fl ÙÛÌÍˆËfl F – „‡ÏËÎ¸ÚÓÌË‡ÌÛ ÒË-
ÒÚÂÏ˚. èÓ˝ÚÓÏÛ ÔÂÂıÓ‰ ÓÚ ÍÓÓ‰ËÌ‡Ú Ë ËÏÔÛÎ¸ÒÓ‚ ‚ ÏÓÏÂÌÚ t Í
ÍÓÓ‰ËÌ‡Ú‡Ï Ë ËÏÔÛÎ¸Ò‡Ï ‚ ÏÓÏÂÌÚ t + Δt ÔÂ‰ÒÚ‡‚ÎflÂÚ ÒÓ·ÓÈ Í‡-
ÌÓÌË˜ÂÒÍÓÂ ÔÂÓ·‡ÁÓ‚‡ÌËÂ Ò ÔÓËÁ‚Ó‰fl˘ÂÈ ÙÛÌÍˆËÂÈ, ‡‚ÌÓÈ
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ì‡‚ÌÂÌËÂ É‡ÏËÎ¸ÚÓÌ‡–üÍÓ·Ë ÏÓÊÌÓ ÔÓÎÛ˜ËÚ¸ Ò ÔÓÏÓ˘¸˛
Í‡ÌÓÌË˜ÂÒÍËı ÔÂÓ·‡ÁÓ‚‡ÌËÈ. Ç‚Â‰ÂÏ ÔÓËÁ‚Ó‰fl˘Û˛ ÙÛÌÍˆË˛
S(q, Q, t), ‰Îfl ÍÓÚÓÓÈ ÌÓ‚˚È „‡ÏËÎ¸ÚÓÌË‡Ì 

H′ = 0 (6.93)

Ò ÚË‚Ë‡Î¸Ì˚ÏË Û‡‚ÌÂÌËflÏË ‰‚ËÊÂÌËfl Q
.

i = 0, P
.
i = 0 Ë Â¯ÂÌËflÏË

Qi = αi,   Pi = βi. (6.94)

ÑÎfl ˝ÚÓ„Ó, ÒÓ„Î‡ÒÌÓ (6.71), ÌÂÓ·ıÓ‰ËÏÓ Ë ‰ÓÒÚ‡ÚÓ˜ÌÓ, ˜ÚÓ·˚ ÔÓ-
ËÁ‚Ó‰fl˘‡fl ÙÛÌÍˆËfl S(q, Q, t) Û‰Ó‚ÎÂÚ‚ÓflÎ‡ Û‡‚ÌÂÌË˛

èÓ‰ÒÚ‡‚ËÏ ‚ fl‚ÌÓÂ ‚˚‡ÊÂÌËÂ ‰Îfl „‡ÏËÎ¸ÚÓÌË‡Ì‡ ÒËÒÚÂÏ˚
H(p, q, t), Á‡‚ËÒfl˘Â„Ó ÓÚ ÍÓÓ‰ËÌ‡Ú Ë ËÏÔÛÎ¸ÒÓ‚, ÒÓÓÚÌÓ¯Â-

ÌËÂ ÍÓÚÓÓÂ ÒÎÂ‰ÛÂÚ ËÁ (6.68) Ë Qi = αi. Ç ÂÁÛÎ¸Ú‡ÚÂ 

ÔÓÎÛ˜‡ÂÏ Û‡‚ÌÂÌËÂ É‡ÏËÎ¸ÚÓÌ‡–üÍÓ·Ë (6.28), „‰Â ÔÓËÁ‚Ó‰fl-
˘‡fl ÙÛÌÍˆËfl S(q, Q, t) = S(q, α, t) fl‚ÎflÂÚÒfl ÔÓÎÌ˚Ï ËÌÚÂ„‡ÎÓÏ.

6.7. àçîàçàíÖáàåÄãúçõÖ äÄçéçàóÖëäàÖ 

èêÖéÅêÄáéÇÄçàü. ÑÇàÜÖçàÖ äÄä ÅÖëäéçÖóçÄü 

ëéÇéäìèçéëíú äÄçéçàóÖëäàï èêÖéÅêÄáéÇÄçàâ

ëÛ˘ÂÒÚ‚ÛÂÚ ‚ÌÛÚÂÌÌflfl Ò‚flÁ¸ ÏÂÊ‰Û
‡Ì‡ÎËÚË˜ÂÒÍÓÈ ‰ËÌ‡ÏËÍÓÈ É‡ÏËÎ¸ÚÓÌ‡–üÍÓ-
·Ë Ë Ó·˘ÂÈ ÚÂÓËÂÈ ÔÂÓ·‡ÁÓ‚‡ÌËÈ. é‰Ì‡ÍÓ
ÚÓÎ¸ÍÓ ëÓÙÛÒ ãË ‡ÒÍ˚Î ̋ ÚÛ Ò‚flÁ¸ Ë ÔË‰‡Î
ÂÈ ÔÓ‡ÁËÚÂÎ¸ÌÓ Í‡ÒË‚Û˛ Ë ·Ó„‡ÚÛ˛ ÏÌÓ„Ó-
Ó·‡ÁÌ˚ÏË ÒÎÂ‰ÒÚ‚ËflÏË ÙÓÏÛ.

ã.ë. èÓÎ‡Í. 
Ç‡Ë‡ˆËÓÌÌ˚Â ÔËÌˆËÔ˚ ÏÂı‡ÌËÍË

Ç ÚÂÏËÌ‡ı ÔÓËÁ‚Ó‰fl˘ÂÈ ÙÛÌÍˆËË F2 = F2(q, P) Í‡ÌÓÌË˜ÂÒ-
ÍÓÂ ÔÂÓ·‡ÁÓ‚‡ÌËÂ, ÒÓ„Î‡ÒÌÓ (6.72), Á‡ÔËÒ˚‚‡ÂÚÒfl ‚ ‚Ë‰Â
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„‡ÏËÎ¸ÚÓÌË‡ÌÛ ÒËÒÚÂÏ˚. í‡Í Í‡Í Í‡ÌÓÌË˜ÂÒÍËÂ ÔÂÓ·‡ÁÓ‚‡ÌËfl
Ó·‡ÁÛ˛Ú „ÛÔÔÛ, ÚÓ ËÁÏÂÌÂÌËÂ ÒÓÒÚÓflÌËfl ÒËÒÚÂÏ˚ ÓÚ Ì‡˜‡Î¸-
Ì˚ı ‰‡ÌÌ˚ı ‰Ó Î˛·Ó„Ó ÏÓÏÂÌÚ‡ ÏÓÊÌÓ ÔÓÎÛ˜ËÚ¸ Ò ÔÓÏÓ˘¸˛
ÔÓÒÎÂ‰Ó‚‡ÚÂÎ¸ÌÓÒÚË ËÌÙËÌËÚÂÁËÏ‡Î¸Ì˚ı Í‡ÌÓÌË˜ÂÒÍËı ÔÂÓ·-
‡ÁÓ‚‡ÌËÈ. Ñ‚ËÊÂÌËÂ ˝Í‚Ë‚‡ÎÂÌÚÌÓ ÌÂÔÂ˚‚ÌÓ ÒÓ‚Â¯‡˛˘Â-
ÏÛÒfl Í‡ÌÓÌË˜ÂÒÍÓÏÛ ÔÂÓ·‡ÁÓ‚‡ÌË˛, ÔÓËÁ‚Ó‰fl˘ÂÈ ÙÛÌÍˆËÂÈ
ÍÓÚÓÓ„Ó fl‚ÎflÂÚÒfl „‡ÏËÎ¸ÚÓÌË‡Ì. èÓÎÛ˜ÂÌËÂ Ú‡ÍÓ„Ó ÔÂÓ·‡-
ÁÓ‚‡ÌËfl ‚ fl‚ÌÓÏ ‚Ë‰Â Á‡ ÍÓÌÂ˜Ì˚È ËÌÚÂ‚‡Î ‚ÂÏÂÌË ˝Í‚Ë‚‡-
ÎÂÌÚÌÓ ÔÓÎÌÓÏÛ Â¯ÂÌË˛ Á‡‰‡˜Ë.

èË‚Â‰ÂÏ ‰Û„ÓÂ ÌÂÁ‡‚ËÒËÏÓÂ ‰ÓÍ‡Á‡ÚÂÎ¸ÒÚ‚Ó, ˜ÚÓ ‰‚ËÊÂÌËÂ
„ÓÎÓÌÓÏÌÓÈ ÒËÒÚÂÏ˚ fl‚ÎflÂÚÒfl Í‡ÌÓÌË˜ÂÒÍËÏ ÔÂÓ·‡ÁÓ‚‡ÌËÂÏ
Ó·Ó·˘ÂÌÌ˚ı ÍÓÓ‰ËÌ‡Ú Ë ËÏÔÛÎ¸ÒÓ‚ ‚ ÏÓÏÂÌÚ t = t0 ‚ Ó·Ó·˘ÂÌ-
Ì˚Â ÍÓÓ‰ËÌ‡Ú˚ Ë ËÏÔÛÎ¸Ò˚ ‚ ÏÓÏÂÌÚ t. èÓÎÌÓÂ Â¯ÂÌËÂ

qi = qi(α, β, t), (6.97)

pi = pi(α, β, t)

Í‡ÌÓÌË˜ÂÒÍËı Û‡‚ÌÂÌËÈ É‡ÏËÎ¸ÚÓÌ‡ ‚˚‡Ê‡ÂÚÒfl ˜ÂÂÁ ÁÌ‡˜Â-
ÌËfl Ó·Ó·˘ÂÌÌ˚ı ÍÓÓ‰ËÌ‡Ú Ë ËÏÔÛÎ¸ÒÓ‚ ‚ ÌÂÍÓÚÓ˚È ÏÓÏÂÌÚ t0:

(qi)t=t0
= αi,   (pi)t=t0

= βi.

á‡ÔË¯ÂÏ Â¯ÂÌËÂ Û‡‚ÌÂÌËÈ (6.97) ÓÚÌÓÒËÚÂÎ¸ÌÓ α, β ‚ ‚Ë‰Â 

αi = αi(q, p, t),

βi = βi(q, p, t).

ê‡ÒÒÏÓÚËÏ ÒÍÓ·ÍÛ èÛ‡ÒÒÓÌ‡

èË t = t0 ÔÓÎÛ˜‡ÂÏ

ÄÌ‡ÎÓ„Ë˜Ì˚Ï Ó·‡ÁÓÏ

{αj, αk}(t = t0) = {βj, βk}(t = t0) = 0.
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ÇÂÎË˜ËÌ˚ α, β – ÔÓÎÌ‡fl ÒËÒÚÂÏ‡ ËÁ 2s ËÌÚÂ„‡ÎÓ‚ ‰‚ËÊÂÌËfl
Í‡ÌÓÌË˜ÂÒÍËı Û‡‚ÌÂÌËÈ É‡ÏËÎ¸ÚÓÌ‡. èÓ˝ÚÓÏÛ, ÒÓ„Î‡ÒÌÓ ÚÂÓÂ-
ÏÂ èÛ‡ÒÒÓÌ‡, Î˛·‡fl ËÁ ÒÍÓ·ÓÍ èÛ‡ÒÒÓÌ‡ {αi, αk}, {αi, βk}, {βi, βk}
fl‚ÎflÂÚÒfl Ú‡ÍÊÂ ËÌÚÂ„‡ÎÓÏ ‰‚ËÊÂÌËfl, ÍÓÚÓ˚È ÔÂ‰ÒÚ‡‚ÎflÂÚ ÒÓ-
·ÓÈ ËÎË ÙÛÌÍˆË˛ α, β ËÎË ÔÓÒÚÓflÌÌÛ˛. Ç ÔÓÚË‚ÌÓÏ ÒÎÛ˜‡Â
ÒÍÓ·ÍË èÛ‡ÒÒÓÌ‡ ÒÓ‰ÂÊ‡ÎË ·˚ ÌÓ‚˚È ÌÂÁ‡‚ËÒËÏ˚È ËÌÚÂ„‡Î
‰‚ËÊÂÌËfl  2s + 1, ˜ÚÓ ÌÂ‚ÓÁÏÓÊÌÓ. èÓÒÍÓÎ¸ÍÛ ‡ÒÒÏ‡ÚË‚‡ÂÏ˚Â
Ì‡ÏË ÒÍÓ·ÍË èÛ‡ÒÒÓÌ‡ ÒÓı‡Ìfl˛Ú ÔÓÒÚÓflÌÌ˚Â ÁÌ‡˜ÂÌËfl, ÚÓ ‚ Î˛-
·ÓÈ ÏÓÏÂÌÚ Ï˚ ÔÓÎÛ˜‡ÂÏ

{αj, βk} = –δki,   {αj, αk} = {βj, βk} = 0.

èÓ˝ÚÓÏÛ ÔÂÓ·‡ÁÓ‚‡ÌËÂ (q(t), p(t)) ‚ (q(t0), p(t0)) = (α, β) fl‚ÎflÂÚ-
Òfl Í‡ÌÓÌË˜ÂÒÍËÏ. é·‡ÚÌÓÂ ÔÂÓ·‡ÁÓ‚‡ÌËÂ (q(t0), p(t0)) ‚ (q(t),
p(t)) Ú‡ÍÊÂ Í‡ÌÓÌË˜ÂÒÍÓÂ.

6.8. àáåÖçÖçàÖ îìçäñàà èêà ÅÖëäéçÖóçé åÄãõï 

äÄçéçàóÖëäàï èêÖéÅêÄáéÇÄçàüï. 

ëäêõíõÖ àçíÖÉêÄãõ ÑÇàÜÖçàü

ëËÏÏÂÚËfl – ‚ ¯ËÓÍÓÏ ËÎË ÛÁÍÓÏ
ÒÏ˚ÒÎÂ ‚ Á‡‚ËÒËÏÓÒÚË ÓÚ ÚÓ„Ó, Í‡Í ‚˚ ÓÔÂ-
‰ÂÎËÚÂ ÁÌ‡˜ÂÌËÂ ˝ÚÓ„Ó ÔÓÌflÚËfl – fl‚ÎflÂÚÒfl
ÚÓÈ Ë‰ÂÂÈ, ÔÓÒÂ‰ÒÚ‚ÓÏ ÍÓÚÓÓÈ ˜ÂÎÓ‚ÂÍ Ì‡
ÔÓÚflÊÂÌËË ‚ÂÍÓ‚ Ô˚Ú‡ÎÒfl ÔÓÒÚË˜¸ Ë ÒÓ-
Á‰‡Ú¸ ÔÓfl‰ÓÍ, Í‡ÒÓÚÛ Ë ÒÓ‚Â¯ÂÌÒÚ‚Ó.

É. ÇÂÈÎ¸. CËÏÏÂÚËfl

ç‡È‰ÂÏ ËÁÏÂÌÂÌËÂ ÔÓËÁ‚ÓÎ¸ÌÓÈ ÙÛÌÍˆËË U(p, q) ÓÚ ÍÓÓ‰Ë-
Ì‡Ú Ë ËÏÔÛÎ¸ÒÓ‚ ÔË ·ÂÒÍÓÌÂ˜ÌÓ Ï‡Î˚ı Í‡ÌÓÌË˜ÂÒÍËı ÔÂÓ·‡-
ÁÓ‚‡ÌËflı (6.75):

íÓ„‰‡ Ò ÔÓÏÓ˘¸˛ ÒÍÓ·ÓÍ èÛ‡ÒÒÓÌ‡ Ò ÚÓ˜ÌÓÒÚ¸˛ ‰Ó ε2 ËÁÏÂÌÂÌËÂ
ÙÛÌÍˆËË U(p, q) ÔË ·ÂÒÍÓÌÂ˜ÌÓ Ï‡Î˚ı Í‡ÌÓÌË˜ÂÒÍËı ÔÂÓ·‡-
ÁÓ‚‡ÌËflı Á‡ÔËÒ˚‚‡ÂÚÒfl ‚ ‚Ë‰Â

δU = U(P, Q) – U(p, q) = –ε{U, F}. (6.98)
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‰Îfl Ï‡ÚÂÏ‡ÚË˜ÂÒÍÓ„Ó Ï‡flÚÌËÍ‡ ϕ̈ = –sinϕ ‚ ÏÓÏÂÌÚ˚ t = 1,5 Ë 
t = 3,2. èÎÓ˘‡‰¸ Í‡ÔÎË ‚ Ì‡˜‡Î¸Ì˚È ÏÓÏÂÌÚ t0 Ë ÔÓËÁ‚ÓÎ¸Ì˚È
ÏÓÏÂÌÚ t ÓÔÂ‰ÂÎflÂÚÒfl ÒÓÓÚ‚ÂÚÒÚ‚ÂÌÌÓ ÍË‚ÓÎËÌÂÈÌ˚ÏË ËÌÚÂ„-
‡Î‡ÏË

éÍ‡Á˚‚‡ÂÚÒfl, ˜ÚÓ ‚ ÍÓÌÒÂ‚‡ÚË‚Ì˚ı ÒËÒÚÂÏ‡ı ÔÎÓ˘‡‰¸ Í‡ÔÎË
ÒÓı‡ÌflÂÚÒfl Ò ÚÂ˜ÂÌËÂÏ ‚ÂÏÂÌË. í‡ÍËÂ ‚ÂÎË˜ËÌ˚, Í‡Í J, ÍÓÚÓ-
˚Â fl‚Îfl˛ÚÒfl ËÌÚÂ„‡Î‡ÏË ‚ Ù‡ÁÓ‚ÓÏ ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Â Ë ÌÂ ÏÂÌfl-
˛ÚÒfl Ò ÚÂ˜ÂÌËÂÏ ‚ÂÏÂÌË, ·˚ÎË Ì‡Á‚‡Ì˚ èÛ‡ÌÍ‡Â ËÌÚÂ„‡Î¸Ì˚-
ÏË ËÌ‚‡Ë‡ÌÚ‡ÏË. ÑÎfl ‰ÓÍ‡Á‡ÚÂÎ¸ÒÚ‚‡ ÚÂÓÂÏ˚ Ó ÒÓı‡ÌÂÌËË
ÔÎÓ˘‡‰Ë ËÒÔÓÎ¸ÁÛÂÏ Ù‡ÍÚ, ˜ÚÓ ÏÂı‡ÌË˜ÂÒÍÓÂ ‰‚ËÊÂÌËÂ ÔÂ‰-
ÒÚ‡‚ÎflÂÚÒfl ÔÓÒÚÂÔÂÌÌ˚Ï ÌÂÔÂ˚‚Ì˚Ï Í‡ÌÓÌË˜ÂÒÍËÏ ÔÂÓ·‡-
ÁÓ‚‡ÌËÂÏ.

ê‡ÒÒÏÓÚËÏ ‚Ì‡˜‡ÎÂ ÒËÒÚÂÏÛ Ò Ó‰ÌÓÈ ÒÚÂÔÂÌ¸˛ Ò‚Ó·Ó‰˚. ÖÒ-
ÎË „‡ÏËÎ¸ÚÓÌË‡Ì ç ÌÂ Á‡‚ËÒËÚ fl‚ÌÓ ÓÚ ‚ÂÏÂÌË, ÚÓ ÛÒÎÓ‚ËÂ Í‡ÌÓ-
ÌË˜ÌÓÒÚË ÔÂÓ·‡ÁÓ‚‡ÌËfl ÓÚ Ì‡˜‡Î¸Ì˚ı ÁÌ‡˜ÂÌËÈ p0, q0 Í ÁÌ‡˜Â-
ÌËflÏ ÍÓÓ‰ËÌ‡Ú Ë ËÏÔÛÎ¸ÒÓ‚ ‚ ÔÓËÁ‚ÓÎ¸Ì˚È ÏÓÏÂÌÚ p(p0, q0, t),
q(p0, q0, t) Á‡ÔËÒ˚‚‡ÂÚÒfl ‚ ‚Ë‰Â

pdq = p0dq0 + dF(q, q0),
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ç‡ÔËÏÂ, ÔÓËÁ‚Ó‰fl˘‡fl ÙÛÌÍˆËfl F = xpy – ypx ÓÔÂ‰ÂÎflÂÚ
‚‡˘ÂÌËÂ ÍÓÓ‰ËÌ‡Ú ‡‰ËÛÒ‡-‚ÂÍÚÓ‡ r

→
= {x, y, z} ‚ÓÍÛ„ ÓÒË z:

δx = –εy,   δy = εx.

èÛÒÚ¸ ÙÛÌÍˆËfl U(p, q) ÒÓ‚Ô‡‰‡ÂÚ Ò „‡ÏËÎ¸ÚÓÌË‡ÌÓÏ H ÒËÒÚÂÏ˚.
íÓ„‰‡

δH = –ε{H, F}, ε << 1. (6.99)

ëÓ„Î‡ÒÌÓ (6.45), ÂÒÎË ÙÛÌÍˆËfl F = F(p, q) ÂÒÚ¸ ËÌÚÂ„‡Î ‰‚ËÊÂ-
ÌËfl, ÚÓ {H, F} = 0.

Ç ËÚÓ„Â, ‚ÒÂ ËÌÚÂ„‡Î˚ ‰‚ËÊÂÌËfl ÏÂı‡ÌË˜ÂÒÍÓÈ ÒËÒÚÂÏ˚
fl‚Îfl˛ÚÒfl ÔÓËÁ‚Ó‰fl˘ËÏË ÙÛÌÍˆËflÏË ÚÂı ·ÂÒÍÓÌÂ˜ÌÓ Ï‡Î˚ı
Í‡ÌÓÌË˜ÂÒÍËı ÔÂÓ·‡ÁÓ‚‡ÌËÈ, ÍÓÚÓ˚Â ÌÂ ÏÂÌfl˛Ú „‡ÏËÎ¸-
ÚÓÌË‡Ì ÒËÒÚÂÏ˚. ùÚÓ ÛÚ‚ÂÊ‰ÂÌËÂ ‡Ì‡ÎÓ„Ë˜ÌÓ ÚÂÓÂÏÂ çfi-
ÚÂ ‚ Î‡„‡ÌÊÂ‚ÓÈ ÏÂı‡ÌËÍÂ. éÌÓ ˜‡ÒÚÓ ÓÍ‡Á˚‚‡ÂÚÒfl ÔÓÎÂÁ-
Ì˚Ï ‰Îfl ÔÓËÒÍ‡ fl‚ÌÓ„Ó ‚Ë‰‡ ËÌÚÂ„‡ÎÓ‚ ‰‚ËÊÂÌËfl ÔË ËÒÒÎÂ‰Ó-
‚‡ÌËË ËÌ‚‡Ë‡ÌÚÌÓÒÚË „‡ÏËÎ¸ÚÓÌË‡Ì‡ ÔË Í‡ÌÓÌË˜ÂÒÍËı ÔÂ-
Ó·‡ÁÓ‚‡ÌËflı.

6.9. àçíÖÉêÄãúçõÖ àçÇÄêàÄçíõ èìÄçäÄêÖ. 

íÖéêÖåÄ ãàìÇàããü é ëéïêÄçÖçàà 

îÄáéÇéÉé éÅöÖåÄ

Ñ‚ÛıÒÓÚÎÂÚÌËÈ ÔÓÏÂÊÛÚÓÍ ÓÚ „ÂÌË-
‡Î¸Ì˚ı ÓÚÍ˚ÚËÈ É˛È„ÂÌÒ‡ Ë ç¸˛ÚÓÌ‡ ‰Ó
„ÂÓÏÂÚËÁ‡ˆËË Ï‡ÚÂÏ‡ÚËÍË êËÏ‡ÌÓÏ Ë èÛ-
‡ÌÍ‡Â Í‡ÊÂÚÒfl Ï‡ÚÂÏ‡ÚË˜ÂÒÍÓÈ ÔÛÒÚ˚ÌÂÈ,
Á‡ÔÓÎÌÂÌÌÓÈ Ó‰ÌËÏË ÎË¯¸ ‚˚˜ËÒÎÂÌËflÏË.

Ç.à. ÄÌÓÎ¸‰. 
É˛È„ÂÌÒ Ë Å‡ÓÛ, ç¸˛ÚÓÌ Ë ÉÛÍ

èË Í‡ÌÓÌË˜ÂÒÍËı ÔÂÓ·‡ÁÓ‚‡ÌËflı ÔÓÏËÏÓ ÙÓÏ˚ Û‡‚ÌÂ-
ÌËÈ É‡ÏËÎ¸ÚÓÌ‡ ÒÓı‡Ìfl˛ÚÒfl ÌÂÍÓÚÓ˚Â ËÌÚÂ„‡Î˚, Ì‡Á‚‡ÌÌ˚Â
Ä. èÛ‡ÌÍ‡Â ËÌÚÂ„‡Î¸Ì˚ÏË ËÌ‚‡Ë‡ÌÚ‡ÏË.

ç‡ Ù‡ÁÓ‚ÓÈ ÔÎÓÒÍÓÒÚË ÏÂı‡ÌË˜ÂÒÍÓÈ ÒËÒÚÂÏ˚ (Ì‡ÔËÏÂ Ï‡-
ÚÂÏ‡ÚË˜ÂÒÍÓ„Ó Ï‡flÚÌËÍ‡) ‡ÒÒÏÓÚËÏ ÒÓ‚ÓÍÛÔÌÓÒÚ¸ Ì‡˜‡Î¸Ì˚ı
‰‡ÌÌ˚ı (ÍÓÓ‰ËÌ‡Ú Ë ËÏÔÛÎ¸ÒÓ‚), Ó·‡ÁÛ˛˘Ëı ÌÂÍÓÚÓÓÂ ÌÂÔÂ-
˚‚ÌÓÂ ÏÌÓÊÂÒÚ‚Ó (Ù‡ÁÓ‚Û˛ Í‡ÔÎ˛). ùÚÓ ÏÌÓÊÂÒÚ‚Ó Ë Â„Ó „‡-
ÌËˆ‡ C(t) ÏÂÌfl˛Ú ÙÓÏÛ Ò ÚÂ˜ÂÌËÂÏ ‚ÂÏÂÌË. ç‡ ËÒ. 6.2 ËÁÓ·‡-
ÊÂÌ‡ ÔÓÎÛ˜ÂÌÌ‡fl ˜ËÒÎÂÌÌ˚ÏË ÏÂÚÓ‰‡ÏË ˝‚ÓÎ˛ˆËfl Ó·Î‡ÒÚË ‚ÌÛ-
ÚË ÓÍÛÊÌÓÒÚË p(t = 0) = 2 + 0,5sinα, q(t = 0) = 0,5cosα (0 ≤ α ≤ 2π)
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êËÒ. 6.2



ä‡Ê‰‡fl ÚÓ˜Í‡ ˝ÚÓ„Ó ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚‡, Ì‡Á˚‚‡ÂÏ‡fl Ù‡ÁÓ‚ÓÈ,
ÓÚ‚Â˜‡ÂÚ ÓÔÂ‰ÂÎÂÌÌÓÏÛ ÒÓÒÚÓflÌË˛ ÒËÒÚÂÏ˚. èÓÒÍÓÎ¸ÍÛ Á‡‰‡-
ÌËÂ Ó·Ó·˘ÂÌÌ˚ı ÍÓÓ‰ËÌ‡Ú Ë ËÏÔÛÎ¸ÒÓ‚ ‚ Ì‡˜‡Î¸Ì˚È ÏÓÏÂÌÚ
Ó‰ÌÓÁÌ‡˜ÌÓ ÓÔÂ‰ÂÎflÂÚ Ëı ÁÌ‡˜ÂÌËÂ ‚ ÔÓÒÎÂ‰Û˛˘ËÈ ÏÓÏÂÌÚ,
ÚÓ Ò ÚÂ˜ÂÌËÂÏ ‚ÂÏÂÌË Ù‡ÁÓ‚‡fl ÚÓ˜Í‡ ÓÔËÒ˚‚‡ÂÚ ‚ Ù‡ÁÓ‚ÓÏ
ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Â ÌÂÍÓÚÓÛ˛ ÎËÌË˛, Ì‡Á˚‚‡ÂÏÛ˛ Ù‡ÁÓ‚ÓÈ Ú‡ÂÍ-
ÚÓËÂÈ.

ÑÎfl ÒËÒÚÂÏ˚ Ò s ÒÚÂÔÂÌflÏË Ò‚Ó·Ó‰˚ ÏÓÊÌÓ ‚‚ÂÒÚË 2s ËÌÚÂ„-
‡Î¸Ì˚ı ËÌ‚‡Ë‡ÌÚÓ‚ èÛ‡ÌÍ‡Â:

(6.100)

(6.101)

Ç ÌÂ˜ÂÚÌ˚ı ÓÚÌÓÒËÚÂÎ¸Ì˚ı ËÌ‚‡Ë‡ÌÚ‡ı J2n–1 ËÌÚÂ„ËÓ‚‡ÌËÂ
ÔÓ‚Ó‰ËÚÒfl ÔÓ Á‡ÏÍÌÛÚ˚Ï 2n – 1 ÔÓ‰ÏÌÓ„ÓÓ·‡ÁËflÏ Ù‡ÁÓ‚Ó„Ó
ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚‡. óÂÚÌ˚Â ËÌ‚‡Ë‡ÌÚ˚ J2n fl‚Îfl˛ÚÒfl ‡·ÒÓÎ˛ÚÌ˚-
ÏË, Ë ËÌÚÂ„ËÓ‚‡ÌËÂ ‚ ÌËı ÓÒÛ˘ÂÒÚ‚ÎflÂÚÒfl ÔÓ ÔÓËÁ‚ÓÎ¸ÌÓÈ
2n-ÏÂÌÓÈ Ó·Î‡ÒÚË Ù‡ÁÓ‚Ó„Ó ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚‡. èË n = s ÔÓÎÛ˜‡ÂÏ
ËÌÚÂ„‡Î

(6.102)

Ö„Ó ËÌ‚‡Ë‡ÌÚÌÓÒÚ¸ ÓÁÌ‡˜‡ÂÚ ÒÓı‡ÌÂÌËÂ Ó·˙ÂÏ‡ Î˛·ÓÈ ˜‡ÒÚË
Ù‡ÁÓ‚Ó„Ó ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚‡ ÔË ‰‚ËÊÂÌËË ÒËÒÚÂÏ˚. ùÚÓÚ ÂÁÛÎ¸Ú‡Ú,
ËÏÂ˛˘ËÈ ÙÛÌ‰‡ÏÂÌÚ‡Î¸ÌÓÂ ÁÌ‡˜ÂÌËÂ ‚ ÒÚ‡ÚËÒÚË˜ÂÒÍÓÈ ÙËÁËÍÂ,
ËÁ‚ÂÒÚÂÌ Í‡Í ÚÂÓÂÏ‡ ãËÛ‚ËÎÎfl.

ÑÎfl ‰ÓÍ‡Á‡ÚÂÎ¸ÒÚ‚‡ ˝ÚÓÈ ÚÂÓÂÏ˚ Á‡ÔË¯ÂÏ ÙÓÏÛÎÛ ‰Îfl
2s-ÏÂÌÓ„Ó Ó·˙ÂÏ‡ ‚ ÒËÏÔÎÂÍÚË˜ÂÒÍËı ÍÓÓ‰ËÌ‡Ú‡ı ξ = (p1, q1,
p2, q2, …):

„‰Â ËÌÚÂ„ËÓ‚‡ÌËÂ ÔÓ‚Ó‰ËÚÒfl ÔÓ ‚ÒÂÏ ÚÓ˜Í‡Ï Ù‡ÁÓ‚Ó„Ó ÔÓ-
ÒÚ‡ÌÒÚ‚‡, ‚ÁflÚ˚ı ‚ ÏÓÏÂÌÚ t. ä‡Í ÛÊÂ ÛÔÓÏËÌ‡ÎÓÒ¸, ‰‚ËÊÂ-
ÌËÂ ÒËÒÚÂÏ˚ ÓÚ ÏÓÏÂÌÚ‡ t = t0 Ò Á‡‰‡ÌÌ˚ÏË ÒËÏÔÎÂÍÚË˜ÂÒÍË-
ÏË ÍÓÓ‰ËÌ‡Ú‡ÏË ξ0 = ξ(t0) ‰Ó ÏÓÏÂÌÚ‡ t fl‚ÎflÂÚÒfl Í‡ÌÓÌË˜ÂÒ-

J t ds i
i

s

V t

2
1

2

( ) =
=( )

∏∫ ξ ,

J dp dq dp dq dp dqs

V

s s2 1 1 2 2= …∫ .

J dp dqi i2 = …∫∫

 
J p dqi i

i

N

1
1

= ∫∑
=

;

„‰Â F(q, q0) – ÔÓËÁ‚Ó‰fl˘‡fl ÙÛÌÍˆËfl. ç‡ „‡ÌËˆ‡ı ë(t = 0) Ë
C(t) ÏÓÊÌÓ ‚‚ÂÒÚË ÌÂÍÓÚÓ˚È Ô‡‡ÏÂÚ U: p0 = p0(U), q0 = q0(U)
Ë p = p(U), q = q(U). íÓ„‰‡

í‡ÍËÏ Ó·‡ÁÓÏ, J fl‚ÎflÂÚÒfl ËÌ‚‡Ë‡ÌÚÓÏ ÔË ‰‚ËÊÂÌËË ÒËÒÚÂÏ˚,
ÂÒÎË ÔÛÚ¸ Á‡ÏÍÌÛÚ. Ñ‡ÌÌ˚Â ËÌ‚‡Ë‡ÌÚ˚ èÛ‡ÌÍ‡Â Ì‡Á‚‡Î ÓÚÌÓ-
ÒËÚÂÎ¸Ì˚ÏË. éÌË fl‚Îfl˛ÚÒfl ËÌÚÂ„‡Î‡ÏË ‰‚ËÊÂÌËfl Ì‡ Á‡ÏÍÌÛ-
Ú˚ı ÔÓ‰ÏÌÓ„ÓÓ·‡ÁËflı Ù‡ÁÓ‚Ó„Ó ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚‡. ÑÛ„ËÂ ËÌ‚‡Ë-
‡ÌÚ˚, ÒÓı‡Ìfl˛˘ËÂÒfl ÔË Î˛·ÓÏ ‚˚·ÓÂ Ó·Î‡ÒÚË ËÌÚÂ„ËÓ‚‡-
ÌËfl, ‚ÍÎ˛˜‡˛˘ËÂ, ‚ ˜‡ÒÚÌÓÒÚË, Ë ÌÂÁ‡ÏÍÌÛÚ˚Â, ÔÓÎÛ˜ËÎË Ì‡Á‚‡-
ÌËÂ ‡·ÒÓÎ˛ÚÌ˚ı.

ÑÎfl ÒËÒÚÂÏ˚ Ò s ÒÚÂÔÂÌflÏË Ò‚Ó·Ó‰˚ ‚ ÏÂı‡ÌËÍÂ É‡ÏËÎ¸ÚÓÌ‡
ÌÂÁ‡‚ËÒËÏ˚ÏË ÔÂÂÏÂÌÌ˚ÏË fl‚Îfl˛ÚÒfl s Ó·Ó·˘ÂÌÌ˚ı ÍÓÓ‰ËÌ‡Ú
Ë s ËÏÔÛÎ¸ÒÓ‚ ‰‡ÌÌÓÈ ÒËÒÚÂÏ˚. ÑÎfl „ÂÓÏÂÚË˜ÂÒÍÓÈ ËÌÚÂÔÂÚ‡-
ˆËË ÏÂı‡ÌË˜ÂÒÍËı fl‚ÎÂÌËÈ ‚ Ú‡ÍÓÈ ÒËÒÚÂÏÂ Û‰Ó·ÌÓ ËÒÔÓÎ¸ÁÓ‚‡Ú¸
ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Ó 2s ËÁÏÂÂÌËÈ, „‰Â ÔÓÎÓÊÂÌËÂ Ï‡ÚÂË‡Î¸ÌÓÈ ÚÓ˜ÍË
ÔÓÏËÏÓ Ó·Ó·˘ÂÌÌ˚ı ÍÓÓ‰ËÌ‡Ú ÓÔÂ‰ÂÎflÂÚÒfl Ó·Ó·˘ÂÌÌ˚ÏË ËÏ-
ÔÛÎ¸Ò‡ÏË. Ç ˝ÚÓÏ ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Â, Ì‡Á‚‡ÌÌÓÏ Ñ. ÉË··ÒÓÏ Ù‡ÁÓ‚˚Ï,
ÔflÏÓÛ„ÓÎ¸Ì˚ÏË ÍÓÓ‰ËÌ‡Ú‡ÏË ·Û‰ÛÚ qi, pi (i = 1, 2, …, s).
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ÑÊÓÁ‡Èfl ìËÎÎ‡‰ ÉË··Ò (‡Ì„Î. Josiah
Willard Ciibbs; 11 ÙÂ‚‡Îfl 1839, ç¸˛-
ïÂÈ‚ÂÌ, äÓÌÌÂÍÚËÍÛÚ, ëòÄ – 28 ‡ÔÂ-
Îfl 1903, ç¸˛-ïÂÈ‚ÂÌ, äÓÌÌÂÍÚËÍÛÚ,
ëòÄ) – ‡ÏÂËÍ‡ÌÒÍËÈ ÙËÁËÍ-ÚÂÓÂ-
ÚËÍ, Ó‰ËÌ ËÁ ÓÒÌÓ‚ÓÔÓÎÓÊÌËÍÓ‚ ÚÂÏÓ-
‰ËÌ‡ÏËÍË Ë ÒÚ‡ÚËÒÚË˜ÂÒÍÓÈ ÏÂı‡ÌËÍË.
Ö„Ó ËÏfl ÔËÒ‚ÓÂÌÓ ÏÌÓ„ËÏ ‚ÂÎË˜ËÌ‡Ï Ë
ÔÓÌflÚËflÏ ÒÚ‡ÚËÒÚË˜ÂÒÍÓÈ ÏÂı‡ÌËÍË ıË-
ÏË˜ÂÒÍÓÈ ÚÂÏÓ‰ËÌ‡ÏËÍË: ˝ÌÂ„Ëfl 

ÉË··Ò‡, Ô‡‡‰ÓÍÒ ÉË··Ò‡ Ë Ú.‰.



ÌÂÌËÈ ÔÓËÌÚÂ„ËÓ‚‡Ì‡ ‚ Í‚‡‰‡ÚÛ‡ı, ÂÒÎË ÂÂ Â¯ÂÌËfl Ì‡È‰ÂÌ˚
Ò ÔÓÏÓ˘¸˛ ÍÓÌÂ˜ÌÓ„Ó ˜ËÒÎ‡ ‡Î„Â·‡Ë˜ÂÒÍËı ÓÔÂ‡ˆËÈ (‚ÍÎ˛˜‡fl
Ó·‡˘ÂÌËÂ ÙÛÌÍˆËÈ) Ë ‚˚˜ËÒÎÂÌËfl ËÌÚÂ„‡ÎÓ‚ ËÁ‚ÂÒÚÌ˚ı ÙÛÌÍ-
ˆËÈ. é‰ÌËÏ ËÁ ÒÔÓÒÓ·Ó‚ ÚÓ˜ÌÓ„Ó ËÌÚÂ„ËÓ‚‡ÌËfl fl‚ÎflÂÚÒfl ÔÓÌË-
ÊÂÌËÂ ÔÓfl‰Í‡ ÒËÒÚÂÏ˚ Ò ÔÓÏÓ˘¸˛ ËÌÚÂ„‡ÎÓ‚ ‰‚ËÊÂÌËfl. èË
˝ÚÓÏ ÙÛÌ‰‡ÏÂÌÚ‡Î¸ÌÓÂ ÁÌ‡˜ÂÌËÂ ËÏÂÂÚ ÚÂÓÂÏ‡ ãËÛ‚ËÎÎfl.

èÛÒÚ¸ ‰Îfl ÒËÒÚÂÏ˚ Û‡‚ÌÂÌËÈ É‡ÏËÎ¸ÚÓÌ‡ Ò N ÒÚÂÔÂÌflÏË
Ò‚Ó·Ó‰˚ ËÁ‚ÂÒÚÌ˚ N ËÌÚÂ„‡ÎÓ‚ ‰‚ËÊÂÌËfl Fi(p, q, t) (i = 1, 2, …, N),
ÌÂÁ‡‚ËÒËÏ˚ı ‰Û„ ÓÚ ‰Û„‡, Ì‡ıÓ‰fl˘ËıÒfl ‚ ËÌ‚ÓÎ˛ˆËË Ë ‡ÁÂ¯Ë-
Ï˚ı ÓÚÌÓÒËÚÂÎ¸ÌÓ Ó·Ó·˘ÂÌÌ˚ı ËÏÔÛÎ¸ÒÓ‚ p1, p2, …, pN. íÓ„‰‡ ËÌ-
ÚÂ„ËÓ‚‡ÌËÂ ÒËÒÚÂÏ˚ Ò‚Ó‰ËÚÒfl Í Í‚‡‰‡ÚÛ‡Ï.

ÑÎfl ‰ÓÍ‡Á‡ÚÂÎ¸ÒÚ‚‡ ËÒÔÓÎ¸ÁÛÂÚÒfl ÏÂÚÓ‰ ËÌÚÂ„ËÓ‚‡ÌËfl É‡-
ÏËÎ¸ÚÓÌ‡–üÍÓ·Ë, ÒÓ„Î‡ÒÌÓ ÍÓÚÓÓÏÛ Â¯ÂÌËfl Û‡‚ÌÂÌËÈ É‡-
ÏËÎ¸ÚÓÌ‡

ÏÓ„ÛÚ ·˚Ú¸ ÔÓÎÛ˜ÂÌ˚ ËÁ ÔÓÎÌÓ„Ó ËÌÚÂ„‡Î‡ S(q, α, t) Û‡‚ÌÂÌËfl Ò
˜‡ÒÚÌ˚ÏË ÔÓËÁ‚Ó‰Ì˚ÏË 

í‡Í Í‡Í ÔÓ ÛÒÎÓ‚Ë˛ ÚÂÓÂÏ˚ N ËÌÚÂ„‡ÎÓ‚ ‰‚ËÊÂÌËfl

Fi(p, q, t) = αi (i = 1, 2, …, N) (6.104)

‡ÁÂ¯ËÏ˚ ÓÚÌÓÒËÚÂÎ¸ÌÓ Ó·Ó·˘ÂÌÌ˚ı ËÏÔÛÎ¸ÒÓ‚, ÒÎÂ‰Ó‚‡ÚÂÎ¸ÌÓ:

(6.105)

êÂ¯ËÏ Û‡‚ÌÂÌËfl (6.104) ÓÚÌÓÒËÚÂÎ¸ÌÓ p Ë Á‡ÔË¯ÂÏ ÂÁÛÎ¸Ú‡Ú ‚
‚Ë‰Â

pi = Ψi(q, α, t) (i = 1, 2, …, N). (6.106)

îÛÌÍˆËË Ψi(F, α, t) Û‰Ó‚ÎÂÚ‚Ófl˛Ú ÚÓÊ‰ÂÒÚ‚Û

Fi(Ψi(q, α, t), q, t) � αi (i = 1, 2, …, N). (6.107)
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ÍËÏ ÔÂÓ·‡ÁÓ‚‡ÌËÂÏ ξi = ξi(ξ0, t) Ë ‰Îfl ÌÂ„Ó ÒÔ‡‚Â‰ÎË‚Ó Û‡‚-
ÌÂÌËÂ (6.85)

ΛJΛT = J,

„‰Â éÚÒ˛‰‡ ÌÂÚÛ‰ÌÓ ÔÓÎÛ˜ËÚ¸ ‚‡ÊÌÓÂ ÒÓÓÚÌÓ¯Â-

ÌËÂ detΛ2 = 1. íÓ„‰‡ ‰ÓÍ‡Á‡ÚÂÎ¸ÒÚ‚Ó ÚÂÓÂÏ˚ ãËÛ‚ËÎÎfl Ò‡ÁÛ ÒÎÂ-
‰ÛÂÚ ËÁ ÌÂÔÂ˚‚ÌÓÒÚË ÔÂÓ·‡ÁÓ‚‡ÌËÈ Ë ÙÓÏÛÎ˚ Á‡ÏÂÌ˚ ÔÂ-
ÂÏÂÌÌ˚ı:

(6.103)

6.10. íÖéêÖåÄ ãàìÇàããü

êÂ¯ÂÌËÂ ÏÌÓ„Ëı Û‡‚ÌÂÌËÈ ÏÂı‡ÌËÍË ‚ ‡Ì‡ÎËÚË˜ÂÒÍÓÏ ‚Ë‰Â
Í‡ÈÌÂ Á‡ÚÛ‰ÌÂÌÓ, ÌÓ ‰‡ÂÚ ÔÓ Ò‡‚ÌÂÌË˛ Ò ˜ËÒÎÂÌÌ˚ÏË ‡Ò˜ÂÚ‡-
ÏË ·ÓÎ¸¯ËÂ ÔÂËÏÛ˘ÂÒÚ‚‡. íÓÎ¸ÍÓ ÓÌÓ ÔÓÁ‚ÓÎflÂÚ ËÒÒÎÂ‰Ó‚‡Ú¸ ‰Ë-
Ì‡ÏËÍÛ ÒËÒÚÂÏ˚ ‚Ó ‚ÒÂÈ Ó·Î‡ÒÚË ËÁÏÂÌÂÌËfl Ô‡‡ÏÂÚÓ‚ Ë ‚ ÔÓËÁ-
‚ÓÎ¸Ì˚ı Ì‡˜‡Î¸Ì˚ı ÛÒÎÓ‚Ëflı. ëËÒÚÂÏ‡ ‰ËÙÙÂÂÌˆË‡Î¸Ì˚ı Û‡‚-
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ÜÓÁÂÙ ãËÛ‚ËÎÎ¸ (Ù. Joseph Liouville;
24 Ï‡Ú‡ 1809 – 8 ÒÂÌÚfl·fl 1882) – Ù‡Ì-
ˆÛÁÒÍËÈ Ï‡ÚÂÏ‡ÚËÍ. èÓÒÚÓËÎ ÚÂÓË˛
˝ÎÎËÔÚË˜ÂÒÍËı ÙÛÌÍˆËÈ, ‡ÒÒÏ‡ÚË‚‡Â-
Ï˚ı ËÏ Í‡Í ‰‚ÓflÍÓÔÂËÓ‰Ë˜ÂÒÍËÂ ÙÛÌÍ-
ˆËË ÍÓÏÔÎÂÍÒÌÓ„Ó ÔÂÂÏÂÌÌÓ„Ó, ËÒÒÎÂ‰Ó-
‚‡Î Í‡Â‚Û˛ Á‡‰‡˜Û ‰Îfl ÎËÌÂÈÌ˚ı ‰ËÙ-
ÙÂÂÌˆË‡Î¸Ì˚ı Û‡‚ÌÂÌËÈ ‚ÚÓÓ„Ó ÔÓ-
fl‰Í‡ (Ú‡Í Ì‡Á˚‚‡ÂÏÛ˛ Á‡‰‡˜Û òÚÛ-
Ï‡–ãËÛ‚ËÎÎfl), ‰ÓÍ‡Á‡Î ÒÛ˘ÂÒÚ‚Ó‚‡ÌËÂ Ë
ÔÂ‰ÒÚ‡‚ËÎ Ù‡ÍÚË˜ÂÒÍÓÂ ÔÓÒÚÓÂÌËÂ
Ú‡ÌÒˆÂÌ‰ÂÌÚÌ˚ı ˜ËÒÂÎ Ë Ú. ‰. ìÒÚ‡ÌÓ‚ËÎ
ÙÛÌ‰‡ÏÂÌÚ‡Î¸ÌÛ˛ ÚÂÓÂÏÛ ‚ ÏÂı‡ÌËÍÂ Ó
ËÌ‚‡Ë‡ÌÚÌÓÒÚË Ù‡ÁÓ‚Ó„Ó Ó·˙ÂÏ‡ ÔË
‰‚ËÊÂÌËË ÒËÒÚÂÏ˚, ‰ÓÍ‡Á‡Î ÚÂÓÂÏÛ Ó·
ËÌÚÂ„ËÓ‚‡ÌËË Í‡ÌÓÌË˜ÂÒÍËı Û‡‚ÌÂÌËÈ
‰ËÌ‡ÏËÍË. àÌÓÒÚ‡ÌÌ˚È ˜ÎÂÌ-ÍÓÂÒ-

ÔÓÌ‰ÂÌÚ èÂÚÂ·Û„ÒÍÓÈ Äç (1840)



ì‡‚ÌÂÌËfl (6.111), (6.112) ‚˚‡Ê‡˛Ú ÌÂÓ·ıÓ‰ËÏ˚Â Ë ‰ÓÒÚ‡-
ÚÓ˜Ì˚Â ÛÒÎÓ‚Ëfl ÒÛ˘ÂÒÚ‚Ó‚‡ÌËfl ÙÛÌÍˆËË S(q, α, t), Ú‡ÍÓÈ ˜ÚÓ

(6.113)

îÛÌÍˆËfl S(q, α, t) Á‡‚ËÒËÚ ÓÚ N ÔÓËÁ‚ÓÎ¸Ì˚ı ÔÓÒÚÓflÌÌ˚ı α1, 
α2, …, αN Ë ÔÂ‰ÒÚ‡‚ÎflÂÚ ÒÓ·ÓÈ ÔÓÎÌ˚È ËÌÚÂ„‡Î, Ú‡Í Í‡Í ÌÂ
ÚÓÎ¸ÍÓ ‚˚ÔÓÎÌÂÌÓ ÌÂ‡‚ÂÌÒÚ‚Ó

˜ÚÓ fl‚ÎflÂÚÒfl ÌÂÓ·ıÓ‰ËÏ˚Ï Ë ‰ÓÒÚ‡ÚÓ˜Ì˚Ï ÛÒÎÓ‚ËÂÏ ‡ÁÂ¯ËÏÓ-
ÒÚË Û‡‚ÌÂÌËÈ (6.106) ÓÚÌÓÒËÚÂÎ¸ÌÓ α1, α2, …, αN, ÌÓ Ë Ò‡ÏË ‰‡Ì-
Ì˚Â Û‡‚ÌÂÌËfl, ÒÓ„Î‡ÒÌÓ (6.104), ÛÊÂ ‡ÁÂ¯ÂÌ˚ ÓÚÌÓÒËÚÂÎ¸ÌÓ
˝ÚËı ÔÓÒÚÓflÌÌ˚ı. Ç˚˜ËÒÎÂÌËÂ Ú‡ÍÓÈ ÙÛÌÍˆËË, ÍÓÚÓ‡fl Û‰Ó‚ÎÂ-
Ú‚ÓflÂÚ Û‡‚ÌÂÌË˛ É‡ÏËÎ¸ÚÓÌ‡–üÍÓ·Ë, ÔË ËÁ‚ÂÒÚÌ˚ı ‚˚‡ÊÂ-
ÌËflı ‰Îfl Ψj, H

* ÚÂ·ÛÂÚ ÚÓÎ¸ÍÓ Í‚‡‰‡ÚÛ. íÓ„‰‡ ÔÓ ÚÂÓÂÏÂ üÍÓ-
·Ë Ì‡ıÓ‰ËÏ Â¯ÂÌËÂ Í‡ÌÓÌË˜ÂÒÍËı Û‡‚ÌÂÌËÈ ÒËÒÚÂÏ˚. ëËÒÚÂÏ˚
Ò N ÒÚÂÔÂÌflÏË Ò‚Ó·Ó‰˚, ‰Îfl ÍÓÚÓ˚ı ËÁ‚ÂÒÚÌÓ N ËÌÚÂ„‡ÎÓ‚ ‰‚Ë-
ÊÂÌËfl, Ì‡Á˚‚‡˛ÚÒfl ËÌÚÂ„ËÛÂÏ˚ÏË. ê‡ÁÎË˜Ì˚Â ÔÓ‰ıÓ‰˚ Í ËÌ-
ÚÂ„ËÛÂÏÓÒÚË „‡ÏËÎ¸ÚÓÌÓ‚˚ı ÒËÒÚÂÏ, ‚ÍÎ˛˜‡fl ÔË˜ËÌ˚ ÔËÌ-
ˆËÔË‡Î¸ÌÓ„Ó ı‡‡ÍÚÂ‡, ÔÂÔflÚÒÚ‚Û˛˘ËÂ ËÌÚÂ„ËÛÂÏÓÒÚË, ËÁ-
ÎÓÊÂÌ˚ ‚ ÏÓÌÓ„‡ÙËË [27] Ë ÔË‚Â‰ÂÌÌÓÈ ‚ ÌÂÈ ÎËÚÂ‡ÚÛÂ.

det det , , , , ,
∂

∂ ∂
= ∂

∂
≠ = …( )

2

0 1 2
S

q
i j N

j i

i

jα α
Ψ

∂
∂

= ∂
∂

=S

q

S

t
H

j
jΨ , – .*

ÑËÙÙÂÂÌˆËÛfl Â„Ó ÔÓ qj, ÔÓÎÛ˜‡ÂÏ

(6.108)

ìÏÌÓÊËÏ ˝ÚÓ Û‡‚ÌÂÌËÂ Ì‡ Ë ÔÓÒÛÏÏËÛÂÏ ÔÓ ËÌ‰ÂÍÒÛ j:

(6.109)

èÓËÁ‚Â‰ÂÏ Á‰ÂÒ¸ Á‡ÏÂÌÛ ËÌ‰ÂÍÒÓ‚ i ↔ m Ë ‚˚˜ÚÂÏ ÔÓÎÛ˜ÂÌÌÓÂ
ÒÓÓÚÌÓ¯ÂÌËÂ ËÁ (6.87):

(6.110)

èÂ‚ÓÂ ÒÎ‡„‡ÂÏÓÂ ‚ ‰‡ÌÌÓÏ ‚˚‡ÊÂÌËË ‡‚ÌÓ ÌÛÎ˛, Ú‡Í Í‡Í ÒÓ‚-
Ô‡‰‡ÂÚ ÒÓ ÒÍÓ·ÍÓÈ èÛ‡ÒÒÓÌ‡ {Fm, Fj}. àÁ-Á‡ ÌÂ‚˚ÓÊ‰ÂÌÌÓÒÚË Ï‡-

ÚËˆ˚ ÒÎÂ‰ÛÂÚ ÒÛ˘ÂÒÚ‚Ó‚‡ÌËÂ Ó·‡ÚÌÓÈ Ï‡ÚËˆ˚ Ò 

ÔÓÏÓ˘¸˛ ÍÓÚÓÓÈ Û‡‚ÌÂÌËfl (6.110) ÔËÌËÏ‡˛Ú ‚Ë‰

(6.111)

á‡ÏÂÌËÏ ‚ „‡ÏËÎ¸ÚÓÌË‡ÌÂ H(p, q, t) Ó·Ó·˘ÂÌÌ˚Â ËÏÔÛÎ¸Ò˚ Ì‡
pi = Ψi(q, α, t) Ë Ó·ÓÁÌ‡˜ËÏ ÔÓÎÛ˜ÂÌÌÛ˛ ÙÛÌÍˆË˛ Í‡Í H*(q, α, t) =
= H (Ψ(q, α, t), q, t). íÓ„‰‡ ËÁ (6.106) Ë Û‡‚ÌÂÌËÈ É‡ÏËÎ¸ÚÓÌ‡ ÒÎÂ-
‰ÛÂÚ, ˜ÚÓ

èÓ˝ÚÓÏÛ

(6.112)
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Ò‚Ó·Ó‰Ì˚ÏË ÚÓÎ¸ÍÓ ¯ÂÒÚ¸ ÍÓÓ-
‰ËÌ‡Ú – ¯ÂÒÚ¸ ÒÚÂÔÂÌÂÈ Ò‚Ó·Ó‰˚
Ú‚Â‰Ó„Ó ÚÂÎ‡.

ùÚË ¯ÂÒÚ¸ ÒÚÂÔÂÌÂÈ Û‰Ó·ÌÓ
‚‚ÂÒÚË ÒÎÂ‰Û˛˘ËÏ Ó·‡ÁÓÏ. ê‡-
‰ËÛÒ-‚ÂÍÚÓ ρ→(t) ÔÓËÁ‚ÓÎ¸ÌÓÈ
ÚÓ˜ÍË M ÓÚÌÓÒËÚÂÎ¸ÌÓ ÌÂÔÓ-
‰‚ËÊÌÓÈ ÒËÒÚÂÏ˚ ÍÓÓ‰ËÌ‡Ú ‚˚-
‡ÁËÏ ˜ÂÂÁ ‡‰ËÛÒ-‚ÂÍÚÓ R

→
(t)

ÔÓËÁ‚ÓÎ¸ÌÓÈ ÚÓ˜ÍË O ‚ Ú‚Â‰ÓÏ 

ÚÂÎÂ Ë ‡‰ËÛÒ-‚ÂÍÚÓ 

(ËÒ. 7.1):

ρ→(t) = R
→
(t) + rr

→
(t). (7.2)

èÓÒÎÂ Á‡ÍÂÔÎÂÌËfl ÚÂÎ‡ ‚ ÚÓ˜ÍÂ O Ï˚ ÙËÍÒËÛÂÏ ÚË ÒÚÂÔÂÌË
Ò‚Ó·Ó‰˚ – ÍÓÓ‰ËÌ‡Ú˚ ˝ÚÓÈ ÚÓ˜ÍË, Ë ‰Îfl ÓÔÂ‰ÂÎÂÌËfl ‰‚ËÊÂ-
ÌËfl Ú‚Â‰Ó„Ó ÚÂÎ‡, Á‡ÍÂÔÎÂÌÌÓ„Ó ‚ Ó‰ÌÓÈ ÚÓ˜ÍÂ, ‰ÓÒÚ‡ÚÓ˜ÌÓ
ÚÂı ÒÚÂÔÂÌÂÈ Ò‚Ó·Ó‰˚. íÓ„‰‡ Î˛·‡fl ÚÓ˜Í‡ ÚÂÎ‡ ÏÓÊÂÚ ‰‚Ë-
„‡Ú¸Òfl ÚÓÎ¸ÍÓ ÔÓ ÔÓ‚ÂıÌÓÒÚË ÒÙÂ˚, ‡‰ËÛÒ ÍÓÚÓÓÈ ‡‚ÂÌ
‡ÒÒÚÓflÌË˛ ÓÚ ˝ÚÓÈ ÚÓ˜ÍË ‰Ó ÚÓ˜ÍË Á‡ÍÂÔÎÂÌËfl O. Ç ÚÓ˜ÍÂ O
ÔÓÒÚÓËÏ «ÌÂÔÓ‰‚ËÊÌÛ˛» ÒËÒÚÂÏÛ ÍÓÓ‰ËÌ‡Ú k Ò ·‡ÁËÒÌ˚ÏË Ó-
Ú‡ÏË e

→
k′ (k = 1, 2, 3):

e
→

k′⋅e
→

i′ = δik, (7.3)

Ì‡Ô‡‚ÎÂÌËÂ ÍÓÚÓ˚ı ÒÓ‚Ô‡‰‡ÂÚ Ò Ì‡Ô‡‚ÎÂÌËÂÏ ÓÒÂÈ ÌÂÔÓ‰‚ËÊ-
ÌÓÈ ÒËÒÚÂÏ˚ (ÒÏ. ËÒ. 7.1), ‡ÒÔÓÎÓÊÂÌÌÓÈ ‚ ÚÓ˜ÍÂ A.

ÑÎfl ÓÔËÒ‡ÌËfl ‚‡˘ÂÌËfl Ú‚Â‰Ó„Ó ÚÂÎ‡ ÓÍÓÎÓ ÚÓ˜ÍË O Û‰Ó·ÌÓ
‚‚ÂÒÚË «ÔÓ‰‚ËÊÌÛ˛» ÒËÒÚÂÏÛ ÍÓÓ‰ËÌ‡Ú K ‚ ˝ÚÓÈ ÚÓ˜ÍÂ Ò ÓÚÓ-
ÌÓÏËÓ‚‡ÌÌ˚Ï ·‡ÁËÒÓÏ e

→
k(t) (k = 1, 2, 3):

e
→

k(t)⋅e
→

i(t) = δik, (7.4)

ÊÂÒÚÍÓ Ò‚flÁ‡ÌÌÛ˛ Ò Ú‚Â‰˚Ï ÚÂÎÓÏ Ë ‚‡˘‡˛˘ÂÈÒfl ‚ÏÂÒÚÂ Ò ÌËÏ
ÓÍÓÎÓ ÚÓ˜ÍË O.

ÇÂÍÚÓ rr
→
(t) ÏÓÊÂÚ ·˚Ú¸ ÔÂ‰ÒÚ‡‚ÎÂÌ ‚ ˝ÚËı ‰‚Ûı ÒËÒÚÂÏ‡ı ÍÓ-

Ó‰ËÌ‡Ú ÒÎÂ‰Û˛˘ËÏ Ó·‡ÁÓÏ: 
1) ‚ ÔÓ‰‚ËÊÌÓÈ ÒËÒÚÂÏÂ ÍÓÓ‰ËÌ‡Ú K ‡‰ËÛÒ-‚ÂÍÚÓ rr

→
(t) ËÏÂ-

ÂÚ ÌÂÁ‡‚ËÒfl˘ËÂ ÓÚ ‚ÂÏÂÌË ÍÓÓ‰ËÌ‡Ú˚

rr
→
(t) = xie

→
i(t); (7.5)

r
r t OM( ) =
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ÉÎ‡‚‡ 7. àçíÖÉêàêìÖåõÖ ëàëíÖåõ

ëÎÓ‚ÌÓ Ï‡ÎÂÌ¸ÍËÈ ÒÂ˚È ÍÛÁÌÂ˜ËÍ,
ì ‰ÓÒÍË ÒÚÂÍÓÚ‡Î ˜ÂÎÓ‚Â˜ÂÍ.
ùÚÓ ÓÌ ÔË„Î‡¯‡Î ÔÓ„ÛÎflÚ¸Òfl
èÓ ÏË‡Ï, ˜ÚÓ ÌÂ Í‡Ê‰ÓÏÛ ÒÌflÚÒfl.

Ç.Ö. á‡ı‡Ó‚.
àÁ ÒÚËıÓÚ‚ÓÂÌËfl «íÂÓÂÚËÍ»

7.1. ìêÄÇçÖçàü ÑÇàÜÖçàü íÇÖêÑéÉé íÖãÄ

Ç ÏÂı‡ÌËÍÂ Ú‚Â‰˚Ï ÚÂÎÓÏ Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl ÒËÒÚÂÏ‡ Ï‡ÚÂË‡Î¸-
Ì˚ı ÚÓ˜ÂÍ Ò „ÓÎÓÌÓÏÌÓÈ Ò‚flÁ¸˛, ÔÂ‰ÒÚ‡‚ÎÂÌÌÓÈ Û‡‚ÌÂÌËflÏË
‚Ë‰‡

rij = cij, (7.1)

„‰Â rij – ‡ÒÒÚÓflÌËÂ ÏÂÊ‰Û i-È Ë j-È ÚÓ˜Í‡ÏË, cij – ÔÓÒÚÓflÌÌ˚Â. èË
ÓÔËÒ‡ÌËË ‰‚ËÊÂÌËfl Ú‚Â‰Ó„Ó ÚÂÎ‡ ÔÓËÁ‚Ó‰ËÚÒfl Ï˚ÒÎÂÌÌÓÂ ‡Á-
·ËÂÌËÂ Â„Ó Ì‡ Ï‡Î˚Â ˜‡ÒÚËˆ˚, Í‡Ê‰‡fl ËÁ ÌËı fl‚ÎflÂÚÒfl Ï‡ÚÂË-
‡Î¸ÌÓÈ ÚÓ˜ÍÓÈ, Í ÍÓÚÓÓÈ ÔËÎÓÊËÏ˚ Á‡ÍÓÌ˚ ÏÂı‡ÌËÍË ÚÓ˜ÍË.
íÓ„‰‡ ‡·ÒÓÎ˛ÚÌÓ Ú‚Â‰ÓÂ ÚÂÎÓ ‡ÒÒÏ‡ÚË‚‡ÂÚÒfl Í‡Í ÒÓ‚ÓÍÛÔ-
ÌÓÒÚ¸ ÊÂÒÚÍÓ Ò‚flÁ‡ÌÌ˚ı Ï‡ÚÂË‡Î¸Ì˚ı ÚÓ˜ÂÍ. ÇÌÛÚÂÌÌËÂ ÒËÎ˚
‚Á‡ËÏÓ‰ÂÈÒÚ‚Ëfl ÏÂÊ‰Û ˜‡ÒÚËˆ‡ÏË Ò˜ËÚ‡˛ÚÒfl ÁÌ‡˜ËÚÂÎ¸ÌÓ ÔÂ-
‚˚¯‡˛˘ËÏË ‚ÌÂ¯ÌËÂ ÒËÎ˚, ÔËÎÓÊÂÌÌ˚Â Í ÚÂÎÛ. èË ÍÓÌÚËÌÛ-
‡Î¸ÌÓÏ ÓÔËÒ‡ÌËË Ú‚Â‰ÓÂ ÚÂÎÓ Ò˜ËÚ‡ÂÚÒfl Á‡ÔÓÎÌÂÌÌ˚Ï ÒÔÎÓ¯-
ÌÓÈ ÒÂ‰ÓÈ ËÁ ˝ÎÂÏÂÌÚ‡Ì˚ı Ó·˙ÂÏÓ‚ dV, Á‡ÔÓÎÌÂÌÌ˚ı ÒÂ‰ÓÈ
ÔÎÓÚÌÓÒÚ¸˛ σ Ë Ï‡ÒÒÓÈ dm = σdV. ïÓÚfl ˜ËÒÎÓ Ï‡ÚÂË‡Î¸Ì˚ı ÚÓ-
˜ÂÍ, ËÁ ÍÓÚÓ˚ı ÒÓÒÚÓËÚ Ú‚Â‰ÓÂ ÚÂÎÓ, ·ÂÒÍÓÌÂ˜ÌÓ, Â„Ó ÔÓÎÓÊÂ-
ÌËÂ ‚ ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Â ÏÓÊÂÚ ·˚Ú¸ ÓÔÂ‰ÂÎÂÌÓ ¯ÂÒÚ¸˛ ÍÓÓ‰ËÌ‡Ú‡-
ÏË Ë ÓÌÓ ËÏÂÂÚ ‚ ÏÂı‡ÌËÍÂ ¯ÂÒÚ¸ ÒÚÂÔÂÌÂÈ Ò‚Ó·Ó‰˚. ÑÂÈÒÚ‚Ë-
ÚÂÎ¸ÌÓ, ÔÓÒÎÂ Á‡ÍÂÔÎÂÌËfl Ó‰ÌÓÈ ÚÓ˜ÍË O ÚÂÎÓ ÒÔÓÒÓ·ÌÓ ÚÓÎ¸ÍÓ
‚‡˘‡Ú¸Òfl ‚ÓÍÛ„ ˝ÚÓÈ ÚÓ˜ÍË. èÓÒÎÂ Á‡ÍÂÔÎÂÌËfl ‚ÚÓÓÈ ÚÓ˜ÍË
A ÓÌÓ ÏÓÊÂÚ ‚‡˘‡Ú¸Òfl ÓÍÓÎÓ ÓÒË OA, ÔÓıÓ‰fl˘ÂÈ ˜ÂÂÁ ˝ÚË
ÚÓ˜ÍË. ç‡ÍÓÌÂˆ, ÔÓÒÎÂ Á‡ÍÂÔÎÂÌËfl ÚÂÚ¸ÂÈ ÚÓ˜ÍË B, ÌÂ ÎÂÊ‡-
˘ÂÈ Ì‡ ÔflÏÓÈ, ÔÓıÓ‰fl˘ÂÈ ˜ÂÂÁ ÓÒ¸ OA, Ï˚ ‰ÂÎ‡ÂÏ ÌÂÔÓ‰‚ËÊ-
Ì˚Ï ‚ÒÂ ·ÂÒÍÓÌÂ˜ÌÓÂ ÍÓÎË˜ÂÒÚ‚Ó Ï‡ÚÂË‡Î¸Ì˚ı ÚÓ˜ÂÍ Ú‚Â‰Ó„Ó
ÚÂÎ‡. çÂËÁÏÂÌÌÓÒÚ¸ ‡ÒÒÚÓflÌËÈ OB, AB, OB Ì‡ÍÎ‡‰˚‚‡ÂÚ ÚË „Ó-
ÎÓÌÓÏÌ˚Â Ò‚flÁË Ì‡ 3⋅3 = 9 ÍÓÓ‰ËÌ‡Ú ÚÓ˜ÂÍ A, B, O Ë ÓÒÚ‡‚ÎflÂÚ

êËÒ. 7.1



Ó·‡ÁÓ‚‡ÌËfl Ò ÓÔÂ‰ÂÎËÚÂÎÂÏ, ‡‚Ì˚Ï Â‰ËÌËˆÂ. ùÚÓ ÛÒÎÓ‚ËÂ
ÔÂ‰ÔÓÎ‡„‡ÂÚ ÒÓÓÚÌÓ¯ÂÌËfl

εijkDisDjpDkq = εspq; (7.12)

εspqDisDjpDkq = εijk (7.13)

Ë ÌÂÚÛ‰ÌÓ ‚˚‚Ó‰ËÏ˚Â ËÁ ÌËı Ò ÔÓÏÓ˘¸˛ (7.8) ÒÎÂ‰ÒÚ‚Ëfl

εijaDisDjp = εspqDaq; (7.14)

εspaDisDjp = εijkDka. (7.15)

á‰ÂÒ¸ ‚‚Â‰ÂÌ˚ ‡·ÒÓÎ˛ÚÌÓ ‡ÌÚËÒËÏÏÂÚË˜Ì˚Â ‚ÂÎË˜ËÌ˚ εijk (i, j,
k = 1, 2, 3), ÍÓÚÓ˚Â ËÏÂ˛Ú ÚË ‡ÁÌ˚ı ÁÌ‡˜ÂÌËfl:

‡) ÌÛÎ¸, ÂÒÎË Î˛·˚Â ‰‚‡ ËÌ‰ÂÍÒ‡ ÒÓ‚Ô‡‰‡˛Ú;
·) +1, ÂÒÎË ijk fl‚Îfl˛ÚÒfl ˜ÂÚÌÓÈ ÔÂÂÒÚ‡ÌÓ‚ÍÓÈ ˜ËÒÂÎ 1, 2, 3,

ε123 = 1;
‚) –1, ÂÒÎË ijk fl‚Îfl˛ÚÒfl ÌÂ˜ÂÚÌÓÈ ÔÂÂÒÚ‡ÌÓ‚ÍÓÈ ˜ËÒÂÎ 1, 2, 3.

èË ÍÓÌÍÂÚÌ˚ı ‡Ò˜ÂÚ‡ı ÓÍ‡Á˚‚‡˛ÚÒfl ÔÓÎÂÁÌ˚ÏË ÚÓÊ‰ÂÒÚ‚‡

εijk = εkij = εjki,

εijkεksp = δisδjp – δipδjs, (7.16)

εijkεjkp = 2δip.

7.1.1. ì„Î˚ ùÈÎÂ‡

Ç Í‡˜ÂÒÚ‚Â ÌÂÁ‡‚ËÒËÏ˚ı Ô‡‡ÏÂÚÓ‚, ÓÔÂ‰ÂÎfl˛˘Ëı ‚‡˘‡-
ÚÂÎ¸Ì˚Â ÒÚÂÔÂÌË Ò‚Ó·Ó‰˚ Ú‚Â‰Ó„Ó ÚÂÎ‡, Û‰Ó·ÌÓ ‚˚·‡Ú¸ Û„Î˚
ùÈÎÂ‡. ÑÎfl Ëı ÓÔÂ‰ÂÎÂÌËfl ‡Ò-
ÒÏÓÚËÏ ÔÓ‚ÓÓÚ˚ ‚ ÚÓ˜ÍÂ O ÌÂ-
ÔÓ‰‚ËÊÌÓÈ ÒËÒÚÂÏ˚ Ò ÓÒflÏË Ox′,
Oy′, Oz′ (ËÒ. 7.2).

ãËÌËfl ÔÂÂÒÂ˜ÂÌËfl ÔÎÓÒÍÓ-
ÒÚË Ox′y′ Ò ÔÎÓÒÍÓÒÚ¸˛ Oxy (Á‡-
¯ÚËıÓ‚‡ÌÌÓÈ Ì‡ ËÒ. 7.2) Ì‡Á˚-
‚‡ÂÚÒfl ÎËÌËÂÈ ÛÁÎÓ‚ (ÓÒ¸ Oξ Ì‡
ËÒ. 7.2). ì„Î‡ÏË ùÈÎÂ‡ Ì‡Á˚-
‚‡˛ÚÒfl ÒÎÂ‰Û˛˘ËÂ:

1) Û„ÓÎ ÒÓ·ÒÚ‚ÂÌÌÓ„Ó ‚‡˘Â-
ÌËfl ϕ = �x′Oξ, ÓÚÒ˜ËÚ˚‚‡ÂÏ˚È
ÓÚ ÓÒË Ox′;

2) ‚ ÌÂÔÓ‰‚ËÊÌÓÈ ÒËÒÚÂÏÂ ÍÓÓ‰ËÌ‡Ú k ÍÓÓ‰ËÌ‡Ú˚ x′1(t) =
= x′(t), x′2(t) = y′(t), x′3(t) = z′(t) ‡‰ËÛÒ‡-‚ÂÍÚÓ‡ rr

→
(t) Á‡‚ËÒflÚ ÓÚ

‚ÂÏÂÌË:

rr
→
(t) = x′i(t)e

→
i′. (7.6)

á‰ÂÒ¸ Ë ‰‡ÎÂÂ ·‡ÁËÒÌ˚Â ÓÚ˚ Ë ÍÓÓ‰ËÌ‡Ú˚ ‚ÂÍÚÓÓ‚ ‚ ÌÂÔÓ-
‰‚ËÊÌÓÈ ÒËÒÚÂÏÂ ÍÓÓ‰ËÌ‡Ú k Ï˚ ·Û‰ÂÏ Ó·ÓÁÌ‡˜‡Ú¸ Ì‡‰ÒÚÓ˜-
Ì˚Ï ¯ÚËıÓÏ. Ç ËÚÓ„Â Á‡‰‡ÌËÂ ÍÓÓ‰ËÌ‡Ú ‚ÂÍÚÓ‡ rr

→
(t) ‚ ÌÂÔÓ-

‰‚ËÊÌÓÈ ËÎË ÔÓ‰‚ËÊÌÓÈ ÒËÒÚÂÏÂ ÍÓÓ‰ËÌ‡Ú ‚ ÚÓ˜ÍÂ O Ë ÍÓÓ‰Ë-
Ì‡Ú ‚ÂÍÚÓ‡ R(t) ‚ ÌÂÔÓ‰‚ËÊÌÓÈ ÒËÒÚÂÏÂ ÍÓÓ‰ËÌ‡Ú ‚ ÚÓ˜ÍÂ A
ÔÓÎÌÓÒÚ¸˛ ÓÔÂ‰ÂÎflÂÚ ÔÓÎÓÊÂÌËÂ Ë ‰ËÌ‡ÏËÍÛ Î˛·ÓÈ ÚÓ˜ÍË
Ú‚Â‰Ó„Ó ÚÂÎ‡.

éËÂÌÚ‡ˆËfl ·‡ÁËÒ‡ ei(t) ÓÚÌÓÒËÚÂÎ¸ÌÓ ·‡ÁËÒÌ˚ı ÓÚ ei′ ÌÂÔÓ-
‰‚ËÊÌÓÈ ÒËÒÚÂÏ˚ ÍÓÓ‰ËÌ‡Ú ÓÔÂ‰ÂÎflÂÚÒfl Á‡‚ËÒfl˘ËÏË ÓÚ ‚Â-
ÏÂÌË ‚ÂÎË˜ËÌ‡ÏË Dik(t) (i, k = 1, 2, 3):

e
→

i(t) = Dik(t)e
→

k′. (7.7)

èÓ‰ÒÚ‡‚Îflfl ˝ÚË ÒÓÓÚÌÓ¯ÂÌËfl ‚ (7.4) Ï˚ ÔÓÎÛ˜‡ÂÏ Ó„‡ÌË˜ÂÌËÂ

Dik(t)Dip(t) = δkp (k, p = 1, 2, 3) (7.8)

Ì‡ Ï‡ÚËˆÛ D. èÓ˝ÚÓÏÛ ÔÂÓ·‡ÁÓ‚‡ÌËÂÏ, Ó·‡ÚÌ˚Ï Í (7.7), fl‚-
ÎflÂÚÒfl

e
→

k′(t) = Dik(t)e
→

i. (7.9)

ÑÂ‚flÚ¸ ‚ÂÎË˜ËÌ {Dik}, Á‡‰‡˛˘Ëı ÓËÂÌÚ‡ˆË˛ ÔÓ‰‚ËÊÌ˚ı
ÓÒÂÈ ÓÚÌÓÒËÚÂÎ¸ÌÓ ÌÂÔÓ‰‚ËÊÌ˚ı, Ò‚flÁ‡Ì˚ ¯ÂÒÚ¸˛ Ò‚flÁflÏË (7.8),
Ë ˝Ú‡ ÓËÂÌÚ‡ˆËfl ÓÔÂ‰ÂÎflÂÚÒfl ÚÂÏfl ÌÂÁ‡‚ËÒËÏ˚ÏË Ô‡‡ÏÂÚ‡-
ÏË. ì‡‚ÌÂÌËfl (7.7), (7.8) ÏÓÊÌÓ Á‡ÔËÒ‡Ú¸ ‚ ‚Ë‰Â Ï‡ÚË˜Ì˚ı
Û‡‚ÌÂÌËÈ

e
→

= D(t)e
→′; (7.10)

D(t)DT(t) = E, (7.11)

„‰Â e
→
(t), e

→′ – ÒÚÓÎ·Âˆ ËÁ ‚ÂÍÚÓÓ‚ e
→

i(t) Ë e
→

k′ ÒÓÓÚ‚ÂÚÒÚ‚ÂÌÌÓ, D(t) –
Ï‡ÚËˆ‡ Ò ˝ÎÂÏÂÌÚ‡ÏË {Dik(t)}, DT(t) – Ú‡ÌÒÔÓÌËÓ‚‡ÌÌ‡fl Ï‡ÚË-
ˆ‡ Ë E – Â‰ËÌË˜Ì‡fl Ï‡ÚËˆ‡.

ãËÌÂÈÌÓÂ ÔÂÓ·‡ÁÓ‚‡ÌËÂ ÚËÔ‡ (7.9), Û‰Ó‚ÎÂÚ‚Ófl˛˘ÂÂ
(7.11), Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl ÓÚÓ„ÓÌ‡Î¸Ì˚Ï, ‡ Ï‡ÚËˆ˚ D – ÓÚÓ„ÓÌ‡Î¸-
Ì˚ÏË. ê‡ÒÒÏÓÚËÏ Ëı Ò‚ÓÈÒÚ‚‡. àÁ (7.11) ÒÎÂ‰ÛÂÚ, ˜ÚÓ detDDT =
= (detD)2 = 1, ‚ ‰‡Î¸ÌÂÈ¯ÂÏ Ï˚ ·Û‰ÂÏ ‡ÒÒÏ‡ÚË‚‡Ú¸ ÚÓÎ¸ÍÓ ÔÂ-
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ËÎË

e
→

i = (D1)ike
→

k′,

„‰Â Ï‡ÚËˆ‡ D1 ËÏÂÂÚ ‚Ë‰

ÇÚÓÓÂ ÔÂÓ·‡ÁÓ‚‡ÌËÂ ÔÂ‰ÒÚ‡‚ÎflÂÚ ÒÓ·ÓÈ ÔÓ‚ÓÓÚ ‚ÓÍÛ„ ÓÒË
Ox, Ë Â„Ó Ï‡ÚËˆ‡ D2 ‡‚Ì‡

ç‡ÍÓÌÂˆ ÔÓÒÎÂ‰ÌÂÂ ÔÂÓ·‡ÁÓ‚‡ÌËÂ fl‚ÎflÂÚÒfl ‚‡˘ÂÌËÂÏ ÓÍÓÎÓ
ÓÒË Oz Ë ËÏÂÂÚ ‚Ë‰ 

Ç ËÚÓ„Â Ï‡ÚËˆÛ D ‚ (7.7) ÏÓÊÌÓ ÔÓÎÛ˜ËÚ¸ ÔÂÂÏÌÓÊÂÌËÂÏ Ï‡Ú-
Ëˆ D1, D2, D3: D = D1D2D3, Ë Á‡ÔËÒ‡Ú¸ ‚ ‚Ë‰Â

(7.17)

á‡ÔËÒ¸ ‚ÂÍÚÓ‡ rr
→
(t) ‚ ÔÓ‰‚ËÊÌÓÈ Ë ÌÂÔÓ‰‚ËÊÌÓÈ ÒËÒÚÂÏ‡ı ÍÓ-

Ó‰ËÌ‡Ú

rr
→
(t) = x′i(t)e

→
i′ = xie

→
i(t) = xiDik(t)e

→
k′

 

D t( ) =
+
+

⎛

⎝

⎜
⎜

⎞

⎠

⎟
⎟

cos cos – cos sin sin cos sin cos cos sin sin sin

– sin cos – cos sin cos – sin sin cos cos cos cos sin

sin sin – sin cos cos

.

ψ ϕ θ ϕ ψ ψ ϕ θ ϕ ψ ψ θ
ψ ϕ θ ϕ ψ ψ ϕ θ ϕ ψ ψ θ

θ ϕ θ ϕ θ

 

D3

0

0

0 0 1

=
⎛

⎝

⎜
⎜

⎞

⎠

⎟
⎟

cos sin

– sin cos .

ψ ψ
ψ ψ

 

D2

1 0 0

0

0

=
⎛

⎝

⎜
⎜

⎞

⎠

⎟
⎟

cos sin

– sin cos

.θ θ
θ θ

 

D1

0

0

0 0 1

=
⎛

⎝

⎜
⎜

⎞

⎠

⎟
⎟

cos sin

– sin cos .

ϕ ϕ
ϕ ϕ

2) Û„ÓÎ ÌÛÚ‡ˆËË θ = �z′Oz,
ÍÓÚÓ˚È ÓÚÍÎ‡‰˚‚‡ÂÚÒfl ÓÚ
ÓÒË Oz′;

3) Û„ÓÎ ÔÂˆÂÒÒËË ψ = �xOξ,
ÍÓÚÓ˚È ÓÚÍÎ‡‰˚‚‡ÂÚÒfl ÓÚ
ÎËÌËË ÛÁÎÓ‚.

Ç ËÚÓ„Â ÔÂÂıÓ‰ ÓÚ ÌÂÔÓ‰‚ËÊ-
ÌÓÈ ÒËÒÚÂÏ˚ ÍÓÓ‰ËÌ‡Ú Í ÔÓ‰‚ËÊ-
ÌÓÈ ÏÓÊÂÚ ·˚Ú¸ ÓÒÛ˘ÂÒÚ‚ÎÂÌ ÔÓ-
ÒÎÂ‰Ó‚‡ÚÂÎ¸ÌÓÒÚ¸˛ ÚÂı ÔÓ‚ÓÓ-
ÚÓ‚, ‚˚ÔÓÎÌflÂÏ˚ı ‚ ÔÓfl‰ÍÂ, ÔÓ-
Í‡Á‡ÌÌÓÏ Ì‡ ËÒ. 7.3–7.5. ÇÌ‡˜‡ÎÂ

ÔÓ‚ÓÓÚ ‚ÓÍÛ„ ÓÒË Oz′ Ì‡ Û„ÓÎ ϕ (ËÒ. 7.3). Ñ‡ÎÂÂ ÔÓ‚ÓÓÚ ‚ÓÍÛ„
ÓÒË Oξ, Ì‡Ô‡‚ÎÂÌÌÓÈ ÔÓ ÎËÌËË ÛÁÎÓ‚, Ì‡ Û„ÓÎ θ (ËÒ. 7.4). á‡ÚÂÏ
ÔÓ‚ÓÓÚ ‚ÓÍÛ„ ÓÒË Oz Ì‡ Û„ÓÎ ψ (ËÒ. 7.5). ÇÒÂ ÚË Û„Î‡ ùÈÎÂ‡
ÏÂÌfl˛ÚÒfl ÌÂÁ‡‚ËÒËÏÓ, Ó·Î‡ÒÚË Ëı ËÁÏÂÌÂÌËfl ÒÓÒÚ‡‚Îfl˛Ú 0 ≤ θ ≤ π,
0 ≤ ϕ ≤ 2π, 0 ≤ ψ ≤ 2π.

èÂ‚ÓÂ ËÁ ‡ÒÒÏÓÚÂÌÌ˚ı ÔÂÓ·‡ÁÓ‚‡ÌËÈ – ÔÓ‚ÓÓÚ Ì‡ Û„ÓÎ
ϕ ÔÂÓ·‡ÁÛÂÚ ·‡ÁËÒÌ˚Â ÓÚ˚ (e

→
1′, e

→
2′, e

→
3′) ‚ (e

→
1, e

→
2, e

→
3) ÒÎÂ‰Û˛˘ËÏ

Ó·‡ÁÓÏ:

e
→

1 = cosϕe
→

1′ + sinϕe
→

2′,

e
→

2 = –sinϕe
→

1′ + cosϕe
→

2′, e
→

3 = e
→

3′,
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ÔÂ‰ÔÓÎ‡„‡ÂÚ ÒÓÓÚÌÓ¯ÂÌËfl ÏÂÊ‰Û ÍÓÓ‰ËÌ‡Ú‡ÏË ‚ÂÍÚÓ‡ rr
→

‚
˝ÚËı ÒËÒÚÂÏ‡ı

xi(t) = Dik(t)x′k; (7.18)

x′k = Dik(t)xi(t). (7.19)

ëÎÂ‰Ó‚‡ÚÂÎ¸ÌÓ, Ï‡ÚËˆ‡ D(t) ÓÔÂ‰ÂÎflÂÚ ‚‡˘‡ÚÂÎ¸ÌÓÂ ‰‚ËÊÂ-
ÌËÂ ÚÓ˜ÍË Ú‚Â‰Ó„Ó ÚÂÎ‡ Ò ÍÓÓ‰ËÌ‡Ú‡ÏË x′k ‚ ÌÂÔÓ‰‚ËÊÌÓÈ ÒËÒÚÂ-
ÏÂ ÍÓÓ‰ËÌ‡Ú. é·ÒÛ‰ËÏ Ò‚ÓÈÒÚ‚‡ Ï‡ÚËˆ˚ D(t) ÔË ÔÓ‚ÓÓÚ‡ı ÒË-
ÒÚÂÏ ÍÓÓ‰ËÌ‡Ú. é·ÓÁÌ‡˜ËÏ D(α) = D(θ1, ϕ1, ψ1) – Ï‡ÚËˆÛ ‚‡˘Â-
ÌËfl c ÌÂÁ‡‚ËÒfl˘ËÏË ÓÚ ‚ÂÏÂÌË Û„Î‡ÏË ùÈÎÂ‡. íÓ„‰‡ ÔË ‚‡-
˘ÂÌËË ÌÂÔÓ‰‚ËÊÌÓÈ ÒËÒÚÂÏ˚ ÍÓÓ‰ËÌ‡Ú k ·‡ÁËÒ e

→
i′ ÔÂÓ·‡ÁÛÂÚ-

Òfl ‚ ·‡ÁËÒ e
~→

i′ ÌÂÔÓ‰‚ËÊÌÓÈ ÒËÒÚÂÏ˚ ÍÓÓ‰ËÌ‡Ú k
~

Í‡Í

e
~→

i′ = Dik(α)e
→

k′, (7.20)

ËÎË ‚ Ï‡ÚË˜ÌÓÏ ‚Ë‰Â

e
~→

i′ = D(α)e
→′. (7.21)

èÓÒÍÓÎ¸ÍÛ ÔË Ú‡ÍÓÏ ‚‡˘ÂÌËË ·‡ÁËÒ ei(t) ÌÂ ËÁÏÂÌflÂÚÒfl, ÚÓ 
ËÁ ÒÓÓÚÌÓ¯ÂÌËÈ e

→
= D(t)e

→′ = D
~
(t)e

~→
i′ = D

~
(t)D(α)e

→′ Ò‡ÁÛ ÒÎÂ‰ÛÂÚ Á‡-
ÍÓÌ ÔÂÓ·‡ÁÓ‚‡ÌËfl Ï‡ÚËˆ˚ D(t):

D
~
(t) = D(t)DT(α). (7.22)

èÓËÁ‚Â‰ÂÌËÂ Ï‡ÚËˆ D(t)DT(α) ÒÌÓ‚‡ fl‚ÎflÂÚÒfl Ï‡ÚËˆÂÈ ‚‡˘Â-
ÌËfl Ò ‰Û„ËÏË Û„Î‡ÏË ùÈÎÂ‡ (θ

~
(t), ϕ~(t), ψ~(t)). èÓ˝ÚÓÏÛ Û‡‚ÌÂÌËÂ

(7.22) ÓÔÂ‰ÂÎflÂÚ ÌÂÎËÌÂÈÌ˚È Á‡ÍÓÌ ÔÂÓ·‡ÁÓ‚‡ÌËfl Û„ÎÓ‚ ùÈ-
ÎÂ‡ ÔË ‚‡˘ÂÌËË ÌÂÔÓ‰‚ËÊÌÓÈ ÒËÒÚÂÏ˚ ÍÓÓ‰ËÌ‡Ú.

èË ÓÚÓ„ÓÌ‡Î¸ÌÓÏ ÔÂÓ·‡ÁÓ‚‡ÌËË ÔÓ‰‚ËÊÌÓÈ ÒËÒÚÂÏ˚ ÍÓ-
Ó‰ËÌ‡Ú

e
~→

i = Dik(α)e
→

k; (7.23)

x~i = Dik(α)xk (7.24)

ÔÓÒÂ‰ÒÚ‚ÓÏ Ï‡ÚËˆ˚ D(α) ËÁ Û‡‚ÌÂÌËÈ

e
~→

= D(α)e
→

= D(α)D(t)e
→′ = D

~
(t)e

→′

Ï˚ ÔÓÎÛ˜‡ÂÏ Á‡ÍÓÌ ÔÂÓ·‡ÁÓ‚‡ÌËfl Ï‡ÚËˆ˚ D(t) ‚Ë‰Â

D
~
(t) = D(α)D(t), (7.25)

ÍÓÚÓ˚È ÓÚÎË˜‡ÂÚÒfl ÓÚ ÙÓÏÛÎ˚ (7.22).
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7.1.2. äËÌÂÏ‡ÚË˜ÂÒÍËÂ Û‡‚ÌÂÌËfl ùÈÎÂ‡

ëÍÓÓÒÚË Ï‡ÚÂË‡Î¸Ì˚ı ÚÓ˜ÂÍ Ú‚Â‰Ó„Ó ÚÂÎ‡ ÔË ‚‡˘ÂÌËË
‚ÓÍÛ„ ÌÂÔÓ‰‚ËÊÌÓÈ ÚÓ˜ÍË ‚˚˜ËÒÎfl˛ÚÒfl ‰ËÙÙÂÂÌˆËÓ‚‡ÌËÂÏ
ÔÓ ‚ÂÏÂÌË Û‡‚ÌÂÌËfl (7.5). èËÌËÏ‡fl ‚Ó ‚ÌËÏ‡ÌËÂ, ˜ÚÓ ÍÓÓ‰Ë-
Ì‡Ú˚ xi ÌÂ Á‡‚ËÒflÚ ÓÚ ‚ÂÏÂÌË, ‡ Á‡‚ËÒËÏÓÒÚ¸ ÓÚ ‚ÂÏÂÌË ·‡ÁËÒ‡
e
→

i(t) ÓÔÂ‰ÂÎflÂÚÒfl ˝‚ÓÎ˛ˆËÂÈ Û„ÎÓ‚ ùÈÎÂ‡ (7.7), ËÏÂÂÏ

(7.26)

= xiD
.

ij (t)Dkj(t)e
→

k(t) = xi(D
.
(t)DT(t))ike

→
k(t).

àÁ ‰ËÙÙÂÂÌˆËÓ‚‡ÌËfl ÙÓÏÛÎ˚ (7.11) ÔÓ ‚ÂÏÂÌË

D
.
(t)DT(t) + D(t)D

.
T(t) = D

.
(t)DT(t) + (D

.
(t)DT(t))T = 0

ÒÎÂ‰ÛÂÚ, ˜ÚÓ Ï‡ÚËˆ‡ D
.
(t)DT(t) ‡ÌÚËÒËÏÏÂÚË˜Ì‡. ÖÂ Ï‡ÚË˜Ì˚Â

˝ÎÂÏÂÌÚ˚ Ò ÔÓÏÓ˘¸˛ ‡·ÒÓÎ˛ÚÌÓ ‡ÌÚËÒËÏÏÂÚË˜ÌÓ„Ó Â‰ËÌË˜ÌÓ-
„Ó ÚÂÌÁÓ‡ εspq ÏÓÊÌÓ Á‡ÔËÒ‡Ú¸ ‚ ‚Ë‰Â

D
.

ij (t)Dkj (t) = εiknωn(t). (7.27)

ëÓ„Î‡ÒÌÓ (7.22), ‚ÂÎË˜ËÌ‡ ωn(t) ËÌ‚‡Ë‡ÌÚÌ‡ ÓÚÌÓÒËÚÂÎ¸ÌÓ ÔÓ‚Ó-
ÓÚÓ‚ ÌÂÔÓ‰‚ËÊÌÓÈ ÒËÒÚÂÏ˚ ÍÓÓ‰ËÌ‡Ú Ë ı‡‡ÍÚÂËÁÛÂÚ ËÏÂÌÌÓ
‚‡˘‡ÚÂÎ¸ÌÓÂ ‰‚ËÊÂÌËÂ Ú‚Â‰Ó„Ó ÚÂÎ‡. ë ÔÓÏÓ˘¸˛ ÒÓÓÚÌÓ¯ÂÌËfl

εikne
→

k(t) = e
→

n(t)×e
→

i(t) (7.28)

ÙÓÏÛÎÛ (7.26) ÏÓÊÌÓ ÔÂÂÔËÒ‡Ú¸ Í‡Í

v
→
(t) = xi(D

.
(t)DT(t))ikek(t) = xiεiknωn(t)ek(t) = xiωn(t)e

→
n(t)×e

→
i(t). (7.29)

ÇÂÍÚÓÌ‡fl ‚ÂÎË˜ËÌ‡

ω→(t) = ωn(t)e
→

n′(t) (7.30)

Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl ‚ÂÍÚÓÓÏ Ï„ÌÓ‚ÂÌÌÓÈ Û„ÎÓ‚ÓÈ ÒÍÓÓÒÚË ÚÂÎ‡, Ë ÔÓ-
ÎÛ˜ÂÌÌÓÂ ÒÓÓÚÌÓ¯ÂÌËÂ

v
→
(t) = ω→(t)×r

→
(7.31)

ÌÓÒËÚ Ì‡Á‚‡ÌËÂ ÙÓÏÛÎ˚ ùÈÎÂ‡. ç‡Ô‡‚ÎÂÌËÂ ‚ÂÍÚÓ‡ ω→(t) ‰‡-
ÂÚ ‚ Í‡Ê‰˚È ÏÓÏÂÌÚ ÔÓÎÓÊÂÌËÂ Ï„ÌÓ‚ÂÌÌÓÈ ÓÒË ‚‡˘ÂÌËfl.

r r
r

r˙ ˙r t v t x
de t

dt
x D t ei

i
i ij j( ) = ( ) = ( ) = ( ) ′ =



ÌÓÈ ˜‡ÒÚËˆ˚ Ò ÌÓÏÂÓÏ α = 1, 2, …, N Ë Ï‡ÒÒÓÈ mα. ä‡Í Ë ‚ ÙÓ-
ÏÛÎÂ (7.2), ˝ÚË ‚ÂÍÚÓ˚ Ò‚flÁ‡Ì˚ ÒÓÓÚÌÓ¯ÂÌËÂÏ

ρ→α = R
→

+ rr
→

α. (7.35)

íÓ„‰‡ ÒÍÓÓÒÚ¸ ρ→
.

α ˜‡ÒÚËˆ˚ mα ÒÓ„Î‡ÒÌÓ Û‡‚ÌÂÌË˛ (7.34) ‡‚Ì‡

ρ→
.

α = V
→

+ ω→ × rr
→

α. (7.36)

àÏÔÛÎ¸ÒÓÏ ÒËÒÚÂÏ˚, ÒÓÒÚÓfl˘ÂÈ ËÁ N Ï‡ÚÂË‡Î¸Ì˚ı ÚÓ˜ÂÍ
Ï‡ÒÒ˚ mi, Í‡Í ËÁ‚ÂÒÚÌÓ, Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl ÔÓËÁ‚Â‰ÂÌËÂ Ï‡ÒÒ ˜‡ÒÚËˆ Ì‡
Ëı ÒÍÓÓÒÚË:

ëÓ„Î‡ÒÌÓ ÓÔÂ‰ÂÎÂÌË˛ ˆÂÌÚ‡ Ï‡ÒÒ (2.100), ËÏÔÛÎ¸Ò ‚˚‡Ê‡ÂÚÒfl
˜ÂÂÁ Ï‡ÒÒÛ ÚÂÎ‡ M Ë ‡‰ËÛÒ-‚ÂÍÚÓ ˆÂÌÚ‡ Ï‡ÒÒ RÒ:

P
→

= M(V
→

+ ω→ × R
→

Ò).

åÓÏÂÌÚ ËÏÔÛÎ¸Ò‡ Ú‚Â‰Ó„Ó ÚÂÎ‡ ÓÚÌÓÒËÚÂÎ¸ÌÓ ÌÂÔÓ‰‚ËÊÌÓÈ
ÚÓ˜ÍË A ÓÔÂ‰ÂÎflÂÚÒfl ‚˚‡ÊÂÌËÂÏ (2.103)

ÍÓÚÓÓÂ ÔÓÒÎÂ ÔÓ‰ÒÚ‡ÌÓ‚ÍË ÙÓÏÛÎ (7.35), (7.36) ÔËÌËÏ‡ÂÚ ‚Ë‰

éÚÏÂÚËÏ, ˜ÚÓ ÂÒÎË Ì‡˜‡ÎÓ ÍÓÓ‰ËÌ‡Ú ÒËÒÚÂÏ˚ K (ÚÓ˜ÍÛ O)
ÔÓÏÂÒÚËÚ¸ ‚ ˆÂÌÚ ËÌÂˆËË Ú‚Â‰Ó„Ó ÚÂÎ‡ (R

→
Ò = 0), ÚÓ Ì‡·Î˛‰‡Â-

Ï˚Â ‚ ÌÂÔÓ‰‚ËÊÌÓÈ ÒËÒÚÂÏÂ ÍÓÓ‰ËÌ‡Ú ËÏÔÛÎ¸Ò Ë ÏÓÏÂÌÚ ËÏ-
ÔÛÎ¸Ò‡ ‡‚Ì˚

P
→

= MV
→

Ò; (7.37)

(7.38)
  

r r r r r r
M R P m r rA

N

= × + × ×( )
=

∑ α α
α

αω
1

.

   
= × + × × × ×( )

=
∑

r r r r r r r
R P MR V m r r

N

Ò α α
α

αω
1

.

  

r r r r r r r r r r
M R r m R P m r V rA

N N

= +( ) × = × + × + ×( ) =
= =

∑ ∑α
α

α α α α
α

αρ ω
1 1

˙

r r r
M mA

N

= ×
=

∑ρ ρα α α
α

˙ ,
1

  

r r r r r
P m m V r

N N

= = + ×( )
= =

∑ ∑α α
α

α α
α

ρ ω˙ .
1 1

ì‡‚ÌÂÌËÂ ÂÂ ÏÓÊÌÓ Ì‡ÈÚË ËÁ ÛÒÎÓ‚Ëfl ‡‚ÂÌÒÚ‚‡ ÌÛÎ˛ ÒÍÓÓÒÚÂÈ
ÚÓ˜ÂÍ Ú‚Â‰Ó„Ó ÚÂÎ‡, ÎÂÊ‡˘Ëı Ì‡ Ï„ÌÓ‚ÂÌÌÓÈ ÓÒË ‚‡˘ÂÌËfl. ÖÒ-
ÎË ‚ÂÍÚÓ˚ ω→(t) Ë r

→
Ô‡‡ÎÎÂÎ¸Ì˚:

r
→

= λω→(t),

ÚÓ ‚˚‡ÊÂÌËÂ ω→(t)×r
→

‡‚ÌÓ ÌÛÎ˛ Ë Ï„ÌÓ‚ÂÌÌ‡fl ÓÒ¸ ‚‡˘ÂÌËfl
ÔÂ‰ÒÚ‡‚ÎflÂÚ ÒÓ·ÓÈ ÔflÏÛ˛, ÔÓıÓ‰fl˘Û˛ ˜ÂÂÁ ÌÂÔÓ‰‚ËÊÌÛ˛
ÚÓ˜ÍÛ O. èÓ‰ÒÚ‡‚Îflfl (7.17) ‚ (7.27), ÔÓÎÛ˜‡ÂÏ ÙÓÏÛÎ˚ ‰Îfl ÔÓ-
ÂÍˆËÈ ‚ÂÍÚÓ‡ Û„ÎÓ‚ÓÈ ÒÍÓÓÒÚË Ì‡ ÓÒË ÔÓ‰‚ËÊÌÓÈ ÒËÒÚÂÏ˚ ÍÓ-
Ó‰ËÌ‡Ú ‚ ÒÎÂ‰Û˛˘ÂÏ ‚Ë‰Â:

ω1 = ϕ. sinθsinψ + θ
.
cosψ,

ω2 = ϕ. sinθcosψ – θ
.
sinψ, (7.32)

ω3 = ϕ. cosθ + ψ. .

èÓÎ¸ÁÛflÒ¸ ˝ÚËÏË Û‡‚ÌÂÌËflÏË ÎÂ„ÍÓ Ì‡ÈÚË Ú‡ÍÊÂ ÔÓÂÍˆËË
ω′n(t) = ωi(t)D(t)in ‚ÂÍÚÓ‡ ω→ Ì‡ ÓÒË ÌÂÔÓ‰‚ËÊÌÓÈ ÒËÒÚÂÏ˚ ÍÓÓ-
‰ËÌ‡Ú:

ω′1 = ψ. sinθsinϕ + θ
.
cosϕ,

ω′2 = –ψ. sinθcosϕ – θ
.
sinϕ, (7.33)

ω′3 = ψ. cosθ + ϕ. .

ì‡‚ÌÂÌËfl (7.32), (7.33) Ì‡Á˚‚‡˛ÚÒfl ÍËÌÂÏ‡ÚË˜ÂÒÍËÏË Û‡‚ÌÂ-
ÌËflÏË ùÈÎÂ‡ ‰Îfl Ú‚Â‰Ó„Ó ÚÂÎ‡.

7.1.3. åÓÏÂÌÚ˚ ËÌÂˆËË Ú‚Â‰Ó„Ó ÚÂÎ‡

ëÍÓÓÒÚ¸ ÔÓËÁ‚ÓÎ¸ÌÓÈ Ï‡ÚÂË‡Î¸ÌÓÈ ÚÓ˜ÍË M (ÒÏ. ËÒ. 7.1)
Ú‚Â‰Ó„Ó ÚÂÎ‡ ‡‚Ì‡ ÔÓËÁ‚Ó‰ÌÓÈ ÔÓ ‚ÂÏÂÌË ÂÂ ‡‰ËÛÒ‡ ρ→(t)
(7.2). ÑËÙÙÂÂÌˆËÛfl ÒÓÓÚÌÓ¯ÂÌËÂ (7.2) Ò Û˜ÂÚÓÏ (7.31), Ì‡È‰ÂÏ

ρ→
.

= V
→

+ [ω→ × rr
→
]. (7.34)

ÇÂÍÚÓ V
→

ÂÒÚ¸ ÒÍÓÓÒÚ¸ ÚÓ˜ÍË O (ˆÂÌÚ‡ ÔÓ‰‚ËÊÌÓÈ ÒËÒÚÂÏ˚ ÍÓ-
Ó‰ËÌ‡Ú) ÓÚÌÓÒËÚÂÎ¸ÌÓ ÓÒÂÈ ÌÂÔÓ‰‚ËÊÌÓÈ ÒËÒÚÂÏ˚ ‚ ÚÓ˜ÍÂ A.

èÂ‰ÒÚ‡‚ËÏ Ú‚Â‰ÓÂ ÚÂÎÓ Í‡Í ‰ËÒÍÂÚÌÛ˛ ÒËÒÚÂÏÛ Ï‡ÚÂË-
‡Î¸Ì˚ı ÚÓ˜ÂÍ. é·ÓÁÌ‡˜ËÏ ρ→α Ë rr

→
α – ‡‰ËÛÒ˚-‚ÂÍÚÓ˚ ÔÓËÁ‚ÓÎ¸-
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Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl ‚ÂÍÚÓÓÏ, ËÎË ÚÂÌÁÓÓÏ ÔÂ‚Ó„Ó ‡Ì„‡. ÑÂ‚flÚ¸ ÏÓ-
ÏÂÌÚÓ‚ ËÌÂˆËË Iik ÔÂÓ·‡ÁÛ˛ÚÒfl ÒÎÂ‰Û˛˘ËÏ Ó·‡ÁÓÏ:

I
~

ij = Dik(α)Djn(α)Ikn (7.43)

Ë ÌÓÒflÚ Ì‡Á‚‡ÌËÂ ÚÂÌÁÓ‡ ‚ÚÓÓ„Ó ‡Ì„‡. àÁ ÍÛÒ‡ ÎËÌÂÈÌÓÈ ‡Î-
„Â·˚ ËÁ‚ÂÒÚÌÓ, ˜ÚÓ Î˛·Û˛ ‚Â˘ÂÒÚ‚ÂÌÌÛ˛ ÒËÏÏÂÚË˜ÌÛ˛ Ï‡Ú-
ËˆÛ B ÏÓÊÌÓ ÔÂ‰ÒÚ‡‚ËÚ¸ ‚ ‚Ë‰Â

B = DCDT,

„‰Â D – ÓÚÓ„ÓÌ‡Î¸Ì‡fl Ï‡ÚËˆ‡ Ë C – ‚Â˘ÂÒÚ‚ÂÌÌ‡fl ÓÚÓ„ÓÌ‡Î¸-
Ì‡fl Ï‡ÚËˆ‡. èÓ˝ÚÓÏÛ ÚÂÌÁÓ I = {Iik}, ‚˚˜ËÒÎÂÌÌ˚È ‚ ÔÓËÁ‚ÓÎ¸-
ÌÓ ‚˚·‡ÌÌÓÏ ÔÓ‰‚ËÊÌÓÏ ·‡ÁËÒÂ, ÏÓÊÌÓ ÓÚÓ„ÓÌ‡Î¸Ì˚Ï ÔÂÓ·-
‡ÁÓ‚‡ÌËÂÏ e → De ÔÓ‰‚ËÊÌÓ„Ó ·‡ÁËÒ‡ ÔË‚ÂÒÚË Í ‰Ë‡„ÓÌ‡Î¸ÌÓ-
ÏÛ ‚Ë‰Û

(7.44)

éÒË ‚ Ú‚Â‰ÓÏ ÚÂÎÂ, ÒÓ‚Ô‡‰‡˛˘ËÂ Ò ÌÓ‚˚ÏË ÍÓÓ‰ËÌ‡ÚÌ˚ÏË
ÓÒflÏË, Ì‡Á˚‚‡˛ÚÒfl „Î‡‚Ì˚ÏË ÓÒflÏË ËÌÂˆËË ÚÂÎ‡. áÌ‡˜ÂÌËfl ‰Ë-
‡„ÓÌ‡Î¸Ì˚ı ÍÓÏÔÓÌÂÌÚ ÚÂÌÁÓ‡ I1, I2, I3 Ì‡Á˚‚‡˛ÚÒfl „Î‡‚Ì˚ÏË
ÏÓÏÂÌÚ‡ÏË ËÌÂˆËË ÚÂÎ‡.

äËÌÂÚË˜ÂÒÍ‡fl ˝ÌÂ„Ëfl Ú‚Â‰Ó„Ó ÚÂÎ‡

ÔÓÒÎÂ ÔÓ‰ÒÚ‡ÌÓ‚ÍË ‚˚‡ÊÂÌËfl (7.36) ‰Îfl ÒÍÓÓÒÚË ˜‡ÒÚËˆ˚ Ò ÌÓ-
ÏÂÓÏ α ‡‚Ì‡

  
= + ×[ ] + ×[ ]∑ ∑ ∑m

V m V r
m

rα

α
α

α
α

α

α
αω ω

2 2
2 2r r r r r

.

T
m V r

=
+ ×[ ]( )

=∑ α α

α

ω
r r r 2

2

  
T

m v= ∑ α α

α

r2

2

 

I

I

I

I

ik =
⎛

⎝

⎜
⎜

⎞

⎠

⎟
⎟

1

2

3

0 0

0 0

0 0

.

á‰ÂÒ¸ V
→

Ò – ÒÍÓÓÒÚ¸ ‰‚ËÊÂÌËfl ˆÂÌÚ‡ Ï‡ÒÒ, ÂÂ Ì‡Á˚‚‡˛Ú Ú‡ÍÊÂ
ÒÍÓÓÒÚ¸˛ ÔÓÒÚÛÔ‡ÚÂÎ¸ÌÓ„Ó ‰‚ËÊÂÌËfl Ú‚Â‰Ó„Ó ÚÂÎ‡. èÂ‚ÓÂ
ÒÎ‡„‡ÂÏÓÂ ‚ Ô‡‚ÓÈ ˜‡ÒÚË (7.38) ÂÒÚ¸ ÏÓÏÂÌÚ ÔÓÎÌÓ„Ó ËÏÔÛÎ¸Ò‡
ˆÂÌÚ‡ Ï‡ÒÒ, ‚ ÍÓÚÓÓÏ ÒÓÒÂ‰ÓÚÓ˜ÂÌ‡ ‚Òfl Ï‡ÒÒ‡ ÒËÒÚÂÏ˚, ‚ÚÓÓÂ
ÒÎ‡„‡ÂÏÓÂ

(7.39)

ÏÓÊÌÓ Ì‡Á‚‡Ú¸ ÒÓ·ÒÚ‚ÂÌÌ˚Ï ÏÓÏÂÌÚÓÏ ËÏÔÛÎ¸Ò‡ Ú‚Â‰Ó„Ó ÚÂ-
Î‡, Ó·ÛÒÎÓ‚ÎÂÌÌÓ„Ó ÚÓÎ¸ÍÓ ‚‡˘ÂÌËÂÏ. èÂÓ·‡ÁÛÂÏ ˝ÚÓ ‚˚‡-
ÊÂÌËÂ ÔÓ ÙÓÏÛÎÂ ‰‚ÓÈÌÓ„Ó ‚ÂÍÚÓÌÓ„Ó ÔÓËÁ‚Â‰ÂÌËfl:

Ë ‚˚˜ËÒÎËÏ Â„Ó ÍÓÏÔÓÌÂÌÚ˚ ‚ ÔÓ‰‚ËÊÌÓÈ ÒËÒÚÂÏÂ ÍÓÓ‰ËÌ‡Ú K,
„‰Â ÍÓÓ‰ËÌ‡Ú˚ xαi(i = 1, 2, 3) ‚ÂÍÚÓ‡ rr

→
α ÌÂ Á‡‚ËÒflÚ ÓÚ ‚ÂÏÂÌË.

å˚ ËÏÂÂÏ

(7.40)

ÇÂÎË˜ËÌ˚

(7.41)

Á‡‚ËÒflÚ ÓÚ ‡ÒÔÂ‰ÂÎÂÌËfl Ï‡ÒÒ˚ Ú‚Â‰Ó„Ó ÚÂÎ‡ Ë Â„Ó ÙÓÏ˚ Ë Ì‡-
Á˚‚‡˛ÚÒfl ÏÓÏÂÌÚ‡ÏË ËÌÂˆËË. ÇË‰ÌÓ, ˜ÚÓ ‚ÂÍÚÓ ÏÓÏÂÌÚ‡ ËÏ-
ÔÛÎ¸Ò‡ ‚‡˘‡˛˘Â„ÓÒfl ÚÂÎ‡ ÔÓÎÛ˜‡ÂÚÒfl ËÁ Û„ÎÓ‚ÓÈ ÒÍÓÓÒÚË ÎË-
ÌÂÈÌ˚Ï ÔÂÓ·‡ÁÓ‚‡ÌËÂÏ Ï‡ÚËˆ˚ I = {Iik}:

Mi = Iikωk. (7.42)

åÓÏÂÌÚ˚ ËÌÂˆËË Á‡‚ËÒflÚ Ú‡ÍÊÂ ÓÚ ‚˚·Ó‡ ÒËÒÚÂÏ˚ K. ç‡-
ÔÓÏÌËÏ, ˜ÚÓ ÔË ÓÚÓ„ÓÌ‡Î¸Ì˚ı ÔÂÓ·‡ÁÓ‚‡ÌËflı ÒËÒÚÂÏ˚ ÍÓ-
Ó‰ËÌ‡Ú Ì‡·Ó ÚÂı ‚ÂÎË˜ËÌ {a1, a2, a3}, ÔÂÓ·‡ÁÛ˛˘ËıÒfl Í‡Í

a~ i = Dik(α)ak
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ÚÂÌÁÓ ËÌÂˆËË. Ñ‚‡ „Î‡‚Ì˚ı ÏÓÏÂÌÚ‡ ËÌÂˆËË ÒÓ‚Ô‡‰‡˛Ú ‰Îfl
˝ÎÎËÔÒÓË‰‡ ‚‡˘ÂÌËfl, Ë Ú‡ÍÓÂ ÚÂÎÓ Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl ÒËÏÏÂÚË˜Ì˚Ï
‚ÓÎ˜ÍÓÏ. ã˛·ÓÂ ÚÂÎÓ, Û ÍÓÚÓÓ„Ó I1 = I2 = I3 = I, ËÏÂÌÛÂÚÒfl ¯‡Ó-
‚˚Ï ‚ÓÎ˜ÍÓÏ.

7.1.4. ÑËÌ‡ÏË˜ÂÒÍËÂ Û‡‚ÌÂÌËfl ùÈÎÂ‡

ì‡‚ÌÂÌËfl ‰‚ËÊÂÌËfl Ú‚Â‰Ó„Ó ÚÂÎ‡ ‚˚‚Ó‰flÚÒfl ËÁ ÙÛÌÍˆËË
ã‡„‡ÌÊ‡ L, ÒÓ‰ÂÊ‡˘ÂÈ ÔÓÚÂÌˆË‡Î¸ÌÛ˛ Ë ÍËÌÂÚË˜ÂÒÍÛ˛ ˝ÌÂ-
„Ë˛, ‚ ÍÓÚÓÓÈ Û˜ÚÂÌ˚ ‰ËÌ‡ÏË˜ÂÒÍËÂ Û‡‚ÌÂÌËfl ùÈÎÂ‡. éÌË
‡ÒÔ‡‰‡˛ÚÒfl Ì‡ ÚË Û‡‚ÌÂÌËfl ÔÓÒÚÛÔ‡ÚÂÎ¸ÌÓ„Ó ‰‚ËÊÂÌËfl ˆÂÌÚ-
‡ Ï‡ÒÒ Ë ÚË Û‡‚ÌÂÌËfl ‚‡˘‡ÚÂÎ¸ÌÓ„Ó ‰‚ËÊÂÌËfl ‚ÓÍÛ„ ÌÂ„Ó.
ÑÎfl ËÁÛ˜ÂÌËfl Û‡‚ÌÂÌËÈ ‰‚ËÊÂÌËfl Ú‚Â‰Ó„Ó ÚÂÎ‡, Á‡ÍÂÔÎÂÌÌÓ„Ó
‚ ÌÂÍÓÚÓÓÈ ÚÓ˜ÍÂ O, ÌÂ ÒÓ‚Ô‡‰‡˛˘ÂÈ Ò ˆÂÌÚÓÏ Ï‡ÒÒ, – ‚‡ÊÌÓÈ
‰Îfl ÏÌÓ„Ëı ÚÂıÌË˜ÂÒÍËı ÔËÎÓÊÂÌËÈ Á‡‰‡˜Â, ÔËÏÂÌfl˛Ú ‰Û„Û˛
ÙÓÏÛ Û‡‚ÌÂÌËÈ ‰‚ËÊÂÌËfl. ÑÎfl Ëı ‚˚‚Ó‰‡ ÌÂÓ·ıÓ‰ËÏÓ ËÒÔÓÎ¸-
ÁÓ‚‡Ú¸ Ó·˘Û˛ ÚÂÓÂÏÛ ÏÂı‡ÌËÍË (2.105), „‰Â ÛÚ‚ÂÊ‰‡ÂÚÒfl, ˜ÚÓ
ÒÍÓÓÒÚ¸ ËÁÏÂÌÂÌËfl ÏÓÏÂÌÚ‡ ËÏÔÛÎ¸Ò‡ ÌÂÁ‡ÏÍÌÛÚÓÈ ÒËÒÚÂÏ˚
‡‚Ì‡ ÏÓÏÂÌÚÛ ‚ÌÂ¯ÌËı ÒËÎ:

(7.47)

Ç ÌÂÔÓ‰‚ËÊÌÓÈ ËÌÂˆË‡Î¸ÌÓÈ ÒËÒÚÂÏÂ ÓÚÒ˜ÂÚ‡ ‡Ì‡ÎËÁËÓ‚‡Ú¸
˝ÚË ‚˚‡ÊÂÌËfl ÌÂ ‚ÒÂ„‰‡ Û‰Ó·ÌÓ. Ñ‡ÊÂ ‚ ÓÚÒÛÚÒÚ‚ËÂ ‚ÌÂ¯ÌËı
ÒËÎ, ÍÓ„‰‡ ÏÓÏÂÌÚ ‚ ÒËÒÚÂÏÂ k ÒÓı‡ÌflÂÚÒfl:

Mi′ = const (i = 1, 2, 3),

Á‡‚ËÒËÏÓÒÚ¸ ÚÂÌÁÓ‡ ÏÓÏÂÌÚÓ‚ ËÌÂˆËË ÓÚ ‚ÂÏÂÌË, ÓÚÒÛÚÒÚ‚ËÂ
ÔÓÒÚÓÈ Ò‚flÁË ÏÂÊ‰Û ÍÓÏÔÓÌÂÌÚ‡ÏË ÏÓÏÂÌÚ‡ Ë Û„ÎÓ‚ÓÈ ÒÍÓÓ-
ÒÚ¸˛ ‚ ˝ÚÓÈ ÒËÒÚÂÏÂ ÛÒÎÓÊÌfl˛Ú ‚Ë‰ Û‡‚ÌÂÌËÈ. ÅÓÎÂÂ ÔÓÒÚÛ˛
Ò‚flÁ¸ (7.46) ÔÓÒÎÂ‰ÌËÂ ËÏÂ˛Ú ‚ ÔÓ‰‚ËÊÌÓÈ ÒËÒÚÂÏÂ ÍÓÓ‰ËÌ‡Ú.
ÑÎfl ‚˚‚Ó‰‡ Û‡‚ÌÂÌËÈ ‚ ˝ÚÓÈ ÒËÒÚÂÏÂ ËÒÔÓÎ¸ÁÛÂÏ ÒÓÓÚÌÓ¯ÂÌËÂ

Mi = Dik(t)Mk′ (7.48)

ÏÂÊ‰Û ÔÓÂÍˆËflÏË ‚ÂÍÚÓ‡ ÏÓÏÂÌÚ‡ ‚ ÒËÒÚÂÏ‡ı ÍÓÓ‰ËÌ‡Ú K Ë k
Ë ÙÓÏÛÎÛ

D
.

ik = εisnωnDsk, (7.49)
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ÇÚÓÓÂ ÒÎ‡„‡ÂÏÓÂ ‚ Ô‡‚ÓÈ ˜‡ÒÚË ‚˚‡Ê‡ÂÚÒfl ˜ÂÂÁ ‚ÂÍÚÓ ˆÂÌ-
Ú‡ Ï‡ÒÒ RÒ

Ë ‡‚ÌÓ ÌÛÎ˛, ÂÒÎË ÚÓ˜Í‡ O ‚˚·‡Ì‡ ‚ ˆÂÌÚÂ ËÌÂˆËË Ú‚Â‰Ó-
„Ó ÚÂÎ‡. ç‡ÍÓÌÂˆ, ‚ ÚÂÚ¸ÂÏ ˜ÎÂÌÂ ‡ÒÍ˚‚‡ÂÏ Í‚‡‰‡Ú ‚ÂÍ-
ÚÓÌÓ„Ó ÔÓËÁ‚Â‰ÂÌËfl Ë Ò ÔÓÏÓ˘¸˛ ÙÓÏÛÎ (7.16) ÔÂÓ·‡ÁÛ-
ÂÏ Â„Ó Í ‚Ë‰Û

Ç ËÚÓ„Â, ÂÒÎË Ì‡˜‡ÎÓ ÔÓ‰‚ËÊÌÓÈ ÒËÒÚÂÏ˚ ÍÓÓ‰ËÌ‡Ú ‚˚·‡-
ÌÓ ‚ ˆÂÌÚÂ ËÌÂˆËË, ‡ Ì‡Ô‡‚ÎÂÌËÂ ÂÂ ÓÒÂÈ ÒÓ‚Ô‡‰‡ÂÚ Ò „Î‡‚Ì˚-
ÏË ÓÒflÏË ËÌÂˆËË, Ì‡ıÓ‰ËÏ ÔÓÒÚÓÂ ‚˚‡ÊÂÌËÂ ‰Îfl ÍËÌÂÚË˜ÂÒ-
ÍÓÈ ˝ÌÂ„ËË

(7.45)

Ë Ò‚flÁË ÏÓÏÂÌÚÓ‚ Ò Û„ÎÓ‚ÓÈ ÒÍÓÓÒÚ¸˛

M1 = I1ω1,   M2 = I2ω2,   M3 = I3ω3. (7.46)

èÂ‚˚È ˜ÎÂÌ ‚ (7.45) ÂÒÚ¸ ÍËÌÂÚË˜ÂÒÍ‡fl ˝ÌÂ„Ëfl ÔÓÒÚÛÔ‡-
ÚÂÎ¸ÌÓ„Ó ‰‚ËÊÂÌËfl ÚÂÎ‡ ÒÓ ÒÍÓÓÒÚ¸˛ ˆÂÌÚ‡ Ï‡ÒÒ VÒ, ÓÌ‡ ËÏÂÂÚ
Ú‡ÍÓÈ ÊÂ ‚Ë‰, Í‡Í ÂÒÎË ·˚ ‚Òfl Ï‡ÒÒ‡ ÚÂÎ‡ ·˚Î‡ ÒÓÒÂ‰ÓÚÓ˜ÂÌ‡ ‚
Â„Ó ˆÂÌÚÂ ËÌÂˆËË. ÇÚÓÓÈ ˜ÎÂÌ – ÍËÌÂÚË˜ÂÒÍ‡fl ˝ÌÂ„Ëfl ‚‡˘‡-
ÚÂÎ¸ÌÓ„Ó ‰‚ËÊÂÌËfl T‚ Ò Û„ÎÓ‚ÓÈ ÒÍÓÓÒÚ¸˛ ω→ ‚ÓÍÛ„ ÓÒË, ÔÓıÓ-
‰fl˘ÂÈ ˜ÂÂÁ ˆÂÌÚ ËÌÂˆËË. íÂÎÓ, Û ÍÓÚÓÓ„Ó ‚ÒÂ „Î‡‚Ì˚Â ÏÓ-
ÏÂÌÚ˚ ËÌÂˆËË ‡ÁÎË˜Ì˚, Ì‡Á˚‚‡˛Ú ‡ÒËÏÏÂÚË˜Ì˚Ï ‚ÓÎ˜ÍÓÏ.
ÖÒÎË ÔÎÓÚÌÓÒÚ¸ Ú‚Â‰Ó„Ó ÚÂÎ‡ ÔÓÒÚÓflÌÌ‡ Ë Â„Ó ÙÓÏ‡ Ó·Î‡‰‡ÂÚ
ÒËÏÏÂÚËÂÈ, ÚÓ ÚÛ ÊÂ ÒËÏÏÂÚË˛ ËÏÂ˛Ú „Î‡‚Ì˚Â ÓÒË ËÌÂˆËË Ë
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àÁ-Á‡ ÒÔÂˆËÙËÍË Á‡‰‡˜Ë Û‰Ó·ÌÓ ËÒÔÓÎ¸ÁÓ‚‡Ú¸ ‚ÂÎË˜ËÌ˚ Dn3 Í‡Í
ÌÓ‚˚Â ‰ËÌ‡ÏË˜ÂÒÍËÂ ÔÂÂÏÂÌÌ˚Â. é·ÓÁÌ‡˜ËÏ

Dn3 = γn,  xc1 = x0,  xc2 = y0,  xc3 = z0 (7.54)

Ë ÔÓ‰ÒÚ‡‚ËÏ (7.53) ‚ Û‡‚ÌÂÌËfl (7.51). Ç ËÚÓ„Â ÔÓÎÛ˜ËÏ Û‡‚ÌÂÌËfl
ùÈÎÂ‡ ‰Îfl ‰‚ËÊÂÌËfl ÚflÊÂÎÓ„Ó Ú‚Â‰Ó„Ó ÚÂÎ‡ ‚ÓÍÛ„ ÌÂÔÓ‰‚ËÊ-
ÌÓÈ ÚÓ˜ÍË Ò ÍÓÓ‰ËÌ‡Ú‡ÏË (x0, y0, z0) ‚ ÒËÒÚÂÏÂ ˆÂÌÚ‡ Ï‡ÒÒ:

I1ω
.

1 + (I3 – I2)ω2ω3 = –Mg(y0γ3 – z0γ2),

I2ω
.

2 + (I1 – I3)ω3ω1 = –Mg(z0γ1 – x0γ3), (7.55)

I3ω
.

3 + (I2 – I1)ω1ω2 = –Mg(x0γ2 – y0γ1);

γ. i = εisnωnγs. (7.56)

éÌË ÔÂ‰ÒÚ‡‚Îfl˛Ú ÒÓ·ÓÈ ÒËÒÚÂÏÛ ÔÂ‚Ó„Ó ÔÓfl‰Í‡ ‰Îfl ¯ÂÒÚË ÔÂ-
ÂÏÂÌÌ˚ı ωi, γi (i = 1, 2, 3), Ò‚flÁ‡ÌÌ˚ı ÛÒÎÓ‚ËÂÏ

γ1
2 + γ2

2 + γ3
2 = 1. (7.57)

èÓÒÎÂ ÂÂ Â¯ÂÌËfl Û„Î˚ ψ(t), θ(t) Ì‡ıÓ‰flÚÒfl ËÁ ÓÔÂ‰ÂÎÂÌËfl

γ1 = sinψ sinθ,  γ2 = cosψ sinθ,

‡ ‰Îfl Ì‡ıÓÊ‰ÂÌËfl ÚÂÚ¸Â„Ó Û„Î‡ ùÈÎÂ‡ ϕ(t) ËÒÔÓÎ¸ÁÛÂÚÒfl Ó‰ÌÓ ËÁ
ÍËÌÂÏ‡ÚË˜ÂÒÍËı Û‡‚ÌÂÌËÈ ùÈÎÂ‡.

7.1.5. ÄÎ„ÓËÚÏ ë.Ç. äÓ‚‡ÎÂ‚ÒÍÓÈ ‰Îfl ËÌÚÂ„ËÓ‚‡ÌËfl 
Û‡‚ÌÂÌËÈ ‰‚ËÊÂÌËfl Ú‚Â‰Ó„Ó ÚÂÎ‡ Ò Á‡ÍÂÔÎÂÌÌÓÈ ÚÓ˜ÍÓÈ

ëÓ‚Â¯ÂÌÒÚ‚Ó – ‚ÓÓ·‡Ê‡ÂÏÓÂ ÒÓÒÚÓfl-
ÌËÂ ËÎË Í‡˜ÂÒÚ‚Ó, ÓÚÎË˜‡˛˘ËÂÒfl ÓÚ ‰ÂÈÒÚ-
‚ËÚÂÎ¸ÌÓÒÚË Ì‡ÎË˜ËÂÏ Ú‡ÍÓ„Ó ˝ÎÂÏÂÌÚ‡,
Í‡Í ·ÂÁÛÔÂ˜ÌÓÒÚ¸, Ë Ò‚ÓÈÒÚ‚ÂÌÌÓÂ ÔÂÊ‰Â
‚ÒÂ„Ó ÍËÚËÍÛ.

Ä. ÅËÒ. ëÎÓ‚‡¸ ë‡Ú‡Ì˚

ïÓÚfl ÚÓ˜ÌÓÂ Â¯ÂÌËÂ Û‡‚ÌÂÌËÈ ÏÂı‡ÌËÍË ‚ ‡Ì‡ÎËÚË˜ÂÒÍÓÏ
‚Ë‰Â ‚ÓÁÏÓÊÌÓ ‚ Â‰ÍËı ÒÎÛ˜‡flı, ÔÓ Ò‡‚ÌÂÌË˛ Ò ˜ËÒÎÂÌÌ˚ÏË
‡Ò˜ÂÚ‡ÏË ÓÌÓ ‰‡ÂÚ ·ÓÎ¸¯ËÂ ÔÂËÏÛ˘ÂÒÚ‚‡. í‡ÍËÂ Â¯ÂÌËfl ÔÓ-
Á‚ÓÎfl˛Ú ËÒÒÎÂ‰Ó‚‡Ú¸ ‰ËÌ‡ÏËÍÛ ÒËÒÚÂÏ˚ ‚Ó ‚ÒÂÈ Ó·Î‡ÒÚË ËÁÏÂÌÂ-
ÌËfl Ô‡‡ÏÂÚÓ‚ Ë ‚ ÔÓËÁ‚ÓÎ¸Ì˚ı Ì‡˜‡Î¸Ì˚ı ÛÒÎÓ‚Ëflı. éÌË fl‚-
Îfl˛ÚÒfl ÓÒÌÓ‚ÓÈ ‡ÁÎË˜Ì˚ı ÔË·ÎËÊÂÌÌ˚ı ÏÂÚÓ‰Ó‚ ÚÂÓËË ‚ÓÁ-

ÍÓÚÓ‡fl ÂÒÚ¸ ÒÎÂ‰ÒÚ‚ËÂ ÓÔÂ‰ÂÎÂÌËfl (7.27). íÓ„‰‡, ‰ËÙÙÂÂÌˆË-
Ûfl (7.48) Ë ËÒÔÓÎ¸ÁÛfl (7.47), Ì‡ıÓ‰ËÏ

M
.

i = D
.

ik(t)Mk′ + Dik(t)M
.

i′ = (7.50)

= εisnωnDskMk′ + Dik(t)Nk′ = εisnωnMs + Dik(t)Nk′.

ÇÂÎË˜ËÌ˚ Ms ‚˚‡Ê‡˛ÚÒfl ˜ÂÂÁ ÍÓÏÔÓÌÂÌÚ˚ Û„ÎÓ‚ÓÈ ÒÍÓÓ-
ÒÚË Ë Dik(t)Nk′ – ÍÓÏÔÓÌÂÌÚ˚ ÏÓÏÂÌÚ‡ ‚ÌÂ¯ÌÂÈ ÒËÎ˚ ‚ ÔÓ‰‚ËÊÌÓÈ
ÒËÒÚÂÏÂ ÍÓÓ‰ËÌ‡Ú. íÓ„‰‡ Ò Û˜ÂÚÓÏ (7.46) ÔÓÎÛ˜‡ÂÏ Á‡ÏÍÌÛÚÛ˛
ÒËÒÚÂÏÛ Û‡‚ÌÂÌËÈ ‰Îfl ω→:

I1ω
.

1 + (I3 – I2)ω2ω3 = N1,

I2ω
.

2 + (I1 – I3)ω3ω1 = N2, (7.51)

I3ω
.

3 + (I2 – I1)ω1ω2 = N3.

ùÚË ‚˚‡ÊÂÌËfl Ì‡Á˚‚‡˛ÚÒfl ‰ËÌ‡ÏË˜ÂÒÍËÏË Û‡‚ÌÂÌËflÏË ùÈÎÂ-
‡. ä ÌËÏ ÌÛÊÌÓ Â˘Â ÔË·‡‚ËÚ¸ ÚË ÍËÌÂÏ‡ÚË˜ÂÒÍËı Û‡‚ÌÂÌËfl
ùÈÎÂ‡ (7.32).

ëËÒÚÂÏ‡ ¯ÂÒÚË Û‡‚ÌÂÌËÈ (7.51), (7.32) ÔÂ‚Ó„Ó ÔÓfl‰Í‡ ‰Îfl
ω1, ω2, ω3, ϕ, θ, ψ ‰ÓÒÚ‡ÚÓ˜Ì‡ ‰Îfl ÓÔËÒ‡ÌËfl ‰ËÌ‡ÏËÍË Ú‚Â‰Ó„Ó ÚÂ-
Î‡ Ò ÌÂÔÓ‰‚ËÊÌÓÈ ÚÓ˜ÍÓÈ.

èÛÒÚ¸ Ú‚Â‰ÓÂ ÚÂÎÓ Ì‡ıÓ‰ËÚÒfl ÔÓ‰ ‰ÂÈÒÚ‚ËÂÏ ÒËÎ˚ ÚflÊÂÒÚË
F
→

= Mg
→
, „‰Â g

→
– ÛÒÍÓÂÌËÂ Ò‚Ó·Ó‰ÌÓ„Ó Ô‡‰ÂÌËfl, Ì‡Ô‡‚ÎÂÌÌÓ„Ó

‚ÂÚËÍ‡Î¸ÌÓ. Ç ÌÂÔÓ‰‚ËÊÌÓÈ ÒËÒÚÂÏÂ ÍÓÓ‰ËÌ‡Ú ÍÓÏÔÓÌÂÌÚ˚
ÒËÎ˚ Ë ÏÓÏÂÌÚ‡ ËÏÔÛÎ¸Ò‡ ËÏÂ˛Ú ‚Ë‰

Fi′ = –Mgδi3,   Ni′ = –εik3Mgx′ck,

„‰Â x′ck – ÍÓÓ‰ËÌ‡Ú˚ ˆÂÌÚ‡ Ï‡ÒÒ ‚ ÒËÒÚÂÏÂ k. Ç ÔÓ‰‚ËÊÌÓÈ ÒËÒ-
ÚÂÏÂ ÍÓÓ‰ËÌ‡Ú ÍÓÏÔÓÌÂÌÚ˚ ÏÓÏÂÌÚ‡ ËÏÔÛÎ¸Ò‡ ‚˚‡Ê‡˛ÚÒfl ˜Â-
ÂÁ xck – ÍÓÓ‰ËÌ‡Ú˚ ˆÂÌÚ‡ Ï‡ÒÒ ‚ ˝ÚÓÈ ÒËÒÚÂÏÂ Ë Ï‡ÚËˆÛ ‚‡-
˘ÂÌËÈ:

Ni = DikNk′ = –MgDikεkj3Dsjxcs. (7.52)

ùÚÓ ‚˚‡ÊÂÌËÂ Ò ÔÓÏÓ˘¸˛ ÒÓÓÚÌÓ¯ÂÌËÈ (7.15) Á‡ÔËÒ˚‚‡ÂÚÒfl ‚
‚Ë‰Â

Ni = –MgεisnDn3xcs. (7.53)
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‚ËÎÎfl, ÌÂÓ·ıÓ‰ËÏÓ ÔÓÏËÏÓ (7.60), (7.61) Ì‡ÈÚË Â˘Â Ó‰ËÌ ËÌÚÂ„-
‡Î ‰‚ËÊÂÌËfl.

Ç ÓÚÒÛÚÒÚ‚ËÂ ‚ÌÂ¯ÌËı ÒËÎ

x0 = y0 = z0 = 0, (7.63)

ÍÓ„‰‡ ÒÓı‡Ìfl˛ÚÒfl ‚ÒÂ ÔÓÂÍˆËË M
→

′, Â¯ÂÌËÂ ÒËÒÚÂÏ˚ (7.58),
(7.59) ·˚ÎÓ Ì‡È‰ÂÌÓ üÍÓ·Ë ÔË ÔÓÏÓ˘Ë ÒÓÁ‰‡ÌÌÓÈ ËÏ ÚÂÓËË ˝Î-
ÎËÔÚË˜ÂÒÍËı ÙÛÌÍˆËÈ. ã‡„‡ÌÊ ÛÍ‡Á‡Î ËÌÚÂ„ËÛÂÏ˚È ˜‡ÒÚÌ˚È
ÒÎÛ˜‡È, ËÁÛ˜ÂÌÌ˚È ÔÓÁÊÂ èÛ‡ÒÒÓÌÓÏ, ‰Îfl ˝ÎÎËÔÒÓË‰‡ ‚‡˘ÂÌËfl,
ÍÓ„‰‡ ˆÂÌÚ ÚflÊÂÒÚË Ì‡ıÓ‰ËÚÒfl Ì‡ ÓÒË ‚‡˘ÂÌËfl:

I1 = I2,   x0 = y0 = 0 (7.64)

Ë ÒËÒÚÂÏ‡ ËÏÂÂÚ ‰ÓÔÓÎÌËÚÂÎ¸Ì˚È ËÌÚÂ„‡Î ‰‚ËÊÂÌËfl

ω3 = const. (7.65)

èÓÒÎÂ ˝ÚËı ‡·ÓÚ ‚ ÚÂÓËË ËÌÚÂ„ËÓ‚‡ÌËfl ÒËÒÚÂÏ˚ (7.58),
(7.59) ÌÂ ·˚ÎÓ ÔÓÎÛ˜ÂÌÓ ÒÛ˘ÂÒÚ‚ÂÌÌ˚ı ÂÁÛÎ¸Ú‡ÚÓ‚. ì˜ËÚ˚‚‡fl
‚‡ÊÌÓÒÚ¸ ˝ÚÓÈ ÔÓ·ÎÂÏ˚, è‡ËÊÒÍ‡fl ‡Í‡‰ÂÏËfl Ì‡ÛÍ ‚ 1888 „.
Ó·˙fl‚ËÎ‡ ÍÓÌÍÛÒ Ì‡ ÒÓËÒÍ‡ÌËÂ ÔÂÏËË ÅÓ‰ÂÌ‡ (3000 Ù‡ÌÍÓ‚)
Á‡ ÎÛ˜¯Û˛ ‡·ÓÚÛ Ì‡ ÚÂÏÛ Ó ‰‚ËÊÂÌËË Ú‚Â‰Ó„Ó ÚÂÎ‡ ‚ÓÍÛ„ ÌÂ-
ÔÓ‰‚ËÊÌÓÈ ÚÓ˜ÍË. ê‡ÌÂÂ, ‚ ÚÂ˜ÂÌËÂ 50 ÎÂÚ, ˝Ú‡ ÔÂÏËfl ‚˚‰‡‚‡-
Î‡Ò¸ ÔÓÎÌÓÒÚ¸˛ ÚÓÎ¸ÍÓ 3 ‡Á‡. Ç ˜ËÒÎÂ 15 ÔÂ‰ÒÚ‡‚ÎÂÌÌ˚ı ‡·ÓÚ
Ì‡ ÍÓÌÍÛÒ ·˚Î‡ ‡·ÓÚ‡ ë. äÓ‚‡ÎÂ‚ÒÍÓÈ «á‡‰‡˜‡ Ó ‚‡˘ÂÌËË
Ú‚Â‰Ó„Ó ÚÂÎ‡ ÓÍÓÎÓ ÌÂÔÓ‰‚ËÊÌÓÈ ÚÓ˜ÍË» ÔÓ‰ ‰Â‚ËÁÓÏ «ÉÓ‚ÓË,

ÏÛ˘ÂÌËÈ. èÓÎÛ˜ÂÌËÂ ÚÓ˜Ì˚ı Â¯ÂÌËÈ Û‡‚ÌÂÌËÈ ‰‚ËÊÂÌËfl ‚
Í‚‡‰‡ÚÛ‡ı ÚÂÒÌÓ Ò‚flÁ‡ÌÓ, ÒÓ„Î‡ÒÌÓ ÚÂÓÂÏÂ ãËÛ‚ËÎÎfl, Ò Ì‡ÎË-
˜ËÂÏ Û ÒËÒÚÂÏ˚ ‰ÓÒÚ‡ÚÓ˜ÌÓ ·ÓÎ¸¯Ó„Ó ÍÓÎË˜ÂÒÚ‚‡ ËÌÚÂ„‡ÎÓ‚
‰‚ËÊÂÌËfl. àÌÚÂ„ËÛÂÏ˚Â ÒËÒÚÂÏ˚ Ò N ÒÚÂÔÂÌflÏË Ò‚Ó·Ó‰˚ – ˝ÚÓ
ÓÒÓ·˚È ÍÎ‡ÒÒ ‰ËÌ‡ÏË˜ÂÒÍËı ÒËÒÚÂÏ, Ë ÓÒÌÓ‚Ì‡fl ÔÓ·ÎÂÏ‡ Ëı Ó·-
Ì‡ÛÊÂÌËfl – Ì‡ıÓÊ‰ÂÌËÂ N ËÌÚÂ„‡ÎÓ‚ ‰‚ËÊÂÌËfl.

á‡‰‡˜‡ ËÌÚÂ„ËÓ‚‡ÌËfl Û‡‚ÌÂÌËÈ ùÈÎÂ‡ (7.55), (7.56) ‚ ÔÓ-
ÎÂ ÒËÎ ÚflÊÂÒÚË fl‚ÎflÂÚÒfl Ó‰ÌÓÈ ËÁ Ò‡Ï˚ı Á‡ÏÂ˜‡ÚÂÎ¸Ì˚ı Á‡‰‡˜
ÚÂÓÂÚË˜ÂÒÍÓÈ ÏÂı‡ÌËÍË. ÖÂ Â¯ÂÌËÂ Í Ì‡ÒÚÓfl˘ÂÏÛ ‚ÂÏÂÌË
Â˘Â ‰‡ÎÂÍÓ ÓÚ ÔÓÎÌÓ„Ó Á‡‚Â¯ÂÌËfl. é‰Ì‡ÍÓ ‚ÔÂ˜‡ÚÎfl˛˘ËÂ Â-
ÁÛÎ¸Ú‡Ú˚, ÔÓÎÛ˜ÂÌÌ˚Â ‚ ˜‡ÒÚÌ˚ı ÒÎÛ˜‡flı ùÈÎÂÓÏ, ã‡„‡ÌÊÂÏ,
èÛ‡ÒÒÓÌÓÏ, äÓ‚‡ÎÂ‚ÒÍÓÈ, èÛ‡ÌÍ‡Â Ë ÏÌÓ„ËÏË ÒÓ‚ÂÏÂÌÌ˚ÏË
ËÒÒÎÂ‰Ó‚‡ÚÂÎflÏË, Ó·Ó„‡ÚËÎË ÏÂı‡ÌËÍÛ Ë ÌÂÎËÌÂÈÌÛ˛ ‰ËÌ‡ÏËÍÛ
ÌÓ‚˚ÏË Ë‰ÂflÏË Ë ÏÂÚÓ‰‡ÏË. èÓÎÓÊËÏ Mg = C Ë ÔÂÂÔË¯ÂÏ ÒËÒ-
ÚÂÏÛ (7.55)–(7.56) ‚ ‚Ë‰Â

I1ω
.

1 + (I3 – I2)ω2ω3 = –C(y0γ3 – z0γ2),

I2ω
.

2 + (I1 – I3)ω3ω1 = –C(z0γ1 – x0γ3), (7.58)

I3ω
.

3 + (I2 – I1)ω1ω2 = –C(x0γ2 – y0γ1);

γ. 1 = (ω3γ2 – ω2γ3),

γ. 2 = (ω1γ3 – ω3γ1), (7.59)

γ. 3 = (ω2γ1 – ω1γ2);

γ1
2 + γ2

2 + γ3
2 = 1. (7.60)

Ç ËÚÓ„Â Ï˚ ÔÓÎÛ˜ËÎË ÒËÒÚÂÏÛ ¯ÂÒÚË Û‡‚ÌÂÌËÈ ÔÂ‚Ó„Ó ÔÓ-
fl‰Í‡ (7.58), (7.59) ‰Îfl ¯ÂÒÚË ÔÂÂÏÂÌÌ˚ı ω1, ω2, ω3, γ1, γ2, γ3. éÌ‡
ËÏÂÂÚ ÚË ËÌÚÂ„‡Î‡ ‰‚ËÊÂÌËfl, Ó‰ËÌ ËÁ ÍÓÚÓ˚ı (7.60). á‡ÍÓÌ ÒÓ-
ı‡ÌÂÌËfl ÔÓÎÌÓÈ ˝ÌÂ„ËË E Ë Á‡ÍÓÌ ÒÓı‡ÌÂÌËfl ÔÓÂÍˆËË ÏÓÏÂÌ-
Ú‡ ËÏÔÛÎ¸Ò‡ M3′ ‚ ÌÂÔÓ‰‚ËÊÌÓÈ ÒËÒÚÂÏÂ ÍÓÓ‰ËÌ‡Ú Ì‡ ‚ÂÍÚÓ ÒË-
Î˚ ÚflÊÂÒÚË – ‰‚‡ ‰Û„Ëı ËÌÚÂ„‡Î‡ ‰‚ËÊÂÌËfl. ë Û˜ÂÚÓÏ (7.45),
(7.46), (7.48), (7.52) Ëı ÏÓÊÌÓ Á‡ÔËÒ‡Ú¸ ‚ ‚Ë‰Â

(7.61)

M3′ = (I1ω1γ1 + I2ω2γ2 + I3ω3γ3). (7.62)

èÓÒÍÓÎ¸ÍÛ ‚ ÚÂÏËÌ‡ı Û„ÎÓ‚ ùÈÎÂ‡ ÒËÒÚÂÏ‡ (7.58), (7.59) – „‡-
ÏËÎ¸ÚÓÌÓ‚‡, ÚÓ ‰Îfl ÂÂ ËÌÚÂ„ËÓ‚‡ÌËfl, ÒÓ„Î‡ÒÌÓ ÚÂÓÂÏÂ ãËÛ-

E I I I gM x y z= + +( ) + +( )1
2 1 1

2
2 2

2
3 3

2
0 1 0 2 0 3ω ω ω γ γ γ– ;
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ëÓÙ¸fl Ç‡ÒËÎ¸Â‚Ì‡ äÓ‚‡ÎÂ‚ÒÍ‡fl (3(15)
flÌ‚‡fl 1850 – 29(11) flÌ‚‡fl 1891) – ‚˚‰‡-
˛˘ËÈÒfl ÛÒÒÍËÈ Ï‡ÚÂÏ‡ÚËÍ, ÔËÒ‡ÚÂÎ¸ Ë
ÔÛ·ÎËˆËÒÚ. èÂ‚‡fl ‚ ÏËÂ ÊÂÌ˘ËÌ‡ –
ÔÓÙÂÒÒÓ Ï‡ÚÂÏ‡ÚËÍË Ë ÔÂ‚‡fl ÊÂÌ˘Ë-
Ì‡ – ˜ÎÂÌ-ÍÓÂÒÔÓÌ‰ÂÌÚ èÂÚÂ·Û„ÒÍÓÈ 

‡Í‡‰ÂÏËË Ì‡ÛÍ (1889)



˜ÚÓ ÁÌ‡Â¯¸; ‰ÂÎ‡È, ˜ÚÓ Ó·flÁ‡Ì; ·Û‰¸, ˜ÂÏÛ ·˚Ú¸». äÓÏËÒÒËÂÈ ˝Ú‡
‡·ÓÚ‡ ·˚Î‡ ÔËÁÌ‡Ì‡ «Á‡ÏÂ˜‡ÚÂÎ¸Ì˚Ï ÚÛ‰ÓÏ, ÍÓÚÓ˚È ÒÓ‰Â-
ÊËÚ ÓÚÍ˚ÚËÂ ÌÓ‚Ó„Ó ÒÎÛ˜‡fl», ‡‚ÚÓÛ ·˚Î‡ ÔËÒÛÊ‰ÂÌ‡ ÔÓÎÌ‡fl
ÔÂÏËfl, Û‚ÂÎË˜ÂÌÌ‡fl ‰Ó 5000 Ù‡ÌÍÓ‚.

ëÓÙËfl äÓ‚‡ÎÂ‚ÒÍ‡fl Ó‰ËÎ‡Ò¸ ‚ åÓÒÍ‚Â 15 flÌ‚‡fl 1850 „. éÌ‡
·˚Î‡ ‰Ó˜Â¸˛ „ÂÌÂ‡Î-ÎÂÈÚÂÌ‡ÌÚ‡ ‡ÚËÎÎÂËË Ç.Ç. äÓ‚ËÌ-
äÛÍÓ‚ÒÍÓ„Ó Ë Ö.î. òÛ·ÂÚ. ÖÂ ‰Â‰ Ë Ô‡‰Â‰ ÔÓ Ï‡ÚÂËÌÒÍÓÈ ÎË-
ÌËË ·˚ÎË ‚Ë‰Ì˚ÏË Û˜ÂÌ˚ÏË. ÑÂÚÒÚ‚Ó ÂÂ, ‰Ó 18 ÎÂÚ, ÔÓ¯ÎÓ ‚
ËÏÂÌËË è‡ÎË·ËÌÓ, ÌÂ‰‡ÎÂÍÓ ÓÚ ÇÂÎËÍËı ãÛÍ. éÌ‡ ÔÓÎÛ˜ËÎ‡ ‰Ó-
Ï‡¯ÌÂÂ Ó·‡ÁÓ‚‡ÌËÂ. «Ç ‰ÓÏ ‚ÁflÎË ‰‚Ûı ÌÓ‚˚ı ÎËˆ: „Û‚ÂÌÂ‡-
ÔÓÎflÍ‡ Ë „Û‚ÂÌ‡ÌÚÍÛ-‡Ì„ÎË˜‡ÌÍÛ. ÉÛ‚ÂÌÂ ÓÍ‡Á‡ÎÒfl ÚËıËÏ Ë
ÁÌ‡˛˘ËÏ ˜ÂÎÓ‚ÂÍÓÏ, ‰‡‚‡Î ÔÂ‚ÓÒıÓ‰Ì˚Â ÛÓÍË, ÌÓ ÒÓ·ÒÚ‚ÂÌÌÓ
Ì‡ ‚ÓÒÔËÚ‡ÌËÂ ÏÓÂ ËÏÂÎ Ï‡ÎÓ ‚ÎËflÌËfl. á‡ÚÓ „Û‚ÂÌ‡ÌÚÍ‡ ‚ÌÂÒÎ‡
‚ Ì‡¯Û ÒÂÏ¸˛ ÒÓ‚ÒÂÏ ÌÓ‚˚È ˝ÎÂÏÂÌÚ, ıÓÚfl ÓÌ‡ ‚ÓÒÔËÚ˚‚‡Î‡Ò¸ ‚
êÓÒÒËË Ë ıÓÓ¯Ó „Ó‚ÓËÎ‡ ÔÓ-ÛÒÒÍË, ÌÓ ÓÌ‡ ‚ÔÓÎÌÂ ÒÓı‡ÌËÎ‡
‚ÒÂ ÚËÔË˜ÂÒÍËÂ ÓÒÓ·ÂÌÌÓÒÚË ‡Ì„ÎÓÒ‡ÍÒÓÌÒÍÓÈ ‡Ò˚: ÔflÏÓÎËÌÂÈ-
ÌÓÒÚ¸, ‚˚‰ÂÊÍÛ, ÛÏÂÌ¸Â ‚ÒflÍÓÂ ‰ÂÎÓ ‰Ó‚ÂÒÚË ‰Ó ÍÓÌˆ‡. ùÚË Í‡-
˜ÂÒÚ‚‡ ‰‡‚‡ÎË ÂÈ „ÓÏ‡‰ÌÓÂ ÔÂËÏÛ˘ÂÒÚ‚Ó Ì‡‰ ÓÒÚ‡Î¸Ì˚ÏË ‰Ó-
Ï‡¯ÌËÏË, ÍÓÚÓ˚Â ‚ÒÂ ÓÚÎË˜‡ÎËÒ¸ ÒÓ‚ÒÂÏ ÔÓÚË‚ÓÔÓÎÓÊÌ˚ÏË
Ò‚ÓÈÒÚ‚‡ÏË, Ë ËÏË Ó·˙flÒÌflÂÚÒfl ÚÓ ‚ÎËflÌËÂ, ÍÓÚÓÓÂ ÓÌ‡ ÔËÓ·-
ÂÎ‡ ‚ Ì‡¯ÂÏ ‰ÓÏÂ. èÓÒÎÂ ÔÓÒÚÛÔÎÂÌËfl Í Ì‡Ï ‚ÒÂ ÂÂ ÒÚ‡‡ÌËfl
ÒÚ‡ÎË ÍÎÓÌËÚ¸Òfl Í ÚÓÏÛ, ˜ÚÓ·˚ ÛÒÚÓËÚ¸ ËÁ Ì‡¯ÂÈ ‰ÂÚÒÍÓÈ Ó‰
‡Ì„ÎËÈÒÍÓÈ nursery (ÌflÌfl (‡Ì„Î.)), ‚ ÍÓÚÓÓÈ ÓÌ‡ ÏÓ„Î‡ ·˚ ‚ÓÒÔË-
Ú‡Ú¸ ÔËÏÂÌ˚ı ‡Ì„ÎËÈÒÍËı ÏËÒÒ. Ä ·Ó„ ‚Â‰‡ÂÚ, Í‡Í ÚÛ‰ÌÓ ·˚-
ÎÓ Á‡‚ÂÒÚË ‡ÒÒ‡‰ÌËÍ ‡Ì„ÎËÈÒÍËı ÏËÒÒ ‚ ÛÒÒÍÓÏ ÔÓÏÂ˘Ë˜¸ÂÏ ‰Ó-
ÏÂ, „‰Â ‚ÂÍ‡ÏË Ë ÔÓÍÓÎÂÌËflÏË ÔË‚ËÎËÒ¸ ÔË‚˚˜ÍË ·‡ÒÚ‚‡, ÌÂ-
fl¯ÎË‚ÓÒÚË Ë “ÒÔÛÒÚfl ÛÍ‡‚‡”. é‰Ì‡ÍÓ ·Î‡„Ó‰‡fl ÂÂ Á‡ÏÂ˜‡ÚÂÎ¸-
ÌÓÈ Ì‡ÒÚÓÈ˜Ë‚ÓÒÚË ÓÌ‡ ‚ÒÂ ÊÂ ‰Ó ËÁ‚ÂÒÚÌÓÈ ÒÚÂÔÂÌË ‰Ó·ËÎ‡Ò¸
Ò‚ÓÂ„Ó» [29. ë. 36].

èÂÚ Ç‡ÒËÎ¸Â‚Ë˜ äÓ‚ËÌ-äÛÍÓ‚ÒÍËÈ – ‰fl‰fl ëÓÙ¸Ë – Á‡Ó-
‰ËÎ Û‚ÎÂ˜ÂÌËÂ Ï‡ÚÂÏ‡ÚËÍÓÈ Û ÔÎÂÏflÌÌËˆ˚. «ü Ò˜ËÚ‡Î‡Ò¸ Â„Ó Î˛-
·ËÏËˆÂÈ, Ë Ï˚, ·˚‚‡ÎÓ, ˜‡Ò‡ÏË ÔÓÒËÊË‚‡ÎË ‚ÏÂÒÚÂ, ÚÓÎÍÛfl Ó
‚ÒflÍÓÈ ‚Òfl˜ËÌÂ. äÓ„‰‡ ÓÌ, ·˚‚‡ÎÓ, ·˚Î Á‡ÌflÚ Í‡ÍÓÈ-ÌË·Û‰¸ Ë‰Â-
ÂÈ, ÓÌ ÚÓÎ¸ÍÓ Ó ÌÂÈ Ó‰ÌÓÈ ÏÓ„ Ë ‰ÛÏ‡Ú¸, Ë „Ó‚ÓËÚ¸… ïÓÚfl ÓÌ Ï‡-
ÚÂÏ‡ÚËÍÂ ÌËÍÓ„‰‡ ÌÂ Ó·Û˜‡ÎÒfl, ÌÓ ÔËÚ‡Î Í ˝ÚÓÈ Ì‡ÛÍÂ „ÎÛ·Ó˜‡È-
¯ÂÂ Û‚‡ÊÂÌËÂ. àÁ ‡ÁÌ˚ı ÍÌË„ Ì‡·‡ÎÒfl ÓÌ ÍÓÂ-Í‡ÍËı Ï‡ÚÂÏ‡ÚË-
˜ÂÒÍËı Ò‚Â‰ÂÌËÈ Ë Î˛·ËÎ ÔÓÙËÎÓÒÓÙÒÚ‚Ó‚‡Ú¸ ÔÓ Ëı ÔÓ‚Ó‰Û, ÔË-
˜ÂÏ ÂÏÛ ˜‡ÒÚÓ ÒÎÛ˜‡ÎÓÒ¸ ‡ÁÏ˚¯ÎflÚ¸ ‚ÒÎÛı ‚ ÏÓÂÏ ÔËÒÛÚÒÚ‚ËË.
éÚ ÌÂ„Ó ÛÒÎ˚¯‡Î‡ fl, Ì‡ÔËÏÂ, ‚ ÔÂ‚˚È ‡Á Ó Í‚‡‰‡ÚÛÂ ÍÛ-
„‡, Ó· ‡ÒËÏÔÚÓÚ‡ı, Í ÍÓÚÓ˚Ï ÍË‚‡fl ÔÓÒÚÓflÌÌÓ ÔË·ÎËÊ‡ÂÚÒfl,
ÌËÍÓ„‰‡ Ëı ÌÂ ‰ÓÒÚË„‡fl, Ó ÏÌÓ„Ëı ‰Û„Ëı ‚Â˘‡ı ÔÓ‰Ó·ÌÓ„Ó ÊÂ Ó-
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‰‡, – ÒÏ˚ÒÎ‡ ÍÓÚÓ˚ı fl, ‡ÁÛÏÂÂÚÒfl, ÔÓÌflÚ¸ Â˘Â ÌÂ ÏÓ„Î‡, ÌÓ ÍÓ-
ÚÓ˚Â ‰ÂÈÒÚ‚Ó‚‡ÎË Ì‡ ÏÓ˛ Ù‡ÌÚ‡ÁË˛, ‚ÌÛ¯‡fl ÏÌÂ ·Î‡„Ó„Ó‚ÂÌËÂ
Í Ï‡ÚÂÏ‡ÚËÍÂ Í‡Í Í Ì‡ÛÍÂ ‚˚Ò¯ÂÈ Ë Ú‡ËÌÒÚ‚ÂÌÌÓÈ, ÓÚÍ˚‚‡˛-
˘ÂÈ ÔÂÂ‰ ÔÓÒ‚fl˘ÂÌÌ˚ÏË ‚ ÌÂÂ ÌÓ‚˚È ˜Û‰ÂÒÌ˚È ÏË, ÌÂ‰ÓÒÚÛÔ-
Ì˚È ÔÓÒÚ˚Ï ÒÏÂÚÌ˚Ï» [29. ë. 36].

èÓ Ò˜‡ÒÚÎË‚ÓÈ ÒÎÛ˜‡ÈÌÓÒÚË Ó‰ÌÛ ËÁ ÍÓÏÌ‡Ú ‚ ËÏÂÌËË ÓÚˆ‡
ÓÍÎÂËÎË ÎËÒÚ‡ÏË ÎËÚÓ„‡ÙËÓ‚‡ÌÌ˚ı ÎÂÍˆËÈ éÒÚÓ„‡‰ÒÍÓ„Ó
Ó ‰ËÙÙÂÂÌˆË‡Î¸ÌÓÏ Ë ËÌÚÂ„‡Î¸ÌÓÏ ËÒ˜ËÒÎÂÌËË. «ãËÒÚ˚ ˝ÚË,
ËÒÔÂ˘ÂÌÌ˚Â ÒÚ‡ÌÌ˚ÏË, ÌÂÔÓÌflÚÌ˚ÏË ÙÓÏÛÎ‡ÏË, ÒÍÓÓ Ó·-
‡ÚËÎË Ì‡ ÒÂ·fl ÏÓÂ ‚ÌËÏ‡ÌËÂ. ü ÔÓÏÌ˛, Í‡Í fl ‚ ‰ÂÚÒÚ‚Â ÔÓ‚Ó-
‰ËÎ‡ ˆÂÎ˚Â ˜‡Ò˚ ÔÂÂ‰ ˝ÚÓÈ Ú‡ËÌÒÚ‚ÂÌÌÓÈ ÒÚÂÌÓÈ, Ô˚Ú‡flÒ¸ ‡-
ÁÓ·‡Ú¸ ıÓÚ¸ ÓÚ‰ÂÎ¸Ì˚Â Ù‡Á˚ Ë Ì‡ÈÚË ÚÓÚ ÔÓfl‰ÓÍ, ‚ ÍÓÚÓÓÏ
ÎËÒÚ˚ ‰ÓÎÊÌ˚ ·˚ ÒÎÂ‰Ó‚‡Ú¸ ‰Û„ Á‡ ‰Û„ÓÏ. éÚ ‰ÓÎ„Ó„Ó ÂÊÂ-
‰ÌÂ‚ÌÓ„Ó ÒÓÁÂˆ‡ÌËfl ‚ÌÂ¯ÌËÈ ‚Ë‰ ÏÌÓ„Ëı ÙÓÏÛÎ Ú‡Í Ë ‚Â-
Á‡ÎÒfl ‚ ÏÓÂÈ Ô‡ÏflÚË, ‰‡ Ë Ò‡Ï˚È ÚÂÍÒÚ ÓÒÚ‡‚ËÎ ÔÓ ÒÂ·Â „ÎÛ·Ó-
ÍËÈ ÒÎÂ‰ ‚ ÏÓÁ„Û, ıÓÚfl ‚ Ò‡Ï˚È ÏÓÏÂÌÚ ÔÓ˜ÚÂÌËfl ÓÌ Ë ÓÒÚ‡ÎÒfl
‰Îfl ÏÂÌfl ÌÂÔÓÌflÚÌ˚Ï… äÓ„‰‡, ÏÌÓ„Ó ÎÂÚ ÒÔÛÒÚfl, ÛÊÂ 15-ÎÂÚ-
ÌÂÈ ‰Â‚Ó˜ÍÓÈ, fl ·‡Î‡ ÔÂ‚˚È ÛÓÍ ‰ËÙÙÂÂÌˆË‡Î¸ÌÓ„Ó ËÒ˜ËÒ-
ÎÂÌËfl Û ËÁ‚ÂÒÚÌÓ„Ó ÔÂÔÓ‰‡‚‡ÚÂÎfl Ï‡ÚÂÏ‡ÚËÍË ‚ èÂÚÂ·Û„Â,
ÄÎÂÍÒ‡Ì‰‡ çËÍÓÎ‡Â‚Ë˜‡ ëÚ‡ÌÌÓÎ˛·ÒÍÓ„Ó, ÓÌ Û‰Ë‚ËÎÒfl, Í‡Í
ÒÍÓÓ fl Óı‚‡ÚËÎ‡ Ë ÛÒ‚ÓËÎ‡ ÒÂ·Â ÔÓÌflÚËfl Ó ÔÂ‰ÂÎÂ Ë Ó ÔÓËÁ-
‚Ó‰ÌÓÈ, “ÚÓ˜ÌÓ fl Ì‡ÔÂÂ‰ Ëı ÁÌ‡Î‡”. ü ÔÓÏÌ˛, ÓÌ ËÏÂÌÌÓ Ú‡Í Ë
‚˚‡ÁËÎÒfl. à ‰ÂÎÓ, ‰ÂÈÒÚ‚ËÚÂÎ¸ÌÓ, ·˚ÎÓ ‚ ÚÓÏ, ˜ÚÓ ‚ ÚÛ ÏËÌÛ-
ÚÛ, ÍÓ„‰‡ ÓÌ Ó·˙flÒÌflÎ ÏÌÂ ˝ÚË ÔÓÌflÚËfl, ÏÌÂ ‚‰Û„ ÊË‚Ó ÔË-
ÔÓÏÌËÎÓÒ¸, ˜ÚÓ ‚ÒÂ ˝ÚÓ ÒÚÓflÎÓ Ì‡ Ô‡ÏflÚÌ˚ı ÏÌÂ ÎËÒÚ‡ı éÒÚÓ-
„‡‰ÒÍÓ„Ó, Ë Ò‡ÏÓÂ ÔÓÌflÚËÂ Ó ÔÂ‰ÂÎÂ ÔÓÍ‡Á‡ÎÓÒ¸ ÏÌÂ ‰‡‚ÌÓ
ÁÌ‡ÍÓÏ˚Ï» [29. ë. 62].

àÌÚÂÂÒ Í ÎËÚÂ‡ÚÛÂ ‚ÓÁÌËÍ Û ë. äÓ‚‡ÎÂ‚ÒÍÓÈ ÔÓ‰ ‚ÎËflÌËÂÏ
ÒÚ‡¯ÂÈ ÒÂÒÚ˚ ÄÌÌ˚, ÎËÚÂ‡ÚÛÌ˚Â ‰‡Ó‚‡ÌËfl ÍÓÚÓÓÈ ·˚ÎË
‚˚ÒÓÍÓ ÓˆÂÌÂÌ˚ î.å. ÑÓÒÚÓÂ‚ÒÍËÏ. Ç 1886 „. ‚ èÂÚÂ·Û„Â äÓ-
‚‡ÎÂ‚ÒÍ‡fl Á‡ÌËÏ‡Î‡Ò¸ ÙËÁËÍÓÈ Ë ·‡Î‡ ÛÓÍË ‚˚Ò¯ÂÈ Ï‡ÚÂÏ‡ÚË-
ÍË Û Á‡ÏÂ˜‡ÚÂÎ¸ÌÓ„Ó ÔÂ‰‡„Ó„‡ Ä.ç. ëÚ‡ÌÌÓÎ˛·ÒÍÓ„Ó. ëÂÒÚ˚
‚˚ÓÒÎË ‚ ‡ÚÏÓÒÙÂÂ ÔÓÒ‚ÂÚËÚÂÎ¸ÒÍËı Ë‰ÂÈ «ÌË„ËÎËÁÏ‡»
É. óÂÌ˚¯Â‚ÒÍÓ„Ó, ç.Ä. ÑÓ·ÓÎ˛·Ó‚‡, Ñ.à. èËÒ‡Â‚‡, ÔÓÔÓ-
‚Â‰Ó‚‡‚¯Ëı ÔÓÒ‚Â˘ÂÌËÂ Ë ‡‚ÌÓÔ‡‚ËÂ ÊÂÌ˘ËÌ. ëÂÒÚ˚ äÓ-
‚ËÌ-äÛÍÓ‚ÒÍËÂ ÏÂ˜Ú‡ÎË ÔÓÎÛ˜ËÚ¸ ‚˚Ò¯ÂÂ Ó·‡ÁÓ‚‡ÌËÂ, ÍÓÚÓ-
ÓÂ ‰Îfl ÓÒÒËÈÒÍËı ÊÂÌ˘ËÌ ‚ÓÁÏÓÊÌÓ ·˚ÎÓ ÚÓÎ¸ÍÓ Á‡ „‡ÌËˆÂÈ.
ÑÎfl ˝ÚÓ„Ó Ô‡ÍÚËÍÓ‚‡ÎÓÒ¸ Á‡ÍÎ˛˜ÂÌËÂ ÙËÍÚË‚Ì˚ı ·‡ÍÓ‚. ä‡Ì-
‰Ë‰‡ÚÓÏ Ì‡ ·‡Í Ò ëÓÌÂÈ ÒÚ‡Î ÇÎ‡‰ËÏË éÌÛÙËÂ‚Ë˜ äÓ‚‡ÎÂ‚-
ÒÍËÈ. èÓÁÌ‡ÍÓÏË‚¯ËÒ¸ Ò ÌÂ‚ÂÒÚÓÈ, Ç. äÓ‚‡ÎÂ‚ÒÍËÈ ÔËÒ‡Î Ò‚ÓÂÏÛ
·‡ÚÛ: «çÂÒÏÓÚfl Ì‡ Ò‚ÓË 18 ÎÂÚ, ‚ÓÓ·˚¯ÂÍ [Ú‡Í Ì‡Á˚‚‡ÎË ëÓ-



ÌÂ Á‡·Û‰Û, ˜ÚÓ ËÏÂÌÌÓ fl Ó·flÁ‡Ì ÏÓÂÈ Û˜ÂÌËˆÂ ÚÂÏ, ˜ÚÓ Ó·Î‡‰‡˛
ÌÂ ÚÓÎ¸ÍÓ ÏÓËÏ ÎÛ˜¯ËÏ, ÌÓ Ë Â‰ËÌÒÚ‚ÂÌÌ˚Ï Ì‡ÒÚÓfl˘ËÏ ‰Û-
„ÓÏ… í˚ ÏÓÊÂ¯¸ ·˚Ú¸ Ú‚Â‰Ó Û‚ÂÂÌ‡: fl ‚ÒÂ„‰‡ ·Û‰Û ÔÂ‰‡ÌÌÓ
ÔÓ‰‰ÂÊË‚‡Ú¸ ÚÂ·fl ‚ Ú‚ÓËı Ì‡Û˜Ì˚ı ÒÚÂÏÎÂÌËflı» [110. ë. 42].
Ç 1874 „. ëÓ‚ÂÚ ÉÂÚÚËÌ„ÂÌÒÍÓ„Ó ÛÌË‚ÂÒËÚÂÚ‡ ·ÂÁ Á‡˘ËÚ˚ Û‰ÓÒ-
ÚÓËÎ ÂÂ ÒÚÂÔÂÌË ‰ÓÍÚÓ‡ ÙËÎÓÒÓÙËË ÔÓ Ï‡ÚÂÏ‡ÚËÍÂ Ë Ï‡„ËÒÚ‡
ËÁfl˘Ì˚ı ËÒÍÛÒÒÚ‚ Á‡ ÚË ÔËÒÎ‡ÌÌ˚Â Â˛ ‡·ÓÚ˚ «ä ÚÂÓËË
Û‡‚ÌÂÌËÈ ‚ ˜‡ÒÚÌ˚ı ÔÓËÁ‚Ó‰Ì˚ı», «é ÔË‚Â‰ÂÌËË Ó‰ÌÓ„Ó ÍÎ‡Ò-
Ò‡ ‡·ÂÎÂ‚˚ı ËÌÚÂ„‡ÎÓ‚ ÚÂÚ¸Â„Ó Ó‰‡ Í ˝ÎÎËÔÚË˜ÂÒÍËÏ ËÌÚÂ„‡-
Î‡Ï», «ÑÓÔÓÎÌÂÌËfl Ë Á‡ÏÂ˜‡ÌËfl Í ËÒÒÎÂ‰Ó‚‡ÌË˛ ã‡ÔÎ‡Ò‡ Ó ÙÓ-
ÏÂ ÍÓÎ¸ˆ‡ ë‡ÚÛÌ‡». Ç ÔÂ‚ÓÈ ‰ÓÍ‡Á‡Ì‡ ÚÂÓÂÏ‡ Ó ÒÛ˘ÂÒÚ‚Ó‚‡-
ÌËË ‡Ì‡ÎËÚË˜ÂÒÍËı Â¯ÂÌËÈ ‰ËÙÙÂÂÌˆË‡Î¸Ì˚ı Û‡‚ÌÂÌËÈ Ò ˜‡-
ÒÚÌ˚ÏË ÔÓËÁ‚Ó‰Ì˚ÏË. ùÚ‡ ‡·ÓÚ‡ – Ó‰Ì‡ ËÁ Ì‡Ë·ÓÎÂÂ Á‡ÏÂ˜‡-
ÚÂÎ¸Ì˚ı. èÓÁÊÂ ÛÒÚ‡ÌÓ‚ËÎË, ˜ÚÓ ‡Ì‡ÎÓ„Ë˜ÌÛ˛ ÚÂÓÂÏÛ ‰ÓÍ‡Á‡Î
é. äÓ¯Ë. ÖÂ ÒÚ‡ÎË Ì‡Á˚‚‡Ú¸ «ÚÂÓÂÏÓÈ äÓ¯Ë–äÓ‚‡ÎÂ‚ÒÍÓÈ», Ë
ÓÌ‡ ‚Ó¯Î‡ ‚Ó ‚ÒÂ ÓÒÌÓ‚Ì˚Â ÍÛÒ˚ ÚÂÓËË ‰ËÙÙÂÂÌˆË‡Î¸Ì˚ı
Û‡‚ÌÂÌËÈ.

ëÂÒÚ‡ ëÓÙ¸Ë ÄÌÌ‡ ‚˚¯Î‡ Á‡ÏÛÊ Á‡ ÇËÍÚo Ü‡ÍÎ‡‡, ‰Âfl-
ÚÂÎ¸ÌÓ„Ó ˜ÎÂÌ‡ I àÌÚÂÌ‡ˆËÓÌ‡Î‡, ÎÂ„ËÓÌÂ‡ ç‡ˆËÓÌ‡Î¸ÌÓÈ
„‚‡‰ËË, Ë ·˚Î‡ Û˜‡ÒÚÌËˆÂÈ è‡ËÊÒÍÓÈ ÍÓÏÏÛÌ˚. éÌ‡ Û˜‡ÒÚ‚Ó-
‚‡Î‡ ‚ ‡·ÓÚÂ ÍÓÏËÒÒËÈ ÔÓ Ó·‡ÁÓ‚‡ÌË˛ Ë ÊÂÌÒÍÓÏÛ ‚ÓÔÓÒÛ,
Á‡ÌËÏ‡Î‡Ò¸ Ó„‡ÌËÁ‡ˆËÂÈ „ÓÒÔËÚ‡ÎÂÈ. Ç. Ü‡ÍÎ‡ ÛÍÓ‚Ó‰ËÎ ‚Ó-
ÓÛÊÂÌÌ˚ÏË ÒËÎ‡ÏË ÍÓÏÏÛÌ‡Ó‚ ‚ ‡ÈÓÌÂ åÓÌÏ‡Ú‡. ëÓÙ¸fl Ë
ÇÎ‡‰ËÏË äÓ‚‡ÎÂ‚ÒÍËÂ ·˚ÎË ÔÓÎÌÓÒÚ¸˛ Ì‡ ÒÚÓÓÌÂ Ô‡ËÊÒÍËı
ÍÓÏÏÛÌ‡Ó‚. éÌË ÔËÂÁÊ‡ÎË ‚ ÓÒ‡Ê‰ÂÌÌ˚È è‡ËÊ ‚ ‡ÔÂÎÂ
1871 „., „‰Â ë. äÓ‚‡ÎÂ‚ÒÍ‡fl ÓÍ‡Á˚‚‡Î‡ ÔÓÏÓ˘¸ ÔÓ ÛıÓ‰Û Á‡ ‡ÌÂ-
Ì˚ÏË. éÒÂÌ¸˛ 1874 „. äÓ‚‡ÎÂ‚ÒÍËÂ ‚ÂÌÛÎËÒ¸ ‚ êÓÒÒË˛. Ç ÔÓ‚Â-
ÒÚË «çË„ËÎËÒÚÍ‡» ë. äÓ‚‡ÎÂ‚ÒÍ‡fl ÓÚ ÎËˆ‡ „Î‡‚ÌÓÈ „ÂÓËÌË ÔË-
Ò‡Î‡: «åÂÒflˆ‡ ÚË ÔÂÂ‰ ÚÂÏ fl ÓÍÓÌ˜ËÎ‡ ÍÛÒ ‚ Ó‰ÌÓÏ ËÁ Á‡„‡-
ÌË˜Ì˚ı ÛÌË‚ÂÒËÚÂÚÓ‚ Ë Ò ‰ÓÍÚÓÒÍËÏ ‰ËÔÎÓÏÓÏ ‚ Í‡Ï‡ÌÂ ‚Â-
ÌÛÎ‡Ò¸ ‚ êÓÒÒË˛. èÓÒÎÂ ÔflÚËÎÂÚÌÂÈ ÛÂ‰ËÌÂÌÌÓÈ, ÔÓ˜ÚË Á‡Ú‚Ó-
ÌË˜ÂÒÍÓÈ ÊËÁÌË ‚ Ï‡ÎÂÌ¸ÍÓÏ ÛÌË‚ÂÒËÚÂÚÒÍÓÏ „ÓÓ‰ÍÂ ÔÂÚÂ-
·Û„ÒÍ‡fl ÊËÁÌ¸ Ò‡ÁÛ Óı‚‡ÚËÎ‡ Ë Í‡Í ·Û‰ÚÓ ÓÔ¸flÌËÎ‡ ÏÂÌfl. á‡-
·˚‚ Ì‡ ‚ÂÏfl ÚÂ ÒÓÓ·‡ÊÂÌËfl Ó· ‡Ì‡ÎËÚË˜ÂÒÍËı ÙÛÌÍˆËflı, Ó
ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Â, Ó ˜ÂÚ˚Âı ËÁÏÂÂÌËflı, ÍÓÚÓ˚Â Â˘Â Ú‡Í ÌÂ‰‡‚ÌÓ
Ì‡ÔÓÎÌflÎË ‚ÂÒ¸ ÏÓÈ ‚ÌÛÚÂÌÌËÈ ÏË, fl ÚÂÔÂ¸ ‚ÒÂÈ ‰Û¯ÓÈ ÛıÓ‰Ë-
Î‡ ‚ ÌÓ‚˚Â ËÌÚÂÂÒ˚, ÁÌ‡ÍÓÏËÎ‡Ò¸ Ì‡Ô‡‚Ó Ë Ì‡ÎÂ‚Ó, ÒÚ‡‡Î‡Ò¸
ÔÓÌËÍÌÛÚ¸ ‚ Ò‡Ï˚Â ‡ÁÌÓÓ·‡ÁÌ˚Â ÍÛÊÍË Ë Ò Ê‡‰Ì˚Ï Î˛·Ó-
Ô˚ÚÒÚ‚ÓÏ ÔËÒÏ‡ÚË‚‡Î‡Ò¸ ÍÓ ‚ÒÂÏ ÔÓfl‚ÎÂÌËflÏ ˝ÚÓÈ ÒÎÓÊÌÓÈ,
ÒÚÓÎ¸ ÔÛÒÚÓÈ ÔÓ ÒÛ˘ÂÒÚ‚Û Ë ÒÚÓÎ¸ Á‡‚ÎÂÍ‡ÚÂÎ¸ÌÓÈ Ì‡ ÔÂ‚˚È
‚Á„Îfl‰ ÒÛÚÓÎÓÍË, ÍÓÚÓ‡fl Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl ÔÂÚÂ·Û„ÒÍÓÈ ÊËÁÌ¸˛.

Ì˛ ‚ ÒÂÏ¸Â Á‡ Ï‡Î˚È ÓÒÚ] Ó·‡ÁÓ‚‡Ì‡ ‚ÂÎËÍÓÎÂÔÌÓ, ÁÌ‡ÂÚ ‚ÒÂ
flÁ˚ÍË Í‡Í Ò‚ÓÈ ÒÓ·ÒÚ‚ÂÌÌ˚È Ë Á‡ÌËÏ‡ÂÚÒfl ‰Ó ÒËı ÔÓ „Î‡‚Ì˚Ï
Ó·‡ÁÓÏ Ï‡ÚÂÏ‡ÚËÍÓÈ, ÔË˜ÂÏ ÔÓıÓ‰ËÚ ÛÊÂ ÒÙÂË˜ÂÒÍÛ˛ ÚË-
„ÓÌÓÏÂÚË˛ Ë ËÌÚÂ„‡Î˚ – ‡·ÓÚ‡ÂÚ, Í‡Í ÏÛ‡‚ÂÈ, Ò ÛÚ‡ ‰Ó ÌÓ-
˜Ë Ë ÔË ‚ÒÂÏ ˝ÚÓÏ ÊË‚‡, ÏËÎ‡ Ë Ó˜ÂÌ¸ ıÓÓ¯‡ ÒÓ·ÓÈ. ÇÓÓ·˘Â
˝ÚÓ Ú‡ÍÓÂ Ò˜‡ÒÚ¸Â Ò‚‡ÎËÎÓÒ¸ Ì‡ ÏÂÌfl, ˜ÚÓ ÚÛ‰ÌÓ ÒÂ·Â Ë ÔÂ‰ÒÚ‡-
‚ËÚ¸… ü ÒÓ ‚ÒÂ˛ Ò‚ÓÂ˛ ÓÔ˚ÚÌÓÒÚ¸˛ ‚ ÊËÁÌË, Ò Ì‡˜ËÚ‡ÌÌÓÒÚ¸˛
Ë Ì‡ÔÓËÒÚÓÒÚ¸˛ ÌÂ ÏÓ„Û Ë ‚ÔÓÎÓ‚ËÌÛ Ú‡Í ·˚ÒÚÓ Òı‚‡Ú˚‚‡Ú¸ Ë
‡Á·Ë‡Ú¸ ‡ÁÌ˚Â ÔÓÎËÚË˜ÂÒÍËÂ Ë ˝ÍÓÌÓÏË˜ÂÒÍËÂ ‚ÓÔÓÒ˚, Í‡Í
ÓÌ‡; Ë ·Û‰¸ Û‚ÂÂÌ, ˜ÚÓ ˝ÚÓ ÌÂ Û‚ÎÂ˜ÂÌËÂ, ‡ ıÓÎÓ‰Ì˚È ‡Á·Ó. ü
‰ÛÏ‡˛, ˜ÚÓ ˝Ú‡ ‚ÒÚÂ˜‡ Ò‰ÂÎ‡ÂÚ ËÁ ÏÂÌfl ÔÓfl‰Ó˜ÌÓ„Ó ˜ÂÎÓ‚ÂÍ‡,
˜ÚÓ fl ·Ó¯Û ËÁ‰‡ÚÂÎ¸ÒÚ‚Ó Ë ÒÚ‡ÌÛ Á‡ÌËÏ‡Ú¸Òfl, ıÓÚfl ÌÂ ÏÓ„Û ÒÍ˚-
‚‡Ú¸ ÓÚ ÒÂ·fl, ˜ÚÓ ˝Ú‡ Ì‡ÚÛ‡ ‚ Ú˚Òfl˜Û ‡Á ÎÛ˜¯Â, ÛÏÌÂÂ Ë Ú‡Î‡ÌÚ-
ÎË‚ÂÂ ÏÂÌfl. é ÔËÎÂÊ‡ÌËË fl ÛÊÂ ÌÂ „Ó‚Ó˛, Í‡Í „Ó‚ÓflÚ, ÒË‰ËÚ
‚ ‰ÂÂ‚ÌÂ ÔÓ 12 ˜‡ÒÓ‚, ÌÂ ‡Á„Ë·‡fl ÒÔËÌ˚, Ë, Ì‡ÒÍÓÎ¸ÍÓ fl ‚Ë‰ÂÎ
Á‰ÂÒ¸, ÒÔÓÒÓ·Ì‡ ‡·ÓÚ‡Ú¸ Ú‡Í, Í‡Í fl Ë ÔÓÌflÚËfl ÌÂ ËÏÂ˛. ÇÓÓ·˘Â,
˝ÚÓ Ï‡ÎÂÌ¸ÍËÈ ÙÂÌÓÏÂÌ, Ë Á‡ ˜ÚÓ ÓÌ ÏÌÂ ÔÓÔ‡ÎÒfl, fl ÌÂ ÏÓ„Û ÒÓÓ·-
‡ÁËÚ¸» [87. ë. 59]. Ç 18 ÎÂÚ ëÓÙ¸fl ‚ÒÚÛÔ‡ÂÚ ‚ ÙËÍÚË‚Ì˚È ·‡Í,
ÍÓÚÓ˚È Ò ÚÂ˜ÂÌËÂÏ ‚ÂÏÂÌË ÔÂÂÒÚ‡Î ·˚Ú¸ ÙÓÏ‡Î¸Ì˚Ï. èÓ-
ÒÎÂ Ò‚‡‰¸·˚ äÓ‚‡ÎÂ‚ÒÍËÂ ÒÚ‡ÎË ÔÓÒÂ˘‡Ú¸ ‚ èÂÚÂ·Û„Â ÎÂÍˆËË
ÔÓ ÂÒÚÂÒÚ‚ÓÁÌ‡ÌË˛ à.å. ëÂ˜ÂÌÓ‚‡, ÔÓÁÌ‡ÍÓÏËÎËÒ¸ Ò Ï‡ÚÂÏ‡ÚË-
ÍÓÏ è.ã. óÂ·˚¯Â‚˚Ï. Ç.é. äÓ‚‡ÎÂ‚ÒÍËÈ Û‚ÎÂÍÒfl Ô‡ÎÂÓÌÚÓÎÓ-
„ËÂÈ Ë ÒÚ‡Î ËÁ‚ÂÒÚÌ˚Ï Û˜ÂÌ˚Ï ‚ ˝ÚÓÈ Ó·Î‡ÒÚË.

ÇÂÒÌÓÈ 1869 „. äÓ‚‡ÎÂ‚ÒÍËÂ Ë ÒÂÒÚ‡ ÄÌÌ‡ ÛÂı‡ÎË Á‡ „‡ÌËˆÛ,
„‰Â ÔÓ·˚ÎË ÔflÚ¸ ÎÂÚ. èÓÒÎÂ ‚ÒÂ‚ÓÁÏÓÊÌ˚ı ÔÂ„‡‰ ÍÓÏËÒÒËfl
ÉÂÈ‰ÂÎ¸·Â„ÒÍÓ„Ó ÛÌË‚ÂÒËÚÂÚ‡ ‰ÓÔÛÒÚËÎ‡ ëÓÙ¸˛ Í Á‡ÌflÚËflÏ ‚
ÛÌË‚ÂÒËÚÂÚÂ. éÌ‡ ÒÎÛ¯‡Î‡ ÎÂÍˆËË ÔÓ ÙËÁËÍÂ Ë Ï‡ÚÂÏ‡ÚËÍÂ ÙÓÌ
ÉÂÎ¸Ï„ÓÎ¸ˆ‡, äËı„Ó‚‡, äÂÌË„Ò·Â„Â‡ Ë Ñ˛ ÅÓ‡-êÂÈÏÓÌ‰, ÍÓ-
ÚÓ˚ı ÔÓ‡Ê‡Î‡ ·˚ÒÚ˚Ï ÛÒ‚ÓÂÌËÂÏ Ï‡ÚÂË‡Î‡. ç‡Ë·ÓÎÂÂ ËÌ-
ÚÂÂÒÌ˚ ÂÈ ·˚ÎË ÎÂÍˆËË ‚˚‰‡˛˘Â„ÓÒfl Ï‡ÚÂÏ‡ÚËÍ‡ ä‡Î‡ ÇÂÈ-
Â¯Ú‡ÒÒ‡, ÍÓÚÓ˚È ‚ ÚÓ ‚ÂÏfl Á‡ÌËÏ‡ÎÒfl ËÒÒÎÂ‰Ó‚‡ÌËÂÏ
Ò‚ÓÈÒÚ‚ ˝ÎÎËÔÚË˜ÂÒÍËı Ë ·ÓÎÂÂ Ó·˘Ëı ÙÛÌÍˆËÈ Ò ÔÓÏÓ˘¸˛ ÒÚÂ-
ÔÂÌÌ˚ı fl‰Ó‚ ÔË ‰ÂÈÒÚ‚ËÚÂÎ¸Ì˚ı Ë ÍÓÏÔÎÂÍÒÌ˚ı ÁÌ‡˜ÂÌËflı ‡-
„ÛÏÂÌÚ‡. ä ÌÂÏÛ Ë Ó·‡ÚËÎ‡Ò¸ ëÓÙ¸fl Ò ÔÓÒ¸·ÓÈ ‰‡‚‡Ú¸ ˜‡ÒÚÌ˚Â
ÛÓÍË Ï‡ÚÂÏ‡ÚËÍË. ÑÎfl ÔÓ‚ÂÍË ÂÂ ÒÔÓÒÓ·ÌÓÒÚÂÈ ÇÂÈÂ¯Ú‡ÒÒ
‰‡Î ÂÈ ÌÂÒÍÓÎ¸ÍÓ ÚÛ‰Ì˚ı Á‡‰‡˜. èÓÒÎÂ ÚÓ„Ó Í‡Í Á‡‰‡˜Ë ÛÒÔÂ¯ÌÓ
·˚ÎË Â¯ÂÌ˚, ÓÌ ‰‡Î ÒÓ„Î‡ÒËÂ Á‡ÌËÏ‡Ú¸Òfl Ò ÌÂÈ ‰ÓÏ‡, Ú‡Í Í‡Í Á‡-
ÌflÚËfl ‚ ÅÂÎËÌÒÍÓÏ ÛÌË‚ÂÒËÚÂÚÂ ÊÂÌ˘ËÌ‡Ï ·˚ÎË Á‡ÔÂ˘ÂÌ˚.
á‡ÌflÚËfl ÔÓ‰ÓÎÊ‡ÎËÒ¸ Ò 1871 ÔÓ 1874 „. ëÓı‡ÌËÎÓÒ¸ 88 ÔËÒÂÏ
ÇÂÈÂ¯Ú‡ÒÒ‡ Í ëÓÙ¸Â äÓ‚‡ÎÂ‚ÒÍÓÈ. Ç Ó‰ÌÓÏ ËÁ ÌËı ÓÌ ÔËÒ‡Î:
«ÉÓ‚Ófl ÒÂ¸ÂÁÌÓ, ÏËÎ‡fl, ‰ÓÓ„‡fl ëÓÌfl, ·Û‰¸ Û‚ÂÂÌ‡, fl ÌËÍÓ„‰‡
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Ë ‡ÁÌ˚ı ÍÓÏÏÂ˜ÂÒÍËı ÔÂ‰ÔËflÚËÈ. ùÚÓ ÚÂ˜ÂÌËÂ Á‡ı‚‡ÚËÎÓ Ë
ÏÓÂ„Ó ÏÛÊ‡ Ë ÓÚ˜‡ÒÚË, ‰ÓÎÊÌ‡ ÔÓÍ‡flÚ¸Òfl ‚ Ò‚ÓËı „Âı‡ı, Ë ÏÂÌfl
Ò‡ÏÓÂ» [109. ë. 167].

ÇÂÒÌÓÈ 1881 „. ëÓÙ¸fl Ç‡ÒËÎ¸Â‚Ì‡ ÛÂı‡Î‡ ‚ ÅÂÎËÌ, „‰Â ‚ÓÁÓ·-
ÌÓ‚ËÎ‡ ÍÓÌÚ‡ÍÚ˚ Ò Â‚ÓÔÂÈÒÍËÏË Û˜ÂÌ˚ÏË Ë ÒÚ‡Î‡ ‡·ÓÚ‡Ú¸ ÔÓ‰
ÛÍÓ‚Ó‰ÒÚ‚ÓÏ ä. ÇÂÈÂ¯Ú‡ÒÒ‡. Ç 1883 „. ÓÌ‡ ÔÓÎÛ˜ËÎ‡ ÔË„Î‡-
¯ÂÌËÂ ÓÚ ¯‚Â‰ÒÍÓ„Ó Ï‡ÚÂÏ‡ÚËÍ‡ É. åËÚÚ‡„-ãÂÙÎfi‡ Á‡ÌflÚ¸
‰ÓÎÊÌÓÒÚ¸ ÔË‚‡Ú-‰ÓˆÂÌÚ‡ ‚ ëÚÓÍ„ÓÎ¸ÏÒÍÓÏ ÛÌË‚ÂÒËÚÂÚÂ. ãÂ-
ÚÓÏ 1884 „. ë. äÓ‚‡ÎÂ‚ÒÍ‡fl ·˚Î‡ Ì‡ÁÌ‡˜ÂÌ‡ ÔÓÙÂÒÒÓÓÏ ˝ÚÓ„Ó
Û˜Â·ÌÓ„Ó Á‡‚Â‰ÂÌËfl. óÚÂÌËÂ ÎÂÍˆËÈ ‰ÓÎÊÌÓ ·˚ÎÓ ÔÓËÒıÓ‰ËÚ¸
ÔÂ‚˚È „Ó‰ ÔÓ-ÌÂÏÂˆÍË, ‡ ÒÓ ‚ÚÓÓ„Ó – ÔÓ-¯‚Â‰ÒÍË. éÌ‡ ·˚ÒÚÓ
ÓÒ‚ÓËÎ‡ ¯‚Â‰ÒÍËÈ flÁ˚Í Ë ÔÂ˜‡Ú‡Î‡ Ì‡ ÌÂÏ Ò‚ÓË Ï‡ÚÂÏ‡ÚË˜ÂÒÍËÂ
‡·ÓÚ˚. á‡ ÒÂÏ¸ ÎÂÚ ÓÌ‡ ÔÓ˜ËÚ‡Î‡ 12 Ï‡ÚÂÏ‡ÚË˜ÂÒÍËı ÍÛÒÓ‚.
Ç ÚÂ ÊÂ „Ó‰˚ ÔÓfl‚ËÎÒfl ÂÂ flÍËÈ ÎËÚÂ‡ÚÛÌ˚È Ú‡Î‡ÌÚ. éÌ‡ Ì‡-
ÔËÒ‡Î‡ ÓÏ‡Ì «çË„ËÎËÒÚÍ‡» (1884), „ÂÓËÌfl ÍÓÚÓÓ„Ó Ò˜ËÚ‡Î‡
ÒÓˆË‡ÎËÁÏ Â‰ËÌÒÚ‚ÂÌÌ˚Ï ÒÂ‰ÒÚ‚ÓÏ Â¯ÂÌËfl ‚ÒÂı ‚ÓÔÓÒÓ‚; ÒÂ-
ÏÂÈÌÛ˛ ıÓÌËÍÛ «ÇÓÒÔÓÏËÌ‡ÌËfl ‰ÂÚÒÚ‚‡» (1890) Ë ‰. èÓ-¯‚Â‰-
ÒÍË Ì‡ÔËÒ‡Ì˚ ‚ÓÒÔÓÏËÌ‡ÌËfl Ó ÔÓÎ¸ÒÍÓÏ ‚ÓÒÒÚ‡ÌËË Ë ÓÏ‡Ì «ëÂ-
Ï¸fl ÇÓÓÌˆÓ‚˚ı», Ò˛ÊÂÚ ÍÓÚÓÓ„Ó ÓÚÌÓÒËÚÒfl Í ˝ÔÓıÂ ·ÓÊÂÌËfl
‚ ÒÂ‰Â ÛÒÒÍÓÈ ÏÓÎÓ‰ÂÊË ÍÓÌˆ‡ 60-ı „„. XIX ‚. éÒÓ·˚È ËÌÚÂÂÒ
ÔÂ‰ÒÚ‡‚ÎflÂÚ ÔÓËÁ‚Â‰ÂÌËÂ «ÅÓ¸·‡ Á‡ Ò˜‡ÒÚ¸Â» (1887). Ç ˝ÚÓÈ
‰‡ÏÂ, Ì‡ÔËÒ‡ÌÌÓÈ äÓ‚‡ÎÂ‚ÒÍÓÈ ‚ ÒÓÚÛ‰ÌË˜ÂÒÚ‚Â ÒÓ ¯‚Â‰ÒÍÓÈ
ÔËÒ‡ÚÂÎ¸ÌËˆÂÈ ãÂÙÙÎfi-ù‰„ÂÌ, ÌÓ ·ÓÎ¸¯ÂÈ ˜‡ÒÚ¸˛ ÔÓ Ë‰ÂÂ
äÓ‚‡ÎÂ‚ÒÍÓÈ, ÓÌ‡ ÊÂÎ‡Î‡ ËÁÓ·‡ÁËÚ¸ ÒÛ‰¸·Û Ë ÊËÁÌ¸ Ó‰ÌËı Ë ÚÂı
ÊÂ Î˛‰ÂÈ Ò ‰‚Ûı ÚÓ˜ÂÍ ÁÂÌËfl, «Í‡Í ÓÌÓ ·˚ÎÓ» Ë «Í‡Í ÓÌÓ ÏÓ„ÎÓ
·˚Ú¸». Ç ÓÒÌÓ‚Û ‰‡Ï˚ äÓ‚‡ÎÂ‚ÒÍ‡fl ÔÓÎÓÊËÎ‡ Ì‡Û˜ÌÛ˛ Ë‰Â˛ Ó
ÚÓÏ, ˜ÚÓ ‚ÒÂ ÔÓÒÚÛÔÍË Î˛‰ÂÈ Á‡‡ÌÂÂ ÔÂ‰ÓÔÂ‰ÂÎÂÌ˚. Ç ÚÓ ÊÂ
‚ÂÏfl ÓÌ‡ ÔËÁÌ‡‚‡Î‡, ˜ÚÓ ‚ ÊËÁÌË ÏÓ„ÛÚ ·˚Ú¸ Ú‡ÍËÂ ÏÓÏÂÌÚ˚,
ÍÓ„‰‡ ÔÂ‰ÒÚ‡‚Îfl˛ÚÒfl ‚ÓÁÏÓÊÌÓÒÚË ‰Îfl ÚÂı ËÎË ËÌ˚ı ‰ÂÈÒÚ‚ËÈ,
Ë ‚ ‰‡Î¸ÌÂÈ¯ÂÏ ÎË˜ÌÓÒÚ¸ ‡Á‚Ë‚‡ÂÚÒfl ‚ Á‡‚ËÒËÏÓÒÚË ÓÚ ‚˚·‡Ì-
ÌÓ„Ó ÔÛÚË. ë‚Ó˛ „ËÔÓÚÂÁÛ äÓ‚‡ÎÂ‚ÒÍ‡fl ÓÒÌÓ‚˚‚‡Î‡ Ì‡ ‡·ÓÚÂ
Ä. èÛ‡ÌÍ‡Â Ó ‰ËÙÙÂÂÌˆË‡Î¸Ì˚ı Û‡‚ÌÂÌËflı, Â¯ÂÌËfl ÍÓÚÓ-
˚ı Ò „ÂÓÏÂÚË˜ÂÒÍÓÈ ÚÓ˜ÍË ÁÂÌËfl fl‚Îfl˛ÚÒfl ÌÂÔÂ˚‚Ì˚ÏË
ÍË‚˚ÏË ÎËÌËflÏË, ‡Á‚ÂÚ‚Îfl˛˘ËÏËÒfl ÚÓÎ¸ÍÓ ‚ ÌÂÍÓÚÓ˚ı ËÁÓ-
ÎËÓ‚‡ÌÌ˚ı ÚÓ˜Í‡ı. íÂÓËfl ÔÂ‰ÒÍ‡Á˚‚‡ÂÚ ÔÓ‚Â‰ÂÌËÂ ÒËÒÚÂÏ˚
‰Ó ÚÓ˜ÂÍ ‡Á‰‚ÓÂÌËfl (·ËÙÛÍ‡ˆËË), „‰Â ‚ÒÂ ‰ÂÎ‡ÂÚÒfl ÌÂÓÔÂ‰Â-
ÎÂÌÌ˚Ï Ë ·ÂÒÍÓÌÂ˜ÌÓ Ï‡ÎÓÂ ‚ÓÁÏÛ˘ÂÌËÂ ÏÓÊÂÚ ÓÔÂ‰ÂÎËÚ¸ ‰‚Ë-
ÊÂÌËÂ ÒËÒÚÂÏ˚ ÚÓÎ¸ÍÓ ÔÓ Ó‰ÌÓÏÛ ËÁ ‡Á‚ÂÚ‚ÎÂÌËÈ. èÓ ÒÎÓ‚‡Ï
ãÂÙÙÎfi, ‚ „Î‡‚ÌÓÏ ËÁ ÊÂÌÒÍËı ÔÂÒÓÌ‡ÊÂÈ ˝ÚÓÈ ‰‡Ï˚, ÄÎËÒÂ,
äÓ‚‡ÎÂ‚ÒÍ‡fl Ó·ËÒÓ‚‡Î‡ Ò‡ÏÛ ÒÂ·fl. ëÓÙ¸fl äÓ‚‡ÎÂ‚ÒÍ‡fl ÔÓ Û·ÂÊ-
‰ÂÌËflÏ ·˚Î‡ ·ÎËÁÍ‡ Í Ë‰ÂflÏ ÒÓˆË‡ÎËÁÏ‡ Â‚ÓÎ˛ˆËÓÌÂÓ‚-Ì‡-

ÇÒÂ ÏÂÌfl ÚÂÔÂ¸ ËÌÚÂÂÒÓ‚‡ÎÓ Ë ‡‰Ó‚‡ÎÓ. á‡·‡‚ÎflÎË ÏÂÌfl Ë ÚÂ-
‡Ú˚, Ë ·Î‡„ÓÚ‚ÓËÚÂÎ¸Ì˚Â ‚Â˜Â‡, Ë ÎËÚÂ‡ÚÛÌ˚Â ÍÛÊÍË Ò
Ëı ·ÂÒÍÓÌÂ˜Ì˚ÏË, ÌË Í ˜ÂÏÛ ÌÂ ‚Â‰Û˘ËÏË ÒÔÓ‡ÏË Ó ‚ÒÂ‚ÓÁÏÓÊ-
Ì˚ı ‡·ÒÚ‡ÍÚÌ˚ı ÚÂÏ‡ı. é·˚˜Ì˚Ï ÔÓÒÂÚËÚÂÎflÏ ˝ÚËı ÍÛÊÍÓ‚
ÒÔÓ˚ ˝ÚË ÛÊÂ ÛÒÔÂÎË ÔËÂÒÚ¸Òfl, ÌÓ ‰Îfl ÏÂÌfl ÓÌË ËÏÂÎË Â˘Â
‚Ò˛ ÔÂÎÂÒÚ¸ ÌÓ‚ËÁÌ˚. ü ÓÚ‰‡‚‡Î‡Ò¸ ËÏ ÒÓ ‚ÒÂÏ Û‚ÎÂ˜ÂÌËÂÏ, Ì‡
ÍÓÚÓÓÂ ÒÔÓÒÓ·ÂÌ ·ÓÎÚÎË‚˚È ÔÓ ÔËÓ‰Â ÛÒÒÍËÈ ˜ÂÎÓ‚ÂÍ, ÔÓ-
ÊË‚¯ËÈ ÔflÚ¸ ÎÂÚ ‚ ÌÂÏÂÚ˜ËÌÂ, ‚ ËÒÍÎ˛˜ËÚÂÎ¸ÌÓÏ Ó·˘ÂÒÚ‚Â
‰‚Ûı-ÚÂı ÒÔÂˆË‡ÎËÒÚÓ‚, Á‡ÌflÚ˚ı Í‡Ê‰˚È Ò‚ÓËÏ ÛÁÍËÏ, ÔÓ„ÎÓ-
˘‡˛˘ËÏ Â„Ó ‰ÂÎÓÏ Ë ÌÂ ÔÓÌËÏ‡˛˘Ëı, Í‡Í ÏÓÊÌÓ Ú‡ÚËÚ¸ ‰‡-
„ÓˆÂÌÌÓÂ ‚ÂÏfl Ì‡ Ô‡Á‰ÌÓÂ ˜ÂÒ‡ÌËÂ flÁ˚Í‡. íÓ Û‰Ó‚ÓÎ¸ÒÚ‚ËÂ,
ÍÓÚÓÓÂ fl Ò‡Ï‡ ËÒÔ˚Ú˚‚‡Î‡ ÓÚ Ó·˘ÂÌËfl Ò ‰Û„ËÏË Î˛‰¸ÏË, ‡Ò-
ÔÓÒÚ‡ÌflÎÓÒ¸ Ë Ì‡ ÓÍÛÊ‡˛˘Ëı. ì‚ÎÂÍ‡flÒ¸ Ò‡Ï‡, fl ‚ÌÓÒËÎ‡ ÌÓ-
‚ÓÂ ÓÊË‚ÎÂÌËÂ Ë ÊËÁÌ¸ ‚ ÚÓÚ ÍÛÊÓÍ, „‰Â ‚‡˘‡Î‡Ò¸. êÂÔÛÚ‡ˆËfl
Û˜ÂÌÓÈ ÊÂÌ˘ËÌ˚ ÓÍÛÊ‡Î‡ ÏÂÌfl ËÁ‚ÂÒÚÌ˚Ï ÓÂÓÎÓÏ; ÁÌ‡ÍÓÏ˚Â
‚ÒÂ ˜Â„Ó-ÚÓ ÓÚ ÏÂÌfl Ê‰‡ÎË, Ó·Ó ÏÌÂ ÛÒÔÂÎË ÛÊÂ ÔÓÍË˜‡Ú¸ ‰‚‡-
ÚË ÊÛÌ‡Î‡; Ë ˝Ú‡ Â˘Â ÒÓ‚ÒÂÏ ÌÓ‚‡fl ‰Îfl ÏÂÌfl ÓÎ¸ ÁÌ‡ÏÂÌËÚÓÈ
ÊÂÌ˘ËÌ˚ ıÓÚfl Ë ÒÏÛ˘‡Î‡ ÏÂÌfl ÌÂÏÌÓ„Ó, ÌÓ ‚ÒÂ ÊÂ Ó˜ÂÌ¸ ÚÂ¯Ë-
Î‡ Ì‡ ÔÂ‚˚ı ÔÓ‡ı. çÛ, ÒÎÓ‚ÓÏ, fl Ì‡ıÓ‰ËÎ‡Ò¸ ‚ Ò‡ÏÓÏ ·Î‡„Ó-
‰Û¯ÌÓÏ Ì‡ÒÚÓÂÌËË ‰Ûı‡, Ú‡Í ÒÍ‡Á‡Ú¸, ÔÂÂÊË‚‡Î‡ Ò‚Ó˛ lune de
miel (ÏÂ‰Ó‚˚È ÏÂÒflˆ (Ù.) ËÁ‚ÂÒÚÌÓÒÚË Ë ‚ ˝ÚÛ ˝ÔÓıÛ Ò‚ÓÂÈ ÊËÁ-
ÌË, ÔÓÊ‡ÎÛÈ, „ÓÚÓ‚‡ ·˚Î‡ ·˚ ‚ÓÒÍÎËÍÌÛÚ¸: “ÇÒÂ ÛÒÚÓÂÌÓ Ì‡Ë-
ÎÛ˜¯ËÏ Ó·‡ÁÓÏ ‚ Ì‡ËÎÛ˜¯ÂÏ ËÁ ÏËÓ‚”» [29. ë. 188]. é‰Ì‡ÍÓ
ÔÓ‰ıÓ‰fl˘ÂÈ ‡·ÓÚ˚ ‰Îfl äÓ‚‡ÎÂ‚ÒÍËı Ò Ëı ÔÓÎËÚË˜ÂÒÍËÏË ‚Á„Îfl-
‰‡ÏË Ë Ó·‡ÁÓ‚‡ÌËÂÏ ‚ èÂÚÂ·Û„Â ÌÂ Ì‡¯ÎÓÒ¸. éÌ‡ ËÏÂÎ‡ Ô‡-
‚Ó ÔÂÔÓ‰‡‚‡Ú¸ ÚÓÎ¸ÍÓ ‡ËÙÏÂÚËÍÛ ‚ ÏÎ‡‰¯Ëı ÍÎ‡ÒÒ‡ı ÊÂÌÒÍÓÈ
„ËÏÌ‡ÁËË. ê‡ÒÒÍ‡Á˚‚‡˛Ú, ˜ÚÓ ÔÓÒÎÂ Ó˜ÂÂ‰ÌÓ„Ó ÓÚÍ‡Á‡ ˜ËÌÓ‚ÌË-
Í‡ ÂÈ ‚ ‡·ÓÚÂ Ë Â„Ó ÒÎÓ‚ «ì Ì‡Ò ‚ÒÂ„‰‡ ˝ÚËÏ Á‡ÌËÏ‡ÎËÒ¸ ÏÛÊ˜Ë-
Ì˚, ÒÎ‡‚‡ ·Ó„Û, ıÓÓ¯Ó, Ë ÔÓ˝ÚÓÏÛ ÌÂ Ì‡‰Ó Ì‡Ï ÌËÍ‡ÍËı ÌÓ‚Ó‚‚Â-
‰ÂÌËÈ» ÓÌ‡ ÒÏÂÎÓ Á‡fl‚ËÎ‡: «äÓ„‰‡ èËÙ‡„Ó ÓÚÍ˚Î Ò‚Ó˛ ÁÌ‡ÏÂ-
ÌËÚÛ˛ ÚÂÓÂÏÛ, ÓÌ ÔËÌÂÒ ‚ ÊÂÚ‚Û ·Ó„‡Ï 100 ·˚ÍÓ‚. ë ÚÂı ÔÓ
‚ÒÂ ÒÍÓÚ˚ ·ÓflÚÒfl ÌÓ‚Ó„Ó». èÓ‰ıÓ‰fl˘ÂÈ ‡·ÓÚ˚ ‚ èÂÚÂ·Û„Â Ë
åÓÒÍ‚Â ‰Îfl ÌÂÂ ÌÂ ·˚ÎÓ. Ç ˝ÚÓ ‚ÂÏfl äÓ‚‡ÎÂ‚ÒÍ‡fl ÓÚıÓ‰ËÚ ÓÚ
Á‡ÌflÚËÈ Ï‡ÚÂÏ‡ÚËÍÓÈ. éÌ‡ ÒÚ‡ÌÓ‚ËÚÒfl ÔÛ·ÎËˆËÒÚÓÏ, ÊÛÌ‡ÎËÒ-
ÚÓÏ, ‡·ÓÚ‡ÂÚ ÌÂÍÓÚÓÓÂ ‚ÂÏfl ‚ „‡ÁÂÚÂ «çÓ‚ÓÂ ‚ÂÏfl». Ç ÔÂË-
Ó‰Ë˜ÂÒÍÓÈ ÔÂ˜‡ÚË ÔÓfl‚Îfl˛ÚÒfl ÂÂ ÔÓÔÛÎflÌ˚Â ÒÚ‡Ú¸Ë Ë ÍËÚË˜Â-
ÒÍËÂ Á‡ÏÂÚÍË. ÑÓıÓ‰ ÓÚ Ó·ÁÓÓ‚ ‚ ÊÛÌ‡Î‡ı Ë ÔÓÎÛ˜ÂÌÌÓÂ Ì‡-
ÒÎÂ‰ÒÚ‚Ó ‰‡ÎË ÔÂËÓ‰ ÓÚÌÓÒËÚÂÎ¸ÌÓ„Ó Ï‡ÚÂË‡Î¸ÌÓ„Ó ·Î‡„ÓÔÓ-
ÎÛ˜Ëfl. Ç 1878 „. Û äÓ‚‡ÎÂ‚ÒÍËı Ó‰ËÎ‡Ò¸ ‰Ó˜¸, Ì‡Á‚‡ÌÌ‡fl ‚ ˜ÂÒÚ¸
Ï‡ÚÂË ëÓÙ¸ÂÈ. Ç ˝ÚÓ ÊÂ ‚ÂÏfl, Í‡Í ‚ÒÔÓÏËÌ‡Î‡ ëÓÙ¸fl Ç‡ÒËÎ¸-
Â‚Ì‡, ÌÂÍÓÚÓ‡fl ˜‡ÒÚ¸ Ó·˘ÂÒÚ‚‡ ·˚Î‡ Óı‚‡˜ÂÌ‡ «‰ÛıÓÏ Ì‡ÊË‚˚
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ÔÂÊ‰Â‚ÂÏÂÌÌ‡fl ÒÏÂÚ¸. ÇÓÁ‚‡˘‡flÒ¸ ‚ ò‚ÂˆË˛ ËÁ àÚ‡ÎËË,
ÓÌ‡ ÔÓÒÚÛ‰ËÎ‡Ò¸ ÔÓ ‰ÓÓ„Â. Ç Û„ÌÂÚÂÌÌÓÏ Ì‡ÒÚÓÂÌËË, ÔÓÒÚÛ-
ÊÂÌÌ‡fl Ë ·ÓÎ¸Ì‡fl, ÓÌ‡ ÔÓ‰ÓÎÊ‡Î‡ ˜ËÚ‡Ú¸ ÎÂÍˆËË. ùÚÓ ÔË‚ÂÎÓ
Í ÂÁÍÓÏÛ ÛÒËÎÂÌË˛ ·ÓÎÂÁÌË, Ë 10 ÙÂ‚‡Îfl 1891 „. ëÓÙ¸fl Ç‡ÒË-
Î¸Â‚Ì‡ ÛÏÂÎ‡ ÓÚ ÚflÊÂÎÓ„Ó ‚ÓÒÔ‡ÎÂÌËfl ÎÂ„ÍËı. èÓıÓÓÌÂÌ‡ ëÓ-
Ù¸fl äÓ‚‡ÎÂ‚ÒÍ‡fl ‚ ëÚÓÍ„ÓÎ¸ÏÂ Ì‡ ÍÎ‡‰·Ë˘Â “Norra begrav-
ningsplatsen”.

ç‡ ÂÂ ÔÓıÓÓÌ‡ı ÓÚ ËÏÂÌË ‚ÒÂı Ï‡ÚÂÏ‡ÚËÍÓ‚ É. åËÚÚ‡„-ãÂÙ-
ÙÎfi, ·˚‚¯ËÈ ‚ ÚÓ ‚ÂÏfl Â‰‡ÍÚÓÓÏ ÒÚÓÍ„ÓÎ¸ÏÒÍÓÈ Ç˚Ò¯ÂÈ
¯ÍÓÎ˚, ·Î‡„Ó‰‡ËÎ ÔÓÍÓÈÌÛ˛ Á‡ „ÎÛ·ËÌÛ Ë flÒÌÓÒÚ¸, Ò ÍÓÚÓ˚ÏË
ÓÌ‡ Ì‡Ô‡‚ÎflÎ‡ ÛÏÒÚ‚ÂÌÌÛ˛ ÊËÁÌ¸ ˛ÌÓ¯ÂÒÚ‚‡, Ë Á‡ ÒÓÍÓ‚Ë˘‡
‰ÛÊ·˚, ÍÓÚÓ˚ÏË ëÓÙ¸fl äÓ‚‡ÎÂ‚ÒÍ‡fl Ó‰ÂÎflÎ‡ ‚ÒÂı ·ÎËÁÍËı Ë
‰‡ÎÂÍËı Û˜ÂÌËÍÓ‚ Ë ‰ÛÁÂÈ. ç‡ ÚÓÊÂÒÚ‚ÂÌÌÓÏ Á‡ÒÂ‰‡ÌËË 13 flÌ-
‚‡fl 1950 „., ÔÓÒ‚fl˘ÂÌÌÓÏ 100-ÎÂÚË˛ ÒÓ ‰Îfl ÓÊ‰ÂÌËfl ë.Ç. äÓ-
‚‡ÎÂ‚ÒÍÓÈ ÔÂÁË‰ÂÌÚ ÄÍ‡‰ÂÏËË Ì‡ÛÍ ëëëê ë.à. Ç‡‚ËÎÓ‚ ÒÍ‡-
Á‡Î: «ÇÍÎ‡‰, ‚ÌÂÒÂÌÌ˚È ‚ Ì‡ÛÍÛ äÓ‚‡ÎÂ‚ÒÍÓÈ Á‡ ÂÂ ÌÂ‰ÓÎ„Û˛
ÊËÁÌ¸, ÌÂÓ·˚˜‡ÈÌÓ ÔÓÎÌÓˆÂÌÂÌ Ë ÏÌÓ„ÓÁÌ‡˜ËÚÂÎÂÌ. ÖÂ ÙÛÌ‰‡-
ÏÂÌÚ‡Î¸ÌÓÂ ËÒÒÎÂ‰Ó‚‡ÌËÂ ÔÓ ‚‡˘ÂÌË˛ Ú‚Â‰Ó„Ó ÚÂÎ‡ ÔÓÒÎÛÊË-
ÎÓ ÓÒÌÓ‚ÓÈ ‰Îfl ‰‡Î¸ÌÂÈ¯Â„Ó ‡Á‚ËÚËfl ‚‡ÊÌÂÈ¯Ëı ‚ÓÔÓÒÓ‚ ÏÂ-
ı‡ÌËÍË ‚ Ì‡¯ÂÈ ÒÚ‡ÌÂ Ë ‚Ó ‚ÒÂÏ ÏËÂ. ÖÂ ÚÓÌÍËÂ ËÒÒÎÂ‰Ó‚‡ÌËfl
ÔÓ ÚÂÓËË ‰ËÙÙÂÂÌˆË‡Î¸Ì˚ı Û‡‚ÌÂÌËÈ Ë ÔÓ ÌÂÍÓÚÓ˚Ï ‚Ó-
ÔÓÒ‡Ï Ï‡ÚÂÏ‡ÚË˜ÂÒÍÓÈ ÙËÁËÍË Ë ÚÂÓÂÚË˜ÂÒÍÓÈ ‡ÒÚÓÌÓÏËË
ÒÓı‡Ìfl˛Ú Ò‚ÓÂ ÁÌ‡˜ÂÌËÂ Ë ÒÂ„Ó‰Ìfl. Ç ËÒÚÓËË ˜ÂÎÓ‚Â˜ÂÒÚ‚‡ ‰Ó
äÓ‚‡ÎÂ‚ÒÍÓÈ ÌÂ ·˚ÎÓ ÊÂÌ˘ËÌ, ‡‚ÌÓÈ ÂÈ ÔÓ ÒËÎÂ Ë Ò‚ÓÂÓ·‡ÁË˛
Ï‡ÚÂÏ‡ÚË˜ÂÒÍÓ„Ó Ú‡Î‡ÌÚ‡… äÓ‚‡ÎÂ‚ÒÍ‡fl ·˚Î‡ ÌÂ ÚÓÎ¸ÍÓ Ï‡ÚÂ-
Ï‡ÚËÍÓÏ. éÌ‡ ÔÓfl‚ËÎ‡ ÒÂ·fl Í‡Í ÔËÒ‡ÚÂÎ¸ÌËˆ‡… Ë Í‡Í ÔÛ·ÎË-
ˆËÒÚ. éÌ ÌÂ Á‡Ï˚Í‡Î‡Ò¸ ‚ ÛÁÍÛ˛ Ï‡ÚÂÏ‡ÚË˜ÂÒÍÛ˛ ÒÔÂˆË‡Î¸-
ÌÓÒÚ¸ Ë „ÎÛ·ÓÍÓ ÔÓÌËÏ‡Î‡ Ò‚ÓÈ Ì‡˜Ì˚È ‰ÓÎ„ ÔÂÂ‰ ÒÚ‡ÌÓÈ, ÔÂ-
Â‰ Ì‡Ó‰ÓÏ…» [109. ë. 170].

éË„ËÌ‡Î¸Ì‡fl Ë‰Âfl, ÔÓÎÓÊÂÌÌ‡fl ë. äÓ‚‡ÎÂ‚ÒÍÓÈ ‚ ÓÒÌÓ‚Û
Â¯ÂÌËfl Á‡‰‡˜Ë, ÌÓÒËÚ ˜ËÒÚÓ Ï‡ÚÂÏ‡ÚË˜ÂÒÍËÈ ı‡‡ÍÚÂ Ë ÌÂ
ËÏÂÂÚ ÓÚÌÓ¯ÂÌËfl Í ÏÂı‡ÌËÍÂ. èÓÒÎÂ Á‡ÔËÒË Û‡‚ÌÂÌËÈ ÏÂı‡ÌË-
ÍË ‚ XVIII ‚. ‚ ÙÓÏÂ ‰ËÙÙÂÂÌˆË‡Î¸Ì˚ı Û‡‚ÌÂÌËÈ Á‡‰‡˜‡ Ëı
ËÌÚÂ„ËÓ‚‡ÌËfl ÒÚ‡Î‡ ‚‡ÊÌÂÈ¯ÂÈ ‚ Ï‡ÚÂÏ‡ÚË˜ÂÒÍÓÏ ‡Ì‡ÎËÁÂ. ä
ÍÓÌˆÛ XVIII ‚. ÌÂÍÓÚÓ˚Â ËÁ ËÁ‚ÂÒÚÌ˚ı ÒÂ„Ó‰Ìfl ÏÂÚÓ‰Ó‚ ËÌÚÂ„-
ËÓ‚‡ÌËfl ‰ËÙÙÂÂÌˆË‡Î¸Ì˚ı Û‡‚ÌÂÌËÈ ·˚ÎË ÛÒÚ‡ÌÓ‚ÎÂÌ˚.
é·˘ËÂ Â¯ÂÌËfl Ëı ‚˚‡Ê‡ÎËÒ¸ ˜ÂÂÁ ËÁ‚ÂÒÚÌ˚Â ‚ ÚÓ ‚ÂÏfl ˝ÎÂ-
ÏÂÌÚ‡Ì˚Â ÙÛÌÍˆËË. äÓÏÂ ÚÓ„Ó, Ì‡˜ËÌ‡fl Ò ‡·ÓÚ à. ç¸˛ÚÓÌ‡
ÔË Â¯ÂÌËË ÎËÌÂÈÌ˚ı Ë ÌÂÎËÌÂÈÌ˚ı ‰ËÙÙÂÂÌˆË‡Î¸Ì˚ı Û‡‚-
ÌÂÌËÈ ÚËÔ‡

F(x
.
, ẍ, x, t) = 0 (7.66)

Ó‰ÌËÍÓ‚. Ç è‡ËÊÂ ÓÌ‡ ‚ÒÚÂ˜‡Î‡Ò¸ Ò ‚ÓÊ‰ÂÏ Ì‡Ó‰ÌËÍÓ‚ èÂÚ-
ÓÏ ã‡‚Ó‚Ë˜ÂÏ ã‡‚Ó‚˚Ï, Ò ÍÓÚÓ˚Ï ÓÌ‡ Ë ÂÂ Ó‰ËÚÂÎË ·˚ÎË
ÁÌ‡ÍÓÏ˚ Â˘Â ‚ êÓÒÒËË. éÌ‡ Û˜‡ÒÚ‚Ó‚‡Î‡ ‚ ÒÓˆË‡ÎËÒÚË˜ÂÒÍËı
ÍÓÌ„ÂÒÒ‡ı, ·˚Î‡ ÁÌ‡ÍÓÏ‡ ÒÓ ÏÌÓ„ËÏË ÔÓÎËÚË˜ÂÒÍËÏË ˝ÏË„‡Ì-
Ú‡ÏË, ÏÂ˜Ú‡Î‡ Ó ÔÂÍ‡ÒÌÓÏ ·Û‰Û˘ÂÏ ‰Îfl ‚ÒÂı Ë Ô˚Ú‡Î‡Ò¸ ÔË-
·ÎËÁËÚ¸ Â„Ó.

ÖÂ ‰‚Ó˛Ó‰Ì‡fl ÒÂÒÚ‡ ë. Ä‰ÂÎÛÌ„ ‚ÒÔÓÏËÌ‡Î‡, ˜ÚÓ ëÓÙ¸fl
·˚Î‡ ÔÓÒÚÓflÌÌÓ „ÓÚÓ‚‡ ÔÓÈÚË ÒÍ‚ÓÁ¸ Ó„ÓÌ¸, ÛÏÂÂÚ¸ ÏÛ˜ÂÌË˜Â-
ÒÍÓÈ ÒÏÂÚ¸˛ Á‡ Ò‚ÓË ‚˚ÒÓÍËÂ Ë‰Â‡Î˚, Á‡ ˜ÂÎÓ‚Â˜ÂÒÚ‚Ó. éÌ‡
ÛÏÂÎ‡ Ë ‰Û„Ëı Á‡ı‚‡Ú˚‚‡Ú¸ Ò‚ÓËÏ ‚ÓÓ‰Û¯Â‚ÎÂÌËÂÏ, ÍÓÚÓÓÂ
Ò‚ÂÚËÎÓÒ¸ ‚ ÂÂ „Î‡Á‡ı Ë Á‚Û˜‡ÎÓ ‚ ÒÎÓ‚‡ı. ë. äÓ‚‡ÎÂ‚ÒÍ‡fl ‡ÍÚË‚-
ÌÓ Û˜‡ÒÚ‚Ó‚‡Î‡ ‚ ·Ó¸·Â Á‡ ‡‚ÌÓÔ‡‚ËÂ ÊÂÌ˘ËÌ. èÓ ÂÂ ÒÎÓ‚‡Ï,
ÓÌ‡ ·˚Î‡ ‡‰‡, ˜ÚÓ Ó‰ËÎ‡Ò¸ ÊÂÌ˘ËÌÓÈ, Ú‡Í Í‡Í ˝ÚÓ ‰‡ÂÚ ÂÈ ‚ÓÁ-
ÏÓÊÌÓÒÚ¸ Ó‰ÌÓ‚ÂÏÂÌÌÓ ÒÎÛÊËÚ¸ ËÒÚËÌÂ – Ì‡ÛÍÂ – Ë ÒÔ‡‚Â‰ÎË-
‚ÓÒÚË – ÔÓÍÎ‡‰˚‚‡Ú¸ ÌÓ‚˚È ÔÛÚ¸ ÊÂÌ˘ËÌ‡Ï. äÓ‚‡ÎÂ‚ÒÍ‡fl Ò Û‚-
ÎÂ˜ÂÌÌÓÒÚ¸˛ ÓÚÌÓÒËÎ‡Ò¸ ÍÓ ‚ÒÂÏÛ, ˜ÚÓ ÓÍÛÊ‡ÎÓ ÂÂ, ÔË ÚÓÌÍÓÈ
Ì‡·Î˛‰‡ÚÂÎ¸ÌÓÒÚË Ë ‚‰ÛÏ˜Ë‚ÓÒÚË Ó·Î‡‰‡Î‡ ·ÓÎ¸¯ÓÈ ÒÔÓÒÓ·ÌÓÒ-
Ú¸˛ Í ıÛ‰ÓÊÂÒÚ‚ÂÌÌÓÏÛ ‚ÓÒÔÓËÁ‚Â‰ÂÌË˛ ‚Ë‰ÂÌÌÓ„Ó Ë ÔÂÂ˜Û‚-
ÒÚ‚Ó‚‡ÌÌÓ„Ó. ãËÚÂ‡ÚÛÌÓÂ ‰‡Ó‚‡ÌËÂ ÔÓÁ‰ÌÓ ÔÓ·Û‰ËÎÓÒ¸ ‚ ÌÂÈ,
‡ ÔÂÊ‰Â‚ÂÏÂÌÌ‡fl ÒÏÂÚ¸ ÌÂ ‰‡Î‡ ‚ ‰ÓÒÚ‡ÚÓ˜ÌÓÈ ÒÚÂÔÂÌË ÓÔÂ-
‰ÂÎËÚ¸Òfl ˝ÚÓÈ ÌÓ‚ÓÈ ÒÚÓÓÌÂ Á‡ÏÂ˜‡ÚÂÎ¸ÌÓÈ, „ÎÛ·ÓÍÓ Ë ‡ÁÌÓ-
ÒÚÓÓÌÌÂ Ó·‡ÁÓ‚‡ÌÌÓÈ ÊÂÌ˘ËÌ˚.

åÓÊÌÓ ÚÓÎ¸ÍÓ ÔÓ‡Ê‡Ú¸Òfl ÚÓÏÛ, Í‡Í ÏÌÓ„Ó ÓÌ‡ ‚ ÒÂ·Â ÒÓ‚ÏÂ-
˘‡Î‡: Û˜ÂÌ˚È, Â‰‡ÍÚÓ Ì‡Û˜ÌÓ„Ó ÊÛÌ‡Î‡, ÔËÒ‡ÚÂÎ¸ÌËˆ‡, Ó·˘Â-
ÒÚ‚ÂÌÌ˚È ‰ÂflÚÂÎ¸, Ï‡Ú¸, Ò‚ÂÚÒÍ‡fl ‰‡Ï‡. èÓÒÎÂ ÔÓÎÛ˜ÂÌËfl ÔÂÏËË
ÅÓ‰ÂÌ‡ ‚ 1888 „. äÓ‚‡ÎÂ‚ÒÍ‡fl ÔÓÒÂÎËÎ‡Ò¸ ·ÎËÁ è‡ËÊ‡. Ç ÒÎÂ-
‰Û˛˘ÂÏ „Ó‰Û ÓÌ‡ ÔÓÎÛ˜ËÎ‡ ÓÚ ò‚Â‰ÒÍÓÈ ‡Í‡‰ÂÏËË Ì‡ÛÍ ÍÓÌÍÛÒ-
ÌÛ˛ ÔÂÏË˛ ÍÓÓÎfl éÒÍ‡‡ II ‚ 1500 ÍÓÌ Á‡ ÌÓ‚Û˛ ‡·ÓÚÛ Ó
‚‡˘ÂÌËË Ú‚Â‰˚ı ÚÂÎ. êÛÒÒÍËÂ Ï‡ÚÂÏ‡ÚËÍË ·ÂÁÛÒÔÂ¯ÌÓ Ô˚Ú‡-
ÎËÒ¸ ÔË‚ÎÂ˜¸ ë.Ç. äÓ‚‡ÎÂ‚ÒÍÛ˛ Í Ì‡Û˜ÌÓÈ Ë ÔÂ‰‡„Ó„Ë˜ÂÒÍÓÈ ‡-
·ÓÚÂ Ì‡ Ó‰ËÌÂ Ë Ì‡ÈÚË ÂÈ ÔÓ‰ıÓ‰fl˘ÂÂ ÏÂÒÚÓ ‡·ÓÚ˚. Ç ÔÓ¯Â-
ÌËÂ ÔÓ ˝ÚÓÏÛ ‰ÂÎÛ Ì‡ ËÏfl ÔÂÁË‰ÂÌÚ‡ ÄÍ‡‰ÂÏËË, ÔÓ‰‡ÌÌÓÏ „ÂÌÂ-
‡ÎÓÏ Ä.à. äÓÒË˜ÂÏ, ÔË‚Ó‰ËÎËÒ¸ ÁÌ‡ÏÂÌ‡ÚÂÎ¸Ì˚Â ÒÎÓ‚‡ ç‡ÔÓ-
ÎÂÓÌ‡ Ó ÚÓÏ, ˜ÚÓ «‚ÒflÍÓÂ „ÓÒÛ‰‡ÒÚ‚Ó ‰ÓÎÊÌÓ ‰ÓÓÊËÚ¸ ‚ÓÁ‚‡-
˘ÂÌËÂÏ ‚˚‰‡˛˘ËıÒfl Î˛‰ÂÈ ·ÓÎÂÂ, ˜ÂÏ Á‡‚ÓÂ‚‡ÌËÂÏ ÍÛÔÌÓ„Ó
„ÓÓ‰‡». ç‡ÍÓÌÂˆ ‚ ÌÓfl·Â 1889 „. ·˚Î Â¯ÂÌ ‚ÓÔÓÒ Ó «‰ÓÔÛ˘Â-
ÌËË ÎËˆ ÊÂÌÒÍÓ„Ó ÔÓÎ‡ Í ËÁ·‡ÌË˛ ‚ ˜ÎÂÌ-ÍÓÂÒÔÓÌ‰ÂÌÚ˚».
äÓ‚‡ÎÂ‚ÒÍÛ˛ ËÁ·‡ÎË ˜ÎÂÌÓÏ-ÍÓÂÒÔÓÌ‰ÂÌÚÓÏ Ì‡ ÙËÁËÍÓ-Ï‡-
ÚÂÏ‡ÚË˜ÂÒÍÓÏ ÓÚ‰ÂÎÂÌËË êÓÒÒËÈÒÍÓÈ ‡Í‡‰ÂÏËË Ì‡ÛÍ 7 ÌÓfl·fl
1889 „. ä ÌÂÈ ÔË¯ÎË ÏËÓ‚‡fl ËÁ‚ÂÒÚÌÓÒÚ¸ Ë ÔËÁÌ‡ÌËÂ ÂÂ Á‡ÒÎÛ„
Ì‡ Ó‰ËÌÂ, ÌÓ ‚ÒÂ ÂÂ ‰‡Î¸ÌÂÈ¯ËÂ Ì‡Û˜Ì˚Â Á‡Ï˚ÒÎ˚ Ó·Ó‚‡Î‡
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ˆËfl y(z) ÌÂ fl‚ÎflÂÚÒfl ‡Ì‡ÎËÚË˜ÂÒÍÓÈ, ÌÓÒflÚ Ì‡Á‚‡ÌËÂ ÓÒÓ·˚ı ÚÓ-
˜ÂÍ. ÖÒÎË z0 – ËÁÓÎËÓ‚‡ÌÌ‡fl ÓÒÓ·‡fl ÚÓ˜Í‡, ‚ ÓÍÂÒÚÌÓÒÚË ÍÓÚÓ-
ÓÈ ‡ÁÎÓÊÂÌËÂ ÙÛÌÍˆËË ËÏÂÂÚ ‚Ë‰

ÚÓ ÚÓ˜Í‡ z0 – ÔÓÎ˛Ò ÔÓfl‰Í‡ N. ÉÓ‚ÓflÚ, ˜ÚÓ ÙÛÌÍˆËfl y(z) ÏÂÓ-
ÏÓÙÌ‡ ‚ ÍÓÏÔÎÂÍÒÌÓÈ Ó·Î‡ÒÚË, ÂÒÎË ÓÌ‡ ‡Ì‡ÎËÚË˜ÂÒÍ‡fl ‚ ÌÂÈ,
ÍÓÏÂ ÓÒÓ·˚ı ÚÓ˜ÂÍ, ÍÓÚÓ˚Â fl‚Îfl˛ÚÒfl ÔÓÎ˛Ò‡ÏË. ÑÓÍ‡Á‡ÌÓ,
˜ÚÓ ÂÒÎË ÍÓ˝ÙÙËˆËÂÌÚ˚ p(z) Ë q(z) ‚˚‡ÊÂÌËfl (7.67) ÌÂ ËÏÂ˛Ú
ÓÒÓ·ÂÌÌÓÒÚÂÈ ‚ ÍÓÏÔÎÂÍÒÌÓÈ Ó·‡ÒÚË, ÚÓ Ó·˘ÂÂ Â¯ÂÌËÂ ‡Ì‡ÎË-
ÚË˜ÌÓ ‚ ˝ÚÓÈ Ó·Î‡ÒÚË. Ç·ÎËÁË ÓÒÓ·˚ı ÚÓ˜ÂÍ ÙÛÌÍˆËÈ p(z), q(z) ÒÛ-
˘ÂÒÚ‚ÂÌÌÓ ÏÂÌflÂÚÒfl ‚Ë‰ Â¯ÂÌËÈ Ë ‡ÁÎÓÊÂÌËÂ ÚËÔ‡ (7.68) ÌÂ
ËÏÂÂÚ ÏÂÒÚÓ.

ÇÓ ‚ÒÂı ËÒÒÎÂ‰Ó‚‡ÌËflı ÔÓ ÏÂı‡ÌËÍÂ ‰Ó ‡·ÓÚ˚ ë. äÓ‚‡ÎÂ‚-
ÒÍÓÈ ‚ÂÏfl ‡ÒÒÏ‡ÚË‚‡ÎÓÒ¸ Í‡Í ÌÂÁ‡‚ËÒËÏ‡fl ÔÂÂÏÂÌÌ‡fl, ÔË-
ÌËÏ‡˛˘‡fl ÚÓÎ¸ÍÓ ‰ÂÈÒÚ‚ËÚÂÎ¸Ì˚Â ÁÌ‡˜ÂÌËfl. éÌ‡ Á‡ÏÂÚËÎ‡, ˜ÚÓ
‚ ‡ÒÒÏÓÚÂÌÌ˚ı ‡ÌÂÂ ÒÎÛ˜‡flı (7.63), (7.64) Â¯ÂÌËÂ ÒËÒÚÂÏ˚
(7.58), (7.59) ‚˚‡Ê‡ÎÓÒ¸ ˜ÂÂÁ ˝ÎÎËÔÚË˜ÂÒÍËÂ ÙÛÌÍˆËË, ÍÓÚÓ-
˚Â fl‚Îfl˛ÚÒfl ÏÂÓÏÓÙÌ˚ÏË ÙÛÌÍˆËflÏË ‚ ÍÓÏÔÎÂÍÒÌÓÈ ÔÎÓÒ-
ÍÓÒÚË ÔÂÂÏÂÌÌÓ„Ó t. Ç Ò‚ÓÂÈ ‡·ÓÚÂ ÓÌ‡ ‚ÔÂ‚˚Â ÒÚ‡Î‡ Ò˜Ë-
Ú‡Ú¸ ‚ÂÏfl t ÌÂÁ‡‚ËÒËÏÓÈ ÍÓÏÔÎÂÍÒÌÓÈ ÔÂÂÏÂÌÌÓÈ Ë ÔÓÒÚ‡‚Ë-
Î‡ ˆÂÎ¸ ÓÔÂ‰ÂÎËÚ¸ ‚ÒÂ ÒÎÛ˜‡Ë, ÍÓ„‰‡ Â¯ÂÌËfl ÒËÒÚÂÏ˚ (7.58),
(7.59) ÔÂ‰ÒÚ‡‚Îfl˛Ú Ó‰ÌÓÁÌ‡˜Ì˚Â ÏÂÓÏÓÙÌ˚Â ÙÛÌÍˆËË ‚Ó
‚ÒÂÈ ÍÓÏÔÎÂÍÒÌÓÈ Ó·Î‡ÒÚË ÔÂÂÏÂÌÌÓÈ t. Ç ˝ÚÓÏ ÒÎÛ˜‡Â ‰ËÙÙÂ-
ÂÌˆË‡Î¸Ì˚Â Û‡‚ÌÂÌËfl ÏÓÊÌÓ ÙÓÏ‡Î¸ÌÓ ÔÓËÌÚÂ„ËÓ‚‡Ú¸ Ò
ÔÓÏÓ˘¸˛ fl‰Ó‚

(7.69)

„‰Â ni, mi – ˆÂÎ˚Â ˜ËÒÎ‡. ÑÓ ÛÍ‡Á‡ÌÌÓÈ ‚˚¯Â ‡·ÓÚ˚ ë. äÓ‚‡ÎÂ‚-
ÒÍÓÈ ÎÓÍ‡Î¸Ì˚È ‡Ì‡ÎËÁ Â¯ÂÌËÈ ÌÂÎËÌÂÈÌ˚ı ‰ËÙÙÂÂÌˆË‡Î¸-
Ì˚ı Û‡‚ÌÂÌËÈ Ò ÍÓÏÔÎÂÍÒÌ˚ÏË ÁÌ‡˜ÂÌËflÏË ‚ÂÏÂÌË ‰Îfl ÔÓËÒÍ‡
ËÌÚÂ„‡ÎÓ‚ ‰‚ËÊÂÌËfl ÌÂ ÔËÏÂÌflÎÒfl.

ëËÒÚÂÏ‡ (7.58), (7.59) ÒÓÒÚÓËÚ Ëı ¯ÂÒÚË Û‡‚ÌÂÌËÈ ‰Îfl ¯ÂÒ-
ÚË ÔÂÂÏÂÌÌ˚ı Ò Ó‰ÌËÏ ÛÒÎÓ‚ËÂÏ Ò‚flÁË, ÔÓ˝ÚÓÏÛ fl‰˚ (7.69)
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ÔËÏÂÌflÎËÒ¸ ÏÓ˘Ì˚Â ÏÂÚÓ‰˚ ÎÓÍ‡Î¸ÌÓ„Ó ‡Ì‡ÎËÁ‡ – ÓÔÂ‰ÂÎÂ-
ÌËÂ Â¯ÂÌËfl ‚ ‚Ë‰Â fl‰Ó‚

ÔÓ ÒÚÂÔÂÌflÏ ÌÂÁ‡‚ËÒËÏÓÈ ÔÂÂÏÂÌÌÓÈ t. äÓ˝ÙÙËˆËÂÌÚ˚ an ‚˚-
˜ËÒÎflÎËÒ¸ ÔÓÒÎÂ ÔÓ‰ÒÚ‡ÌÓ‚ÍË Ú‡ÍÓ„Ó fl‰‡ ‚ Û‡‚ÌÂÌËÂ (7.66). ÖÒ-
ÎË ÎËÌÂÈÌ˚Â ‰ËÙÙÂÂÌˆË‡Î¸Ì˚Â Û‡‚ÌÂÌËfl Ò Â¯ÂÌËflÏË ‚ ÙÓ-
ÏÂ fl‰Ó‚ ·˚ÎË ‚‡ÊÌ˚ ‰Îfl ‡ÁÌ˚ı ÙËÁË˜ÂÒÍËı ÔËÎÓÊÂÌËÈ, ÚÓ
ËÏ ÔËÒ‚‡Ë‚‡ÎÓÒ¸ ÓÒÓ·ÓÂ Ì‡Á‚‡ÌËÂ. í‡ÍËÏ ÒÔÓÒÓ·ÓÏ ÛÊÂ ‚ Ì‡˜‡-
ÎÂ XIX ‚. ÔË ËÒÒÎÂ‰Ó‚‡ÌËË ÎËÌÂÈÌ˚ı ‰ËÙÙÂÂÌˆË‡Î¸Ì˚ı Û‡‚-
ÌÂÌËÈ Ò ÔÂÂÏÂÌÌ˚ÏË ÍÓ˝ÙÙËˆËÂÌÚ‡ÏË ‚Ë‰‡

(7.67)

·˚ÎË ‚‚Â‰ÂÌ˚ ÌÓ‚˚Â ÙÛÌÍˆËË – ÙÛÌÍˆËË ÅÂÒÒÂÎfl, ãÂÊ‡Ì‰‡,
„ËÔÂ„ÂÓÏÂÚË˜ÂÒÍ‡fl ÙÛÌÍˆËfl Ë Ú. ‰. ç‡˜ËÌ‡fl Ò ‡·ÓÚ é. äÓ¯Ë
ÔË ËÁÛ˜ÂÌËË Ú‡ÍËı Û‡‚ÌÂÌËÈ ÓÍ‡Á‡ÎÓÒ¸ ˜ÂÁ‚˚˜‡ÈÌÓ ÔÎÓ‰Ó-
Ú‚ÓÌ˚Ï ËÒÔÓÎ¸ÁÓ‚‡Ú¸ ÚÂÓË˛ ÙÛÌÍˆËÈ ÍÓÏÔÎÂÍÒÌÓ„Ó ÔÂÂ-
ÏÂÌÌÓ„Ó. ÑËÙÙÂÂÌˆË‡Î¸Ì˚Â Û‡‚ÌÂÌËfl ‰Îfl ‚Â˘ÂÒÚ‚ÂÌÌÓÈ
ÙÛÌÍˆËË y(x) ‡ÒÒÏ‡ÚË‚‡˛ÚÒfl ‚ ÍÓÏÔÎÂÍÒÌÓÈ Ó·Î‡ÒÚË, ÌÂÁ‡‚Ë-
ÒËÏ‡fl ÔÂÂÏÂÌÌ‡fl x Ë Á‡‚ËÒËÏ‡fl y ÔÓÎ‡„‡˛ÚÒfl ÍÓÏÔÎÂÍÒÌ˚ÏË
ÔÂÂÏÂÌÌ˚ÏË z Ë y(z) ÒÓÓÚ‚ÂÚÒÚ‚ÂÌÌÓ. ÑÎfl ÍÓÏÔÎÂÍÒÌ˚ı ÙÛÌÍ-
ˆËÈ ‚‚Ó‰ËÚÒfl ÔÓÌflÚËÂ ÔÓËÁ‚Ó‰ÌÓÈ y′(z) ‚ ÚÓ˜ÍÂ z ÍÓÏÔÎÂÍÒÌÓÈ
Ó·Î‡ÒÚË D Í‡Í ÔÂ‰ÂÎ‡:

ÔË˜ÂÏ ÍÓÏÔÎÂÍÒÌÓÂ ˜ËÒÎÓ h ÒÚÂÏËÚÒfl Í ÌÛÎ˛ ÔÓËÁ‚ÓÎ¸Ì˚Ï
Ó·‡ÁÓÏ. îÛÌÍˆËË, ËÏÂ˛˘ËÂ ÔÓËÁ‚Ó‰Ì˚Â ‚ Í‡Ê‰ÓÈ ÚÓ˜ÍÂ Ó·Î‡-
ÒÚË D, Ì‡Á˚‚‡˛ÚÒfl ‡Ì‡ÎËÚË˜ÂÒÍËÏË ‚ ˝ÚÓÈ Ó·Î‡ÒÚË Ë ‡ÁÎ‡„‡˛Ú-
Òfl ‚ ÒıÓ‰fl˘ËÈÒfl fl‰

(7.68)

Ò ÍÓ˝ÙÙËˆËÂÌÚ‡ÏË wn ‚·ÎËÁË Î˛·ÓÈ ÚÓ˜ÍË z0 � D. íÓ˜ÍË ‚ ÍÓÏ-
ÔÎÂÍÒÌÓÈ Ó·Î‡ÒÚË ÔÂÂÏÂÌÌÓ„Ó z, ‚ ÍÓÚÓ˚ı Ó‰ÌÓÁÌ‡˜Ì‡fl ÙÛÌÍ-
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ê‡ÒÒÏÓÚËÏ ‚Ì‡˜‡ÎÂ ÒÎÛ˜‡È, ÍÓ„‰‡ I1 = I2. éÒË ÍÓÓ‰ËÌ‡Ú ‚ÒÂ-
„‰‡ ÏÓÊÌÓ ‚˚·‡Ú¸ Ú‡Í, ˜ÚÓ y0 = 0. íÓ„‰‡ ËÁ (7.70) ÔÓÒÎÂ ‡Î„Â·‡-
Ë˜ÂÒÍËı ‚˚ÍÎ‡‰ÓÍ ÒÎÂ‰ÛÂÚ Û‡‚ÌÂÌËÂ

ω30γ30 = 0.

èÓÒÚÓÈ ‡Ì‡ÎËÁ ÔÓÍ‡Á˚‚‡ÂÚ, ̃ ÚÓ (7.70) ËÏÂÂÚ ‰‚Â ÒËÒÚÂÏ˚ Â¯ÂÌËÈ

1) (7.72)

2) (7.73)

ω10 = 0,   ω20 = 2iε,   ω30 = 0,   ε2 = 1.

ÑÎfl Â¯ÂÌËÈ (7.72) ÓÔÂ‰ÂÎËÚÂÎ¸ D ÎÂ‚ÓÈ ˜‡ÒÚË Û‡‚ÌÂÌËÈ (7.71)
‡‚ÂÌ

(7.74)

Ë ËÏÂÂÚ ÔflÚ¸ ÍÓÌÂÈ Ò m ≥ 0 ÔË ÛÒÎÓ‚ËË, ̃ ÚÓ ‚ÂÎË˜ËÌ˚ 

Ë ÔÓÎÓÊËÚÂÎ¸Ì˚Â ˆÂÎ˚Â ˜ËÒÎ‡. ùÚÓ ‚ÓÁÏÓÊÌÓ

ÚÓÎ¸ÍÓ ‚ ÒÎÛ˜‡Â I1 = 2I3. ÑÎfl ÚÓ„Ó ˜ÚÓ·˚ ω10 Ë ω20 ‚ (7.72) ÌÂ Ó·‡-
˘‡ÎËÒ¸ ‚ ·ÂÒÍÓÌÂ˜ÌÓÒÚ¸, ÌÂÓ·ıÓ‰ËÏÓ ÔÓÎÓÊËÚ¸ z0 = 0. íÓ„‰‡ ‚ÂÎË-
˜ËÌ‡ ω20 ·Û‰ÂÚ ÔÓËÁ‚ÓÎ¸ÌÓÈ, ‡ ω10 ÒÚ‡ÌÂÚ ‡‚ÌÓÈ iω20. èflÏ˚Â ‚˚-
˜ËÒÎÂÌËfl ÔÓÍ‡Á˚‚‡˛Ú, ˜ÚÓ ÔË

(7.75)
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ÔÂ‰ÒÚ‡‚Îfl˛Ú Ó·˘ÂÂ Â¯ÂÌËÂ, ÂÒÎË ÒÓ‰ÂÊ‡Ú ÔflÚ¸ ÔÓËÁ‚ÓÎ¸-
Ì˚ı ÔÓÒÚÓflÌÌ˚ı. èÓÒÎÂ ÔÓ‰ÒÚ‡ÌÓ‚ÍË (7.69) ‚ (7.58)–(7.60) Ì‡-
ıÓ‰ËÏ, ˜ÚÓ

n1 = n2 = n3 = 1,

m1 = m2 = m3 = 2

Ë ÍÓÏÔÎÂÍÒÌ˚Â ÍÓ˝ÙÙËˆËÂÌÚ˚ ωi0,γi0 Û‰Ó‚ÎÂÚ‚Ófl˛Ú ÒËÒÚÂÏÂ ‡Î-
„Â·‡Ë˜ÂÒÍËı Û‡‚ÌÂÌËÈ

–I1ω10 + (I3 – I2)ω20ω30 = –C(y0γ30 – z0γ20),

–I2ω20 + (I1 – I3)ω30ω10 = –C(z0γ10 – x0γ30),

–I3ω30 + (I2 – I1)ω20ω10 = –C(x0γ20 – y0γ10); (7.70)

–2γ10 = (ω30γ20 – ω20γ30),

–2γ20 = (ω10γ30 – ω30γ10),

–2γ30 = (ω20γ10 – ω10γ20).

äÓ˝ÙÙËˆËÂÌÚ˚ ωim, γim (m > 0) ÓÔÂ‰ÂÎfl˛ÚÒfl ÒËÒÚÂÏÓÈ ÎËÌÂÈÌ˚ı
Û‡‚ÌÂÌËÈ

(m – 1)I1ω1m + (I3 – I2)(ω2mω30 + ω20ω3m) + C(y0γ3m – z0γ2m) = Pm,

(m – 1)I2ω2m + (I1 – I3)(ω3mω10 + ω30ω1m) + C(z0γ1m – x0γ3m) = Qm, (7.71)

(m – 1)I3ω3m + (I2 – I1)(ω2mω10 + ω20ω1m) + C(x0γ2m – y0γ1m) = Rm,

(m – 2)γi0 – εisn(ωn0γs0 + ωn0γs0) = Tim.

è‡‚˚Â ˜‡ÒÚË ˝ÚËı Û‡‚ÌÂÌËÈ fl‚Îfl˛ÚÒfl ÔÓÎËÌÓÏ‡ÏË ÓÚ ‚ÂÎË-
˜ËÌ ωin, γin Ò ËÌ‰ÂÍÒÓÏ n < m. ëËÒÚÂÏ‡ (7.70), (7.71) ÔÓÎÌÓÒÚ¸˛ ÓÔ-
Â‰ÂÎflÂÚ ‚ÒÂ ÍÓ˝ÙÙËˆËÂÌÚ˚ ‡ÁÎÓÊÂÌËfl, ÍÓÏÂ ËÌÚÂÂÒÛ˛˘Ëı
Ì‡Ò ÒÎÛ˜‡Â‚, ÍÓ„‰‡ ÓÔÂ‰ÂÎËÚÂÎ¸ ÎÂ‚ÓÈ ˜‡ÒÚË Û‡‚ÌÂÌËÈ (7.71),
ÎËÌÂÈÌ˚È ÓÚÌÓÒËÚÂÎ¸ÌÓ ωim, γin, Ó·‡˘‡ÂÚÒfl ‚ ÌÛÎ¸ ÔË ÔflÚË ˆÂ-
Î˚ı ÔÓÎÓÊËÚÂÎ¸Ì˚ı ÁÌ‡˜ÂÌËflı m. ÖÒÎË Â˘Â ÔË ˝ÚËı ÁÌ‡˜ÂÌËflı
m Ô‡‚˚Â ˜‡ÒÚË Û‡‚ÌÂÌËÈ (7.71) Ú‡ÍÊÂ Ó·‡ÚflÚÒfl ‚ ÌÛÎ¸, ÚÓ ÔflÚ¸
ÍÓ˝ÙÙËˆËÂÌÚÓ‚ ‚ ‡ÁÎÓÊÂÌËË (7.69) ·Û‰ÛÚ ÔÓËÁ‚ÓÎ¸Ì˚ÏË Ë Ú‡-
ÍÓÂ ‡ÁÎÓÊÂÌËÂ ·Û‰ÂÚ ÔÂ‰ÒÚ‡‚ÎflÚ¸ Ó·˘ÂÂ Â¯ÂÌËÂ.
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320 ÉÎ‡‚‡ 7. àÌÚÂ„ËÛÂÏ˚Â ÒËÒÚÂÏ˚

Û‰Ó‚ÎÂÚ‚ÓflÂÚ ÔÓÒÚÓÏÛ Û‡‚ÌÂÌË˛

Ω
.

= –iω3Ω. (7.78)

éÚÒ˛‰‡ ÒÎÂ‰ÛÂÚ, ˜ÚÓ ÔÓËÁ‚Â‰ÂÌËÂ Ω Ì‡ ÍÓÏÔÎÂÍÒÌÓ-ÒÓÔflÊÂÌ-
ÌÛ˛ ‚ÂÎË˜ËÌÛ Ω* fl‚ÎflÂÚÒfl ËÌÚÂ„‡ÎÓÏ ‰‚ËÊÂÌËfl I:

I = ΩΩ* = (ω1
2 – ω2

2 + C1γ1)
2 + (2ω1ω2 + C1γ2)

2. (7.79)

ë ÔÓÏÓ˘¸˛ ˝ÚÓ„Ó ËÌÚÂ„‡Î‡ ‰‚ËÊÂÌËfl, Í‡Í ·˚ÎÓ ÔÓÍ‡Á‡ÌÓ
ë. äÓ‚‡ÎÂ‚ÒÍÓÈ, ËÌÚÂ„ËÓ‚‡ÌËÂ ÒËÒÚÂÏ˚ (7.76), (7.77) ‚ ˜ÂÚ‚Â-
ÚÓÏ ÒÎÛ˜‡Â Ò‚Ó‰ËÚÒfl Í Ó·‡˘ÂÌË˛ „ËÔÂ˝ÎÎËÔÚË˜ÂÒÍËı ËÌÚÂ„‡-
ÎÓ‚, ˜ÚÓ Ë ‰‡ÂÚ ÔÓÎÌÓÂ Â¯ÂÌËÂ Á‡‰‡˜Ë ‚ ÚÂÏËÌ‡ı Ú˝Ú‡-ÙÛÌÍˆËÈ
ÓÚ ‰‚Ûı ÔÂÂÏÂÌÌ˚ı [30–32].

7.2. ëÇéâëíÇé èÖçãÖÇÖ ÑàîîÖêÖçñàÄãúçõï 

ìêÄÇçÖçàâ

7.2.1. ä‡ÚÍËÈ Ó·ÁÓ ‡Ì‡ÎËÚË˜ÂÒÍÓÈ 
ÚÂÓËË ‰ËÙÙÂÂÌˆË‡Î¸Ì˚ı Û‡‚ÌÂÌËÈ

Ç Ì‡˜‡ÎÂ ˝ÚÓ„Ó ‡Á‰ÂÎ‡ Ï˚ ‰‡‰ËÏ ·Â„Î˚È Ó·ÁÓ ‡Ì‡ÎËÚË˜ÂÒ-
ÍÓÈ ÚÂÓËË ‰ËÙÙÂÂÌˆË‡Î¸Ì˚ı Û‡‚ÌÂÌËÈ [31–35]. èË Ëı ËÒÒÎÂ-
‰Ó‚‡ÌËË ‚ ÍÓÏÔÎÂÍÒÌÓÈ Ó·Î‡ÒÚË ÁÌ‡˜ÂÌËÈ ÔÂÂÏÂÌÌÓÈ t ÌÂÓ·ıÓ-
‰ËÏ‡ ÍÎ‡ÒÒËÙËÍ‡ˆËfl ÓÒÓ·˚ı ÚÓ˜ÂÍ Â¯ÂÌËÈ ‰ËÙÙÂÂÌˆË‡Î¸Ì˚ı
Û‡‚ÌÂÌËÈ. äÎ‡ÒÒËÙËÍ‡ˆËfl ÓÒÓ·˚ı ÚÓ˜ÂÍ ÔÂÊ‰Â ‚ÒÂ„Ó ÓÒÌÓ‚‡Ì‡
Ì‡ ˜ËÒÎÂ ÁÌ‡˜ÂÌËÈ ÙÛÌÍˆËË ÔË Ó·ıÓ‰Â ‚ÓÍÛ„ ÚÓ˜ÍË. éÒÓ·‡fl
ÚÓ˜Í‡ t = t0 ÙÛÌÍˆËË, ÔË Ó·ıÓ‰Â ‚ÓÍÛ„ ÍÓÚÓÓÈ ÁÌ‡˜ÂÌËÂ ÙÛÌÍ-
ˆËË ËÁÏÂÌflÂÚÒfl, Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl ÍËÚË˜ÂÒÍÓÈ ÓÒÓ·ÓÈ ÚÓ˜ÍÓÈ. Ç ÔÓ-
ÚË‚ÌÓÏ ÒÎÛ˜‡Â ÓÌ‡ Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl ÌÂÍËÚË˜ÂÒÍÓÈ. Ñ‡ÎÂÂ ‚˚‰ÂÎfl˛Ú-
Òfl ÓÒÓ·˚Â ÚÓ˜ÍË, ÍÓÚÓ˚Â ÏÓ„ÛÚ ËÏÂÚ¸ ‡Î„Â·‡Ë˜ÂÒÍËÂ ÙÛÌÍˆËË.
ç‡ÔËÏÂ, ÎËÌÂÈÌÓÂ Û‡‚ÌÂÌËÂ

(t – b)x
.

= ax (7.80)

ËÏÂÂÚ Â¯ÂÌËÂ

x = C(t – b)a. (7.81)

èÓÎÓÊËÏ t = b + reiϕ. èË Ó·ıÓ‰Â ‚ ÍÓÏÔÎÂÍÒÌÓÈ Ó·Î‡ÒÚË ‚Ó-
ÍÛ„ ÚÓ˜ÍË b Û„ÓÎ ϕ ÏÂÌflÂÚÒfl Ì‡ 2π Ë ÁÌ‡˜ÂÌËÂ ÙÛÌÍˆËË x– ÔÓÒÎÂ
Ó·ıÓ‰‡ ·Û‰ÂÚ x– = xe2iπa (ËÒ. 7.6). íÓ„‰‡ ÙÛÌÍˆËfl x(t) ‚ ÚÓ˜ÍÂ b

1) ÂÒÚ¸ ‡Ì‡ÎËÚË˜ÂÒÍ‡fl ÙÛÌÍˆËfl ÔË ˆÂÎ˚ı ÔÓÎÓÊËÚÂÎ¸Ì˚ı
ÁÌ‡˜ÂÌËflı a;
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ÓÔÂ‰ÂÎËÚÂÎ¸ D ‡‚ÂÌ ÌÛÎ˛ ÔË m = 0, 1, 2, 3, 4. åÓÊÌÓ ÔÓ‚Â-
ËÚ¸, ˜ÚÓ ÔË ˝ÚËı ÁÌ‡˜ÂÌËflı m ‡‚Ì˚ ÌÛÎ˛ Ë Ô‡‚˚Â ˜‡ÒÚË Û‡‚-
ÌÂÌËÈ (7.71). èÓ˝ÚÓÏÛ ÔË ÛÍ‡Á‡ÌÌ˚ı ÁÌ‡˜ÂÌËflı m ÍÓ˝ÙÙËˆËÂÌ-
Ú˚ ωim, γim ÒÓ‰ÂÊ‡Ú ÔflÚ¸ ÔÓËÁ‚ÓÎ¸Ì˚ı ÔÓÒÚÓflÌÌ˚ı. èÓ‰Ó·Ì˚È
‡Ì‡ÎËÁ ÏÓÊÌÓ ÔÓ‚ÂÒÚË ‰Îfl ÒËÒÚÂÏ˚ Â¯ÂÌËÈ (7.74) Ë ÌÂ‡‚Ì˚ı
‰Û„ ‰Û„Û ÏÓÏÂÌÚÓ‚ ËÌÂˆËË. Ç ËÚÓ„Â Ï˚ ÔËıÓ‰ËÏ Í ÒÎÂ‰Û˛-
˘ÂÈ ÚÂÓÂÏÂ.

íÂÓÂÏ‡ ë. äÓ‚‡ÎÂ‚ÒÍÓÈ. ì‡‚ÌÂÌËfl (7.57)–(7.60) ‚ Ó·˘ÂÏ
ÒÎÛ˜‡Â ÌÂ ËÏÂ˛Ú Ó‰ÌÓÁÌ‡˜Ì˚ı Â¯ÂÌËÈ, ‰ÓÔÛÒÍ‡˛˘Ëı ÔflÚ¸
ÔÓËÁ‚ÓÎ¸Ì˚ı ÔÓÒÚÓflÌÌ˚ı Ë ÌÂ ËÏÂ˛˘Ëı Ì‡ ‚ÒÂÈ ÔÎÓÒÍÓÒÚË ÔÂ-
ÂÏÂÌÌÓ„Ó t ‰Û„Ëı ÓÒÓ·˚ı ÚÓ˜ÂÍ, ÍÓÏÂ ÔÓÎ˛ÒÓ‚. àÒÍÎ˛˜ÂÌËÂ
ÒÓÒÚ‡‚Îfl˛Ú ÒÎÛ˜‡Ë

1)  I1 = I2 = I3,

2)  x0 = y0 = z0 = 0,

3)  I1 = I2,   x0 = y0 = 0,

4)  I1 = I2 = 2I3,   z0 = 0.

ÑÎfl ˜ÂÚ‚ÂÚÓ„Ó ÒÎÛ˜‡fl, ÍÓÚÓ˚È ·˚Î ÌÂËÁ‚ÂÒÚÂÌ ‡ÌÂÂ, Û‡‚-
ÌÂÌËfl ‰‚ËÊÂÌËfl ÔËÌËÏ‡˛Ú ‚Ë‰

ÑÎfl ÌÂ„Ó ë. äÓ‚‡ÎÂ‚ÒÍ‡fl Ì‡¯Î‡ ËÌÚÂ„‡Î ‰‚ËÊÂÌËfl. èÓÒÍÓÎ¸ÍÛ

�
d

d

t
�(ω1 + iω2)

2 = –i(ω1 + iω2)
2ω3 – iC1(ω1 + iω2)γ3; (7.76)

�
d

d

t
�(γ1 + iγ2) = –i(γ1 + iγ2)ω3 + i(ω1 + iω2)γ3, (7.77)

ÚÓ ÔÓÒÎÂ ÛÏÌÓÊÂÌËfl ‚ÚÓÓ„Ó Û‡‚ÌÂÌËfl Ì‡ C1 Ë ÒÎÓÊÂÌËfl Ò ÔÂ-
‚˚Ï Ì‡ıÓ‰ËÏ, ˜ÚÓ ‚ÂÎË˜ËÌ‡

Ω = (ω1 + iω2)
2 + C1(γ1 + iγ2)
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ÔËÌËÏ‡fl ÔÓÎÓÊËÚÂÎ¸Ì˚Â ‰ÂÈÒÚ‚ËÚÂÎ¸Ì˚Â ÁÌ‡˜ÂÌËfl, ÚÓ x(t)
ÒÚÂÏËÚÒfl Í ·ÂÒÍÓÌÂ˜ÌÓÒÚË; ÂÒÎË t ËÏÂÂÚ ÚÓÎ¸ÍÓ ÓÚËˆ‡ÚÂÎ¸Ì˚Â
‰ÂÈÒÚ‚ËÚÂÎ¸Ì˚Â ÁÌ‡˜ÂÌËfl, ÚÓ x(t) → 0 ÔË t → 0.

èÓÎ˛Ò‡ Ë ÒÛ˘ÂÒÚ‚ÂÌÌÓ ÓÒÓ·˚Â ÚÓ˜ÍË fl‚Îfl˛ÚÒfl ÔËÏÂ‡ÏË
ÌÂÍËÚË˜ÂÒÍËı ÓÒÓ·˚ı ÚÓ˜ÂÍ.

îÛÍÒÛ ÔËÌ‡‰ÎÂÊËÚ ‚‡ÊÌÓÂ ‡Á‰ÂÎÂÌËÂ ÓÒÓ·˚ı ÚÓ˜ÂÍ Â¯Â-
ÌËÈ ‰ËÙÙÂÂÌˆË‡Î¸Ì˚ı Û‡‚ÌÂÌËÈ Ì‡ ‰‚‡ ÍÎ‡ÒÒ‡: ÔÓ‰‚ËÊÌ˚Â Ë
ÌÂÔÓ‰‚ËÊÌ˚Â. éÒÓ·˚Â ÚÓ˜ÍË Â¯ÂÌËÈ ‰ËÙÙÂÂÌˆË‡Î¸Ì˚ı Û‡‚-
ÌÂÌËÈ ‚ ÍÓÏÔÎÂÍÒÌÓÈ Ó·Î‡ÒÚË, ÔÓÎÓÊÂÌËÂ ÍÓÚÓ˚ı ÌÂ Á‡‚ËÒËÚ ÓÚ
Ì‡˜‡Î¸Ì˚ı ÛÒÎÓ‚ËÈ, Ì‡Á˚‚‡˛ÚÒfl ÌÂÔÓ‰‚ËÊÌ˚ÏË. éÒÓ·˚Â ÚÓ˜ÍË
Â¯ÂÌËÈ ‰ËÙÙÂÂÌˆË‡Î¸Ì˚ı Û‡‚ÌÂÌËÈ Ì‡ ÍÓÏÔÎÂÍÒÌÓÈ Ó·Î‡Ò-
ÚË, Á‡‚ËÒfl˘ËÂ ÓÚ Ì‡˜‡Î¸Ì˚ı ‰‡ÌÌ˚ı, Ì‡Á˚‚‡˛ÚÒfl ÔÓ‰‚ËÊÌ˚ÏË.
ÑËÙÙÂÂÌˆË‡Î¸ÌÓÂ Û‡‚ÌÂÌËÂ

2txx
.

= 1 (7.83)

ËÏÂÂÚ Â¯ÂÌËÂ

(7.84)

‰Îfl ÍÓÚÓÓ„Ó ÚÓ˜ÍË t = 0 Ë t = ∞ fl‚Îfl˛ÚÒfl Ú‡ÌÒˆÂÌ‰ÂÌÚÌ˚ÏË ÌÂ-
ÔÓ‰‚ËÊÌ˚ÏË ÓÒÓ·˚ÏË ÚÓ˜Í‡ÏË. àÁ ‡ÁÎÓÊÂÌËfl ‚·ÎËÁË t = C

(7.85)

‚Ë‰ÌÓ, ˜ÚÓ ÚÓ˜Í‡ t = C – ÍËÚË˜ÂÒÍ‡fl ÔÓ‰‚ËÊÌ‡fl ÓÒÓ·‡fl ÚÓ˜Í‡.
èÓÒÎÂ ë. äÓ‚‡ÎÂ‚ÒÍÓÈ, ‚ÔÂ‚˚Â ÔËÏÂÌË‚¯ÂÈ ‡Ì‡ÎËÚË˜ÂÒ-

ÍÛ˛ ÚÂÓË˛ ‰ËÙÙÂÂÌˆË‡Î¸Ì˚ı Û‡‚ÌÂÌËÈ ‚ Á‡‰‡˜Â ÏÂı‡ÌËÍË,
Ì‡Ë·ÓÎ¸¯‡fl ‡ÍÚË‚ÌÓÒÚ¸ Ï‡ÚÂÏ‡ÚËÍÓ‚ ‚ ÍÓÌˆÂ XIX ‚. ÔÓfl‚Ë-
Î‡Ò¸ ‚ ÍÎ‡ÒÒËÙËÍ‡ˆËË Ó·˚ÍÌÓ‚ÂÌÌ˚ı ‰ËÙÙÂÂÌˆË‡Î¸Ì˚ı Û‡‚-
ÌÂÌËÈ ÔÓ ÚËÔÛ ÒËÌ„ÛÎflÌÓÒÚÂÈ, ÍÓÚÓ˚Â ËÏÂ˛Ú Ëı Â¯ÂÌËfl. êÂ-
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2) ËÏÂÂÚ ÔÓÎ˛Ò ÔÓfl‰Í‡ a
ÔË ˆÂÎ˚ı ÓÚËˆ‡ÚÂÎ¸Ì˚ı ÁÌ‡-
˜ÂÌËflı a;

3) ËÏÂÂÚ ÍËÚË˜ÂÒÍÛ˛ ‡Î„Â·-
‡Ë˜ÂÒÍÛ˛ ÓÒÓ·Û˛ ÚÓ˜ÍÛ ÔË ÔÓ-
ÎÓÊËÚÂÎ¸Ì˚ı ‡ˆËÓÌ‡Î¸Ì˚ı ÁÌ‡-

˜ÂÌËflı „‰Â n1, n2 – ˆÂÎ˚Â 

˜ËÒÎ‡; ÔË Ó·ıÓ‰Â ‚ÓÍÛ„ ÓÒÓ·ÓÈ
ÚÓ˜ÍË n2 ‡Á ÙÛÌÍˆËfl ÔËÌËÏ‡ÂÚ
ÔÂÊÌÂÂ ÁÌ‡˜ÂÌËÂ;

4) ËÏÂÂÚ ÍËÚË˜ÂÒÍËÈ ÔÓÎ˛Ò
ÔË ÓÚËˆ‡ÚÂÎ¸Ì˚ı ‡ˆËÓÌ‡Î¸Ì˚ı ÁÌ‡˜ÂÌËflı a.

éÒÓ·˚Â ÚÓ˜ÍË ‚ ÔÛÌÍÚ‡ı 2–4 ËÒ˜ÂÔ˚‚‡˛Ú ‚ÒÂ ‡Î„Â·‡Ë˜ÂÒÍË
ÓÒÓ·˚Â ÚÓ˜ÍË. ÑÎfl ÍÎ‡ÒÒËÙËÍ‡ˆËË ÌÂ‡Î„Â·‡Ë˜ÂÒÍËı ÓÒÓ·˚ı ÚÓ-
˜ÂÍ ‚‚Ó‰ËÚÒfl ÔÓÌflÚËÂ Ó·Î‡ÒÚË ÌÂÓÔÂ‰ÂÎÂÌÌÓÒÚË. éÔË¯ÂÏ ÓÍ-
ÛÊÌÓÒÚ¸ ‡‰ËÛÒ‡ r Ò ̂ ÂÌÚÓÏ ‚ ÓÒÓ·ÓÈ ÚÓ˜ÍÂ t0 Ë Ó·ÓÁÌ‡˜ËÏ Δr ÏÌÓ-
ÊÂÒÚ‚Ó ÁÌ‡˜ÂÌËÈ, ÍÓÚÓÓÂ ÔËÌËÏ‡ÂÚ ÙÛÌÍˆËfl x(t) ‚ÌÛÚË ÓÍÛÊ-
ÌÓÒÚË ‡‰ËÛÒ‡ r. èË ÌÂÓ„‡ÌË˜ÂÌÌÓÏ ÛÏÂÌ¸¯ÂÌËË r ÏÌÓÊÂÒÚ‚Ó Δr

ÒÚÂÏËÚÒfl Í ÌÂÍÓÚÓÓÏÛ ÔÂ‰ÂÎ¸ÌÓÏÛ ÏÌÓÊÂÒÚ‚Û, Ì‡Á˚‚‡ÂÏÓÏÛ
Ó·Î‡ÒÚ¸˛ ÌÂÓÔÂ‰ÂÎÂÌÌÓÒÚË. ÖÒÎË ÓÌ‡ ÒÓÒÚÓËÚ ËÁ Ó‰ÌÓÈ ÚÓ˜ÍË, ÚÓ
ÓÒÓ·‡fl ÚÓ˜Í‡ Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl Ú‡ÌÒˆÂÌ‰ÂÌÚÌÓÈ ÓÒÓ·ÓÈ ÚÓ˜ÍÓÈ.

îÛÌÍˆËfl x = ln(t – a) fl‚ÎflÂÚÒfl Â¯ÂÌËÂÏ Û‡‚ÌÂÌËfl

x
.

= e–x,

Ë ÚÓ˜Í‡ x = a – Ú‡ÌÒˆÂÌ‰ÂÌÚÌ‡fl ÓÒÓ·‡fl ÚÓ˜Í‡ (ÎÓ„‡ËÙÏË˜ÂÒÍ‡fl
ÚÓ˜Í‡ ‚ÂÚ‚ÎÂÌËfl). èÓÒÎÂ ÔÓ‰ÒÚ‡ÌÓ‚ÍË z = a + reiϕ ˝ÚÓ Â¯ÂÌËÂ
ÔËÌËÏ‡ÂÚ ‚Ë‰ x = iϕ + lnr. Ç ÓÍÂÒÚÌÓÒÚË r = 0 ÓÌÓ ËÏÂÂÚ ÌÂÓ-
„‡ÌË˜ÂÌÌÓÂ ˜ËÒÎÓ ÁÌ‡˜ÂÌËÈ, ÍÓÚÓ˚Â ‚ÒÂ ÒÚÂÏflÚÒfl Í ·ÂÒÍÓ-
ÌÂ˜ÌÓÒÚË ÔË r → 0. éÒÓ·‡fl ÚÓ˜Í‡ Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl ÒÛ˘ÂÒÚ‚ÂÌÌÓ ÓÒÓ-
·ÓÈ ÚÓ˜ÍÓÈ, ÂÒÎË Ó·Î‡ÒÚ¸ ÌÂÓÔÂ‰ÂÎÂÌÌÓÒÚË ÒÓÒÚÓËÚ ÌÂ ËÁ
Ó‰ÌÓÈ ÚÓ˜ÍË. èËÏÂÓÏ ÒÛ˘ÂÒÚ‚ÂÌÌÓ ÓÒÓ·ÓÈ ÚÓ˜ÍË fl‚ÎflÂÚÒfl 

ÚÓ˜Í‡ t = 0 Â¯ÂÌËfl Û‡‚ÌÂÌËfl

x
.

= –xln2x. (7.82)

áÌ‡˜ÂÌËÂ x(t) Á‡‚ËÒËÚ ÓÚ Ì‡Ô‡‚ÎÂÌËÈ ‚ ÍÓÏÔÎÂÍÒÌÓÈ Ó·Î‡ÒÚË, ÔÓ
ÍÓÚÓ˚Ï t ÒÚÂÏËÚÒfl Í ÌÛÎ˛. ç‡ÔËÏÂ, ÂÒÎË t ÒÚÂÏËÚÒfl Í ÌÛÎ˛,
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Á‡‚ËÒËÚ ÓÚ Ò‚ÓÈÒÚ‚ ‰ËÙÙÂÂÌˆË‡Î¸Ì˚ı Û‡‚ÌÂÌËÈ Ë ÌÂ ÚÂ·ÛÂÚ
fl‚ÌÓ„Ó ‚Ë‰‡ Â¯ÂÌËÈ. «ùÚ‡ Ë‰Âfl ÒÓ‚ÒÂÏ ÒÚ‡‡fl Ë ËÏÂÂÚ Ò‚ÓËÏ Ì‡-
˜‡ÎÓÏ ÍÎ‡ÒÒË˜ÂÒÍÛ˛ ‡·ÓÚÛ ‚ÂÎËÍÓ„Ó ÛÒÒÍÓ„Ó Ï‡ÚÂÏ‡ÚËÍ‡ ëÓ-
Ù¸Ë äÓ‚‡ÎÂ‚ÒÍÓÈ» [36. ë. 324].

7.2.2. ëÓ‚ÂÏÂÌÌ˚È ‡Î„ÓËÚÏ ‡Ì‡ÎËÁ‡ 
ËÌÚÂ„ËÛÂÏ˚ı ÒËÒÚÂÏ

èÂ‰ÔÓÎÓÊÂÌËÂ, ˜ÚÓ ËÌÚÂ„ËÛÂÏÓÂ ÌÂÎËÌÂÈÌÓÂ Û‡‚ÌÂÌËÂ
‰ÓÎÊÌÓ ËÏÂÚ¸ Ò‚ÓÈÒÚ‚Ó èÂÌÎÂ‚Â, ÓÍ‡Á‡ÎÓÒ¸ ˜ÂÁ‚˚˜‡ÈÌÓ ÔÎÓ‰Ó-
Ú‚ÓÌ˚Ï Ë ˝ÙÙÂÍÚË‚Ì˚Ï. ëÓ‚ÂÏÂÌÌ˚È ‡Î„ÓËÚÏ ÔÓ‚ÂÍË ËÌ-
ÚÂ„ËÛÂÏÓÒÚË ÌÂÎËÌÂÈÌ˚ı Û‡‚ÌÂÌËÈ ÓÒÌÓ‚‡Ì Ì‡ ‡·ÓÚ‡ı ë. äÓ-
‚‡ÎÂ‚ÒÍÓÈ, å. Ä·ÎÓ‚Ëˆ‡, Ä. ê‡Ï‡ÌË, ï. ëË„Û‡ (‰‡ÎÂÂ ‡Î„ÓËÚÏ
äÄêë) [35–37]. ëÓ„Î‡ÒÌÓ ÂÏÛ ÔÓˆÂ‰Û‡ ËÒÒÎÂ‰Ó‚‡ÌËfl ËÌÚÂ„Ë-
ÛÂÏÓÒÚË ‰ËÙÙÂÂÌˆË‡Î¸ÌÓ„Ó Û‡‚ÌÂÌËfl

(7.88)

„‰Â F – ‡Ì‡ÎËÚË˜ÂÒÍ‡fl ÙÛÌÍˆËfl ÔÓ ÔÂÂÏÂÌÌÓÈ t Ë ‡ˆËÓÌ‡Î¸Ì‡fl
ÙÛÌÍˆËfl ÔÓ ÓÒÚ‡Î¸Ì˚Ï ÔÂÂÏÂÌÌ˚Ï, ÒÓÒÚÓËÚ ‚ ÒÎÂ‰Û˛˘ÂÏ.

èÂ‰ÔÓÎ‡„‡ÂÚÒfl, ˜ÚÓ Â¯ÂÌËÂ ˝ÚÓ„Ó Û‡‚ÌÂÌËfl ËÏÂÂÚ ÚÓÎ¸ÍÓ
ÔÓÒÚ˚Â ÔÓÎ˛Ò˚ ÔË t = t0 Ë ‚·ÎËÁË t0 Â„Ó ÏÓÊÌÓ ‡ÁÎÓÊËÚ¸ ‚ fl‰
ãÓ‡Ì‡

(7.89)

Ò ÔÓÒÚÓflÌÌ˚ÏË ÍÓ˝ÙÙËˆËÂÌÚ‡ÏË xn.
èÂ‚˚È ¯‡„ ‡Î„ÓËÚÏ‡ ÒÓÒÚÓËÚ ‚ ÓÔÂ‰ÂÎÂÌËË Ì‡ËÏÂÌ¸¯ÂÈ

ÒÚÂÔÂÌË m. ë ˝ÚÓÈ ˆÂÎ¸˛ ‚ Û‡‚ÌÂÌËÂ (7.89) ÔÓ‰ÒÚ‡‚ÎflÂÚÒfl ‚˚‡-
ÊÂÌËÂ

(7.90)

Ë ‡Ì‡ÎËÁËÛ˛ÚÒfl ÒÎ‡„‡ÂÏ˚Â Û‡‚ÌÂÌËfl Ò Ì‡ËÏÂÌ¸¯ËÏË ÁÌ‡˜ÂÌË-
flÏË m. ç‡ÔËÏÂ, ÔÓÒÎÂ ÔÓ‰ÒÚ‡ÌÓ‚ÍË (7.90) ‚ Û‡‚ÌÂÌËÂ ‡Ì„‡ÏÓ-
ÌË˜ÂÒÍÓ„Ó ÓÒˆËÎÎflÚÓ‡ ·ÂÁ Á‡ÚÛı‡ÌËfl

ẍ = Ax – Cx3 (7.91)
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¯ÂÌËfl ÎËÌÂÈÌ˚ı ‰ËÙÙÂÂÌˆË‡Î¸Ì˚ı Û‡‚ÌÂÌËÈ ËÏÂ˛Ú ÚÓÎ¸ÍÓ
ÌÂÔÓ‰‚ËÊÌ˚Â ÓÒÓ·˚Â ÚÓ˜ÍË, ÓÔÂ‰ÂÎflÂÏ˚Â ÓÒÓ·ÂÌÌÓÒÚflÏË ÍÓ-
˝ÙÙËˆËÂÌÚÓ‚ Û‡‚ÌÂÌËÈ. Ç ÌÂÎËÌÂÈÌ˚ı ‰ËÙÙÂÂÌˆË‡Î¸Ì˚ı
Û‡‚ÌÂÌËflı ÔÓÎÓÊÂÌËÂ ÔÓ‰‚ËÊÌ˚ı ÓÒÓ·˚ı ÚÓ˜ÂÍ ÌÂ ‚ÒÂ„‰‡ ÏÓ-
ÊÂÚ ·˚Ú¸ ÓÔÂ‰ÂÎÂÌÓ ÔÓ ‚Ë‰Û Û‡‚ÌÂÌËfl Ë ‚ Ó·˘ÂÏ ÒÎÛ˜‡Â Ëı
Ì‡ıÓÊ‰ÂÌËÂ ÔÂ‰ÒÚ‡‚ÎflÂÚ ·ÓÎ¸¯ËÂ ÚÛ‰ÌÓÒÚË. è. èÂÌÎÂ‚Â Ë Â„Ó
¯ÍÓÎ‡ Ì‡ ÓÒÌÓ‚Â ÌÓ‚Ó„Ó ÏÂÚÓ‰‡ ËÒÒÎÂ‰Ó‚‡ÎË ÍÎ‡ÒÒ Û‡‚ÌÂÌËÈ
‚ÚÓÓ„Ó ÔÓfl‰Í‡

ẍ = F(x
.
, x, t), (7.86)

„‰Â F – ‡ˆËÓÌ‡Î¸Ì‡fl ÙÛÌÍˆËfl ÔÓ x, x
.

Ë ‡Ì‡ÎËÚË˜ÂÒÍ‡fl ÔÓ t. éÌË
Ì‡¯ÎË 50 Û‡‚ÌÂÌËÈ, Â¯ÂÌËfl ÍÓÚÓ˚ı ËÏÂ˛Ú ÚÓÎ¸ÍÓ ÍËÚË-
˜ÂÒÍËÂ ÌÂÔÓ‰‚ËÊÌ˚Â ÚÓ˜ÍË. àÁ ÌËı 44 Û‡‚ÌÂÌËfl ÏÓ„ÛÚ ·˚Ú¸
ÔÓËÌÚÂ„ËÓ‚‡Ì˚ ˜ÂÂÁ ËÁ‚ÂÒÚÌ˚Â ‚ ÚÓ ‚ÂÏfl ÙÛÌÍˆËË. êÂ¯Â-
ÌËfl ¯ÂÒÚË Û‡‚ÌÂÌËÈ ÓÔÂ‰ÂÎflÎË ÌÓ‚˚Â ÒÔÂˆË‡Î¸Ì˚Â ÙÛÌÍˆËË,
ÍÓÚÓ˚Â ÚÂÔÂ¸ Ì‡Á˚‚‡˛ÚÒfl Ú‡ÌÒˆÂÌ‰ÂÌÚ‡ÏË èÂÌÎÂ‚Â. èÂ‚ÓÂ
Ë ‚ÚÓÓÂ Û‡‚ÌÂÌËfl èÂÌÎÂ‚Â ËÏÂ˛Ú ÔÓÒÚÓÈ ‚Ë‰

ẍ = 6x2 + t, (7.87)

ẍ = 2x3 + tx + α,

„‰Â α – ÔÓËÁ‚ÓÎ¸Ì˚È Ô‡‡ÏÂÚ. êÂ¯ÂÌËfl ˝ÚËı Û‡‚ÌÂÌËÈ ı‡‡Í-
ÚÂËÁÛ˛ÚÒfl ÚÓÎ¸ÍÓ ÔÓ‰‚ËÊÌ˚ÏË ÔÓÎ˛Ò‡ÏË.

Ñ‡‰ËÏ Â˘Â ÌÂÒÍÓÎ¸ÍÓ ÓÔÂ‰ÂÎÂÌËÈ. ÉÓ‚ÓflÚ, ˜ÚÓ Ó·˚ÍÌÓ‚ÂÌ-
ÌÓÂ ‰ËÙÙÂÂÌˆË‡Î¸ÌÓÂ Û‡‚ÌÂÌËÂ ËÏÂÂÚ Ò‚ÓÈÒÚ‚Ó èÂÌÎÂ‚Â, ÂÒ-
ÎË Â„Ó Ó·˘ÂÂ Â¯ÂÌËÂ ÌÂ ËÏÂÂÚ ÍËÚË˜ÂÒÍËı ÔÓ‰‚ËÊÌ˚ı ÚÓ˜ÂÍ.
ÑËÙÙÂÂÌˆË‡Î¸ÌÓÂ Û‡‚ÌÂÌËÂ ÒÓ Ò‚ÓÈÒÚ‚ÓÏ èÂÌÎÂ‚Â Ì‡Á˚‚‡˛Ú
Û‡‚ÌÂÌËflÏË ÚËÔ‡ èÂÌÎÂ‚Â. êÂ¯ÂÌËfl Ú‡ÍËı Û‡‚ÌÂÌËÈ ËÏÂ˛Ú
ÚÓÎ¸ÍÓ ÔÓ‰‚ËÊÌ˚Â ÔÓÎ˛Ò‡.

éÍÓÎÓ 40 ÎÂÚ Ì‡Á‡‰ ‚ Ò‚flÁË Ò ÓÚÍ˚ÚËÂÏ ËÌÚÂ„ËÛÂÏ˚ı
Û‡‚ÌÂÌËÈ ‚ ˜‡ÒÚÌ˚ı ÔÓËÁ‚Ó‰Ì˚ı ‚ÓÁÌËÍÎ‡ ÓÒÚ‡fl ÌÂÓ·ıÓ‰Ë-
ÏÓÒÚ¸ Ì‡ÈÚË ÔÓÒÚÓÈ ‡Ì‡ÎËÚË˜ÂÒÍËÈ ÍËÚÂËÈ ‚˚fl‚ÎÂÌËfl ËÌÚÂ„-
ËÛÂÏ˚ı ÒËÒÚÂÏ ‚ ÚÂÓËË ÔÓÎfl Ë ÌÂÎËÌÂÈÌÓÈ ‰ËÌ‡ÏËÍÂ. èÓ-
ËÁÓ¯ÎÓ «Á‡ÏÂ˜‡ÚÂÎ¸ÌÓÂ ‚ÓÁÓÊ‰ÂÌËÂ ËÌÚÂÂÒ‡ Í ‡·ÓÚ‡Ï äÓ‚‡-
ÎÂ‚ÒÍÓÈ, èÂÌÎÂ‚Â Ë ‰Û„Ëı, Ë Ëı Ë‰ÂË ÒÚ‡ÎË Ë„‡Ú¸ ˆÂÌÚ‡Î¸ÌÛ˛
ÓÎ¸ ‚ ÓÔÂ‰ÂÎÂÌËË Ë ÔÓÌËÏ‡ÌËË ËÌÚÂ„ËÛÂÏÓÒÚË ‰ËÌ‡ÏË˜ÂÒ-
ÍËı ÒËÒÚÂÏ» [32. ë. 238]. ÑÎfl ÔÓËÒÍ‡ ËÌÚÂ„‡ÎÓ‚ ‰‚ËÊÂÌËfl ÌÂÓ·-
ıÓ‰ËÏÓ ÓÔÂ‰ÂÎËÚ¸ ÓÒÓ·˚Â ÚÓ˜ÍË Â¯ÂÌËfl ‰ËÙÙÂÂÌˆË‡Î¸Ì˚ı
Û‡‚ÌÂÌËÈ ‚ ÍÓÏÔÎÂÍÒÌÓÈ Ó·Î‡ÒÚË ÔÂÂÏÂÌÌÓÈ t. í‡ÍÓÈ ‡Ì‡ÎËÁ
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ËÎË Ò Á‡ÚÛı‡ÌËÂÏ

ẍ = Ax – Cx3 – Bx
.

(7.92)

Ï˚ ÔÓÎÛ˜‡ÂÏ

(1 + m)mx0τ –2–m + Cx0
3τ –3m – Ax0τ –m = 0 (7.93)

ËÎË

(1 + m)mx0τ –2–m + Cx0
3τ –3m – Ax0τ –m – Bmx0τ –1–m = 0 (7.94)

ÒÓÓÚ‚ÂÚÒÚ‚ÂÌÌÓ. ç‡Ë·ÓÎÂÂ ÒËÌ„ÛÎflÌ˚Â ˜ÎÂÌ˚, ÍÓÚÓ˚Â ˜‡ÒÚÓ
Ì‡Á˚‚‡˛Ú ‚Â‰Û˘ËÏË ˜ÎÂÌ‡ÏË Û‡‚ÌÂÌËfl (ẍ Ë x2), ‰ÓÎÊÌ˚ Ó·‡-
ÚËÚ¸Òfl ‚ ÌÛÎ¸ ÔË τ → 0. èË‡‚ÌË‚‡fl Ëı ÔÓÍ‡Á‡ÚÂÎË ÒÚÂÔÂÌË ÔÂ-
ÂÏÂÌÌÓÈ τ, Ì‡ıÓ‰ËÏ ËÁ Û‡‚ÌÂÌËfl –3m = –m – 2, ˜ÚÓ m = 1. íÓ„‰‡
2x0 + Cx0

3 = 0 Ë

(7.95)

éÔÂ‰ÂÎflÂÏÓÂ Ì‡ ˝ÚÓÏ ¯‡„Â ÁÌ‡˜ÂÌËÂ (ËÎË ÌÂÒÍÓÎ¸ÍÓ ÁÌ‡-
˜ÂÌËÈ) m ‰ÓÎÊÌÓ ·˚Ú¸ ˆÂÎ˚Ï Ë ÔÓÎÓÊËÚÂÎ¸Ì˚Ï ˜ËÒÎÓÏ. ÑÎfl
‰Ó·Ì˚ı ÁÌ‡˜ÂÌËÈ m Û‡‚ÌÂÌËÂ (7.88) ËÏÂÂÚ ÍËÚË˜ÂÒÍËÂ ÔÓ-
‰‚ËÊÌ˚Â ÓÒÓ·˚Â ÚÓ˜ÍË Ë ÌÂ ËÏÂÂÚ Ò‚ÓÈÒÚ‚Ó èÂÌÎÂ‚Â. Ç fl‰Â
ÒÎÛ˜‡Â‚ ÔË ÓÚÒÛÚÒÚ‚ËË ˝ÚÓ„Ó Ò‚ÓÈÒÚ‚‡ ÁÌ‡˜ÂÌËÂ m ÏÓÊÂÚ ÔÓ‰-
ÒÍ‡Á‡Ú¸ Á‡ÏÂÌÛ ÙÛÌÍˆËË x(t), Ò ÔÓÏÓ˘¸˛ ÍÓÚÓÓÈ ËÒıÓ‰ÌÓÂ ‚˚-
‡ÊÂÌËÂ ÏÓÊÂÚ ·˚Ú¸ ÔÂÓ·‡ÁÓ‚‡ÌÓ ‚ Û‡‚ÌÂÌËÂ ÚËÔ‡ èÂÌÎÂ-
‚Â. í‡Í, ‰Îfl Û‡‚ÌÂÌËfl

x
.

+ Ax + Cx3 = 0

‚ÂÎË˜ËÌ‡ m ‡‚Ì‡ �
1

2
�. é‰Ì‡ÍÓ ÔÓÒÎÂ Á‡ÏÂÌ˚ ÓÌÓ ÔÂ-

Ó·‡ÁÛÂÚÒfl ‚ Û‡‚ÌÂÌËÂ

y
.

+ 2Ay + 2Cy2 = 0,

Ó·Î‡‰‡˛˘ÂÂ Ò‚ÓÈÒÚ‚ÓÏ èÂÌÎÂ‚Â.
ç‡ ‚ÚÓÓÏ ¯‡„Â ÔÓˆÂ‰Û˚ ‰Îfl Í‡Ê‰ÓÈ Ô‡˚ ÁÌ‡˜ÂÌËÈ (m, x0)

ÓÔÂ‰ÂÎfl˛ÚÒfl ÒÚÂÔÂÌË ‡ÁÎÓÊÂÌËfl n ‚ (7.89), ÍÓ˝ÙÙËˆËÂÌÚ˚ ÔË
ÍÓÚÓ˚ı ÔÓËÁ‚ÓÎ¸Ì˚Â. éÌË Ì‡Á˚‚‡˛ÚÒfl ËÌ‰ÂÍÒ‡ÏË îÛÍÒ‡ ËÎË
ÂÁÓÌ‡ÌÒ‡ÏË, ‡ ËÌÓ„‰‡ ÔÓÍ‡Á‡ÚÂÎflÏË äÓ‚‡ÎÂ‚ÒÍÓÈ. ç‡ÔËÏÂ,

x t y t( ) = ( )

 
x

i

C
0

2
1= = ±ε ε, .
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ÔÓ‰ÒÚ‡‚Îflfl ‡ÁÎÓÊÂÌËÂ (7.89) ÔË m = 1 ‚ (7.91), Ï˚ ÔÓÒÎÂ‰Ó‚‡-
ÚÂÎ¸ÌÓ ÓÔÂ‰ÂÎflÂÏ ÍÓ˝ÙÙËˆËÂÌÚ˚ xn (n > 0):

(7.96)

ÑÎfl ÍÓ˝ÙÙËˆËÂÌÚ‡ x4 ÔÓÎÛ˜‡ÂÏ ‚˚‡ÊÂÌËÂ

3(2 + Cx0
2)x4 = x2(A – 3Cx0x2) – 6Cx0x1x3 – 3Cx1

2x2. (7.97)

í‡Í Í‡Í ÎÂ‚‡fl Ë Ô‡‚‡fl ˜‡ÒÚË ˝ÚÓ„Ó Û‡‚ÌÂÌËfl, ÒÓ„Î‡ÒÌÓ (7.95),
(7.96) ‡‚Ì˚ ÌÛÎ˛, ÚÓ ÍÓ˝ÙÙËˆËÂÌÚ x4 ÔÓËÁ‚ÓÎ¸Ì˚È. Ç ËÚÓ„Â
Ó‰ÌÓÁÌ‡˜ÌÓÂ ‡ÁÎÓÊÂÌËÂ (7.89) ËÏÂÂÚ ‰‚Â ÔÓËÁ‚ÓÎ¸Ì˚Â ÔÓÒÚÓ-
flÌÌ˚Â t0 Ë x4 Ë fl‚ÎflÂÚÒfl Ó·˘ËÏ Â¯ÂÌËÂÏ Û‡‚ÌÂÌËfl (7.91). Ç Ó·-
˘ÂÏ ÒÎÛ˜‡Â, ÂÒÎË m ÔËÌËÏ‡ÂÚ ÌÂÒÍÓÎ¸ÍÓ ÁÌ‡˜ÂÌËÈ, ÚÓ Â¯ÂÌËÂ
ËÏÂÂÚ ÌÂÒÍÓÎ¸ÍÓ ‚ÂÚ‚ÂÈ, Í‡Ê‰‡fl ËÁ ÍÓÚÓ˚ı ËÒÒÎÂ‰ÛÂÚÒfl ÓÚ‰ÂÎ¸-
ÌÓ. íÓ„‰‡ ÙÓÏÛÎ‡ (7.91) ËÏÂÂÚ Ò‚ÓÈÒÚ‚Ó èÂÌÎÂ‚Â, ÂÒÎË Í‡Ê‰‡fl
‚ÂÚ‚¸ Â¯ÂÌËÈ ËÏÂÂÚ ˝ÚÓ Ò‚ÓÈÒÚ‚Ó.

èÓÒÚÓÈ ‡Ì‡ÎËÁ ÂÁÓÌ‡ÌÒÓ‚ ÏÓÊÌÓ ÔÓ‚ÂÒÚË ·ÂÁ ‚˚˜ËÒÎÂÌËfl
‚ÒÂı ÍÓ˝ÙÙËˆËÂÌÚÓ‚ ‡ÁÎÓÊÂÌËfl ÔÓ‰ÒÚ‡ÌÓ‚ÍÓÈ ‚˚‡ÊÂÌËfl

(7.98)

‚ ‚Â‰Û˘ËÂ ˜ÎÂÌ˚ Û‡‚ÌÂÌËfl (7.88). èË‡‚ÌË‚‡fl ÌÛÎ˛ ‚ ÔÓÎÛ˜ÂÌ-
ÌÓÏ ÒÓÓÚÌÓ¯ÂÌËË ÒÎ‡„‡ÂÏ˚Â, ÎËÌÂÈÌ˚Â ÔÓ xr, ÔÓÎÛ˜‡ÂÏ Û‡‚ÌÂÌËÂ

Q(r)γr = 0, (7.99)

„‰Â Q(r) – ÔÓÎËÌÓÏ ÔÓfl‰Í‡ n ÔÓ r. íÓ„‰‡ Â¯ÂÌËÂ Û‡‚ÌÂÌËfl

Q(r) = 0 (7.100)

ÓÔÂ‰ÂÎflÂÚ ËÌ‰ÂÍÒ˚ îÛÍÒ‡. èÓËÎÎ˛ÒÚËÛÂÏ ˝ÚÓÚ ¯‡„ ÒÌÓ‚‡
Ì‡ ÔËÏÂÂ Û‡‚ÌÂÌËfl (7.91). èÓ‰ÒÚ‡ÌÓ‚Í‡ (7.98) ‚ Â„Ó ‚Â‰Û˘ËÂ
˜ÎÂÌ˚ Ë ÓÚ·Ó ÎËÌÂÈÌ˚ı ÒÎ‡„‡ÂÏ˚ı ÔË‚Ó‰flÚ Í ‚˚‡ÊÂÌË˛

(r – 2)(r – 1) + 3Cx0
2 = (r – 2)(r – 1) – 6 = 0

Ò ÔÓÍ‡Á‡ÚÂÎflÏË äÓ‚‡ÎÂ‚ÒÍÓÈ r = –1 Ë r = 4.
á‡ÏÂÚËÏ, ˜ÚÓ Ó‰ËÌ ËÁ ËÌ‰ÂÍÒÓ‚ îÛÍÒ‡ ‚ÒÂ„‰‡ ‡‚ÂÌ –1. ùÚÓ

ÁÌ‡˜ÂÌËÂ ÒÓÓÚ‚ÂÚÒÚ‚ÛÂÚ ÔÓËÁ‚ÓÎ¸ÌÓÒÚË ‚˚·Ó‡ t0. ÑÂÈÒÚ‚ËÚÂÎ¸-
ÌÓ, ÔË Á‡ÏÂÌÂ t0 Ì‡ t0 + ε ‚ ‚˚‡ÊÂÌËË (7.89) Ë ‡ÁÎÓÊÂÌËË ‚ fl‰

x
x

t t
t t rm r

r=
( )

+ ( )( ) >( )0

0

01 0
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x1 2 30
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ë Û˜ÂÚÓÏ (7.95 ) ÔË A ≠ –2B2/9 Ó„‡ÌË˜ÂÌËÂ (7.102) ÌÂ ‚˚ÔÓÎÌfl-
ÂÚÒfl Ë „ËÔÓÚÂÁ‡ Ó ‡ÁÎÓÊÂÌËË Â¯ÂÌËfl ‚ ‚Ë‰Â (7.89) ÌÂ‚ÂÌ‡. Ç
˝ÚÓÏ ÒÎÛ˜‡Â ÌÂÓ·ıÓ‰ËÏÓ ËÒÍ‡Ú¸ Â¯ÂÌËÂ ‚ ‚Ë‰Â

íÓ„‰‡ ‚ÒÂ ÍÓ˝ÙÙËˆËÂÌÚ˚ x0, x1, x2, x3 ÒÓı‡Ìfl˛Ú Ò‚ÓË ÁÌ‡˜ÂÌËfl, ‡
Í ÎÂ‚ÓÈ ˜‡ÒÚË Û‡‚ÌÂÌËfl (7.103) ÔË·‡‚ÎflÂÚÒfl 5b. äÓ˝ÙÙËˆËÂÌÚ
·Û‰ÂÚ ÔÓËÁ‚ÓÎ¸Ì˚Ï, ÂÒÎË x4 ÔËÌËÏ‡ÂÚ ‚Ë‰

é‰Ì‡ÍÓ, ÔÓ‰ÓÎÊ‡fl ‚˚˜ËÒÎflÚ¸ ‰‡Î¸ÌÂÈ¯ËÂ ÍÓ˝ÙÙËˆËÂÌÚ˚, Ï˚
‰ÓÎÊÌ˚ ‚‚Ó‰ËÚ¸ ‚ÒÂ ÌÓ‚˚Â ÎÓ„‡ËÙÏË˜ÂÒÍËÂ ˜ÎÂÌ˚, ‚ ËÚÓ„Â
Û‡‚ÌÂÌËÂ (7.92) ËÏÂÂÚ ÎÓ„‡ËÙÏË˜ÂÒÍËÂ ÚÓ˜ÍË ‚ÂÚ‚ÎÂÌËfl Ë ÌÂ
Ó·Î‡‰‡ÂÚ Ò‚ÓÈÒÚ‚ÓÏ èÂÌÎÂ‚Â. ùÚÓ Ò‚ÓÈÒÚ‚Ó ÓÌÓ ËÏÂÂÚ ÚÓÎ¸ÍÓ
ÔË ÛÒÎÓ‚ËË

A = –2B2/9. (7.104)

èË ÌÂÏ ËÌÚÂ„‡Î ‰‚ËÊÂÌËfl Û‡‚ÌÂÌËfl (7.92) ÏÓÊÌÓ Ì‡ÈÚË ‚
fl‚ÌÓÏ ‚Ë‰Â. èÓÒÎÂ ÔÓ‰ÒÚ‡ÌÓ‚ÍË x

.
(t) = F(x(t)) (7.92) ÔËÌËÏ‡-

ÂÚ ‚Ë‰

F(x) �
d

d

x
� F(x) = –2B2/9x + Cx3 + BF(x)

Ë Â„Ó Â¯ÂÌËÂ ‚˚‡Ê‡ÂÚÒfl ˜ÂÂÁ „ËÔÂ„ÂÓÏÂÚË˜ÂÒÍÛ˛ ÙÛÌÍ-
ˆË˛ Ò ÔÓËÁ‚ÓÎ¸ÌÓÈ ÔÓÒÚÓflÌÌÓÈ E:

(7.105)
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ÔÓ ε ‚Ë‰ÌÓ, ˜ÚÓ ÒÎ‡„‡ÂÏÓÂ, ÎËÌÂÈÌÓÂ ÔÓ ε, ËÏÂÂÚ Á‡‚ËÒËÏÓÒÚ¸ 
(t – t0)

–m–1. äÓÌË Û‡‚ÌÂÌËfl (7.100) Ò Rer < 0, ÍÓÏÂ r = –1, ÛÍ‡Á˚-
‚‡˛Ú Ì‡ ÌÂ‚ÓÁÏÓÊÌÓÒÚ¸ ÔÂ‰ÒÚ‡‚ÎÂÌËfl Â¯ÂÌËÈ ‚ ‚Ë‰Â (7.89) Ë ÌÂ-
Ó·ıÓ‰ËÏÓÒÚ¸ ‰ÓÔÓÎÌËÚÂÎ¸ÌÓ„Ó ‡ÒÒÎÂ‰Ó‚‡ÌËfl Ò ÔÓÏÓ˘¸˛ ‡Î„Ó-
ËÚÏ‡ äÓÌÚ‡–îÓ‰Ë–èËÍÂËÌ„‡ [35]. ã˛·˚Â ËÌ‰ÂÍÒ˚ îÛÍÒ‡ Ò
Rer > 0, ÌÓ ÌÂ ˆÂÎ˚Ï ÁÌ‡˜ÂÌËÂÏ r, ÛÍ‡Á˚‚‡˛Ú, ˜ÚÓ ÔË t, ‡‚ÌÓÏ t0,
Û‡‚ÌÂÌËÂ ËÏÂÂÚ ‰‚ËÊÛ˘Û˛Òfl ÍËÚË˜ÂÒÍÛ˛ ÚÓ˜ÍÛ Ë ÌÂ Ó·Î‡‰‡ÂÚ
Ò‚ÓÈÒÚ‚ÓÏ èÂÌÎÂ‚Â. é‰Ì‡ÍÓ ‡ˆËÓÌ‡Î¸ÌÓÂ ÁÌ‡˜ÂÌËÂ r ÏÓÊÂÚ ÔÓ‰-
ÒÍ‡Á‡Ú¸, Í‡Í Ë Ì‡ ÔÂ‚ÓÏ ¯‡„Â, Á‡ÏÂÌÛ x(t) ÌÓ‚ÓÈ ÙÛÌÍˆËÂÈ. é·˘ÂÂ
Â¯ÂÌËÂ Û‡‚ÌÂÌËfl (7.88) ‰ÓÎÊÌÓ ËÏÂÚ¸ n ÔÓËÁ‚ÓÎ¸Ì˚ı ÔÓÒÚÓflÌ-
Ì˚ı Ë, ÂÒÎË Û‡‚ÌÂÌËÂ (7.100) ËÏÂÂÚ n – 1 ÔÓÎÓÊËÚÂÎ¸Ì˚ı ˆÂÎ˚ı
ÍÓÌÂÈ, ÚÓ Â¯ÂÌËÂ ‚ ‚Ë‰Â (7.89) ÌÂ ËÏÂÂÚ ÔÓ‰‚ËÊÌ˚ı ‡Î„Â·‡Ë˜Â-
ÒÍËı ÓÒÓ·˚ı ÚÓ˜ÂÍ, ÌÓ ‚ÓÁÏÓÊÌ˚ ÔÓ‰‚ËÊÌ˚Â ÓÒÓ·˚Â ÚÓ˜ÍË ÎÓ„‡-
ËÙÏË˜ÂÒÍÓ„Ó ÚËÔ‡. éÌË ÓÔÂ‰ÂÎfl˛ÚÒfl Ì‡ ÚÂÚ¸ÂÏ ¯‡„Â ‡Î„ÓËÚ-
Ï‡. èÛÒÚ¸ r1, r2, …, rn–1 (r1 ≤ r2 ≤ … ≤ rn–1) – ËÌ‰ÂÍÒ˚ îÛÍÒ‡ ‰Îfl Í‡Ê-
‰ÓÈ Ô‡˚ ÁÌ‡˜ÂÌËÈ (m, x0). èÓ‰ÒÚ‡‚Îflfl ÛÒÂ˜ÂÌÌÓÂ ‡ÁÎÓÊÂÌËÂ

(7.101)

‚ Û‡‚ÌÂÌËÂ (7.88) Ë ÔË‡‚ÌË‚‡fl ÌÛÎ˛ ˜ÎÂÌ˚ Ò Ó‰ËÌ‡ÍÓ‚˚ÏË
ÒÚÂÔÂÌflÏË (t – t0), ÔÓÎÛ˜‡ÂÏ Û‡‚ÌÂÌËfl

Q( j)xj = Rj(x0, x1, …, xj–1)  ( j = 1, 2, …, rs)

‰Îfl ÓÔÂ‰ÂÎÂÌËfl ÓÒÚ‡‚¯ËıÒfl ÍÓ˝ÙÙËˆËÂÌÚÓ‚. é‰Ì‡ÍÓ ÔË j = r1

ÔÓÎËÌÓÏ Q(r) ‡‚ÂÌ ÌÛÎ˛ Ë ÍÓ˝ÙÙËˆËÂÌÚ xr1
·Û‰ÂÚ ÔÓËÁ‚ÓÎ¸-

Ì˚Ï, ÂÒÎË ÒÔ‡‚Â‰ÎË‚Ó Ó„‡ÌË˜ÂÌËÂ

Rr1
(x0, x1, …, xr1–1) = 0. (7.102)

Ç Í‡˜ÂÒÚ‚Â ÔËÏÂ‡ ÔÓ‰ÒÚ‡‚ËÏ ‡ÁÎÓÊÂÌËÂ (7.101) ‚ Û‡‚ÌÂ-
ÌËÂ (7.92) Ë Ì‡È‰ÂÏ, ˜ÚÓ

‡ Û‡‚ÌÂÌËÂ ‰Îfl x4 ÔËÌËÏ‡ÂÚ ‚Ë‰

(7.103)
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ç‡ ‚ÚÓÓÏ ¯‡„Â ‰Îfl Í‡Ê‰Ó„Ó (xa0, ma) ‚ ‚Â‰Û˘ËÂ ˜ÎÂÌ˚ ÒËÒÚÂÏ˚
ÔÓ‰ÒÚ‡‚ÎflÂÚÒfl ‚˚‡ÊÂÌËÂ

(7.108)

éÒÚ‡‚Îflfl ‚ ÌËı ÚÓÎ¸ÍÓ ÎËÌÂÈÌ˚Â ˜ÎÂÌ˚ ÔÓ γa, ÔÓÎÛ˜‡ÂÏ Û‡‚ÌÂÌËÂ

Q(r)γ = 0,   γ = (γ1, γ2, …, γN),

„‰Â Q(r) – N×N-Ï‡ÚËˆ‡. çÂÍÓÚÓ˚Â ËÁ ‚ÂÎË˜ËÌ γa ÔÓËÁ‚ÓÎ¸Ì˚,
ÒÎÂ‰Ó‚‡ÚÂÎ¸ÌÓ, ‚ ‡ÁÎÓÊÂÌËË (7.107) ÔÓfl‚Îfl˛ÚÒfl ÔÓËÁ‚ÓÎ¸Ì˚Â
ÔÓÒÚÓflÌÌ˚Â, ÂÒÎË ÔÓÍ‡Á‡ÚÂÎË r Û‰Ó‚ÎÂÚ‚Ófl˛Ú ‡Î„Â·‡Ë˜ÂÒÍÓÏÛ
Û‡‚ÌÂÌË˛

detQ(r) = (r + 1)(rN–1 + a2r
N–2 + … + aN–1) = 0 (7.109)

Ò ÍÓ˝ÙÙËˆËÂÌÚ‡ÏË an, Á‡‚ËÒfl˘ËÏË ÓÚ ÁÌ‡˜ÂÌËÈ xa0. é‰ËÌ ËÁ ÍÓ-
ÌÂÈ ˝ÚÓ„Ó Û‡‚ÌÂÌËfl ËÁ-Á‡ ÔÓËÁ‚ÓÎ¸ÌÓÒÚË ‚˚·Ó‡ t0 ‚ÒÂ„‰‡ ‡-
‚ÂÌ –1. ÖÒÎË ‰Û„ËÂ ÍÓÌË r1, r2, …, rN–1 (r1 ≤ r2 ≤ … ≤ rN–1) fl‚Îfl-
˛ÚÒfl ˆÂÎ˚ÏË ÔÓÎÓÊËÚÂÎ¸Ì˚ÏË ˜ËÒÎ‡ÏË, ÚÓ Ì‡ ÚÂÚ¸ÂÏ ¯‡„Â ÌÂ-
Ó·ıÓ‰ËÏÓ ÔÓ‚ÂËÚ¸ Ì‡ÎË˜ËÂ ÓÒÓ·˚ı ÚÓ˜ÂÍ ÎÓ„‡ËÙÏË˜ÂÒÍÓ„Ó
ÚËÔ‡. ë ˝ÚÓÈ ˆÂÎ¸˛ ‚ ÒËÒÚÂÏÛ ‰ËÙÙÂÂÌˆË‡Î¸Ì˚ı Û‡‚ÌÂÌËÈ
ÔÓ‰ÒÚ‡‚ÎflÂÚÒfl ÛÒÂ˜ÂÌÌÓÂ ‡ÁÎÓÊÂÌËÂ

(7.110)

íÓ„‰‡ ÔË‡‚ÌË‚‡fl ˜ÎÂÌ˚ Ò Ó‰ËÌ‡ÍÓ‚˚ÏË ÒÚÂÔÂÌflÏË, ÔÓÎÛ˜‡ÂÏ
Û‡‚ÌÂÌËfl

Q(i)Xi = Ri (i = 1, 2, …, rs). (7.111)

á‰ÂÒ¸ Xi – ‚ÂÍÚÓ-ÒÚÓÎ·Âˆ Ò ÍÓÏÔÓÌÂÌÚ‡ÏË x1i, x2i, …, xNi; Ri = (R1i,
R2i, …, RNi) – ‚ÂÍÚÓ-ÒÚÓÍ‡, ÍÓÚÓ‡fl Á‡‚ËÒËÚ ÓÚ ÍÓ˝ÙÙËˆËÂÌÚÓ‚
xaj, 0 ≤ j ≤ i – 1. èË i < r1 ˝ÚÓ ‚˚‡ÊÂÌËÂ ÂÍÛÂÌÚÌÓ ÓÔÂ‰ÂÎfl-
ÂÚ ‚ÒÂ ÍÓ˝ÙÙËˆËÂÌÚ˚ Xi. í‡Í Í‡Í ‰Îfl i = r1 ËÏÂÂÚ detQ(r1) = 0, ÚÓ
‰Îfl ÒËÒÚÂÏ˚ (7.111) ‰ÓÎÊÌ˚ ‚˚ÔÓÎÌflÚ¸Òfl ÛÒÎÓ‚Ëfl ÒÓ‚ÏÂÒÚÌÓÒÚË

detQ(k)(r1) = 0  (k = 1, 2, …, N – 1), (7.112)

„‰Â Q(k)(r1) – Ï‡ÚËˆ‡ Q(r1), „‰Â ÒÚÓÎ·Âˆ k Á‡ÏÂÌÂÌ ÒÚÓÎ·ˆÓÏ RT
r1

.
ÖÒÎË (7.112) Û‰Ó‚ÎÂÚ‚ÓflÂÚÒfl, ÚÓ ÔÓˆÂ‰Û‡ ÔÓ‚ÚÓflÂÚÒfl ‚ÔÎÓÚ¸
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„‰Â – „ËÔÂ„ÂÓÏÂÚË˜ÂÒÍ‡fl ÙÛÌÍˆËfl. í‡-

ÍÓÈ ËÌÚÂ„‡Î ‰‚ËÊÂÌËfl ÌÂ fl‚ÎflÂÚÒfl ‡Î„Â·‡Ë˜ÂÒÍËÏ, ÔÓÒÍÓÎ¸ÍÛ
„ËÔÂ„ÂÓÏÂÚË˜ÂÒÍ‡fl ÙÛÌÍˆËfl F1,2(a, b, c, x) ÓÔÂ‰ÂÎflÂÚÒfl fl‰ÓÏ

‚ Ó·Î‡ÒÚË |x| ≤ 1 Ë ÁÌ‡˜ÂÌËflı c, ÌÂ ‡‚Ì˚ı ÌÛÎ˛ ËÎË ˆÂÎÓÏÛ ÓÚË-
ˆ‡ÚÂÎ¸ÌÓÏÛ ˜ËÒÎÛ.

ÖÒÎË ÍÓ˝ÙÙËˆËÂÌÚ xr1
ÔÓËÁ‚ÓÎÂÌ, ÌÂÓ·ıÓ‰ËÏÓ ÔÓ‰ÓÎÊËÚ¸

‰‡Î¸ÌÂÈ¯ËÈ ‡Ì‡ÎËÁ Ë ‚˚˜ËÒÎËÚ¸ ÍÓ˝ÙÙËˆËÂÌÚ˚ xi (r1 < i < r2).
Ç ËÚÓ„Â, ÂÒÎË ‚ÒÂ ÍÓ˝ÙÙËˆËÂÌÚ˚ xri

(i = 1, 2, …, n – 1) ÔÓËÁ-
‚ÓÎ¸Ì˚, ÚÓ ‰ËÙÙÂÂÌˆË‡Î¸ÌÓÂ Û‡‚ÌÂÌËÂ ÌÂ ËÏÂÂÚ ÔÓ‰‚ËÊÌ˚ı
ÍËÚË˜ÂÒÍËı ‡Î„Â·‡Ë˜ÂÒÍËı Ë ÎÓ„‡ËÙÏË˜ÂÒÍËı ÔÓ‰‚ËÊÌ˚ı
ÓÒÓ·˚ı ÚÓ˜ÂÍ Ë Ó·Î‡‰‡ÂÚ Ò‚ÓÈÒÚ‚ÓÏ èÂÌÎÂ‚Â. ä‡Í ÔÂ‰ÎÓÊÂÌÓ
‚ ‡·ÓÚÂ ë. äÓ‚‡ÎÂ‚ÒÍÓÈ, ˝ÚÓ Ò‚ÓÈÒÚ‚Ó fl‚ÎflÂÚÒfl ÍËÚÂËÂÏ ËÌ-
ÚÂ„ËÛÂÏÓÒÚË. èÓ˝ÚÓÏÛ Ú‡Í‡fl ÔÓÒÚ‡fl ÚÂı˝Ú‡ÔÌ‡fl ÔÓˆÂ‰Û‡
Ò‡ÁÛ ‰‡ÂÚ Á‡ÍÎ˛˜ÂÌËÂ, ıÓÚfl Ë ÌÂÔÓÎÌÓÂ, Ó· ËÌÚÂ„ËÛÂÏÓÒÚË
ÒËÒÚÂÏ˚.

ÑÎfl ËÒÒÎÂ‰Ó‚‡ÌËfl ÒËÒÚÂÏ˚ ÌÂÎËÌÂÈÌ˚ı ‰ËÙÙÂÂÌˆË‡Î¸Ì˚ı
Û‡‚ÌÂÌËÈ ÚËÔ‡

�
d

d

t
� xa = Fa(x1, x2, …, xN, z)  (a = 1, 2, …, N)

Ì‡ ÔÂ‚ÓÏ ¯‡„Â ‚ ÂÂ ‚Â‰Û˘ËÂ ˜ÎÂÌ˚ ÔÓ‰ÒÚ‡‚ÎflÂÚÒfl Â¯ÂÌËÂ ‚Ë‰‡

(7.106)

Ë ÓÔÂ‰ÂÎfl˛ÚÒfl ‚ÒÂ Ô‡˚ (xa0, ma) Ò ˆÂÎ˚ÏË ÔÓÎÓÊËÚÂÎ¸Ì˚ÏË
ÁÌ‡˜ÂÌËflÏË ma. ÑÎfl Í‡Ê‰ÓÈ ËÁ ÌËı ÏÓÊÌÓ ËÒÍ‡Ú¸ Â¯ÂÌËÂ ÒËÒÚÂ-
Ï˚ ‚ ‚Ë‰Â fl‰‡ ãÓ‡Ì‡

(7.107)x
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èÓÒÍÓÎ¸ÍÛ ÒÎ‡„‡ÂÏ˚Â ẍ Ë ÿ ·ÓÎÂÂ ÒËÌ„ÛÎflÌ˚Â, ˜ÂÏ x Ë y ÒÓÓÚ‚ÂÚ-
ÒÚ‚ÂÌÌÓ, ÚÓ Ì‡ ˝ÚÓÏ Ë ÒÎÂ‰Û˛˘ÂÏ ¯‡„‡ı ‡Î„ÓËÚÏ‡ ‰ÓÒÚ‡ÚÓ˜ÌÓ ‚
ÒËÒÚÂÏÂ ÓÒÚ‡‚ËÚ¸ ÚÓÎ¸ÍÓ ‚Â‰Û˘ËÂ ˜ÎÂÌ˚

ẍ + Dxy = 0, (7.115)

ÿ + Dx2 – Cy2 = 0.

èÓÒÎÂ ÔÓ‰ÒÚ‡ÌÓ‚ÍË ‚ ÌËı ‚˚‡ÊÂÌËÈ (7.114) ÔÓÎÛ˜‡ÂÏ

2y0Dτ2–m2 + m1(m1 +1) = 0, (7.116)

x0
2Dτ2(m2–m1) – y0

2C + y0τ –2+m2 m2(m2 +1) = 0.

èÓÒÚÓÈ ‡Ì‡ÎËÁ ÔÓÍ‡Á˚‚‡ÂÚ, ˜ÚÓ ‚ÓÁÏÓÊÌ˚ ‰‚Â ‚ÂÚ‚Ë Â¯ÂÌËÈ.
ÑÎfl ÔÂ‚Ó„Ó ÚËÔ‡ Â¯ÂÌËÈ

(7.117)

m2 = 2,   y0 = – �
D

3
� ,

„‰Â ‚‚Â‰ÂÌÓ Ó·ÓÁÌ‡˜ÂÌËÂ D = λC. ÇÚÓÓÈ ÚËÔ ÒÛ˘ÂÒÚ‚ÛÂÚ ÔË Ó„-
‡ÌË˜ÂÌËË m1 < 2. íÓ„‰‡ ÔË τ → 0 ËÒ˜ÂÁ‡ÂÚ ÒÎ‡„‡ÂÏÓÂ, ÔÓÔÓ-
ˆËÓÌ‡Î¸ÌÓÂ x0

2, Ë

(7.118)

Ò ÔÓËÁ‚ÓÎ¸Ì˚Ï ÁÌ‡˜ÂÌËÂÏ ‚ÂÎË˜ËÌ˚ x0.
àÒÒÎÂ‰ÛÂÏ ‚Ì‡˜‡ÎÂ Â¯ÂÌËfl ÔÂ‚Ó„Ó ÚËÔ‡. ÑÎfl ‡Ì‡ÎËÁ‡ ËÌ-

‰ÂÍÒÓ‚ îÛÍÒ‡ ÔÓ‰ÒÚ‡‚ËÏ ‚˚‡ÊÂÌËfl

x = x0τ –2 + xrτ r–2,   y = y0τ –2 + yrτ r–2

‚ (7.115) Ë ÔÓÎÛ˜ËÏ ‚ Ì‡ËÌËÁ¯ÂÏ ÔÓfl‰ÍÂ ÔÓ τ ÒËÒÚÂÏÛ ÎËÌÂÈÌ˚ı
Û‡‚ÌÂÌËÈ

(7.119)
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‰Ó ÔÓ‚ÂÍË ÔÓËÁ‚ÓÎ¸ÌÓÒÚË ÁÌ‡˜ÂÌËÈ XrN–1
. Ç ÒÎÛ˜‡Â Í‡ÚÌ˚ı

ÍÓÌÂÈ ‚ (7.109) ˜ËÒÎÓ ÔÓËÁ‚ÓÎ¸Ì˚ı ÍÓÏÔÓÌÂÌÚ ‚ Xrs
‡‚ÌÓ Í‡Ú-

ÌÓÒÚË ÍÓÌfl rs.
Ç ËÚÓ„Â ÒËÒÚÂÏ‡ ÌÂÎËÌÂÈÌ˚ı Û‡‚ÌÂÌËÈ ÔÓfl‰Í‡ N ËÏÂÂÚ

Ò‚ÓÈÒÚ‚Ó èÂÌÎÂ‚Â, Ú. Â. ÌÂ ËÏÂÂÚ ‰‚ËÊÛ˘ËıÒfl ÓÒÓ·˚ı ÚÓ˜ÂÍ,
ÍÓÏÂ ÔÓÎ˛ÒÓ‚, ÂÒÎË ‚·ÎËÁË ÔÓËÁ‚ÓÎ¸Ì˚ı ÁÌ‡˜ÂÌËÈ t0 ÒÔ‡-
‚Â‰ÎË‚Ó ‡ÁÎÓÊÂÌËÂ ‚ fl‰ ãÓ‡Ì‡ (7.107), ÒÓ‰ÂÊ‡˘ÂÂ N – 1
ÔÓËÁ‚ÓÎ¸Ì˚ı ÔÓÒÚÓflÌÌ˚ı. çÓ ‰‡ÊÂ ‚ ˝ÚËı Ò‡‚ÌËÚÂÎ¸ÌÓ Â‰-
ÍËı ÒÎÛ˜‡flı ÛÍ‡Á‡ÌÌ˚È ‚˚¯Â ‡Î„ÓËÚÏ ‰‡ÂÚ ÚÓÎ¸ÍÓ ÌÂÓ·ıÓ‰Ë-
Ï˚Â ÛÒÎÓ‚Ëfl, ÔÓÁ‚ÓÎfl˛˘ËÂ Ò˜ËÚ‡Ú¸, ˜ÚÓ ‡ÒÒÏ‡ÚË‚‡ÂÏ‡fl ÒËÒ-
ÚÂÏ‡ ÂÒÚ¸ ÒËÒÚÂÏ‡ ÚËÔ‡ èÂÌÎÂ‚Â. ÖÒÎË ‚ Â¯ÂÌËflı ÒËÒÚÂÏ˚ ÌÂ-
ÎËÌÂÈÌ˚ı Û‡‚ÌÂÌËÈ ÌÂÚ ÔÓ‰‚ËÊÌ˚ı ‡Î„Â·‡Ë˜ÂÒÍËı Ë ÎÓ„‡-
ËÙÏË˜ÂÒÍËı ÓÒÓ·˚ı ÚÓ˜ÂÍ, ‚ ÌËı ÏÓ„ÛÚ ·˚Ú¸ ÒÛ˘ÂÒÚ‚ÂÌÌÓ
ÓÒÓ·˚Â ÚÓ˜ÍË. é‰Ì‡ÍÓ ÔÓfl‚ÎÂÌËÂ ÔÓÒÎÂ‰ÌËı Í‡ÈÌÂ Â‰ÍÓ Ë Í
Ì‡ÒÚÓfl˘ÂÏÛ ‚ÂÏÂÌË ‡Î„ÓËÚÏ äÄêë ÂÒÚ¸ Â‰ËÌÒÚ‚ÂÌÌ˚È ˝Ù-
ÙÂÍÚË‚Ì˚È ÒÔÓÒÓ· ÔÓËÒÍ‡ ËÌÚÂ„ËÛÂÏ˚ı ÒËÒÚÂÏ, ˆÂÌÌÓÒÚ¸
ÍÓÚÓÓ„Ó ÔË ÓÔÂ‰ÂÎÂÌÌÓÏ Ó·Ó·˘ÂÌËË ÂÁÍÓ ‚ÓÁ‡ÒÚ‡ÂÚ ‚ ËÒ-
ÒÎÂ‰Ó‚‡ÌËË ËÌÚÂ„ËÛÂÏÓÒÚË ÌÂÎËÌÂÈÌ˚ı Û‡‚ÌÂÌËÈ Ò ˜‡ÒÚÌ˚-
ÏË ÔÓËÁ‚Ó‰Ì˚ÏË.

7.2.3. àÌÚÂ„ËÛÂÏÓÒÚ¸ Ó·Ó·˘ÂÌÌÓÈ ÏÓ‰ÂÎË 
ïÂÌÓÌ‡–ïÂÈÎÂÒ‡

íÂÓËË ÔËıÓ‰flÚ Ë ÛıÓ‰flÚ, ‡ ÔËÏÂ˚
ÓÒÚ‡˛ÚÒfl.

à.å. ÉÂÎ¸Ù‡Ì‰

ÑÎfl ËÎÎ˛ÒÚ‡ˆËË ÔËÏÂÌÂÌËfl ‡Î„ÓËÚÏ‡ äÄêë ËÒÒÎÂ‰ÛÂÏ
ËÌÚÂ„ËÛÂÏÓÒÚ¸ Û‡‚ÌÂÌËÈ

ẍ + Ax + Dxy = 0, (7.113)

ÿ + By + Dx2 – Cy2 = 0

Ó·Ó·˘ÂÌÌÓÈ ÏÓ‰ÂÎË ïÂÌÓÌ‡–ïÂÈÎÂÒ‡, ÍÓÚÓ‡fl ÔË ÓÔÂ‰ÂÎÂÌ-
Ì˚ı ÁÌ‡˜ÂÌËflı Ô‡‡ÏÂÚÓ‚ A, B, C, D ÓÔËÒ˚‚‡ÂÚ ‰‚ËÊÂÌËË Á‚ÂÁ-
‰˚ ‚ ÒÂ‰ÌÂÏ ÔÓÎÂ „‡Î‡ÍÚËÍË.

éÔÂ‰ÂÎËÏ ‚Ì‡˜‡ÎÂ Ì‡Ë·ÓÎ¸¯ËÂ ÓÚËˆ‡ÚÂÎ¸Ì˚Â ÒÚÂÔÂÌË m1 Ë
m2 ‚ ‚˚‡ÊÂÌËflı

(7.114)
 
x

x
y

y
t tm m= = =0 0

1 2τ τ
τ, , – .
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ÇÂÎË˜ËÌ‡ xr ËÎË yr ÔËÌËÏ‡ÂÚ ÔÓËÁ‚ÓÎ¸ÌÓÂ ÁÌ‡˜ÂÌËÂ, ÂÒÎË
ÔÓÍ‡Á‡ÚÂÎ¸ r Û‰Ó‚ÎÂÚ‚ÓflÂÚ Û‡‚ÌÂÌË˛

ÍÓÌË ÍÓÚÓÓ„Ó ‡‚Ì˚

ÇÂÎË˜ËÌ˚ r3,4 ‰ÓÎÊÌ˚ ·˚Ú¸ ˆÂÎ˚ÏË Ë ÔÓÎÓÊËÚÂÎ¸Ì˚ÏË ˜ËÒ-
Î‡ÏË. ùÚÓ ÛÒÎÓ‚ËÂ Ì‡Î‡„‡ÂÚ Ó„‡ÌË˜ÂÌËÂ Ì‡ ÁÌ‡˜ÂÌËÂ Ô‡‡ÏÂÚ‡
λ. çÂÚÛ‰ÌÓ Ì‡ÈÚË, ˜ÚÓ ‡ÁÂ¯ÂÌÌ˚ÏË ÁÌ‡˜ÂÌËflÏË ˝ÚÓ„Ó Ô‡‡-
ÏÂÚ‡ ·Û‰ÛÚ

1) λ = –1,   r = –1, 2, 3, 6;

2) λ = –1/2,   r = –1, 0, 5, 6;

3) λ = –3/4,   r = –1, 1, 4, 6.

é·ÒÛ‰ËÏ ÔÂ‚˚Â ‰‚‡ ÒÎÛ˜‡fl. èË λ = –1, ÔÓ‰ÒÚ‡‚Îflfl ‡ÁÎÓ-
ÊÂÌËfl

(7.120)

(7.121)

(m1 = m2 = 2) ‚ (7.113), ÔÓÎÛ˜‡ÂÏ Ó„‡ÌË˜ÂÌËfl x1 = y1 = 0 Ë Û‡‚-
ÌÂÌËfl

�
A

C
� + 2εx2 – 2y2 = 0,

�
B

C
� + 2εx2 – 2y2 = 0.

éÚÒ˛‰‡ ÒÎÂ‰ÛÂÚ, ˜ÚÓ ‚ÂÎË˜ËÌ‡ x2 ËÎË y2 ÔËÌËÏ‡ÂÚ ÔÓËÁ‚ÓÎ¸ÌÓÂ
ÁÌ‡˜ÂÌËÂ, ÂÒÎË A = B. Ñ‡Î¸ÌÂÈ¯ËÂ ‚˚˜ËÒÎÂÌËfl ÔÓÍ‡Á˚‚‡˛Ú, ˜ÚÓ
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‰Îfl ÂÁÓÌ‡ÌÒÓ‚ ÔË r = 3 Ë r = 6 ‚˚ÔÓÎÌfl˛ÚÒfl ÛÒÎÓ‚Ëfl ÒÓ‚ÏÂÒÚÌÓ-
ÒÚË. çÂÚÛ‰ÌÓ Û·Â‰ËÚ¸Òfl, ˜ÚÓ ‚ ˝ÚÓÏ ÒÎÛ˜‡Â ÔÓÒÎÂ Á‡ÏÂÌ˚ ÔÂÂ-
ÏÂÌÌ˚ı

ÒËÒÚÂÏ‡ Û‡‚ÌÂÌËÈ ‡Á‰ÂÎflÂÚÒfl Ì‡ ‰‚‡ ÌÂÁ‡‚ËÒËÏ˚ı ‚˚‡ÊÂÌËfl 

ü + Au – 2Cu2 = 0,   v̈ + Av + 2Cv2 = 0,

Í‡Ê‰ÓÂ ËÁ ÍÓÚÓ˚ı ËÌÚÂ„ËÛÂÚÒfl ‚ ˝ÎÎËÔÚË˜ÂÒÍËı ÙÛÌÍˆËflı. Ç
ËÚÓ„Â ÔË ÛÍ‡Á‡ÌÌ˚ı Ó„‡ÌË˜ÂÌËflı ÒËÒÚÂÏ‡ ïÂÌÓÌ‡–ïÂÈÎÂÒ‡ Ó·-
Î‡‰‡ÂÚ Ò‚ÓÈÒÚ‚‡ÏË èÂÌÎÂ‚Â Ë ËÌÚÂ„ËÛÂÏÓÒÚË.

ä‡Í ÒÎÂ‰ÛÂÚ ËÁ Û‡‚ÌÂÌËÈ (7.119), ‰Îfl λ = –1/2 ÁÌ‡˜ÂÌËfl x0 Ë y0

‡‚Ì˚ ÌÛÎ˛, ˜ÚÓ ÔÓÚË‚ÓÂ˜ËÚ ÛÒÎÓ‚Ë˛ ÂÁÓÌ‡ÌÒ‡ ÔË r = 0.
óÚÓ·˚ Ó‰ËÌ ËÁ ÍÓ˝ÙÙËˆËÂÌÚÓ‚ x0 ËÎË y0 ·˚Î ÔÓËÁ‚ÓÎ¸Ì˚Ï, ÌÂ-
Ó·ıÓ‰ËÏÓ ‚ ‡ÁÎÓÊÂÌËÂ (7.120), (7.121) ‰Ó·‡‚ËÚ¸ ÎÓ„‡ËÙÏË˜ÂÒ-
ÍËÂ ÒÎ‡„‡ÂÏ˚Â, ˜ÚÓ Ì‡Û¯‡ÂÚ Ò‚ÓÈÒÚ‚Ó èÂÌÎÂ‚Â Ë ÌÂÓ·ıÓ‰ËÏÓÂ
ÛÒÎÓ‚ËÂ ËÌÚÂ„ËÛÂÏÓÒÚË ÒËÒÚÂÏ˚. ÑÂÚ‡Î¸Ì˚È ‡Ì‡ÎËÁ ÔÓÍ‡Á˚‚‡-
ÂÚ, ˜ÚÓ ÔË λ = –3/4 ÒËÒÚÂÏ‡ (7.113) ÚËÔ‡ èÂÌÎÂ‚Â.

Ç ÒÎÛ˜‡Â (7.118) Ì‡ ‚ÚÓÓÏ ˝Ú‡ÔÂ ‡Î„ÓËÚÏ‡ ‚‚Ë‰Û ÛÒÎÓ‚Ëfl ËÁ
m1 < m2 ‰ÓÒÚ‡ÚÓ˜ÌÓ ÔÓ‡Ì‡ÎËÁËÓ‚‡Ú¸ ÒËÒÚÂÏÛ

ẍ + Dxy = 0,

ÿ – Cy2 = 0.

èÓÒÎÂ ÔÓ‰ÒÚ‡ÌÓ‚ÍË ‚ ÌÂÂ

ÔÓÎÛ˜‡ÂÏ ÒÎÂ‰Û˛˘ËÂ ÁÌ‡˜ÂÌËfl ÂÁÓÌ‡ÌÒÓ‚:

èÓÒÍÓÎ¸ÍÛ ‚ÂÎË˜ËÌ‡ ‰ÓÎÊÌ‡ ÔËÌËÏ‡Ú¸ ˆÂÎ˚Â Ë ÔÓÎÓ-

ÊËÚÂÎ¸Ì˚Â ÁÌ‡˜ÂÌËfl, ÁÌ‡˜ÂÌËfl Ô‡‡ÏÂÚ‡ λ, ÌÂÓ·ıÓ‰ËÏ˚Â ‰Îfl
ËÌÚÂ„ËÛÂÏÓÒÚË ÒËÒÚÂÏ˚, ‡‚Ì˚

1) 
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àÚ‡Í, ÔËÏÂÌÂÌËÂ ‡Î„ÓËÚÏ‡ äÄêë ÔÓÁ‚ÓÎËÎÓ Ì‡ÈÚË ÁÌ‡˜Â-
ÌËfl Ô‡‡ÏÂÚÓ‚, ÔË ÍÓÚÓ˚ı ÒËÒÚÂÏ‡ (7.113) ÔÓıÓ‰ËÚ ÚÂÒÚ èÂÌ-
ÎÂ‚Â. ùÚÓ fl‚ÎflÂÚÒfl ‰ÓÒÚ‡ÚÓ˜Ì˚Ï ÛÒÎÓ‚ËÂÏ ËÌÚÂ„ËÛÂÏÓÒÚË. ÑÎfl
‚˚˜ËÒÎÂÌËfl ÒÍ˚Ú˚ı ËÌÚÂ„‡ÎÓ‚ ‰‚ËÊÂÌËfl ‚ ÒËÒÚÂÏ‡ı, „‰Â ÌÂÚ
ÒËÏÏÂÚËÈ, ˜‡ÒÚÓ ËÒÔÓÎ¸ÁÛ˛ÚÒfl ÔflÏ˚Â ÏÂÚÓ‰˚. í‡Í, ‰Îfl ÓÔÂ-
‰ÂÎÂÌËfl ‡Î„Â·‡Ë˜ÂÒÍÓ„Ó ËÌÚÂ„‡Î‡ I ‚ ÒËÒÚÂÏ‡ı Ò ‰‚ÛÏfl ÒÚÂÔÂÌfl-
ÏË Ò‚Ó·Ó‰˚ x, y ÔÂ‰ÔÓÎ‡„‡ÂÚÒfl, ˜ÚÓ ÓÌ ËÏÂÂÚ ‚Ë‰

(7.124)

íÓ„‰‡ ÛÒÎÓ‚ËÂ

�
d

d

t
� I = 0

Ë Û‡‚ÌÂÌËfl ‰‚ËÊÂÌËfl Ò‡ÁÛ ÔË‚Ó‰flÚ Í ÔÂÂÓÔÂ‰ÂÎÂÌÌÓÈ ÒËÒÚÂ-
ÏÂ ‰ËÙÙÂÂÌˆË‡Î¸Ì˚ı Û‡‚ÌÂÌËÈ ‰Îfl ÌÂËÁ‚ÂÒÚÌ˚ı ÙÛÌÍˆËÈ
fi,k(x, y). Ç˚·ÓÓÏ ‡ÁÌ˚ı ÁÌ‡˜ÂÌËÈ n Ë Ò ÔÓÏÓ˘¸˛ Ú‡ÍÓÈ ÔÓˆÂ-
‰Û˚ ÏÓÊÌÓ Ì‡ÈÚË ËÌÚÂ„‡Î˚ ‰‚ËÊÂÌËfl ‰Îfl ÏÌÓ„Ëı ÒËÒÚÂÏ. àÌ-
ÚÂ„‡Î˚ (7.122), (7.123) ·˚ÎË ÔÓÎÛ˜ÂÌ˚ ËÏÂÌÌÓ ˝ÚËÏ ÒÔÓÒÓ·ÓÏ.

7.2.4. èÓÒÚÓÂÌËÂ ˜‡ÒÚÌ˚ı Â¯ÂÌËÈ ÌÂÎËÌÂÈÌÓÈ 
ÏÓ‰ÂÎË ÏÂÚÓ‰ÓÏ ÎËÌÂ‡ËÁ‡ˆËË

Ç ËÌÚÂ„ËÛÂÏ˚ı ÒËÒÚÂÏ‡ı ‰‡ÊÂ ÔË ËÁ‚ÂÒÚÌ˚ı ËÌÚÂ„‡Î‡ı
‰‚ËÊÂÌËfl ÍÓÌÒÚÛËÓ‚‡ÌËÂ ÚÓ˜Ì˚ı Ó·˘Ëı Â¯ÂÌËÈ – ÓÚÍ˚Ú‡fl
ÔÓ·ÎÂÏ‡. ä‡Í ÔÓÍ‡Á˚‚‡ÂÚ ÔËÏÂ Û‡‚ÌÂÌËÈ ‡Ì„‡ÏÓÌË˜ÂÒÍÓ„Ó
ÓÒˆËÎÎflÚÓ‡ Ò Á‡ÚÛı‡ÌËÂÏ, ‰‡ÊÂ ÔË Ì‡ÎË˜ËË ËÌÚÂ„‡Î‡ ‰‚ËÊÂ-
ÌËfl ÔÓÎÛ˜ÂÌËÂ Ó·˘Â„Ó Â¯ÂÌËfl Í‡ÈÌÂ Á‡ÚÛ‰ÌÂÌÓ. é‰ÌËÏ ËÁ Ì‡-
Ô‡‚ÎÂÌËÈ Â¯ÂÌËfl ˝ÚÓÈ ÔÓ·ÎÂÏ˚ fl‚ÎflÂÚÒfl ÔÂ‰ÎÓÊÂÌÌ˚È
ÇÂÈÒÓÏ [40] ÏÂÚÓ‰ ÎËÌÂ‡ËÁ‡ˆËË, ÍÓÚÓ˚È ÔÓÁ‚ÓÎflÂÚ ‚ ÌÂÍÓÚÓ-
˚ı ÒÎÛ˜‡flı Ì‡ÈÚË ÌÓ‚˚Â Ò‚ÓÈÒÚ‚‡ ÌÂÎËÌÂÈÌÓÈ ËÌÚÂ„ËÛÂÏÓÈ
ÒËÒÚÂÏ˚ Ë Â‰ÛˆËÓ‚‡Ú¸ ÂÂ ‚ ÒËÒÚÂÏÛ ÎËÌÂÈÌ˚ı Û‡‚ÌÂÌËÈ. Ç
˝ÚÓÏ ÏÂÚÓ‰Â ˜‡ÒÚÌÓÂ Â¯ÂÌËÂ Û‡‚ÌÂÌËfl (7.88) Ë˘ÂÚÒfl ‚ ‚Ë‰Â
ÛÒÂ˜ÂÌÌÓ„Ó ‡ÁÎÓÊÂÌËfl

(7.125)

„‰Â φ(t) Ë xn(t) – ‡Ì‡ÎËÚË˜ÂÒÍËÂ ÙÛÌÍˆËË ÓÚ t. èÂ‰ÔÓÎ‡„‡ÂÚÒfl,
˜ÚÓ ÙÛÌÍˆËfl x(t) ÒËÌ„ÛÎflÌ‡fl ÌÂ ‚ Ó‰ÌÓÈ ÚÓ˜ÍÂ t = t0, ‡ Ì‡ ÌÂÍÓ-
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2) 

3) 

á‰ÂÒ¸ ÌÂÓ·ıÓ‰ËÏÓ ‡ÒÒÏÓÚÂÚ¸ Ë ‡ˆËÓÌ‡Î¸Ì˚Â ÁÌ‡˜ÂÌËfl ÔÓÍ‡-

Á‡ÚÂÎfl m1, Ú‡Í Í‡Í ÔË Á‡ÏÂÌÂ Û‡‚ÌÂÌËfl 

(7.113) ÓÒÚ‡˛ÚÒfl ‡ˆËÓÌ‡Î¸Ì˚ÏË ÙÛÌÍˆËflÏË ÔÂÂÏÂÌÌ˚ı X, y. 
é·ÒÛ‰ËÏ ÒÎÂ‰Û˛˘ËÂ ÒÎÛ˜‡Ë ËÒÔÓÎ¸ÁÓ‚‡ÌËfl ‡ÁÎÓÊÂÌËfl

(7.120), (7.121).
1. ìÒÎÓ‚Ëfl ÒÓ‚ÏÂÒÚÌÓÒÚË (7.112) ÌÂ ‚˚ÔÓÎÌfl˛ÚÒfl Í‡Í ÔË Â-

ÁÓÌ‡ÌÒÂ r = 4, „‰Â ÓÔÂ‰ÂÎflÂÚÒfl ÁÌ‡˜ÂÌËÂ x0, Ú‡Í Ë ÔË r = 6. Ç ËÚÓ-

„Â ÔË ÒËÒÚÂÏ‡ ïÂÌÓÌ‡–ïÂÈÎÂÒ‡ ÌÂËÌÚÂ„ËÛÂÏ‡fl.

2. èË ˝Ú‡ ÒËÒÚÂÏ‡ ËÏÂÂÚ Ò‚ÓÈÒÚ‚Ó èÂÌÎÂ‚Â ÔË Î˛-

·˚ı ÁÌ‡˜ÂÌËflı Ô‡‡ÏÂÚÓ‚ A, B, C. ÅÓÎÂÂ ÚÓ„Ó, ÏÓÊÌÓ Ì‡ÈÚË ‰Ó-
ÔÓÎÌËÚÂÎ¸Ì˚È ‡Î„Â·‡Ë˜ÂÒÍËÈ ËÌÚÂ„‡Î F:

(7.122)

+ (12A – 3B + 2Cy)x
. 2 –2Cxx

.
y
.
.

3. èË Ë ÛÒÎÓ‚ËË B = 16A ÏÓ‰ÂÎ¸ ïÂÌÓÌ‡–ïÂÈÎÂÒ‡

ËÌÚÂ„ËÛÂÏ‡fl Ë ËÏÂÂÚ Ú‡ÍÊÂ ‰ÓÔÓÎÌËÚÂÎ¸Ì˚È ‡Î„Â·‡Ë˜ÂÒÍËÈ
ËÌÚÂ„‡Î F:

(7.123)

 
–

– –
.

x A C x Cy A Cy4 2 2 21152 6 16

4608

+ + +( )( )
 
F x x A Cy x xyCx= + ( ) +1

4
1

16
8

1
48

4 2 2 3˙ ˙ – ˙˙ –

λ = –
1

16

 
F x C x A A B Cy A Cy= + ( ) ( )( )( ) +1

12
4 9 4 62 2 2 – – –

λ = –
1
6

λ = –
5

16

x X x X→ →
1

2

3

2 ËÎË 

λ = = =– , , – , , , .
1

16
1
2

1 0 2 61m r

 
λ = = =– , , – , , , ;

1
6

1 1 0 3 61m r



ìÒÎÓ‚ËÂ ÒÓ‚ÏÂÒÚÌÓÒÚË ‚˚‡ÊÂÌËÈ (7.129), (7.130) ÔË‚Ó‰ËÚ Í ‰Ó-
ÔÓÎÌËÚÂÎ¸ÌÓÏÛ Û‡‚ÌÂÌË˛ ÔÂ‚Ó„Ó ÔÓfl‰Í‡ ‰Îfl x1(t):

(7.132)

ÍÓÚÓÓÂ, Í‡Í ÌÂÚÛ‰ÌÓ Û·Â‰ËÚ¸Òfl, ÒÓ‚ÏÂÒÚÌÓ Ò (7.131). äÓÏÂ ÚÓ-
„Ó, ÓÌÓ fl‚ÎflÂÚÒfl ˜‡ÒÚÌ˚Ï ËÌÚÂ„‡ÎÓÏ ‰‚ËÊÂÌËfl Û‡‚ÌÂÌËfl (7.91).
ÑÂÈÒÚ‚ËÚÂÎ¸ÌÓ, Â„Ó Ó·˘ËÈ ËÌÚÂ„‡Î

ÔË ÓÚ‚Â˜‡˛˘ÂÏ Ï‡ÍÒËÏÛÏÛ ÔÓÚÂÌˆË‡Î¸ÌÓÈ ˝ÌÂ„ËË,  

ÒÓ‚Ô‡‰‡ÂÚ Ò (7.131). Ç ËÚÓ„Â, ÔÓ ËÁ‚ÂÒÚÌÓÏÛ ˜‡ÒÚÌÓÏÛ Â¯ÂÌË˛
x1(t) – «Á‡Ú‡‚Ó˜ÌÓÏÛ Â¯ÂÌË˛» – Û‡‚ÌÂÌËÈ ‡Ì„‡ÏÓÌË˜ÂÒÍÓ„Ó ÓÒ-
ˆËÎÎflÚÓ‡, ÍÓÚÓÓÂ Û‰Ó‚ÎÂÚ‚ÓflÂÚ (7.132), Ò ÔÓÏÓ˘¸˛ ÎËÌÂÈÌÓ„Ó
Û‡‚ÌÂÌËfl (7.129) Ì‡ıÓ‰ËÏ φ(t), ‰‡ÎÂÂ ÔÓ ÙÓÏÛÎÂ (7.127) – ˜‡ÒÚÌÓÂ
Â¯ÂÌËÂ Û‡‚ÌÂÌËfl (7.91). í‡Í, ‰Îfl ÔÓÒÚÂÈ¯Â„Ó ˜‡ÒÚÌÓ„Ó Â¯ÂÌËfl

x1(t) = ± �
a

c
� (7.133)

Ï˚ ÔÓÎÛ˜‡ÂÏ Â¯ÂÌËÂ ÚËÔ‡ ÍËÌÍ‡

(7.134)

Ò ÔÓËÁ‚ÓÎ¸ÌÓÈ ÔÓÒÚÓflÌÌÓÈ t0 ˝ÚÓ„Ó Û‡‚ÌÂÌËfl. ÑÎfl Û‡‚ÌÂÌËÈ

(7.135)

‡Ì„‡ÏÓÌË˜ÂÒÍÓ„Ó ÓÒˆËÎÎflÚÓ‡ Ò Á‡ÚÛı‡ÌËÂÏ Ë ÛÒÎÓ‚ËÂÏ (7.104)
‚˚‡ÊÂÌËÂ ‰Îfl x0(t) ÒÓ‚Ô‡‰‡ÂÚ Ò (7.128). îÓÏÛÎ‡ ‰Îfl x1(t) ÒÓ‚Ô‡-
‰‡ÂÚ Ò (7.135), ‡ ÌÂÁ‡‚ËÒËÏ˚Â Û‡‚ÌÂÌËfl ‰Îfl ÓÒÚ‡Î¸Ì˚ı ÔÂÂÏÂÌ-
Ì˚ı ÔÂÓ·‡ÁÛ˛ÚÒfl Í ‚Ë‰Û

(7.136)

(7.137) 2 3 3 2 01 1
2

1Bx t cx t x t( ) + ( ) + ( ) =ε ˙ .

 
B c x t t t+ ( )( ) ( ) + ( ) =3 2 3 01ε φ φ˙ ˙̇ ;

 

2
9

0
2

2 3B
x t c x t Bx t x t( ) ( ) + ( ) + ( ) =– ˙ ˙̇

  

x t
a

c

a t t( ) = ± ( )⎛
⎝⎜

⎞
⎠⎟

th
ε – 0

2

E
a

c
=

4

24
,

 
E

x t
a

x t
c

x t= ( ) + ( ) ( )˙
–

2
2

2
2

4

2 2 4

 a c x t cx t2 2
1

2
12 0– – ˙ ,( ) ( ) =ε

ÚÓÓÈ ÍË‚ÓÈ φ(t) = 0. äÓÏÂ ÚÓ„Ó, ÂÒÎË ÙÛÌÍˆËfl φ(t) Ó·‡˘‡ÂÚ-
Òfl ‚ ÌÛÎ¸ ÔË ÌÂÍÓÚÓÓÏ ÁÌ‡˜ÂÌËË t = t0, ÚÓ Ò˜ËÚ‡ÂÚÒfl, ˜ÚÓ ˝ÚË
ÌÛÎË ÌÂ ÒÓ‚Ô‡‰‡˛Ú Ò ÌÛÎflÏË ÙÛÌÍˆËÈ xn(t). ñÂÎÓÂ ÔÓÎÓÊËÚÂÎ¸-
ÌÓÂ ˜ËÒÎÓ m ÓÔÂ‰ÂÎflÂÚÒfl ËÁ ‡Ì‡ÎËÁ‡ ‚Â‰Û˘Ëı ˜ÎÂÌÓ‚ Û‡‚ÌÂ-
ÌËfl. ëËÌ„ÛÎflÌÓÂ ‡ÁÎÓÊÂÌËÂ (7.89) ÔÓÎÛ˜‡ÂÚÒfl ÔË φ(t) = t = t0

Ë ‡ÁÎÓÊÂÌËË xn(t) ‚ fl‰ ÔÓ ÒÚÂÔÂÌflÏ t = t0. èÓÒÎÂ ÔÓ‰ÒÚ‡ÌÓ‚ÍË
(7.125) ‚ Û‡‚ÌÂÌËfl ‰‚ËÊÂÌËfl (7.88) Ï˚ ÔÓÎÛ˜‡ÂÏ ÔÂÂÓÔÂ‰Â-
ÎÂÌÌÛ˛ ÒËÒÚÂÏÛ Û‡‚ÌÂÌËÈ ‰Îfl φ(t) Ë xn(t). èË ˝ÚÓÏ ‚˚‡ÊÂÌËfl
‰Îfl xm(t) ÒÓ‚Ô‡‰‡˛Ú Ò (7.88). ùÚÓ ‰‡ÂÚ ‚ÓÁÏÓÊÌÓÒÚ¸ ÔË ËÁ‚ÂÒÚ-
ÌÓÏ ˜‡ÒÚÌÓÏ Â¯ÂÌËË (7.88) ÔÓÎÛ˜ËÚ¸ ‰Û„ÓÂ ˜‡ÒÚÌÓÂ Â¯ÂÌËÂ
‰‡ÌÌÓ„Ó Û‡‚ÌÂÌËfl. í‡ÍÓÂ ÓÚÓ·‡ÊÂÌËÂ Ó‰ÌÓ„Ó Â¯ÂÌËfl ÌÂÎË-
ÌÂÈÌÓ„Ó ‰ËÙÙÂÌˆË‡Î¸ÌÓ„Ó Û‡‚ÌÂÌËfl ‚ ‰Û„ÓÂ Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl ·˝Í-
ÎÛÌ‰-ÔÂÓ·‡ÁÓ‚‡ÌËÂÏ.

èÓËÎÎ˛ÒÚÛÂÏ ÏÂÚÓ‰ ÛÒÂ˜ÂÌÌÓ„Ó ‡ÁÎÓÊÂÌËfl Ì‡ ÔËÏÂÂ
ÔÓÎÛ˜ÂÌËfl ˜‡ÒÚÌ˚ı Â¯ÂÌËÈ Û‡‚ÌÂÌËÈ ‡Ì„‡ÏÓÌË˜ÂÒÍÓ„Ó ÓÒ-
ˆËÎÎflÚÓ‡ (7.91) Ë (7.92) ÔË ÁÌ‡˜ÂÌËflı Ô‡‡ÏÂÚÓ‚ A, C:

A = –a2,   C = c2. (7.126)

èÓÒÎÂ ÔÓ‰ÒÚ‡ÌÓ‚ÍË

(7.127)

‚ (7.91) Ë ÔË‡‚ÌË‚‡ÌËfl ˜ÎÂÌÓ‚ Ò Ó‰ËÌ‡ÍÓ‚˚ÏË ÒÚÂÔÂÌflÏË φ(t),
ÔÓÎÛ˜‡ÂÏ ÔÂÂÓÔÂ‰ÂÎÂÌÌÛ˛ ÒËÒÚÂÏÛ Û‡‚ÌÂÌËÈ. àÁ Û‡‚ÌÂÌËfl
‰Îfl ‚Â‰Û˘Ëı ˜ÎÂÌÓ‚ Ò‡ÁÛ ÒÎÂ‰ÛÂÚ, ˜ÚÓ

(7.128)

Ë ÚË ÓÒÚ‡Î¸Ì˚Â Û‡‚ÌÂÌËfl ËÏÂ˛Ú ‚Ë‰

(7.129)

(a2 – 3c2x1(t)
2)φ

.
(t) + φ�(t) = 0; (7.130)

a2x1(t) – c2x1(t)
3 + ẍ1(t) = 0. (7.131)

 2 01c x t t tε φ φ( ) ( ) + ( ) =˙ ˙̇ ;

x t t0
2

2
1( ) = ( ) = ±ε φ ε˙ ,

x
x t

t
x t= ( )

( )
+ ( )0

1φ
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U(xn+1 – xn) – ÔÓÚÂÌˆË‡Î¸Ì‡fl ˝ÌÂ„Ëfl ‚Á‡ËÏÓ‰ÂÈÒÚ‚Ëfl ÏÂÊ‰Û n + 1
Ë n, ÚÓ Û‡‚ÌÂÌËÂ ‰‚ËÊÂÌËfl ˜‡ÒÚËˆ Ï‡ÒÒ˚ m ËÏÂÂÚ ‚Ë‰

mẍn = U′(xn+1 – xn) – U′(xn – xn–1). (7.139)

ÑÎfl „‡ÏÓÌË˜ÂÒÍÓ„Ó ÔÓÚÂÌˆË‡Î‡ U(x) = bx2/2 ÒËÎ‡ U′(x) ÔÓÔÓˆË-
ÓÌ‡Î¸Ì‡ ÓÚÌÓÒËÚÂÎ¸ÌÓÏÛ ÒÏÂ˘ÂÌË˛ x Ë ‚˚‡ÊÂÌËÂ ÔËÌËÏ‡ÂÚ ‚Ë‰

mẍn = b(xn+1 – 2xn + xn–1). (7.140)

èÓÒÍÓÎ¸ÍÛ ·ÎËÊ‡È¯ËÂ ‡ÚÓÏ˚ Ò‚flÁ‡Ì˚ ‰Û„ Ò ‰Û„ÓÏ, ÚÓ ‚ÓÁ-
·ÛÊ‰ÂÌËfl ÍÓÎÂ·‡ÌËÈ Ó‰ÌÓÈ ˜‡ÒÚËˆ˚ ËÎË „ÛÔÔ˚ ˜‡ÒÚËˆ ·Û‰ÛÚ ÔÂ-
Â‰‡‚‡Ú¸Òfl ÒÓÒÂ‰ÌËÏ Ë ‡ÒÔÓÒÚ‡ÌflÚ¸Òfl ÔÓ Â¯ÂÚÍÂ Ò ÓÔÂ‰Â-
ÎÂÌÌÓÈ ÒÍÓÓÒÚ¸˛. ä‡Í ËÁ‚ÂÒÚÌÓ ËÁ Ó·˘Â„Ó ÍÛÒ‡ ÙËÁËÍË, ÔÓ-
ˆÂÒÒ ÔÂÂ‰‡˜Ë ‚ÓÁ·ÛÊ‰ÂÌËÈ ÒÂ‰˚ (‚ ˜‡ÒÚÌÓÒÚË ÍÓÎÂ·‡ÚÂÎ¸ÌÓ„Ó
ÔÓˆÂÒÒ‡) ÓÚ Ó‰ÌÓÈ ÚÓ˜ÍË Í ‰Û„ÓÈ Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl ‚ÓÎÌÓÈ. èÓÒÚÂÈ-
¯ËÈ ÚËÔ ‚ÓÎÌ – ÏÓÌÓıÓÏ‡ÚË˜ÂÒÍ‡fl ‚ÓÎÌ‡, ÍÓÚÓ‡fl fl‚ÎflÂÚÒfl Â-
¯ÂÌËÂÏ (7.140):

xn(t) = C(k)ei(kan+ωt) (7.141)

Ò ˜‡ÒÚÓÚÓÈ ω, ‚ÓÎÌÓ‚˚Ï ‚ÂÍÚÓÓÏ k Ë ÔÓËÁ‚ÓÎ¸ÌÓÈ ÔÓÒÚÓflÌÌÓÈ
‡ÏÔÎËÚÛ‰ÓÈ C(k). èË ̋ ÚÓÏ ‚˚ÔÓÎÌflÂÚÒfl ÒÓÓÚÌÓ¯ÂÌËÂ ÏÂÊ‰Û ω Ë k:

(7.142)

ÍÓÚÓÓÂ Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl ‰ËÒÔÂÒËÓÌÌ˚Ï ÒÓÓÚÌÓ¯ÂÌËÂÏ. ÇÓÎÌÓ‚ÓÈ
‚ÂÍÚÓ k ÓÔÂ‰ÂÎflÂÚ ÓÚÌÓ¯ÂÌËÂ ÒÏÂ˘ÂÌËÈ ÒÓÒÂ‰ÌËı ‡ÚÓÏÓ‚:

‡ Ú‡Í Í‡Í ÔË Á‡ÏÂÌÂ k → k + �
2

a

π
� ÓÌÓ ÌÂ ËÁÏÂÌflÂÚÒfl, ÚÓ ÙËÁË˜ÂÒÍËÈ

ÒÏ˚ÒÎ ÁÌ‡˜ÂÌËÈ ‚ÓÎÌÓ‚Ó„Ó ‚ÂÍÚÓ‡ ÓÔÂ‰ÂÎflÂÚÒfl ÌÂ‡‚ÂÌÒÚ‚‡ÏË

– .
π π
a

k
a

≤ ≤

 

x t

x t
en

n

ika+ ( )
( )

=1 ,

 
ω ω ω= ± ( ) ( ) = ⎛

⎝
⎞
⎠1 1 2

2
k k

b

m

ka
, sin ,

ÇÓÁ¸ÏÂÏ x1(t) = 0 ‚ Í‡˜ÂÒÚ‚Â Á‡Ú‡‚Ó˜ÌÓ„Ó Â¯ÂÌËfl Û‡‚ÌÂÌËfl
(7.135). íÓ„‰‡ x(t) ‚˚˜ËÒÎflÂÚÒfl Í‚‡‰‡ÚÛÓÈ

(7.138)

Ë ÓÔËÒ˚‚‡ÂÚ ‡ÔÂËÓ‰Ë˜ÂÒÍËÂ ÍÓÎÂ·‡ÌËfl ÓÚ Ó‰ÌÓ„Ó ‡‚ÌÓ‚ÂÒÌÓ„Ó 

ÒÓÒÚÓflÌËfl ÔË t → – ∞ Í ‰Û„ÓÏÛ

‡‚ÌÓ‚ÂÒÌÓÏÛ ÒÓÒÚÓflÌË˛ x(t) → 0 (t → ∞).
ùÚË ÔÓÒÚ˚Â ÔËÏÂ˚ ÔÓÍ‡Á˚‚‡˛Ú ˝ÙÙÂÍÚË‚ÌÓÒÚ¸ ÏÂÚÓ‰‡

ÎËÌÂ‡ËÁ‡ˆËË. é‰Ì‡ÍÓ ‰‡ÌÌ‡fl ÔÓˆÂ‰Û‡ ‚ ÓÚÎË˜ËÂ ÓÚ ‡Î„ÓËÚÏ‡
äÄêë ÌÂ ÔË‚Ó‰ËÚ Í ÔÓÎÌÓÏÛ ÏÌÓÊÂÒÚ‚Û Â¯ÂÌËÈ. èË˜ËÌ‡ ÒÓ-
ÒÚÓËÚ ‚ ÚÓÏ, ˜ÚÓ Û‡‚ÌÂÌËfl ‰Îfl xn(t), ÍÓÚÓ˚Â ÔÓÎÛ˜‡˛ÚÒfl ÔÓÒÎÂ
ÔÓ‰ÒÚ‡ÌÓ‚ÍË (7.125), ÒÔ‡‚Â‰ÎË‚˚ ÔË ‚ÒÂı ‚ÂÏÂÌ‡ı, ‡ ÌÂ ÚÓÎ¸ÍÓ
ÔË t = t0, Í‡Í ‚ ‡Î„ÓËÚÏÂ äÄêë. í‡ÍËÂ ‰ÓÔÓÎÌËÚÂÎ¸Ì˚Â Ó„‡-
ÌË˜ÂÌËfl Ë ÔË‚Ó‰flÚ Í ÔÓÚÂÂ ÔÓÒÚÓflÌÌ˚ı ËÌÚÂ„ËÓ‚‡ÌËfl Ë ÏÌÓ-
ÊÂÒÚ‚‡ ÚÓ˜Ì˚ı Â¯ÂÌËÈ.

7.3. ÑàçÄåàäÄ óÄëíàñ Ç êÖòÖíäÖ íéÑõ. 

àçíÖÉêàêéÇÄçàÖ åÖíéÑéå éÅêÄíçéâ 

áÄÑÄóà êÄëëÖüçàü

çÓ‚˚Â ÒËÒÚÂÏ˚ ÔÎÓ‰flÚ ÌÓ‚˚Â ÔÓ·ÎÂÏ˚.

éÒÌÓ‚Ì‡fl ÚÂÓÂÏ‡ å˝ÙË

Ç ‰‡ÌÌÓÏ ‡Á‰ÂÎÂ Ì‡ ÔËÏÂÂ ‰ËÌ‡ÏËÍË Â¯ÂÚÍË íÓ‰˚ ËÁÎÓ-
ÊÂÌÓ ËÌÚÂ„ËÓ‚‡ÌËÂ ÌÂÎËÌÂÈÌ˚ı Û‡‚ÌÂÌËÈ Ò ÔÓÏÓ˘¸˛ ÏÂÚÓ‰‡
Ó·‡ÚÌÓÈ Á‡‰‡˜Ë ‡ÒÒÂflÌËfl.

ê‡ÒÒÏÓÚËÏ Ó‰ÌÓÏÂÌÛ˛ ˆÂÔÓ˜ÍÛ (Ó‰ÌÓÏÂÌÛ˛ Â¯ÂÚÍÛ) ËÁ
˜‡ÒÚËˆ, Ì‡ıÓ‰fl˘ËıÒfl Ì‡ ‡ÒÒÚÓflÌËË a ‰Û„ ÓÚ ‰Û„‡, ÒÓÂ‰ËÌÂÌÌ˚ı
ÌÂÎËÌÂÈÌ˚ÏË ÔÛÊËÌ‡ÏË (ËÒ. 7.7, ‡). èÛÒÚ¸ ÍÓÓ‰ËÌ‡Ú˚ Í‡Ê‰ÓÈ
˜‡ÒÚËˆ˚ ‚ ‡‚ÌÓ‚ÂÒÌÓÏ ÒÓÒÚÓflÌËË ‡‚Ì˚ y0n = na(– ∞ < n < ∞).
ÑÓÔÛÒÚËÏ ÚÂÔÂ¸, ˜ÚÓ ‡ÚÓÏ˚ ÓÚÍÎÓÌÂÌ˚ ÓÚ ‡‚ÌÓ‚ÂÒÌÓ„Ó ÔÓ-
ÎÓÊÂÌËfl Ú‡Í, ˜ÚÓ ÍÓÓ‰ËÌ‡Ú‡ ˜‡ÒÚËˆ˚ n ÒÚ‡Î‡ yn = y0n + xn, „‰Â
xn – ÒÏÂ˘ÂÌËÂ ˜‡ÒÚËˆ˚ n ËÁ ÔÓÎÓÊÂÌËfl ‡‚ÌÓ‚ÂÒËfl. íÓ„‰‡ ÂÒÎË

x t
B

c
t B( ) → → ∞ >( )– – ,

ε 2
3

0

 

x t
B

c Bce

B
t t

( ) =
+

⎛

⎝⎜
⎞

⎠⎟
( )

ε 2

3 3 0

–
–
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342 ÉÎ‡‚‡ 7. àÌÚÂ„ËÛÂÏ˚Â ÒËÒÚÂÏ˚

ìÏÌÓÊËÏ Û‡‚ÌÂÌËÂ (7.145) Ì‡ e–ik′an, ÔÓÒÛÏÏËÛÂÏ ÔÓ ÌÓÏÂ-
‡Ï ‚ÒÂı ˜‡ÒÚËˆ ‚ Â¯ÂÚÍÂ. íÓ„‰‡ Ô‡‚‡fl ˜‡ÒÚ¸ ÔÓÎÛ˜ÂÌÌÓ„Ó
‚˚‡ÊÂÌËfl

(7.147)

ÒÓ‰ÂÊËÚ ÒÛÏÏÛ T(k – k′):

(7.148)

ÍÓÚÓ‡fl ‚˚˜ËÒÎflÂÚÒfl ÏÂÚÓ‰ÓÏ Â„ÛÎflËÁ‡ˆËË. á‡ÔË¯ÂÏ (7.148) ‚
‚Ë‰Â

(7.149)

Ë Á‡ÏÂÌËÏ ‚˚‡ÊÂÌËÂ e±i(k–k′)an Ì‡ e±i(k–k′)an–αn. èÓÎÓÊËÚÂÎ¸Ì˚È Ô‡-
‡ÏÂÚ α ‚ ‰‡Î¸ÌÂÈ¯ÂÏ ÔÓÎÓÊËÏ ‡‚Ì˚Ï ÌÛÎ˛. íÓ„‰‡ ‚˚‡ÊÂ-
ÌËÂ (7.149) ‚ ‚Ë‰Â

ÂÒÚ¸ ÒÛÏÏ‡ ·ÂÒÍÓÌÂ˜ÌÓÈ ‡·ÒÓÎ˛ÚÌÓ ÒıÓ‰fl˘ÂÈÒfl „ÂÓÏÂÚË˜ÂÒÍÓÈ
ÔÓ„ÂÒÒËË. èÓÒÍÓÎ¸ÍÛ |z| < 1, ÚÓ ÓÌ‡ Ò‡ÁÛ ‚˚˜ËÒÎflÂÚÒfl Í‡Í

(7.150)

ç‡ÍÓÌÂˆ, ÔÓÒÎÂ ÔÓ‰ÒÚ‡ÌÓ‚ÍË (7.150) ‚ (7.147) Ë ÔÂ‰ÂÎ¸ÌÓ„Ó
ÔÂÂıÓ‰‡ α → 0 Ò ÔÓÏÓ˘¸˛ ÙÓÏÛÎ˚

(7.151)

ÔÓÎÛ˜‡ÂÏ

(7.152)e x a C k C kik an
n

n

n
–

–

.′

= ∞

=∞

( ) = ′( ) + ′( )( )∑ 0 2 1 2π

 

lim
–

– cos –– ,
–

γ α α
π

π

π
γ

γ γ= →
( ) ( ) +

= ( )∫1 0

2

2

1
2

1
1 2

f x
x y

f y

T k k
k k a

e–
–

– cos –
, .–′( ) =

′( )( ) +
=1

1 2

2

2

γ
γ γ

γ α

 
T k k z z z en n

n

n
i k k a– – ,* – –′( ) = + +( ) =

=

=∞
′( )∑1

0

α

T k k e e
i k k an i k k an

n

n

– – ,– – –′( ) = +( )′( ) ′( )

=

=∞

∑
0

1

T k k e
i k k an

n

n

– ,– –

–

′( ) = ′( )

= ∞

=∞

∑

e x C k T k k dk C k T k k dkik an
n

n

n

a

a

a

a

–

– – –

– –′

= ∞

=∞

( ) = ( ) ′( ) + ( ) ′( )∑ ∫ ∫0 1 2
π

π

π

π
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Ç˚‡ÊÂÌËÂ (7.141) ÓÔËÒ˚‚‡ÂÚ ÍÓÎÂ·‡ÚÂÎ¸Ì˚È ÔÓˆÂÒÒ ‚ ÒËÒÚÂ-
ÏÂ Ò‚flÁ‡ÌÌ˚ı ÏÂÊ‰Û ÒÓ·ÓÈ ˜‡ÒÚËˆ (‚ÓÎÌÓ‚ÓÂ ‰‚ËÊÂÌËÂ), ÍÓÚÓ˚È
ı‡‡ÍÚÂËÁÛÂÚÒfl ‡ÒÔÓÒÚ‡ÌÂÌËÂÏ Ù‡Á˚ ÍÓÎÂ·‡ÌËÈ Φ = kan + ωt
ÔÓ Â¯ÂÚÍÂ, ÔÂÂÌÓÒÓÏ ˝ÌÂ„ËË Ë ËÏÔÛÎ¸Ò‡ ÒÓ ÒÍÓÓÒÚ¸˛ v = ±ω/k. 

èÂËÓ‰ ‚ÓÎÌ˚ T ‡‚ÂÌ �
2

ω
π
�, ‡ ÂÂ ‰ÎËÌ‡ – ‡Ò-

ÒÚÓflÌËÂ ÏÂÊ‰Û ˜‡ÒÚËˆ‡ÏË, ÍÓÎÂ·Î˛˘ËÏËÒfl ‚ Ó‰ËÌ‡ÍÓ‚ÓÈ Ù‡ÁÂ.
èË k << 1 ˜‡ÒÚÓÚ‡ ‚ÓÎÌ˚ ÔÓÔÓˆËÓÌ‡Î¸Ì‡ ‚ÓÎÌÓ‚ÓÏÛ ‚ÂÍÚÓÛ,
Ú‡ÍËÂ ‚ÓÎÌ˚ Ì‡Á˚‚‡˛ÚÒfl Á‚ÛÍÓ‚˚ÏË, ËÎË ‰ÎËÌÌÓ‚ÓÎÌÓ‚˚ÏË, ÙÓ-
ÌÓÌ‡ÏË. Ç Í‡Ê‰˚È ÏÓÏÂÌÚ ‚ÓÎÌ‡ (7.141) ‚˚Á˚‚‡ÂÚ ÔÂËÓ‰Ë˜ÂÒ-
ÍËÂ ÒÊ‡ÚËÂ Ë ‡ÒÚflÊÂÌËÂ (ËÒ. 7.7, ·) ‚ Â¯ÂÚÍÂ. åÓÌÓıÓÏ‡ÚË-
˜ÂÒÍËÂ ‚ÓÎÌ˚ Ò ˜‡ÒÚÓÚÓÈ ω(k) Ë ‚ÓÎÌÓ‚˚ÏË ‚ÂÍÚÓ‡ÏË k ‚ ËÌÚÂ-

‚‡ÎÂ – ˝ÎÂÏÂÌÚ‡Ì˚Â ‚ÓÁ·ÛÊ‰ÂÌËfl ‚ ÎËÌÂÈÌÓÈ Â-

¯ÂÚÍÂ. ã˛·ÓÂ ‚ÓÁ·ÛÊ‰ÂÌËÂ ‚ ÌÂÈ ÂÒÚ¸ ÎËÌÂÈÌ‡fl ÒÛÔÂÔÓÁËˆËfl
˝ÚËı ‚ÓÁ·ÛÊ‰ÂÌËÈ, Ú‡Í ÙÛÌÍˆËfl

(7.143)

fl‚ÎflÂÚÒfl Ó·˘ËÏ Â¯ÂÌËÂÏ (7.140). èÓÒÍÓÎ¸ÍÛ xn(t) – ‚Â˘ÂÒÚ-
‚ÂÌÌ‡fl ÙÛÌÍˆËfl, ÚÓ ÍÓ˝ÙÙËˆËÂÌÚ˚ C1(k), C2(k) Û‰Ó‚ÎÂÚ‚Ófl˛Ú
ÛÒÎÓ‚ËflÏ

C1(k) = C1
*(–k),   C2(k) = C2

*(–k). (7.144)

àı fl‚Ì˚È ‚Ë‰ ÓÔÂ‰ÂÎflÂÚÒfl Ì‡˜‡Î¸Ì˚ÏË ‰‡ÌÌ˚ÏË Ò ÔÓÏÓ˘¸˛
Ó·‡ÚÌÓ„Ó ÙÛ¸Â-ÔÂÓ·‡ÁÓ‚‡ÌËfl ÒÎÂ‰Û˛˘ËÏ Ó·‡ÁÓÏ. èÛÒÚ¸ ‚
Ì‡˜‡Î¸Ì˚È ÏÓÏÂÌÚ Á‡‰‡Ì˚ ÒÏÂ˘ÂÌËfl xn(0) Ë ÒÍÓÓÒÚË x

.
n(0) ˜‡Ò-

ÚËˆ ‚ Â¯ÂÚÍÂ. íÓ„‰‡

(7.145)

(7.146)˙ – .
– –

x i k C k e dk i k C k e dkn

a

a

ikan

a

a

ikan0 1 1 1 2( ) = ( ) ( ) ( ) ( )∫ ∫ω ω
π

π

π

π

 

x C k e dk C k e dkn

a

a
ikan

a

a
ikan0 1 2( ) = ( ) + ( )∫ ∫

– –

;
π

π

π

π

x t C k e dk C k e dkn

a

a
i kan k t

a

a
i kan k t( ) = ( ) + ( )∫ ∫+ ( )( ) ( )( )

1 2
1 1

– –

–

π

π
ω

π

π
ω

–
π π
a

k
a

≤ ≤

λ π λ= ≤ ≤ ∞( )2
k

a



Ò ÔÓÒÚÂÈ¯ÂÈ Í‚‡‰‡ÚË˜ÌÓÈ ÌÂÎËÌÂÈÌÓÒÚ¸˛, Û‰Ó·ÌÓÈ ‰Îfl ‰‡Î¸-
ÌÂÈ¯Â„Ó ËÁÎÓÊÂÌËfl. á‰ÂÒ¸ Ë ‰‡ÎÂÂ Ó·ÓÁÌ‡˜ÂÌÓ

(7.159)

àÒÒÎÂ‰ÛÂÏ ‰‡ÎÂÂ ËÌÚÂ„ËÛÂÏÓÒÚ¸ ÒËÒÚÂÏ˚ (7.158) ‚ ÔÂ‰ÔÓÎÓ-
ÊÂÌËË, ˜ÚÓ Ì‡ ·ÓÎ¸¯Ëı ‡ÒÒÚÓflÌËflı ÓÚÌÓÒËÚÂÎ¸Ì˚Â ÒÏÂ˘ÂÌËfl
ÒÓÒÂ‰ÌËı ˜‡ÒÚËˆ ÒÚÂÏflÚÒfl Í ÌÛÎ˛: xn – xn+1 → 0 (n → ±∞):

xn – xn+1 → 0,   an → 1/2,   bn → 0  (n → ±∞). (7.160)

7.3.1. èÂ‰ÒÚ‡‚ÎÂÌËÂ ã‡ÍÒ‡

é‰ÌËÏ ËÁ ˝ÙÙÂÍÚË‚Ì˚ı ÏÂÚÓ‰Ó‚ ËÁÛ˜ÂÌËfl ËÌÚÂ„ËÛÂÏ˚ı
ÒËÒÚÂÏ fl‚ÎflÂÚÒfl ÏÂÚÓ‰ Ó·‡ÚÌÓÈ Á‡‰‡˜Ë ‡ÒÒÂflÌËfl (åéáê).
à‰Âfl ÏÂÚÓ‰‡ Ó˜ÂÌ¸ ÔÓÒÚ‡. èÛÒÚ¸ ‰ËÌ‡ÏË˜ÂÒÍ‡fl ÒËÒÚÂÏ‡ ÓÔËÒ˚-
‚‡ÂÚÒfl ÒËÒÚÂÏÓÈ Û‡‚ÌÂÌËÈ

ẍa = Fa(xa, x
.
a, t)  (a = 1, 2, …, N), (7.161)

‚ÍÎ˛˜‡fl ÒÎÛ˜‡È N → ∞. èÛÒÚ¸ Ì‡Ï Û‰‡ÎÓÒ¸ Ì‡ÈÚË ‰Îfl ÌÂÂ ˝ÏË-
ÚÓ‚Û˛ L(L+ = L) Ë ‡ÌÚË˝ÏËÚÓ‚Û˛ A(A+ = –A) Ï‡ÚËˆ˚ (˝ÎÂÏÂÌÚ˚
ÍÓÚÓ˚ı Á‡‚ËÒflÚ ÓÚ xa, x

.
a), Ú‡ÍËÂ, ˜ÚÓ ËÒÍÓÏ˚Â Û‡‚ÌÂÌËfl ˝Í‚Ë‚‡-

ÎÂÌÚÌ˚ Ï‡ÚË˜ÌÓÏÛ Û‡‚ÌÂÌË˛

�
d

d

L

t
� = AL – LA. (7.161)

Ñ‡ÌÌÓÂ ‚˚‡ÊÂÌËÂ Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl ÔÂ‰ÒÚ‡‚ÎÂÌËÂÏ ã‡ÍÒ‡, ‡ Ï‡ÚË-
ˆ˚ L, A – Ô‡ÓÈ ã‡ÍÒ‡. å‡ÚËˆ‡ A ‡ÌÚË˝ÏËÚÓ‚‡, ÔÓ˝ÚÓÏÛ Ï‡ÚË-
ˆ‡ U(t), ÓÔÂ‰ÂÎflÂÏ‡fl Û‡‚ÌÂÌËÂÏ

(7.162)

ÂÒÚ¸ ÛÌËÚ‡Ì‡fl Ï‡ÚËˆ‡ (U+ = U–1). èÓÒÍÓÎ¸ÍÛ

dU t

dt

dU t

dt
U t A U t A

–
–– – ,

1
1( ) = ( ) = ( ) = ( )

+
+

dU t

dt
AU t U t E

( ) = ( ) =( ) =, ,0

 
a

x x
b

x
n

n n
n

n= ⎛
⎝

⎞
⎠ =+1

2 2 2
1exp

–
,

˙
.

ÄÌ‡ÎÓ„Ë˜ÌÓ ËÁ (7.146) ÒÎÂ‰ÛÂÚ ÒÓÓÚÌÓ¯ÂÌËÂ

(7.153)

îÓÏÛÎ˚ (7.143), (7.152), (7.153) ‰‡˛Ú ÔÓÎÌÓÂ Â¯ÂÌËÂ ‰Îfl ‰Ë-
Ì‡ÏËÍË ˜‡ÒÚËˆ ‚ ÎËÌÂÈÌÓÈ Â¯ÂÚÍÂ (7.140). èÓ ËÁ‚ÂÒÚÌ˚Ï Ì‡-
˜‡Î¸Ì˚Ï ‰‡ÌÌ˚Ï xn(0), x

.
n(0)(–∞ < n < ∞) Ï˚ Ì‡ıÓ‰ËÏ Ò ÔÓÏÓ˘¸˛

ÙÛ¸Â-ÔÂÓ·‡ÁÓ‚‡ÌËfl ((7.152), (7.153)) ‚ÂÎË˜ËÌ˚ ë1(k), ë2(k).
íÓ„‰‡ ‰‚ËÊÂÌËÂ Í‡Ê‰ÓÈ ˜‡ÒÚËˆ˚ ÓÔÂ‰ÂÎflÂÚÒfl ËÌÚÂ„‡ÎÓÏ îÛ-
¸Â (7.143).

ê‡ÒÒÏÓÚËÏ ‰ËÌ‡ÏËÍÛ ˜‡ÒÚËˆ ‚ ÌÂÎËÌÂÈÌÓÈ Â¯ÂÚÍÂ Ò ÔÓÚÂÌ-
ˆË‡ÎÓÏ

(7.154)

ÍÓÚÓ˚È fl‚ÎflÂÚÒfl „‡ÏÓÌË˜ÂÒÍËÏ ÚÓÎ¸ÍÓ ÔË Ï‡Î˚ı ÁÌ‡˜ÂÌËflı b
Ë ÍÓÌÂ˜Ì˚ı ÁÌ‡˜ÂÌËflı ab. Ç ˝ÚÓÈ ÚÓ˜ÌÓ Â¯‡ÂÏÓÈ ÏÓ‰ÂÎË, Ì‡Á˚-
‚‡ÂÏÓÈ Â¯ÂÚÍÓÈ íÓ‰˚, ÏÓÊÌÓ ËÒÒÎÂ‰Ó‚‡Ú¸ ˝ÎÂÏÂÌÚ‡Ì˚Â ‚ÓÁ-
·ÛÊ‰ÂÌËfl Ë ‰ÓÒÚ‡ÚÓ˜ÌÓ ÔÓÒÚÓ ÔÓËÎÎ˛ÒÚËÓ‚‡Ú¸ ÌÂÎËÌÂÈÌ˚È
‡Ì‡ÎÓ„ ÔÂÓ·‡ÁÓ‚‡ÌËfl îÛ¸Â – ÏÂÚÓ‰ Ó·‡ÚÌÓÈ Á‡‰‡˜Ë ‡ÒÒÂfl-
ÌËfl. èÓÒÎÂ ‚‚Â‰ÂÌËfl ·ÂÁ‡ÁÏÂÌ˚ı ÔÂÂÏÂÌÌ˚ı

(7.155)

Û‡‚ÌÂÌËfl ‰‚ËÊÂÌËfl ‚ Ú‡ÍÓÈ Â¯ÂÚÍÂ ÔËÌËÏ‡˛Ú ‚Ë‰

ẍn = –exp[xn – xn+1] + exp[xn–1 – xn], (7.156)

„‰Â ‰Îfl ÔÓÒÚÓÚ˚ Á‡ÔËÒË ÔÓËÁ‚Â‰ÂÌ‡ Á‡ÏÂÌ‡ X → x, T → t. ÑÎfl
„‡ÏËÎ¸ÚÓÌË‡Ì‡ H ‰‡ÌÌÓÈ ÒËÒÚÂÏ˚

(7.157)

ÒÏÂ˘ÂÌËfl xn Ë ËÏÔÛÎ¸Ò˚ pn = x
.
n – Í‡ÌÓÌË˜ÂÒÍË ÒÓÔflÊÂÌÌ˚Â ÔÂ-

ÂÏÂÌÌ˚Â. á‡ÔË¯ÂÏ (7.157) ‚ ‚Ë‰Â ÒËÒÚÂÏ˚

a
.
n = an(bn – bn+1), (7.158)

b
.
n = 2(a2

n–1 – an
2)
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ÊÂÌËfl Ë ÔÓÍ‡Á‡Ú¸, ˜ÚÓ ÓÌË Ì‡ıÓ‰flÚÒfl ‚ ËÌ‚ÓÎ˛ˆËË. àÁ ÔÂ‰˚‰Û-
˘Â„Ó ÒÎÂ‰ÛÂÚ, ˜ÚÓ ÒÓ·ÒÚ‚ÂÌÌ˚Â ÙÛÌÍˆËË Ψ(t) Û‰Ó‚ÎÂÚ‚Ófl˛Ú
‰‚ÛÏ Û‡‚ÌÂÌËflÏ

L(t)Ψ(t) = λΨ(t); (7.165)

(7.166)

ÑÎfl ÔÓ‚ÂÍË Ëı ÒÓ‚ÏÂÒÚÌÓÒÚË ÔÓ‰ËÙÙÂÂÌˆËÛÂÏ (7.165) ÔÓ
‚ÂÏÂÌË Ë ‚ÓÒÔÓÎ¸ÁÛÂÏÒfl ‚˚‡ÊÂÌËÂÏ (7.166):

Ç ËÚÓ„Â ËÌÚÂ„ËÛÂÏÓÂ Û‡‚ÌÂÌËÂ (7.161) fl‚ÎflÂÚÒfl ÛÒÎÓ‚ËÂÏ ÒÓ‚-
ÏÂÒÚÌÓÒÚË ‰‚Ûı ÎËÌÂÈÌ˚ı Û‡‚ÌÂÌËÈ (7.165), (7.166) ‰Îfl ‚ÒÔÓÏÓ-
„‡ÚÂÎ¸ÌÓÈ ‚ÂÍÚÓ-ÙÛÌÍˆËË Ψ(t).

ê‡ÒÒÏÓÚËÏ ÔËÏÂÌÂÌËÂ ÏÂÚÓ‰‡ Ó·‡ÚÌÓÈ Á‡‰‡˜Ë Í ËÌÚÂ„Ë-
Ó‚‡ÌË˛ ÒËÒÚÂÏ˚ (7.158). çÂÚÛ‰ÌÓ ÔÓ‚ÂËÚ¸,˜ÚÓ ÂÂ Û‡‚ÌÂÌËfl
ÂÒÚ¸ ÛÒÎÓ‚Ëfl ÒÓ‚ÏÂÒÚÌÓÒÚË ‚˚‡ÊÂÌËÈ

(LΨ)n = an–1Ψn–1 + anΨn+1 + bnΨn = λΨn; (7.167)

�
d

d

t
� Ψn = (AΨ)n = an–1Ψn–1 – anΨn+1 + CΨn, (7.168)

„‰Â C – ÔÓËÁ‚ÓÎ¸Ì‡fl ÔÓÒÚÓflÌÌ‡fl.
ÑÓÍ‡ÊÂÏ ÔÓÎÌÛ˛ ËÌÚÂ„ËÛÂÏÓÒÚ¸ ÔÂËÓ‰Ë˜ÂÒÍÓÈ ˆÂÔÓ˜ÍË

íÓ‰˚. èÂ‰ÒÚ‡‚ËÏ Ú‡ÍÛ˛ ÒËÒÚÂÏÛ Í‡Í ˆÂÔÓ˜ÍÛ ËÁ N ˜‡ÒÚËˆ Ì‡ ÓÍ-
ÛÊÌÓÒÚË Ò ÔÓÚÂÌˆË‡ÎÓÏ ‚Á‡ËÏÓ‰ÂÈÒÚ‚Ëfl (7.154) ÏÂÊ‰Û ·ÎËÊ‡È-
¯ËÏË ÒÓÒÂ‰flÏË. Ç˚‰ÂÎÂÌËÂ ‰‡ÌÌÓÈ ÒËÒÚÂÏ˚ ËÁ Û‡‚ÌÂÌËÈ (7.158)
‰ÓÒÚË„‡ÂÚÒfl Ì‡ÎÓÊÂÌËÂÏ ÔÂËÓ‰Ë˜ÂÒÍËı ÛÒÎÓ‚ËÈ

an = an+N,   bn = bn+N,   Ψn = Ψn+N.

 
– – .A t t

dL t

dt
L t A t A t L t t( ) ( ) = ( ) + ( ) ( ) ( ) ( )⎡

⎣⎢
⎤
⎦⎥

( ) =Ψ Ψ 0

dL t

dt
t L t

d t

dt

d t

dt

dL t

dt
t L t A t t

( ) ( ) + ( ) ( ) ( ) = ( ) ( ) + ( ) ( ) ( )Ψ Ψ Ψ Ψ Ψ– –λ

d t

dt
A t t

Ψ Ψ( ) = ( ) ( ).

ÚÓ (7.161) ˝Í‚Ë‚‡ÎÂÌÚÌÓ Ï‡ÚË˜ÌÓÏÛ Û‡‚ÌÂÌË˛

ëÎÂ‰Ó‚‡ÚÂÎ¸ÌÓ, Ï‡ÚËˆ‡ (U–1L(t)U) ÌÂ Á‡‚ËÒËÚ ÓÚ ‚ÂÏÂÌË, ‡
Ï‡ÚËˆ‡ L(t) ‚ Î˛·ÓÈ ÏÓÏÂÌÚ Ë Ï‡ÚËˆ‡ L(0) ‚ Ì‡˜‡Î¸Ì˚È ÏÓ-
ÏÂÌÚ Ò‚flÁ‡Ì˚ ÛÌËÚ‡Ì˚Ï ÔÂÓ·‡ÁÓ‚‡ÌËÂÏ (ÛÌËÚ‡ÌÓ ˝Í‚Ë‚‡-
ÎÂÌÚÌ˚):

L(t) = U(t)L(0)U–1(t). (7.163)

èÛÒÚ¸ Ψ(t) Ë λ(t) – ÒÓÓÚ‚ÂÚÒÚ‚ÂÌÌÓ ÒÓ·ÒÚ‚ÂÌÌ‡fl ‚ÂÍÚÓ-ÙÛÌÍ-
ˆËfl Ë ÒÓ·ÒÚ‚ÂÌÌÓÂ ÁÌ‡˜ÂÌËÂ Ï‡ÚËˆ˚ L(t):

L(t)Ψ(t) = λ(t)Ψ(t).

íÓ„‰‡ ËÁ Ò‡‚ÌÂÌËfl ˝ÚÓ„Ó Û‡‚ÌÂÌËfl Ò

U(t)L(0)Ψ(0) = U(t)L(0)U–1(t)U(t)Ψ(0) =

= L(t)U(t)Ψ(0) = λ(0)U(t)Ψ(0)

ÒÎÂ‰ÛÂÚ ‚˚‡ÊÂÌËÂ ‰Îfl ˝‚ÓÎ˛ˆËË ÙÛÌÍˆËË Ψ(t):

Ψ(t) = U(t)Ψ(0),

ÒÎÂ‰Ó‚‡ÚÂÎ¸ÌÓ:

(7.164)

äÓÏÂ ÚÓ„Ó, ÒÓ·ÒÚ‚ÂÌÌ˚Â ÁÌ‡˜ÂÌËfl Ï‡ÚËˆ˚ L(t) ÌÂ Á‡‚ËÒflÚ
ÓÚ ‚ÂÏÂÌË λ(t) = λ(0) = λ Ë fl‚Îfl˛ÚÒfl ËÌÚÂ„‡Î‡ÏË ‰‚ËÊÂÌËfl. Ç
ËÚÓ„Â, ÂÒÎË ÒËÒÚÂÏ‡ ÒÓ ÏÌÓ„ËÏË ÒÚÂÔÂÌflÏË Ò‚Ó·Ó‰˚ ‰ÓÔÛÒÍ‡ÂÚ
ÔÂ‰ÒÚ‡‚ÎÂÌËÂ ã‡ÍÒ‡, ÚÓ ‚˚˜ËÒÎÂÌËÂ ËÌÚÂ„‡ÎÓ‚ ‰‚ËÊÂÌËfl Ò ÔÓ-
ÏÓ˘¸˛ ı‡‡ÍÚÂËÒÚË˜ÂÒÍÓ„Ó Û‡‚ÌÂÌËfl Ì‡ÏÌÓ„Ó ÔÓ˘Â, ˜ÂÏ
ÔflÏÓÈ ÏÂÚÓ‰, ËÁÎÓÊÂÌÌ˚È ‚ ÍÓÌˆÂ Ô‡‡„‡Ù‡ 7.2.3.

ä Ì‡ÒÚÓfl˘ÂÏÛ ‚ÂÏÂÌË ÏÂÚÓ‰ Ó·‡ÚÌÓÈ Á‡‰‡˜Ë ‡ÒÒÂflÌËfl
ÔËÏÂÌËÏ ÍÓ ‚ÒÂÏ ËÌÚÂ„ËÛÂÏ˚Ï ÒËÒÚÂÏ‡Ï. ÑÎfl „‡ÏËÎ¸ÚÓÌÓ-
‚˚ı ÒËÒÚÂÏ Ò N ÒÚÂÔÂÌflÏË Ò‚Ó·Ó‰˚ ÔË ËÁ‚ÂÒÚÌÓÈ Ô‡Â ã‡ÍÒ‡,
Í‡Í Ô‡‚ËÎÓ, Û‰‡ÂÚÒfl Ì‡ÈÚË ÌÂÓ·ıÓ‰ËÏÓÂ ˜ËÒÎÓ ËÌÚÂ„‡ÎÓ‚ ‰‚Ë-

d t

dt
A t

Ψ Ψ( ) = ( ).

 

d

dt
U t L t U t U t AL t

d

dt
L t L t A U t– – – .1 1 0( ) ( ) ( )( ) = ( ) ( ) + ( ) + ( )⎡

⎣⎢
⎤
⎦⎥

( ) =
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348 ÉÎ‡‚‡ 7. àÌÚÂ„ËÛÂÏ˚Â ÒËÒÚÂÏ˚

èÛÒÚ¸ Ψ(j) – ÒÓ·ÒÚ‚ÂÌÌ˚È ‚ÂÍÚÓ-ÒÚÓÎ·Âˆ Ò ÍÓÏÔÓÌÂÌÚ‡ÏË Ψ1(j),
Ψ2(j), …, ΨN(j) Ï‡ÚËˆ˚ L Ò ÒÓ·ÒÚ‚ÂÌÌ˚Ï ÁÌ‡˜ÂÌËÂÏ λj, ÌÓÏËÓ-

‚‡ÌÌ˚È Ì‡ Â‰ËÌËˆÛ: ΨT(j)Ψ(j) = ÑÎfl ‚˚˜ËÒÎÂ-

ÌËfl ÔÓËÁ‚Ó‰Ì˚ı ÔÓ‰ËÙÙÂÂÌˆËÛÂÏ ÔÓ ak Û‡‚ÌÂÌËÂ

(7.172)

ÛÏÌÓÊËÏ ‰‡ÎÂÂ ÂÁÛÎ¸Ú‡Ú ÒÎÂ‚‡ Ì‡ Ψn
T( j) Ë ÔÓÒÛÏÏËÛÂÏ ÔÓÎÛ-

˜ÂÌÌÓÂ ‚˚‡ÊÂÌËÂ ÔÓ ËÌ‰ÂÍÒÛ n ÓÚ 1 ‰Ó N. Ç Ï‡ÚË˜ÌÓÈ Á‡ÔËÒË
ÔÓÎÛ˜ËÏ

ÔÓÒÍÓÎ¸ÍÛ ΨT( j)L = λjΨT( j).
íÓ„‰‡ ËÁ ‚Ë‰‡ Ï‡ÚËˆ˚ L (7.169) ÒÎÂ‰ÛÂÚ, ˜ÚÓ

(7.173)

Ë ‡Ì‡ÎÓ„Ë˜ÌÓ ÔÓÎÛ˜‡ÂÏ

(7.174)

Ç ËÚÓ„Â ‚˚‡ÊÂÌËÂ (7.171) ÔËÌËÏ‡ÂÚ ‚Ë‰

k k ka i j i j– .( ) ( ) − ↔( )}]− +1 1Ψ Ψ
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íÓ„‰‡ ÒËÏÏÂÚË˜Ì‡fl N×N-Ï‡ÚËˆ‡ L ËÏÂÂÚ ‚Ë‰

(7.169)

ÖÂ ÒÓ·ÒÚ‚ÂÌÌ˚Â ÁÌ‡˜ÂÌËfl λ1, λ2, …, λN – ‚Â˘ÂÒÚ‚ÂÌÌ˚Â Ë Û‰Ó‚ÎÂ-
Ú‚Ófl˛Ú Û‡‚ÌÂÌË˛

èÓÒÍÓÎ¸ÍÛ ÓÌË ÌÂ Á‡‚ËÒflÚ ÓÚ ‚ÂÏÂÌË, ÚÓ ÍÓ˝ÙÙËˆËÂÌÚ˚
‡ÁÎÓÊÂÌËfl F(an, bn) Ú‡ÍÊÂ ÌÂ Á‡‚ËÒflÚ ÓÚ ‚ÂÏÂÌË Ë fl‚Îfl˛ÚÒfl
ËÌÚÂ„‡Î‡ÏË ‰‚ËÊÂÌËfl. çÂÚÛ‰ÌÓ ÔÓ‚ÂËÚ¸, ˜ÚÓ ÒÂ‰Ë ÌËı
ËÏÂ˛ÚÒfl ÔÓÎÌ˚È ËÏÔÛÎ¸Ò ˆÂÔÓ˜ÍË P Ë ˝ÌÂ„Ëfl H (7.157):

(7.170)

èÓÍ‡ÊÂÏ, ˜ÚÓ ËÌÚÂ„‡Î˚ ‰‚ËÊÂÌËfl λi Ë λj Ì‡ıÓ‰flÚÒfl ‚ ËÌ‚ÓÎ˛-
ˆËË, Ú. Â. Ëı ÒÍÓ·Í‡ èÛ‡ÒÒÓÌ‡ {λi, λj} ‡‚Ì‡ ÌÛÎ˛. á‡ÔË¯ÂÏ ÂÂ ‚
ÔÂÂÏÂÌÌ˚ı an, bn

(7.171)
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‚ÂÌÌ˚ı ÙÛÌÍˆËÈ Ψn Ë ÒÓ·ÒÚ‚ÂÌÌ˚ı ÁÌ‡˜ÂÌËÈ λ, ÍÓÚÓ˚Â Ì‡Á˚‚‡-
˛ÚÒfl ÒÔÂÍÚÓÏ Ï‡ÚËˆ˚ L. Ç ˝ÚÓÏ Ô‡‡„‡ÙÂ Ï˚ ËÒÒÎÂ‰ÛÂÏ
Ò‚ÓÈÒÚ‚‡ ÙÛÌÍˆËÈ Ψn.

Ç˚‡ÊÂÌËfl (7.167), (7.168) ÔË ÛÒÎÓ‚ËË (7.175) Ë ë = 0 ‰Îfl
n → ±∞ Ò‚Ó‰flÚÒfl Í

�
1

2
� (Ψn–1 + Ψn+1) = λΨn; (7.176)

�
d

d

t
� Ψn = �

1

2
� (Ψn–1 – Ψn+1). (7.177)

êÂ¯ÂÌËÂ ˝ÚËı Û‡‚ÌÂÌËÈ

Ψn → C1e
iωtzn + C2e

–iωtz–n (7.178)

ÓÔÂ‰ÂÎflÂÚ ‡ÒËÏÔÚÓÚË˜ÂÒÍÓÂ ÔÓ‚Â‰ÂÌËÂ ÙÛÌÍˆËÈ Ψn. á‰ÂÒ¸ C1,
C2 – ÔÓÒÚÓflÌÌ˚Â ÍÓ˝ÙÙËˆËÂÌÚ˚ Ë ‚‚Â‰ÂÌ˚ Ó·ÓÁÌ‡˜ÂÌËfl

λ = �
1

2
� (z + z–1),   ω = �

2

i
� (z – z–1). (7.179)

ÇÂÎË˜ËÌÛ z Ì‡Á˚‚‡˛Ú ÒÔÂÍÚ‡Î¸Ì˚Ï Ô‡‡ÏÂÚÓÏ. Ç ÔÓ‰‡Á‰Â-
ÎÂ 4.1 ÔË ËÁÛ˜ÂÌËË ÌÂÎËÌÂÈÌ˚ı ÍÓÎÂ·‡ÌËÈ Ò Á‡‰‡ÌÌÓÈ ÔÓÚÂÌˆË-
‡Î¸ÌÓÈ ˝ÌÂ„ËÂÈ Ï˚ ‡Á‰ÂÎËÎË ‚ÒÂ ‰‚ËÊÂÌËfl Ï‡ÚÂË‡Î¸ÌÓÈ ÚÓ˜-
ÍË Ì‡ ‰‚‡ ÍÎ‡ÒÒ‡: ËÌÙËÌËÚÌ˚Â ‰‚ËÊÂÌËfl Ò ÌÂÓ„‡ÌË˜ÂÌÌ˚ÏË ÁÌ‡-
˜ÂÌËflÏË Ó·Ó·˘ÂÌÌÓÈ ÍÓÓ‰ËÌ‡Ú˚ ÔË t → ±∞ Ë ÙËÌËÚÌ˚Â – ÔÂ-
ËÓ‰Ë˜ÂÒÍËÂ ÍÓÎÂ·‡ÌËfl ‚ ÔÓÚÂÌˆË‡Î¸ÌÓÈ flÏÂ. ÑÎfl Û‡‚ÌÂ-
ÌËÈ (4.167) Ò ‚Â˘ÂÒÚ‚ÂÌÌ˚Ï ÒÓ·ÒÚ‚ÂÌÌ˚Ï ÁÌ‡˜ÂÌËÂÏ λ Ú‡ÍÊÂ
‚ÓÁÏÓÊÌ˚ ‰‚‡ ÚËÔ‡ Â¯ÂÌËÈ Ò ÌÂÔÂ˚‚Ì˚Ï Ë ‰ËÒÍÂÚÌ˚Ï ÒÔÂ-
ÍÚÓÏ. èÂ‚˚È ÚËÔ Â¯ÂÌËÈ ÓÔËÒ˚‚‡ÂÚ ‚ ‡ÒËÏÔÚÓÚËÍÂ (n → ±∞)
‚ÓÎÌÛ (7.178) Ò ‚ÓÎÌÓ‚˚Ï ‚ÂÍÚÓÓÏ k Ë ˜‡ÒÚÓÚÓÈ ω:

z = eik,   λ = cosk,   ω = – sink (0 ≤ k ≤ 2π). (7.180)

ëÓ·ÒÚ‚ÂÌÌ˚Â ÙÛÌÍˆËË Ò ‰ËÒÍÂÚÌ˚Ï ÒÔÂÍÚÓÏ (Ò‚flÁ‡ÌÌ˚Â
ÒÓÒÚÓflÌËfl) ‡Ì‡ÎÓ„Ë˜Ì˚ ÔÂËÓ‰Ë˜ÂÒÍËÏ Â¯ÂÌËflÏ Ï‡ÚÂË‡Î¸ÌÓÈ
ÚÓ˜ÍË, ÌÓ ‚ ÓÚÎË˜ËÂ ÓÚ ÌÂÎËÌÂÈÌ˚ı ÍÓÎÂ·‡ÌËÈ ÓÌË ÒÛ˘ÂÒÚ‚Û˛Ú
ÚÓÎ¸ÍÓ ÔË ‰ËÒÍÂÚÌ˚ı ÁÌ‡˜ÂÌËflı |λi| (i = 1, 2, …, N). ÑÎfl Í‡Ê‰Ó-
„Ó ÁÌ‡˜ÂÌËfl ‰ËÒÍÂÚÌÓ„Ó ÒÔÂÍÚ‡ λi ÒÓ·ÒÚ‚ÂÌÌ˚Â ÙÛÌÍˆËË Ψi

n

ËÏÂ˛Ú Û·˚‚‡˛˘Û˛ Ì‡ ·ÂÒÍÓÌÂ˜ÌÓÒÚË ‡ÒËÏÔÚÓÚËÍÛ

Ψi
n → c2e

Eitzi
n(n → ∞); (7.181)

Ψi
n → c1e

–Eitzi
–n (n → –∞), (7.182)

á‡ÏÂÚËÏ, ˜ÚÓ ‰Îfl ÍÓÏÔÓÌÂÌÚ Ψk(i), Ψk(j) ‰‚Ûı Î˛·˚ı ÒÓ·ÒÚ‚ÂÌÌ˚ı
‚ÂÍÚÓÓ‚ Ï‡ÚËˆ˚ L ËÁ (7.167) Ò‡ÁÛ ÒÎÂ‰ÛÂÚ ÒÓÓÚÌÓ¯ÂÌËÂ

(λi – λj)Ψk(i)Ψk( j) = Wk(i, j) – Wk–1(i, j),

„‰Â Ó·ÓÁÌ‡˜ÂÌÓ

Wk(i, j) = ak(Ψk(i)Ψk+1( j) – Ψk+1( i)Ψk( j)) = –Wk(i, j) – Wk–1(i, j).

èÓÒÍÓÎ¸ÍÛ

(akΨk+1(i)Ψk( j) – ak–1Ψk–1(i)Ψk( j) – (i ↔ j)) = –Wk(i, j) – Wk–1(i, j),

ÚÓ ÒÍÓ·Í‡ èÛ‡ÒÒÓÌ‡ Á‡ÔËÒ˚‚‡ÂÚÒfl ‚ ‚Ë‰Â

Ë ‡‚Ì‡ ÌÛÎ˛ ‚ ÒËÎÛ „‡ÌË˜Ì˚ı ÛÒÎÓ‚ËÈ W0(i, j) = WN(i, j). Ç ËÚÓ-
„Â ÔÂËÓ‰Ë˜ÂÒÍ‡fl Â¯ÂÚÍ‡ íÓ‰˚ ËÏÂÂÚ N ÌÂÁ‡‚ËÒËÏ˚ı ËÌÚÂ„‡-
ÎÓ‚ ‰‚ËÊÂÌËfl Ë ÔÓ ÚÂÓÂÏÂ ãËÛ‚ËÎÎfl ËÌÚÂ„ËÛÂÏ‡ ‚ Í‚‡‰‡ÚÛ-
‡ı. ëÓÓÚ‚ÂÚÒÚ‚Û˛˘ËÂ Â¯ÂÌËfl ‚˚‡Ê‡˛ÚÒfl ‚ ÚÂÏËÌ‡ı ÏÌÓ„Ó-
ÏÂÌ˚ı Ú˝Ú‡-ÙÛÌÍˆËÈ Ë ËÁÎÓÊÂÌ˚ ‚ ÒÔÂˆË‡Î¸Ì˚ı ÏÓÌÓ„‡ÙËflı
(ÒÏ., Ì‡ÔËÏÂ, [34]).

7.3.2. èflÏ‡fl Á‡‰‡˜‡ ‡ÒÒÂflÌËfl

çÛÊÌÓ Ó·‡˘‡Ú¸ ÓÒÚËÂ ÛÏ‡ Ì‡ Ò‡Ï˚Â
ÌÂÁÌ‡˜ËÚÂÎ¸Ì˚Â Ë ÔÓÒÚ˚Â ‚Â˘Ë Ë ‰ÓÎ„Ó
ÓÒÚ‡Ì‡‚ÎË‚‡Ú¸Òfl Ì‡ ÌËı, ÔÓÍ‡ ÌÂ ÔË‚˚ÍÌÂÏ
ÓÚ˜ÂÚÎË‚Ó Ë flÒÌÓ ÔÓÁÂ‚‡Ú¸ ‚ ÌËı ËÒÚËÌÛ.

ê. ÑÂÍ‡Ú

ê‡ÒÒÏÓÚËÏ ‰ËÌ‡ÏËÍÛ ˜‡ÒÚËˆ ‚ ·ÂÒÍÓÌÂ˜ÌÓÈ ˆÂÔÓ˜ÍÂ (7.156)
ÔË ÛÒÎÓ‚ËË, ˜ÚÓ Ì‡ ·ÓÎ¸¯Ëı ‡ÒÒÚÓflÌËflı ÓÚÌÓÒËÚÂÎ¸Ì˚Â ÒÏÂ˘Â-
ÌËfl ÒÓÒÂ‰ÌËı ˜‡ÒÚËˆ ÒÚÂÏflÚÒfl Í ÌÛÎ˛ (xn – xn+1 → 0 (n → ±∞)):

xn – xn+1 → 0,   an → 1/2,   bn → 0 (n → ±∞). (7.175)

èË Á‡‰‡ÌÌ˚ı ÍÓ˝ÙÙËˆËÂÌÚ‡ı an, bn Ò Ú‡ÍËÏË „‡ÌË˜Ì˚ÏË ÛÒÎÓ-
‚ËflÏË Û‡‚ÌÂÌËÂ (7.167) fl‚ÎflÂÚÒfl Á‡‰‡˜ÂÈ Ì‡ ÓÔÂ‰ÂÎÂÌËÂ ÒÓ·ÒÚ-
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ç‡È‰ÂÏ Ò‚flÁ¸ ÍÓ˝ÙÙËˆËÂÌÚÓ‚ ‡ÒÒÂflÌËfl α(z), β(z) Ò ‡ÒËÏÔÚÓÚË-
˜ÂÒÍËÏË ÁÌ‡˜ÂÌËflÏË ‚‚Â‰ÂÌÌ˚ı ÙÛÌÍˆËÈ. ä‡Í ÒÎÂ‰ÛÂÚ ËÁ (7.167),
‰Îfl ‰‚Ûı ÔÓËÁ‚ÓÎ¸Ì˚ı ÒÓ·ÒÚ‚ÂÌÌ˚ı ÙÛÌÍˆËÈ Ψk(z), Φk(z) Ë Ï‡ÚË-
ˆ˚ L Ò Ó‰ËÌ‡ÍÓ‚˚ÏË ÒÓ·ÒÚ‚ÂÌÌ˚ÏË ÁÌ‡˜ÂÌËflÏË ‚˚‡ÊÂÌËÂ

W(Ψ(z), Φ(z)) = ak(Ψk(z)Φk+1(z) – Ψk+1(z)Φk(z)) (7.188)

ÌÂ Á‡‚ËÒËÚ ÓÚ k. éÌÓ fl‚ÎflÂÚÒfl ‰ËÒÍÂÚÌ˚Ï ‡Ì‡ÎÓ„ÓÏ ‚ÓÌÒÍË‡Ì‡
Ë ‡‚ÌÓ ÌÛÎ˛, ÂÒÎË ‚ÂÍÚÓ˚ ÙÛÌÍˆËÈ Ψ(z) Ë Φ(z) ÎËÌÂÈÌÓ Á‡‚Ë-
ÒËÏ˚. íÓ„‰‡, ‚˚˜ËÒÎflfl W(ϕ, ϕ– ) ÔË n → ∞ Ë W(ψ, ψ– ) ÔË n → –∞,
Ì‡ıÓ‰ËÏ

Ñ‡ÎÂÂ ËÁ ÒÓÓÚÌÓ¯ÂÌËÈ

W(ψ(z), ψ– (z)) = W(α(z)ϕ– (z) + β(z)ϕ(z), α– (z)ϕ(z) + β
–

(z)ϕ– (z)) =

= (α(z)α– (z) – β(z)β
–

(z))W(ϕ– (z), ϕ(z))

Ë ÔÓ‰ÒÚ‡ÌÓ‚ÍË Û‡‚ÌÂÌËfl (7.187) ‚ W(ψ(z), ϕ(z)), W(ϕ– (z), ψ– (z)) ÔÓ-
ÎÛ˜‡ÂÏ fl‚Ì˚Â ‚˚‡ÊÂÌËfl ‰Îfl α(z), β(z):

(7.189)

Ë Ó„‡ÌË˜ÂÌËÂ Ì‡ ÍÓ˝ÙÙËˆËÂÌÚ˚ ‡ÒÒÂflÌËfl

α(z)α– (z) – β(z)β
–

(z) = 1. (7.190)

èÓ‰ÓÎÊËÏ ËÁÛ˜ÂÌËÂ Ò‚ÓÈÒÚ‚ ÙÛÌÍˆËÈ âÓÒÚ‡. ÑÓÍ‡ÊÂÏ, ˜ÚÓ
ÙÛÌÍˆËfl ϕn(z) ËÏÂÂÚ ÚÂÛ„ÓÎ¸ÌÓÂ ÔÂ‰ÒÚ‡‚ÎÂÌËÂ

(7.191)

„‰Â ÍÓ˝ÙÙËˆËÂÌÚ˚ K(n, m) (n ≤ m) ÌÂ Á‡‚ËÒflÚ ÓÚ z Ë ÔÓ‰˜ËÌfl˛ÚÒfl
„‡ÌË˜Ì˚Ï ÛÒÎÓ‚ËflÏ

K(n, m) = 0 (n ≠ m, m → ∞),   K(n, n) = 1 (n → ∞). (7.192)
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∞
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.
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„‰Â

zi = εe–ki,   Ei = εshki,   λi = εchki,   ε = ±1,   0 < ki < ∞. (7.183)

í‡ÍÓÈ ‚Ë‰ ‡ÒËÏÔÚÓÚË˜ÂÒÍÓ„Ó ÔÓ‚Â‰ÂÌËfl Ò‡ÁÛ ÒÎÂ‰ÛÂÚ ËÁ (7.178)
ÔÓÒÎÂ ÔÓ‰ÒÚ‡ÌÓ‚ÍË z → zi Ë ÓÚ·Ó‡ Ó„‡ÌË˜ÂÌÌ˚ı Â¯ÂÌËÈ.

é·ÒÛ‰ËÏ Í‡ÚÍÓ ÔflÏÛ˛ Á‡‰‡˜Û ÚÂÓËË ‡ÒÒÂflÌËfl ‰Îfl ÓÔÂ‡-
ÚÓ‡ L. ÑÎfl ÌÂÔÂ˚‚ÌÓ„Ó ÒÔÂÍÚ‡ (|z| = 1) Ó·˘ÂÂ Â¯ÂÌËÂ ÍÓÌÂ˜-
ÌÓ-‡ÁÌÓÒÚÌÓ„Ó Û‡‚ÌÂÌËfl (7.167) ÏÓÊÌÓ ÔÂ‰ÒÚ‡‚ËÚ¸ ‚ ‚Ë‰Â ‰‚Ûı
ÙÛÌ‰‡ÏÂÌÚ‡Î¸Ì˚ı Â¯ÂÌËÈ, ‚ Í‡˜ÂÒÚ‚Â ÍÓÚÓ˚ı ‚˚·ÂÂÏ ϕn(z) Ë
ϕ– n(z) Ò ‡ÒËÏÔÚÓÚË˜ÂÒÍËÏ ÔÓ‚Â‰ÂÌËÂÏ ÔË n → ∞:

ϕn(z) → zn (n → ∞), (7.184)

ϕ– n(z) → z–n (n → ∞).

Ç‚Â‰ÂÏ Ú‡ÍÊÂ ‚ÚÓÛ˛ Ô‡Û ÎËÌÂÈÌÓ ÌÂÁ‡‚ËÒËÏ˚ı ÙÛÌÍˆËÈ ψn(z),
ψ– n(z), Á‡‰‡ÌÌ˚ı ‡ÒËÏÔÚÓÚËÍ‡ÏË ÔË n → –∞:

ψn(z) → z–n (n → –∞), (7.185)

ψ– n(z) → zn (n → –∞).

Ç‚Â‰ÂÌÌ˚Â Ú‡ÍËÏË ‡ÒËÏÔÚÓÚËÍ‡ÏË ÙÛÌÍˆËË – ‰ËÒÍÂÚÌ˚È ‡Ì‡-
ÎÓ„ ÙÛÌÍˆËÈ âÓÒÚ‡, Ë Ï˚ ÒÓı‡ÌËÏ ˝ÚÓ Ì‡Á‚‡ÌËÂ ‰Îfl ÔÂ‰ÒÚ‡‚-
ÎÂÌÌ˚ı ‚˚¯Â ÙÛÌÍˆËÈ. äÓÏÂ ÚÓ„Ó, ‰Îfl ÍÓÏÔ‡ÍÚÌÓÒÚË Á‡ÔËÒË ‚
‚˚‡ÊÂÌËflı ‰Îfl ‡ÒËÏÔÚÓÚËÍ ÙÛÌÍˆËÈ ψn(z), ψ– (z) ÓÔÛÒÚËÏ ÏÌÓÊË-
ÚÂÎË eiωt Ë e–iωt ÒÓÓÚ‚ÂÚÒÚ‚ÂÌÌÓ, ÍÓÚÓ˚Â ‚‚Â‰ÂÏ Ó·‡ÚÌÓ ‚ ÌÛÊ-
ÌÓÏ ÏÂÒÚÂ. í‡Í Í‡Í ˜ËÒÎÓ ÌÂÁ‡‚ËÒËÏ˚ı Â¯ÂÌËÈ Û‡‚ÌÂÌËfl
(7.176) ‡‚ÌÓ ‰‚ÛÏ, ÚÓ ÙÛÌÍˆËË ψn(z) Ë ψ– n(z) fl‚Îfl˛ÚÒfl ÎËÌÂÈÌÓÈ
ÍÓÏ·ËÌ‡ˆËÂÈ ϕ– n(z) Ë ϕn(z):

(7.186)

Ò ÌÂÁ‡‚ËÒfl˘ËÏË ÓÚ n ÍÓ˝ÙÙËˆËÂÌÚ‡ÏË ‡ÒÒÂflÌËfl α(z), α– (z), β(z),
β
–

(z). àı ‚˚˜ËÒÎÂÌËÂ ÔË Á‡‰‡ÌÌ˚ı ‚ÂÎË˜ËÌ‡ı an, bn ÂÒÚ¸ Ó‰Ì‡ ËÁ
Á‡‰‡˜ ÔflÏÓÈ Á‡‰‡˜Ë ‡ÒÒÂflÌËfl. éÚÏÂÚËÏ ‚˚ÚÂÍ‡˛˘ÂÂ ËÁ (7.186)
ÒÓÓÚÌÓ¯ÂÌËÂ

(7.187)

ÍÓÚÓÓÂ ‰‡ÎÂÂ ˜‡ÒÚÓ ·Û‰ÂÚ ËÒÔÓÎ¸ÁÓ‚‡Ú¸Òfl.
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flÏË (7.192) Ë ‚˚ÔËÒ‡Ú¸ ‰Îfl ÌËı ‰Îfl Ï‡Î˚ı ÁÌ‡˜ÂÌËÈ m – n fl‚Ì˚Â
ÙÓÏÛÎ˚. Ç ËÚÓ„Â ‰ÓÍ‡Á‡ÌÓ, ˜ÚÓ ÔË ÍÓÌÂ˜Ì˚ı ÁÌ‡˜ÂÌËflı ÔÓÎÌÓ-
„Ó ËÏÔÛÎ¸Ò‡

Ë ÍÓÌÂ˜Ì˚ı ÓÚÌÓÒËÚÂÎ¸Ì˚ı Ò‰‚Ë„‡ı Ì‡ ·ÂÒÍÓÌÂ˜ÌÓÒÚË 

(˝Í‚Ë‚‡ÎÂÌÚÌ˚Ï ÛÒÎÓ‚Ë˛ (xn – x–n) < ∞ ÔË n → ∞) ËÏÂÂÚ ÏÂÒÚÓ
ÔÂ‰ÒÚ‡‚ÎÂÌËÂ (7.191). ÄÌ‡ÎÓ„Ë˜Ì˚Ï ÒÔÓÒÓ·ÓÏ ÏÓÊÌÓ ÔÓÍ‡-
Á‡Ú¸, ˜ÚÓ ÙÛÌÍˆËfl ψn(z) ËÏÂÂÚ ÌËÊÌÂÂ ÚÂÛ„ÓÎ¸ÌÓÂ ÔÂ‰ÒÚ‡‚-
ÎÂÌËÂ

K
–
(n, n) → 1(n → –∞),   K

–
(n, m) → 0(m < n, m → –∞), (7.196)

„‰Â ÍÓ˝ÙÙËˆËÂÌÚ˚ K
–
(n, n) Û‰Ó‚ÎÂÚ‚Ófl˛Ú Û‡‚ÌÂÌË˛

(7.197)

Ë Ú. ‰. éÚÒ˛‰‡ ÒÎÂ‰Û˛Ú ÌÂÓ·ıÓ‰ËÏ‡fl ‰Îfl ‰‡Î¸ÌÂÈ¯Â„Ó ËÁÎÓÊÂÌËfl
ÙÓÏÛÎ‡

(7.198)

Ë ÒÓÓÚÌÓ¯ÂÌËÂ

K
–
(n, n)K(n, n) = g (7.199)

‰Îfl ‰Ë‡„ÓÌ‡Î¸Ì˚ı ˝ÎÂÏÂÌÚÓ‚. îÓÏÛÎ‡ ‰Îfl ÔÓÒÚÓflÌÌÓÈ g ·Û‰ÂÚ
ÔÓÎÛ˜ÂÌ‡ ÔÓÁÊÂ.

á‡ÏÂÚËÏ, ˜ÚÓ ÔË |z| = 1 ÙÛÌÍˆËË ÔÓ‰˜ËÌfl˛ÚÒfl 

Ó‰ÌÓÏÛ Û‡‚ÌÂÌË˛ Ë Ó‰ËÌ‡ÍÓ‚˚Ï „‡ÌË˜Ì˚Ï ÛÒÎÓ‚ËflÏ. èÓ˝ÚÓÏÛ
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èÓÒÍÓÎ¸ÍÛ K(n, m) (n ≤ m) Ó·‡ÁÛ˛Ú ·ÂÒÍÓÌÂ˜ÌÛ˛ ‚ÂıÌ˛˛
ÚÂÛ„ÓÎ¸ÌÛ˛ Ï‡ÚËˆÛ, ÚÓ ÔÂ‰ÒÚ‡‚ÎÂÌËÂ (7.191) ËÌÓ„‰‡ Ì‡Á˚‚‡˛Ú
‚ÂıÌËÏ ÚÂÛ„ÓÎ¸Ì˚Ï ÔÂ‰ÒÚ‡‚ÎÂÌËÂÏ. èÓ‰ÒÚ‡‚Îflfl Â„Ó ‚ (7.167) Ë
ÔË‡‚ÌË‚‡fl ÍÓ˝ÙÙËˆËÂÌÚ˚ ÔÓ ÒÚÂÔÂÌflÏ z, ÔÓÎÛ˜‡ÂÏ Û‡‚ÌÂÌËfl

K(n, n) = 2an–1K(n – 1, n – 1), (7.193)

an–1K(n – 1, m + 1) + anK(n + 1, m + 1) + bnK(n, m + 1) =

+ �
1

2
� (K(n, m) + K(n, m + 2))  (n ≤ m). (7.194)

êÂ¯ÂÌËfl ‡ÁÌÓÒÚÌ˚ı Û‡‚ÌÂÌËÈ (7.193) Ò „‡ÌË˜Ì˚ÏË ÛÒÎÓ‚ËflÏË
(7.192) ËÏÂ˛Ú ‚Ë‰

(7.195)

– 2bmK(m, m + 1) – K(m, m ))

Ë Ú. ‰. í‡Í Í‡Í ÒÏÂ˘ÂÌËfl ˜‡ÒÚËˆ ‚ Â¯ÂÚÍÂ ÓÔÂ‰ÂÎÂÌ˚ Ò ÚÓ˜ÌÓ-
ÒÚ¸˛ ‰Ó ÔÓÒÚÓflÌÌÓÈ, ÚÓ ‚˚·ÂÂÏ ‰‡ÎÂÂ x∞ = 0. èÓÎ‡„‡fl ‚ (7.194)
ÔÓÒÎÂ‰Ó‚‡ÚÂÎ¸ÌÓ m = n + 1, m = n + 2, …, Ï˚ ËÏÂÂÏ ÔÓÒÚ˚Â ÍÓ-
ÌÂ˜ÌÓ-‡ÁÌÓÒÚÌ˚Â Û‡‚ÌÂÌËfl

– 2bn(n, m +1) + K(n, m))  (n ≤ m)

Ò ËÁ‚ÂÒÚÌÓÈ Ì‡ Í‡Ê‰ÓÏ ¯‡„Â Ô‡‚ÓÈ ˜‡ÒÚ¸˛. çÂÚÛ‰ÌÓ ÔÓÍ‡Á‡Ú¸
Â‰ËÌÒÚ‚ÂÌÌÓÒÚ¸ Â¯ÂÌËÈ ˝ÚËı ‚˚‡ÊÂÌËÈ Ò „‡ÌË˜Ì˚ÏË ÛÒÎÓ‚Ë-
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W(ψ(zi), ϕ(zi)) = 0, ÒÓ„Î‡ÒÌÓ (7.189), ÚÓ ÙÛÌÍˆËfl ψn(zi) ÔÓÔÓˆËÓ-
Ì‡Î¸Ì‡ ϕn(zi) (i = 1, 2, …, N):

ψn(zi) = γiϕn(zi). (7.201)

èÓ˝ÚÓÏÛ ‡ÒËÏÔÚÓÚËÍË ÙÛÌÍˆËË ψn(zi) Ë ϕn(zi) ÔË n → ∞ ÒÓ‚Ô‡‰‡˛Ú:

ψn(zi) → γi(zi)
n → 0 (n → ∞),

‡ ψn(zi) Û·˚‚‡ÂÚ Ë ÔË n → –∞ ÔÓ ÓÔÂ‰ÂÎÂÌË˛ (7.185):

ψn(zi) → (zi)
–n → 0 (n → –∞).

í‡ÍËÏ Ó·‡ÁÓÏ, ÌÛÎË ÙÛÌÍˆËË α(z) ÒÓÓÚ‚ÂÚÒÚ‚Û˛Ú ÒÓ·ÒÚ‚ÂÌ-
Ì˚Ï ÁÌ‡˜ÂÌËflÏ ‰ËÒÍÂÚÌÓ„Ó ÒÔÂÍÚ‡ Ï‡ÚËˆ˚ L Ò ‚Â˘ÂÒÚ‚ÂÌÌ˚ÏË
ÒÓ·ÒÚ‚ÂÌÌ˚ÏË ÁÌ‡˜ÂÌËflÏË λi = (zi + zi

–1)/2. ÇÂÎË˜ËÌ˚ γi Ò‚flÁ‡Ì˚ Ò
ÌÓÏËÓ‚ÍÓÈ ÒÓ·ÒÚ‚ÂÌÌ˚ı ÙÛÌÍˆËÈ ‰ËÒÍÂÚÌÓ„Ó ÒÔÂÍÚ‡. ÑÎfl ‚˚-
‚Ó‰‡ ÌÂÓ·ıÓ‰ËÏ˚ı ÒÓÓÚÌÓ¯ÂÌËÈ ËÒÔÓÎ¸ÁÛÂÏ ‰‚‡ Û‡‚ÌÂÌËfl

am–1ψm–1(z) + amψm+1(z) + (bm – λ)ψm(z) = 0; (7.202)

am–1ϕm–1(z) + amψm+1(z) + (bm – λ)ϕm(z) = 0 (7.203)

‰Îfl ÙÛÌÍˆËÈ âÓÒÚ‡ ψm(z), ϕm(z) Ò ÒÓ·ÒÚ‚ÂÌÌ˚Ï ÁÌ‡˜ÂÌËÂÏ λ = �
1

2
� (z + 

+ z–1). Ç˚‡ÁËÏ ‚ÂÎË˜ËÌÛ bn ËÁ Û‡‚ÌÂÌËfl (7.203) Ë ÔÓ‰ÒÚ‡‚ËÏ ÂÂ
‚ ‚˚‡ÊÂÌËÂ, ÔÓÎÛ˜ÂÌÌÓÂ ÔÓÒÎÂ ‰ËÙÙÂÂÌˆËÓ‚‡ÌËfl (7.202) ÔÓ
z. êÂÁÛÎ¸Ú‡Ú Á‡ÔËÒ˚‚‡ÂÚÒfl ‚ ‚Ë‰Â

(7.204)

„‰Â

èÓÒÛÏÏËÛÂÏ (7.204) ÔÓ ËÌ‰ÂÍÒÛ m ÓÚ –∞ ‰Ó n ÔË z = zi. èÓ-

ÒÍÓÎ¸ÍÛ (n → –∞), ÚÓ (7.204) ÔÂÓ·‡ÁÛÂÚÒfl Í ‚Ë‰Û

(7.205)
 

d z

dz
z z T zi

i
m i

m

n

m i n i

λ
ψ ϕ( ) ( ) ( ) = ( )

= ∞
∑

–

.

d z

dz

n i

i

ψ ( ) → 0

 

T z a
d z

dz
z

d z

dz
zn n

n
n

n
n( ) = ( ) ( ) ( ) ( )⎛

⎝⎜
⎞
⎠⎟

+
+

ψ
ϕ

ψ
ϕ1

1– .

 

d

dz
z z T z T zm m m m

λ ψ ϕ( ) ( ) = ( ) ( )– ,–1

‚ ÒËÎÛ Â‰ËÌÒÚ‚ÂÌÌÓÒÚË Â¯ÂÌËÈ
ÍÓÌÂ˜ÌÓ-‡ÁÌÓÒÚÌ˚ı Û‡‚ÌÂÌËÈ
ÒÔ‡‚Â‰ÎË‚˚ ÒÓÓÚÌÓ¯ÂÌËfl

ϕ– n(z) = ϕn
*(z),

ψ– n(z) = ψn
*(z),   

α– (z) = α*(z),

β
–
(z) = β*(z) (|z| = 1). (7.200)

èÂÂÈ‰ÂÏ ÚÂÔÂ¸ Í ËÁÛ˜Â-
ÌË˛ ‡Ì‡ÎËÚË˜ÂÒÍËı Ò‚ÓÈÒÚ‚

ÙÛÌÍˆËÈ âÓÒÚ‡. ê‡ÒÒÏÓÚËÏ Â¯ÂÌËfl Û‡‚ÌÂÌËfl (7.167) ÔË
ÍÓÏÔÎÂÍÒÌ˚ı ÁÌ‡˜ÂÌËflı ÒÔÂÍÚ‡Î¸ÌÓ„Ó Ô‡‡ÏÂÚ‡ z, Ú. Â. ‚
Ó·Î‡ÒÚË ÌÂÙËÁË˜ÂÒÍËı ÁÌ‡˜ÂÌËÈ ‚ÓÎÌÓ‚Ó„Ó ‚ÂÍÚÓ‡. èÂ‰-
ÒÚ‡‚ÎÂÌËfl (7.191), (7.199) ÒÔ‡‚Â‰ÎË‚˚ ‰Îfl ÌÂÔÂ˚‚ÌÓ„Ó ÒÔÂ-
ÍÚ‡, ÍÓ„‰‡ z = eik. Ç ÍÓÏÔÎÂÍÒÌÓÈ z-ÔÎÓÒÍÓÒÚË ÌÂÔÂ˚‚Ì˚È
ÒÔÂÍÚ ÔÂ‰ÒÚ‡‚ÎflÂÚ ÒÓ·ÓÈ ÓÍÛÊÌÓÒÚ¸ Γ Â‰ËÌË˜ÌÓ„Ó ‡‰ËÛÒ‡
|z| = 1 (ËÒ. 7.8). ÖÒÎË Ì‡ ÌÂÈ fl‰˚ (7.191), (7.199) ÒıÓ‰flÚÒfl, ÚÓ
ÓÌË ·Û‰ÛÚ ÒıÓ‰ËÚ¸Òfl Ë ‚ÌÛÚË Â‰ËÌË˜ÌÓ„Ó ÍÛ„‡ |z| ≤ 1. Ç ˝ÚÓÏ
ÒÎÛ˜‡Â „Ó‚ÓflÚ, ˜ÚÓ ÙÛÌÍˆËË ϕn(z) Ë ψn(z) ‰ÓÔÛÒÍ‡˛Ú ‡Ì‡ÎË-
ÚË˜ÂÒÍÓÂ ÔÓ‰ÓÎÊÂÌËÂ Ò Â‰ËÌË˜ÌÓÈ ÓÍÛÊÌÓÒÚË (Ó·Î‡ÒÚË ‡Ò-
ÒÂflÌËfl) ‚ Ó·Î‡ÒÚ¸ ‚ÌÛÚË Â‰ËÌË˜ÌÓ„Ó ÍÛ„‡ (‚ Ó·Î‡ÒÚ¸ D–).
èÓ‰ÓÎÊ‡fl ÒÓÓÚÌÓ¯ÂÌËfl (7.200) ‚ ÍÓÏÔÎÂÍÒÌÛ˛ ÔÎÓÒÍÓÒÚ¸,
ÔÓÎÛ˜‡ÂÏ

ÒÎÂ‰Ó‚‡ÚÂÎ¸ÌÓ, ϕ– n(z) Ë ψ– n(z) fl‚Îfl˛ÚÒfl ‡Ì‡ÎËÚË˜ÂÒÍËÏË ÙÛÌÍˆËfl-
ÏË ÒÔÂÍÚ‡Î¸ÌÓ„Ó Ô‡‡ÏÂÚ‡ z ‚ÌÂ Â‰ËÌË˜ÌÓ„Ó ÍÛ„‡ (D+)(|z| ≥ 1).
îÓÏÛÎ‡ (7.189) ÔÓÍ‡Á˚‚‡ÂÚ, ˜ÚÓ α(z) ÂÒÚ¸ ‡Ì‡ÎËÚË˜ÂÒÍ‡fl ÙÛÌÍ-
ˆËfl ÔË |z| ≤ 1. é·Î‡ÒÚË ‡Ì‡ÎËÚË˜ÌÓÒÚË ˝ÚËı ÙÛÌÍˆËÈ ÔÓÍ‡Á‡Ì˚
Ì‡ ËÒ. 7.8.

îÛÌÍˆËfl α(z) ÏÓÊÂÚ ËÏÂÚ¸ ÌÛÎË Ì‡ ‚Â˘ÂÒÚ‚ÂÌÌÓÈ ÓÒË, ÍÓÚÓ-
˚Â ·Û‰ÂÏ Ó·ÓÁÌ‡˜‡Ú¸ Í‡Í z1, z2, z3, …, zN (|zi| < 1). èÓÒÍÓÎ¸ÍÛ

 
α α β βz

z
z

z
z( ) = ⎛

⎝⎜
⎞
⎠⎟ ( ) = ⎛

⎝⎜
⎞
⎠⎟

>( )1 1
1, ,

 
ϕ ϕ ψ ψn n n nz

z
z

z
( ) = ⎛

⎝⎜
⎞
⎠⎟ ( ) = ⎛

⎝⎜
⎞
⎠⎟

1 1
, ,
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ç‡·Ó ‰ÂÈÒÚ‚ËÚÂÎ¸Ì˚ı ‚ÂÎË˜ËÌ γi ‚ÏÂÒÚÂ Ò ‰ËÒÍÂÚÌ˚Ï ÒÔÂÍ-

ÚÓÏ zi (i = 1, 2, …, N) Ë ÍÓ˝ÙÙËˆËÂÌÚÓÏ ÓÚ‡ÊÂÌËfl R(z) = �
β
α

(

(

z

z

)

)
�

Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl ‰‡ÌÌ˚ÏË ‡ÒÒÂflÌËfl S:

S = {R(z), γi, zi(i = 1, 2, …, N)}, (7.210)

Ëı ‚˚˜ËÒÎÂÌËÂ ÔË Á‡‰‡ÌÌ˚ı ÍÓ˝ÙÙËˆËÂÌÚ‡ı an, bn ÓÔÂ‡ÚÓ‡
L – ÔflÏÓÈ Á‡‰‡˜ÂÈ ‡ÒÒÂflÌËfl. ç‡ÔÓÏÌËÏ, ˜ÚÓ ‚ ÒÔÂÍÚ‡Î¸ÌÓÈ
Á‡‰‡˜Â (7.167) ‚ÂÎË˜ËÌ˚ an, bn Á‡‚ËÒflÚ ÓÚ ‚ÂÏÂÌË, ÒÎÂ‰Ó‚‡ÚÂÎ¸-
ÌÓ, ÒÓ·ÒÚ‚ÂÌÌ˚Â ÙÛÌÍˆËË Ë ‰‡ÌÌ˚Â ‡ÒÒÂflÌËfl S Ú‡ÍÊÂ fl‚Îfl˛ÚÒfl
ÙÛÌÍˆËflÏË ‚ÂÏÂÌË. ê‡ÒÒÏÓÚËÏ ˝‚ÓÎ˛ˆË˛ ÍÓ˝ÙÙËˆËÂÌÚÓ‚
α(z, t), β(z, t), ‚ıÓ‰fl˘Ëı ‚ Û‡‚ÌÂÌËÂ

ψn(z, t) = α(z, t)ϕ– n(z, t) + β(z, t)ϕn(z, t). (7.211)

èË ËÁÛ˜ÂÌËË ÙÛÌÍˆËÈ âÓÒÚ‡ Ï˚ ÓÔÛÒÍ‡ÎË ‚ÂÏÂÌÌ˚Â ÏÌÓÊË-
ÚÂÎË e±iωt Ë Á‡‰‡‚‡ÎË ‡ÒËÏÔÚÓÚË˜ÂÒÍÓÂ ÔÓ‚Â‰ÂÌËÂ ψn(z) ‚ ‚Ë‰Â
ψn(z) → z–n (n → –∞). í‡ÍÓÂ ÔÓ‚Â‰ÂÌËÂ ÒÓ‚ÏÂÒÚÌÓ Ò Û‡‚ÌÂÌË-

ÂÏ (7.168) ÔË ÛÒÎÓ‚ËË íÓ„‰‡ ˝‚ÓÎ˛ˆË˛ ‰‡ÌÌ˚ı

‡ÒÒÂflÌËfl S ÏÓÊÌÓ ÛÒÚ‡ÌÓ‚ËÚ¸ ËÁ ‚˚‡ÊÂÌËfl

(7.212)

ÒÎÂ‰Û˛˘ËÏ Ó·‡ÁÓÏ. äÎ˛˜Â‚˚Ï ÏÓÏÂÌÚÓÏ fl‚ÎflÂÚÒfl ÚÓ Ó·-
ÒÚÓflÚÂÎ¸ÒÚ‚Ó, ˜ÚÓ ‰‡ÌÌ˚Â ‡ÒÒÂflÌËfl S ÓÔÂ‰ÂÎfl˛ÚÒfl ‡ÒËÏÔ-
ÚÓÚË˜ÂÒÍËÏ ÔÓ‚Â‰ÂÌËÂÏ Ψn ÔË n → ±∞, ÍÓ„‰‡ an(t) Á‡‰‡ÂÚ-
Òfl „‡ÌË˜Ì˚ÏË ÛÒÎÓ‚ËflÏË (7.160). èÓÍ‡ÊÂÏ, ˜ÚÓ ‚ÂÏÂÌÌ‡fl
Á‡‚ËÒËÏÓÒÚ¸ ‰‡ÌÌ˚ı ‡ÒÒÂflÌËfl Ò‡ÁÛ ÒÎÂ‰ÛÂÚ ËÁ ÎËÌÂÈÌ˚ı
Û‡‚ÌÂÌËÈ

(7.213)

Ò ÔÓÒÚÓflÌÌ˚ÏË ÍÓ˝ÙÙËˆËÂÌÚ‡ÏË.
èÓ‰ÒÚ‡ÌÓ‚Í‡ ‚˚‡ÊÂÌËfl (7.211) ÔË n → ∞

ψn(z, t) → α(z, t)z–n + β(z, t)zn

 

d

dt

z z
nn n n nψ ψ ψ ψ= ( ) → ±∞( )+

1
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2

Ñ‡ÎÂÂ ÔÓÒÎÂ ‰ËÙÙÂÂÌˆËÓ‚‡ÌËfl Û‡‚ÌÂÌËfl (7.204) ÔÓ z, ÔÓ‰ÒÚ‡-
ÌÓ‚ÍË bn ËÁ (7.203), ÒÛÏÏËÓ‚‡ÌËfl ÔÓ ËÌ‰ÂÍÒÛ m ÓÚ n + 1 ‰Ó ∞ ÔË
z = zi ÔÓÎÛ˜‡ÂÏ

(7.206)

êÂÁÛÎ¸Ú‡Ú ÒÎÓÊÂÌËfl (7.205) Ë (7.206) Á‡ÔË¯ÂÏ ‚ ‚Ë‰Â

(7.207)

ãÂ‚‡fl ˜‡ÒÚ¸ ˝ÚÓ„Ó ÒÓÓÚÌÓ¯ÂÌËfl ‚ÒÎÂ‰ÒÚ‚ËÂ Û‡‚ÌÂÌËfl ψn(zi) =
= γiϕn(zi) ÔÓÔÓˆËÓÌ‡Î¸Ì‡ ÌÓÏÂ ‚ÂÍÚÓ‡-ÙÛÌÍˆËË ϕ(zi), ÍÓÚÓ-
Û˛ Ï˚ Ó·ÓÁÌ‡˜ËÏ Í‡Í

(7.208)

è‡‚‡fl ˜‡ÒÚ¸ Ò Û˜ÂÚÓÏ ÓÔÂ‰ÂÎÂÌËÈ (7.188), (7.189) ‡‚Ì‡ ÔÓËÁ-
‚Ó‰ÌÓÈ ÔÓ z ÙÛÌÍˆËË

–α(z)(z – z–1)

ÔË z = zi. Ç ËÚÓ„Â ÔÓÎÛ˜‡ÂÏ ÔÓÒÚÛ˛ ÙÓÏÛÎÛ Ò‚flÁ˚‚‡˛˘Û˛ ‚Â-
ÎË˜ËÌÛ γi Ò ÌÓÏÓÈ ‚ÂÍÚÓ‡-ÙÛÌÍˆËË ϕ(z):

(7.209)

àÁ ÌÂÂ Ú‡ÍÊÂ ÒÎÂ‰ÛÂÚ, ˜ÚÓ ÌÛÎË α(z) ÔÓÒÚ˚Â Ë ‚ÂÎË˜ËÌ‡ α′(zi)
‚Â˘ÂÒÚ‚ÂÌÌ‡.
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7.3.3. åÂÚÓ‰ Ó·‡ÚÌÓÈ Á‡‰‡˜Ë ‡ÒÒÂflÌËfl

ùÚ‡ Á‡‰‡˜‡ fl‚ÎflÂÚÒfl Ó‰ÌËÏ ËÁ Ì‡Ë·ÓÎÂÂ
ËÌÚË„Û˛˘Ëı Ë ÔÓÛ˜ËÚÂÎ¸Ì˚ı ‡Á‰ÂÎÓ‚ Ï‡-
ÚÂÏ‡ÚË˜ÂÒÍÓÈ ÙËÁËÍË, Ó·Ì‡ÛÊË‚‡ÂÚ ‚ Ò‚Ó-
ÂÏ ‡Á‚ËÚËË ÌÓ‚˚Â ÌÂÓÊË‰‡ÌÌ˚Â ‡ÒÔÂÍÚ˚ Ë
‰‡ÎÂÍÓ ÌÂ fl‚ÎflÂÚÒfl ËÒ˜ÂÔ‡ÌÌÓÈ.

ã.Ñ. î‡‰‰ÂÂ‚

é·‡ÚÌ˚Â Á‡‰‡˜Ë ˜‡ÒÚÓ ‚ÓÁÌËÍ‡˛Ú ‚Ó ÏÌÓ„Ëı ‡Á‰ÂÎ‡ı Ì‡ÛÍË,
ÍÓ„‰‡ ÁÌ‡˜ÂÌËfl Ô‡‡ÏÂÚÓ‚ ÏÓ‰ÂÎË ‰ÓÎÊÌ˚ ·˚Ú¸ ÔÓÎÛ˜ÂÌ˚ ËÁ
Ì‡·Î˛‰‡ÂÏ˚ı ‰‡ÌÌ˚ı. èËÏÂ˚ Â¯ÂÌÌ˚ı Ó·‡ÚÌ˚ı Á‡‰‡˜
ÏÓÊÌÓ Ì‡ÈÚË ‚ „ÂÓÙËÁËÍÂ, ‡ÒÚÓÌÓÏËË, ÏÂ‰ËˆËÌÒÍÓÈ ‚ËÁÛ‡ÎËÁ‡-
ˆËË, ÚÓÏÓ„‡ÙËË, ÒÔÂÍÚ‡Î¸ÌÓÏ ‡Ì‡ÎËÁÂ, Á‡‰‡˜‡ı ÔÓ ÌÂ‡ÁÛ¯‡-
˛˘ÂÏÛ ÍÓÌÚÓÎ˛ Ë Ú. ‰. Ç Ì‡¯ÂÏ ÒÎÛ˜‡Â ÔË ‚˚‚Ó‰Â Û‡‚ÌÂÌËÈ
Ó·‡ÚÌÓÈ Á‡‰‡˜Ë ‡ÒÒÂflÌËfl ÙÛÌ‰‡ÏÂÌÚ‡Î¸ÌÛ˛ ÓÎ¸ Ë„‡˛Ú ‡Ì‡-
ÎËÚË˜ÂÒÍËÂ Ò‚ÓÈÒÚ‚‡ ÙÛÌÍˆËÈ ψn(z), ϕn(z).

ìÏÌÓÊËÏ Û‡‚ÌÂÌËÂ (7.187) Ì‡ �
2

1

πi
� zm–1 (n ≤ m) Ë ÔÓËÌÚÂ„Ë-

ÛÂÏ ÔÓ Á‡ÏÍÌÛÚÓÏÛ ÍÓÌÚÛÛ |z| = 1:

(7.215)

á‰ÂÒ¸ ‰Îfl ÍÓÏÔ‡ÍÚÌÓÒÚË Á‡ÔËÒË ÓÔÛ˘ÂÌ‡ Á‡‚ËÒËÏÓÒÚ¸ ÔÂÂÏÂÌ-
Ì˚ı ÓÚ ‚ÂÏÂÌË Ë ËÌÚÂ„ËÓ‚‡ÌËÂ Ë‰ÂÚ ÔÓÚË‚ ˜‡ÒÓ‚ÓÈ ÒÚÂÎÍË.
èÂÓ·‡ÁÛÂÏ ‚Ì‡˜‡ÎÂ Ô‡‚Û˛ ˜‡ÒÚ¸ ˝ÚÓ„Ó Û‡‚ÌÂÌËfl Ò ÔÓÏÓ˘¸˛
ÔÓÎÛ˜ÂÌÌ˚ı ‡ÌÂÂ ‚˚‡ÊÂÌËÈ

‰Îfl ÙÛÌÍˆËÈ âÓÒÚ‡. èÂ‚ÓÂ ÒÎ‡„‡ÂÏÓÂ ÔËÌËÏ‡ÂÚ ÔÓÒÚÓÈ ‚Ë‰

(7.216)
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‚ (7.213) ÔË‚Ó‰ËÚ Í Û‡‚ÌÂÌË˛

äÓÏÂ ÚÓ„Ó,

ÄÌ‡ÎÓ„Ë˜ÌÓ ‰Îfl Ò‚flÁ‡ÌÌÓ„Ó ÒÓÒÚÓflÌËfl ÔË z = zi ËÁ Û‡‚ÌÂ-
ÌËfl (7.213) ÔË n → ∞ ‰Îfl ÙÛÌÍˆËË ψn(zi, t) = γi(t)ϕn(zi, t) ÔÓ-
ÎÛ˜‡ÂÏ

Ë

Ç ËÚÓ„Â ÔÓÒÎÂ ÌÂfl‚ÌÓ„Ó ÓÚÓ·‡ÊÂÌËfl ÔÂÂÏÂÌÌ˚ı a(t), bn(t) ‚
ÌÓ‚˚Â ‰ËÌ‡ÏË˜ÂÒÍËÂ ÔÂÂÏÂÌÌ˚Â α(t), β(t), γi(t) ÌÂÎËÌÂÈÌ‡fl ‰ËÌ‡-
ÏËÍ‡ Â¯ÂÚÍË Â‰ÛˆËÛÂÚÒfl Í ÚË‚Ë‡Î¸Ì˚Ï ÎËÌÂÈÌ˚Ï Û‡‚ÌÂÌË-
flÏ Ò Â¯ÂÌËflÏË

α(z, t) = α(z, 0),   β(z, t) = β(z, 0)exp[(z–1 – z)t],

γi(t) = γi(0)exp[(zi
–1 – zi)t]. (7.214)

ÖÒÎË Á‡‰‡Ì˚ Ì‡˜‡Î¸Ì˚Â ÛÒÎÓ‚Ëfl a(0), bn(0), ÚÓ ËÁ Â¯ÂÌËfl Û‡‚-
ÌÂÌËÈ (7.193)–(7.195), (7.197), (7.198) ÏÓÊÌÓ Ì‡ÈÚË fl‰‡ Knm (t = 0),
K
–

nm (t = 0), ‡ Á‡ÚÂÏ ÓÔÂ‰ÂÎËÚ¸ ÙÛÌÍˆËË âÓÒÚ‡ Ë ÁÌ‡˜ÂÌËfl ‰‡Ì-
Ì˚ı ‡ÒÒÂflÌËfl ‚ Ì‡˜‡Î¸Ì˚È ÏÓÏÂÌÚ. íÓ„‰‡ ÔË ËÁ‚ÂÒÚÌÓÈ Ëı
˝‚ÓÎ˛ˆËË (7.214) ‰ËÌ‡ÏËÍ‡ ˜‡ÒÚËˆ ‚ Â¯ÂÚÍÂ íÓ‰˚ ÏÓÊÂÚ ·˚Ú¸
‚ ÔËÌˆËÔÂ Â¯ÂÌ‡, ÂÒÎË Ì‡Ï ËÁ‚ÂÒÚÂÌ ÏÂÚÓ‰ ÓÔÂ‰ÂÎÂÌËfl ‚Â-
ÎË˜ËÌ a(t), bn(t) ÔÓ ‰‡ÌÌ˚Ï ‡ÒÒÂflÌËfl S(t). éÌ Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl Ó·-
‡ÚÌ˚Ï ÒÔÂÍÚ‡Î¸Ì˚Ï ÔÂÓ·‡ÁÓ‚‡ÌËÂÏ, ËÎË ÏÂÚÓ‰ÓÏ Ó·-
‡ÚÌÓÈ Á‡‰‡˜Ë ‡ÒÒÂflÌËfl.
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ç‡È‰ÂÏ ‚Ì‡˜‡ÎÂ ÁÌ‡˜ÂÌËÂ α(z) ÔË z = 0. èÓ‰ÒÚ‡‚ËÏ ‡ÁÎÓÊÂ-
ÌËfl (7.191), (7.196) ‚ ÓÔÂ‰ÂÎÂÌËÂ α(z) (7.189). íÓ„‰‡ Ò Û˜Â-
ÚÓÏ (7.195), (7.198) ‚ ÔÂ‰ÂÎÂ z → 0 Ì‡ıÓ‰ËÏ, ˜ÚÓ

α(0) = 2anK(n, n)K
–
(n + 1, n + 1) = K(n, n)K

–
(n, n) = g

Ë

ÑÎfl ‚˚˜ËÒÎÂÌËfl ‚˚˜ÂÚÓ‚ ‚ÚÓÓ„Ó ÒÎ‡„‡ÂÏÓ„Ó ‚ (7.219) ËÒÔÓÎ¸ÁÛ-
ÂÏ ‡ÁÎÓÊÂÌËÂ

‚ ÓÍÂÒÚÌÓÒÚË ÚÓ˜ÍË z = zi, ‚ÒÎÂ‰ÒÚ‚ËÂ ÍÓÚÓÓ„Ó

ëÓ„Î‡ÒÌÓ (7.128), (7.209) ÔÓÒÎÂ‰ÌÂÂ ‚˚‡ÊÂÌËÂ Á‡ÔËÒ˚‚‡ÂÚÒfl ‚
‚Ë‰Â

ç‡ÍÓÌÂˆ, ÒÓ·Ë‡fl ‚ÒÂ ÒÎ‡„‡ÂÏ˚Â, ÔË‚Ó‰ËÏ Û‡‚ÌÂÌËÂ (7.215) Í
ÓÍÓÌ˜‡ÚÂÎ¸ÌÓÏÛ ‚Ë‰Û Ë Á‡ÔËÒ˚‚‡ÂÏ Â„Ó Ò Û˜ÂÚÓÏ Á‡‚ËÒËÏÓÒÚË ÓÚ
‚ÂÏÂÌË:
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Ú‡Í Í‡Í ‚ıÓ‰fl˘ËÂ Ò˛‰‡ ËÌÚÂ„‡Î˚ ÔÓÒÎÂ ÔÓ‰ÒÚ‡ÌÓ‚ÍË z = eiϕ (0 ≤
ϕ ≤ 2π) ·ÂÁ ÚÛ‰‡ ‚˚˜ËÒÎfl˛ÚÒfl:

ëÎ‡„‡ÂÏÓÂ Ò ÍÓ˝ÙÙËˆËÂÌÚÓÏ ÓÚ‡ÊÂÌËfl R(z) ÔË‚Ó‰ËÚÒfl Í ‚Ë‰Û

(7.217)

„‰Â ÙÛÌÍˆËfl Fw(m) ÓÔÂ‰ÂÎflÂÚÒfl ‚ÍÎ‡‰ÓÏ ÌÂÔÂ˚‚ÌÓ„Ó ÒÔÂÍÚ‡

(7.218)

ÖÒÎË ÛÔÓ˘ÂÌËÂ Ô‡‚ÓÈ ˜‡ÒÚË ‰ÓÒÚË„‡ÂÚÒfl Ù‡ÍÚË˜ÂÒÍË ÔÂ-
Ó·‡ÁÓ‚‡ÌËÂÏ îÛ¸Â, ÚÓ ‰Îfl ÛÔÓ˘ÂÌËfl ÎÂ‚ÓÈ ˜‡ÒÚË ÌÂÓ·ıÓ‰ËÏÓ
ËÒÔÓÎ¸ÁÓ‚‡Ú¸ Ò‚ÓÈÒÚ‚‡ ‡Ì‡ÎËÚË˜ÌÓÒÚË ÙÛÌÍˆËÈ âÓÒÚ‡. ç‡ÔÓÏ-

ÌËÏ, ˜ÚÓ ÙÛÌÍˆËfl fl‚ÎflÂÚÒfl ‡Ì‡ÎËÚË˜ÂÒÍÓÈ ÙÛÌÍˆËÂÈ 

‚ÌÛÚË ÍÛ„‡ |z| < 1, ÍÓÏÂ ÔÓÎ˛ÒÓ‚ z1,  z2, …, zN (|zi| < 1) – ÌÛÎÂÈ
ÙÛÌÍˆËË α(z) Ë ÔÓÎ˛ÒÓ‚ ÔË z = 0, Í‡Í ÒÎÂ‰ÛÂÚ ËÁ ‡ÁÎÓÊÂÌËfl
(7.198). èÓ ÚÂÓÂÏÂ äÓ¯Ë ÎÂ‚‡fl ˜‡ÒÚ¸ Û‡‚ÌÂÌËfl (7.215) ‡‚Ì‡

ÒÛÏÏÂ ‚˚˜ÂÚÓ‚ (Res) ÙÛÌÍˆËË ‚ ˝ÚËı ÔÓÎ˛Ò‡ı:

(7.219)
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ÓÔÂ‰ÂÎflÂÚ ‰ÂÙÓÏ‡ˆË˛ Ë ÒÏÂ˘ÂÌËÂ ˜‡ÒÚËˆ

xn(t) = –2lnK(n, n, t) + const (7.225)

‚ Â¯ÂÚÍÂ. ùÚË ˝Ú‡Ô˚ ÏÓÊÌÓ ËÁÓ·‡ÁËÚ¸ ÒıÂÏÓÈ

ÓÌË Ò‚flÁ‡Ì˚ Ò Â¯ÂÌËÂÏ ÎËÌÂÈÌ˚ı Á‡‰‡˜, ˜ÚÓ fl‚ÎflÂÚÒfl „Î‡‚Ì˚Ï
ÔÂËÏÛ˘ÂÒÚ‚ÓÏ ÔÓˆÂ‰Û˚. àÁÎÓÊÂÌÌ˚È ÏÂÚÓ‰ ÌÂ ÚÓÎ¸ÍÓ ÔÓÁ-
‚ÓÎflÂÚ ËÒÒÎÂ‰Ó‚‡Ú¸ ˝‚ÓÎ˛ˆË˛ ˜‡ÒÚËˆ ‚ Â¯ÂÚÍÂ, ÌÓ Ë ÔÓÎÛ˜ËÚ¸
ÏÌÓÊÂÒÚ‚Ó ˜‡ÒÚÌ˚ı Â¯ÂÌËÈ.

ê‡ÒÒÏÓÚËÏ ÒÌ‡˜‡Î‡ ÒÎÛ˜‡È ·ÂÒÍÓÌÂ˜ÌÓ Ï‡Î˚ı Ì‡˜‡Î¸Ì˚ı
ÒÏÂ˘ÂÌËÈ Ë ÒÍÓÓÒÚÂÈ ÒÏÂ˘ÂÌËÈ ‚ Â¯ÂÚÍÂ xn(t = 0) ~ O(ε), 
bn(t = 0) ~ O(ε), ε << 1. íÓ„‰‡ ‚ ÔflÏÓÈ Á‡‰‡˜Â ‡ÒÒÂflÌËfl ÌÂÚ Ò‚fl-
Á‡ÌÌ˚ı ÒÓÒÚÓflÌËÈ Ë ÍÓ˝ÙÙËˆËÂÌÚ ÓÚ‡ÊÂÌËfl ÓÒÚ‡ÂÚÒfl Ï‡Î˚Ï
‚Ó ‚ÒÂ ÏÓÏÂÌÚ˚. áÌ‡˜ËÚ, ÚÂÚ¸ËÏ ÒÎ‡„‡ÂÏ˚Ï ‚ (7.223) ÏÓÊÌÓ
ÔÂÌÂ·Â˜¸ Ë

a ÒÏÂ˘ÂÌËfl ˜‡ÒÚËˆ Â¯ÂÚÍË ‚ ÔÓËÁ‚ÓÎ¸Ì˚È ÏÓÏÂÌÚ ‡‚Ì˚

xn(t) = –2lnK(n, n, t) = ln(1 + F(2n, t)) ≈ F(2n, t) =

èÓÒÍÓÎ¸ÍÛ ‚ÍÎ‡‰ ‚ ˝ÚÓ ‚˚‡ÊÂÌËÂ ‰‡ÂÚ ÚÓÎ¸ÍÓ ÌÂÔÂ˚‚Ì˚È
ÒÔÂÍÚ, ÚÓ ÔÓÒÎÂ Á‡ÏÂÌ˚ z = eik ÓÌÓ Á‡ÔËÒ˚‚‡ÂÚÒfl ‚ ‚Ë‰Â

(7.226)
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(7.221)

ùÚÓ Û‡‚ÌÂÌËÂ ÔÂ‰ÒÚ‡‚ÎflÂÚ ÒÓ·ÓÈ ‰ËÒÍÂÚÌ˚È ‡Ì‡ÎÓ„ Û‡‚ÌÂ-
ÌËfl ÉÂÎ¸Ù‡Ì‰‡–ãÂ‚ËÚ‡Ì‡–å‡˜ÂÌÍÓ, ÍÓÚÓÓÂ ‚ÒÚÂ˜‡ÂÚÒfl ‚ ÏÓ-
‰ËÙËÍ‡ˆËflı ÏÂÚÓ‰‡ Ó·‡ÚÌÓÈ Á‡‰‡˜Ë ‡ÒÒÂflÌËfl ËÌÚÂ„ËÓ‚‡ÌËfl
ÌÂÎËÌÂÈÌ˚ı Û‡‚ÌÂÌËÈ ‚ ˜‡ÒÚÌ˚ı ÔÓËÁ‚Ó‰Ì˚ı. éÌÓ fl‚ÎflÂÚÒfl
ÒËÒÚÂÏÓÈ ÎËÌÂÈÌ˚ı Û‡‚ÌÂÌËÈ

(7.222)

‰Îfl ÌÂ‰Ë‡„ÓÌ‡Î¸Ì˚ı ˝ÎÂÏÂÌÚÓ‚

Â¯ÂÌËfl ÍÓÚÓÓÈ, ÒÓ„Î‡ÒÌÓ (7.221), ÔË n = m ÓÔÂ‰ÂÎfl˛Ú ‰Ë‡„Ó-
Ì‡Î¸Ì˚Â ˝ÎÂÏÂÌÚ˚

(7.223)

ùÚË Û‡‚ÌÂÌËfl – ÒÛÚ¸ ÏÂÚÓ‰‡ Ó·‡ÚÌÓÈ Á‡‰‡˜Ë ‡ÒÒÂflÌËfl, ÍÓ-
ÚÓ˚È ÒÓÒÚÓËÚ ËÁ ÚÂı ˝Ú‡ÔÓ‚. èÓÒÎÂ ÌÂÚË‚Ë‡Î¸ÌÓÈ Ó‰ÌÓÁÌ‡˜-
ÌÓÈ Á‡ÏÂÌ˚ ÔÂÂÏÂÌÌ˚ı {an(t), bn(t)} ‚ ‰‡ÌÌ˚Â ‡ÒÒÂflÌËfl S(t)
Û‡‚ÌÂÌËfl Â¯ÂÚÍË íÓ‰˚ ÔÂ‚‡ÚËÎËÒ¸ ‚ ÚË‚Ë‡Î¸ÌÛ˛ ÒËÒÚÂÏÛ
Ó·˚ÍÌÓ‚ÂÌÌ˚ı ‰ËÙÙÂÂÌˆË‡Î¸Ì˚ı Û‡‚ÌÂÌËÈ. ç‡ ÔÂ‚ÓÏ ˝Ú‡-
ÔÂ (ÔflÏ‡fl Á‡‰‡˜‡ ‡ÒÒÂflÌËfl) ÔÓ ËÁ‚ÂÒÚÌ˚Ï Ì‡˜‡Î¸Ì˚Ï ‰‡ÌÌ˚Ï
an(t = 0), bn(t = 0) (–∞ ≤ n ≤ ∞) ‚˚˜ËÒÎfl˛ÚÒfl ‰‡ÌÌ˚Â ‡ÒÒÂflÌËfl 
S(t = 0) (7.210). ç‡ ‚ÚÓÓÏ Ì‡ıÓ‰ËÚÒfl ˝‚ÓÎ˛ˆËfl ‰‡ÌÌ˚ı ‡ÒÒÂflÌËfl
S(t) (7.214). ç‡ ÚÂÚ¸ÂÏ ˝Ú‡ÔÂ (Ó·‡ÚÌ‡fl Á‡‰‡˜‡ ‡ÒÒÂflÌËfl) ËÁ Â-
¯ÂÌËfl Û‡‚ÌÂÌËfl (7.222) ÓÔÂ‰ÂÎflÂÚÒfl Ï‡ÚËˆ‡ G(n, s, t), ÒÎÂ‰Ó‚‡-
ÚÂÎ¸ÌÓ, ‚ÂÎË˜ËÌ˚ K(n, n, t). ç‡ÍÓÌÂˆ, ÙÓÏÛÎ‡
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èÓÒÍÓÎ¸ÍÛ ˝Ú‡ ÙÓÏÛÎ‡ ÒÓ‚Ô‡‰‡ÂÚ Ò ÂÁÛÎ¸Ú‡ÚÓÏ (7.144) ÎËÌÂÈ-
ÌÓÈ ÚÂÓËË, ÔÓÎÛ˜ÂÌÌ˚Ï ÔÂÓ·‡ÁÓ‚‡ÌËÂÏ îÛ¸Â, ÚÓ ÏÂÚÓ‰ Ó·-
‡ÚÌÓÈ Á‡‰‡˜Ë ˜‡ÒÚÓ Ì‡Á˚‚‡˛Ú ÌÂÎËÌÂÈÌ˚Ï ‡Ì‡ÎÓ„ÓÏ ÔÂÓ·‡-
ÁÓ‚‡ÌËfl îÛ¸Â. ÑÛ„ÓÈ ÒÎÛ˜‡È, „‰Â ÏÓÊÌÓ ÔÓÎÛ˜ËÚ¸ fl‚Ì˚Â ÙÓ-
ÏÛÎ˚, – ˝ÚÓ Á‡ÏÂ˜‡ÚÂÎ¸Ì˚È ÍÎ‡ÒÒ Ú‡Í Ì‡Á˚‚‡ÂÏ˚ı N-ÒÓÎËÚÓÌ-
Ì˚ı Â¯ÂÌËÈ.

7.3.4. N-ÒÓÎËÚÓÌÌ˚Â Â¯ÂÌËfl

Ä·ÒÚ‡ÍÚÌ˚Â ÔÂ‰ÒÚ‡‚ÎÂÌËfl fl‚Îfl˛ÚÒfl
‚ÂÒ¸Ï‡ ÔÓÎÂÁÌ˚ÏË ‚ÒÔÓÏÓ„‡ÚÂÎ¸Ì˚ÏË
ÒÂ‰ÒÚ‚‡ÏË, ‡ ËÌÓ„‰‡ ·ÂÁ ÌËı ÔÓ˜ÚË ÌÂ‚ÓÁ-
ÏÓÊÌÓ Ó·ÓÈÚËÒ¸. é‰Ì‡ÍÓ ÌËÍÓ„‰‡ ÌÂ ÒÎÂ‰Û-
ÂÚ Á‡·˚‚‡Ú¸, ˜ÚÓ ÓÌË ÌÂ Ó·Î‡‰‡˛Ú ÌËÍ‡ÍÓÈ
ÙËÁË˜ÂÒÍÓÈ Â‡Î¸ÌÓÒÚ¸˛. îËÁË˜ÂÒÍÓÈ Â-
‡Î¸ÌÓÒÚ¸˛ Ó·Î‡‰‡˛Ú ÚÓÎ¸ÍÓ ËÒÍÎ˛˜ËÚÂÎ¸-
ÌÓ ÔÂÂÏÂ˘ÂÌËfl ÎÓÍ‡ÎËÁÓ‚‡ÌÌ˚ı ˝ÎÂÏÂÌ-
ÚÓ‚ Ò ÚÂ˜ÂÌËÂÏ ‚ÂÏÂÌË.

ã. ‰Â ÅÓÈÎ¸

èÛÒÚ¸ Ì‡˜‡Î¸Ì˚Â an(t = 0), bn(t = 0) Ú‡ÍÓ‚˚, ˜ÚÓ ÍÓ˝ÙÙËˆËÂÌÚ
ÓÚ‡ÊÂÌËfl ‡‚ÂÌ ÌÛÎ˛ R(z, t = 0) Ë ËÏÂÂÚÒfl ÚÓÎ¸ÍÓ N Ò‚flÁ‡ÌÌ˚ı
ÒÓÒÚÓflÌËÈ. ùÚË ÒÎÛ˜‡Ë ÔËÌflÚÓ Ì‡Á˚‚‡Ú¸ ·ÂÁÓÚ‡Ê‡ÚÂÎ¸Ì˚ÏË.
Ç‡ÊÌÓ, ˜ÚÓ ÔË Ú‡ÍËı ‰‡ÌÌ˚ı ‡ÒÒÂflÌËfl ËÌÚÂ„‡Î¸Ì˚Â Û‡‚ÌÂ-
ÌËfl ÉÂÎ¸Ù‡Ì‰‡–ãÂ‚ËÚ‡Ì‡–å‡˜ÂÌÍÓ Ò‚Ó‰flÚÒfl Í ÎËÌÂÈÌ˚Ï Û‡‚-
ÌÂÌËflÏ Ë Â¯‡˛ÚÒfl fl‚ÌÓ. ù‚ÓÎ˛ˆËfl an(t), bn(t) ÓÔÂ‰ÂÎflÂÚÒfl
ÚÓÎ¸ÍÓ Ô‡‡ÏÂÚ‡ÏË {ci(t), zi(i = 1, 2, …, N)} ‰ËÒÍÂÚÌÓ„Ó ÒÔÂÍÚ‡,
ÍÓÚÓ˚Â Á‡‰‡˛Ú ÙÛÌÍˆË˛

(7.227)

‚ ËÌÚÂ„‡Î¸ÌÓÏ Û‡‚ÌÂÌËË (7.222). ÖÂ ˝ÎÂÏÂÌÚ˚ F(s + m, t) Ó·-
‡ÁÛ˛Ú Ï‡ÚËˆÛ Fsm(t) = F(s + m, t). èÓÒÍÓÎ¸ÍÛ ˝Ú‡ Ï‡ÚËˆ‡ ‚˚-
ÓÊ‰ÂÌ‡ det||Fsm(t)|| = 0, ÚÓ ËÌÚÂ„‡Î¸Ì˚Â Û‡‚ÌÂÌËfl ÚËÔ‡ (7.222)
Â¯‡˛ÚÒfl ÒÚ‡Ì‰‡ÚÌ˚Ï ÏÂÚÓ‰ÓÏ. Ç Ì‡¯ÂÏ ÒÎÛ˜‡Â ÔÓÒÎÂ ÔÓ‰-
ÒÚ‡ÌÓ‚ÍË

(7.228)
 
G n m t c t A zj

j

N

ni i
m, ,( ) = ( )

=
∑

1

 
F s m t c t z c t z z t zi i

s m

i

N

i
i

N

i i i
s m+( ) = ( ) = =( ) ( )[ ]+

= =

+∑ ∑, exp ––2

1

2

1

10

366 ÉÎ‡‚‡ 7. àÌÚÂ„ËÛÂÏ˚Â ÒËÒÚÂÏ˚ 7.3. ÑËÌ‡ÏËÍ‡ ˜‡ÒÚËˆ ‚ Â¯ÂÚÍÂ íÓ‰˚… 367

Ë ÒÛÏÏËÓ‚‡ÌËfl

Ï‡ÚË˜Ì˚Â Û‡‚ÌÂÌËfl (7.222) ÔË‚Ó‰flÚÒfl Í ‚Ë‰Û

Ç ËÚÓ„Â ‚ÂÎË˜ËÌ˚ Ani ÔÓ‰˜ËÌfl˛ÚÒfl ÒËÒÚÂÏÂ ÎËÌÂÈÌ˚ı Û‡‚ÌÂÌËÈ

(7.229)

Â¯ÂÌËfl ÍÓÚÓ˚ı Á‡ÔË¯ÂÏ ‚ ‚Ë‰Â

(7.230)

„‰Â B(n) – ÒËÏÏÂÚË˜Ì‡fl Ï‡ÚËˆ‡ Ò ˝ÎÂÏÂÌÚ‡ÏË

(7.231)

èÓÒÎÂ ÔÓ‰ÒÚ‡ÌÓ‚ÍË (7.228), (7.230) ‚ Û‡‚ÌÂÌËÂ ‰Îfl (7.223)
K(n, n, t) Ë ÒÛÏÏËÓ‚‡ÌËfl ÔÓ ËÌ‰ÂÍÒÛ s ÔÓÎÛ˜‡ÂÏ

(7.232)

ëÓ„Î‡ÒÌÓ (7.230), ‚˚‡ÊÂÌËÂ
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= detB(n)[1 + c1(t)ci1
(t)z1

nzn
i1
(B–1(n)i11 +

+ c2(t)ci2
(t)z2

nzn
i2
(B–1(n))i22, …, cN(t)ciN

(t)zn
Nzn

iN
(B–1(n))iNN] =

= detB(n)[1 – c1(t)z1
nAn1 – c2(t)z2

nAn2, …, –cN(t)zn
NAnN] =

= 

Ï˚ ‰ÓÍ‡Á˚‚‡ÂÏ ÚÂ·ÛÂÏÓÂ ÒÓÓÚÌÓ¯ÂÌËÂ.
Ç ÂÁÛÎ¸Ú‡ÚÂ, ÒÓ„Î‡ÒÌÓ (7.225), ÔÓÎÛ˜‡ÂÏ Û‰Ó·ÌÛ˛ ÙÓÏÛÎÛ

(7.235)

‰Îfl ‚˚˜ËÒÎÂÌËfl ÒÓÎËÚÓÌÌ˚ı Â¯ÂÌËÈ. é·ÒÛ‰ËÏ ‚Ì‡˜‡ÎÂ ÒÎÛ˜‡È
Ó‰ÌÓ„Ó Ò‚flÁ‡ÌÌÓ„Ó ÒÓÒÚÓflÌËfl Ò ÒÓ·ÒÚ‚ÂÌÌ˚ÏË ÁÌ‡˜ÂÌËflÏË

z1 = εexp[–k](ε = ±1, k > 0).

é·ÓÁÌ‡˜ËÏ

Ë Á‡ÔË¯ÂÏ B(n) ‚ ‚Ë‰Â

íÓ„‰‡ ÒÏÂ˘ÂÌËfl ˜‡ÒÚËˆ ‚ Â¯ÂÚÍÂ

(7.236)

ÔÂ‰ÒÚ‡‚Îfl˛Ú ÒÓ·ÓÈ ÛÂ‰ËÌÂÌÌÛ˛ ÎÓÍ‡ÎËÁÓ‚‡ÌÌÛ˛ ‚ÓÎÌÛ, ‰‚ËÊÛ-
˘Û˛Òfl Ò ÔÓÒÚÓflÌÌÓÈ ÒÍÓÓÒÚ¸˛
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‡‚ÌÓ –Anj – cj(t)zj
n, Ë ÙÓÏÛÎ‡ (7.232) ÒÛ˘ÂÒÚ‚ÂÌÌÓ ÛÔÓ˘‡ÂÚÒfl:

(7.233)

ÑÓÍ‡ÊÂÏ ÒÓÓÚÌÓ¯ÂÌËÂ

(7.234)

ç‡ÔÓÏÌËÏ ÙÓÏÛÎ˚ ‰Îfl ˝ÎÂÏÂÌÚÓ‚ Ó·‡ÚÌÓÈ Ï‡ÚËˆ˚ T–1 Ë ÓÔ-
Â‰ÂÎËÚÂÎfl ÔÓËÁ‚ÓÎ¸ÌÓÈ  N × N-Ï‡ÚËˆ˚ T = ||tij||:

detT = εi1i2…iN
t1i1

t2i2
… tNiN

,

„‰Â ÔÓ ÔÓ‚ÚÓfl˛˘ËÏÒfl ÌÂÏ˚Ï ËÌ‰ÂÍÒ‡Ï ÔÓËÁ‚Ó‰ËÚÒfl ÒÛÏÏËÓ-
‚‡ÌËÂ ÓÚ 1 ‰Ó N. á‰ÂÒ¸ εi1i2…iN

– Â‰ËÌË˜Ì˚È ‡ÌÚËÒËÏÏÂÚË˜Ì˚È
ÚÂÌÁÓ: ε12…N = 1. éÌ ËÏÂÂÚ ÚË ÁÌ‡˜ÂÌËfl: ÌÛÎ¸, ÂÒÎË Î˛·˚Â ‰‚‡
ËÌ‰ÂÍÒ‡ ÒÓ‚Ô‡‰‡˛Ú; +1, ÂÒÎË i1i2…iN fl‚Îfl˛ÚÒfl ˜ÂÚÌÓÈ ÔÂÂÒÚ‡ÌÓ‚-
ÍÓÈ ˜ËÒÂÎ 1, 2…N; –1, ÂÒÎË i1i2…iN fl‚Îfl˛ÚÒfl ÌÂ˜ÂÚÌÓÈ ÔÂÂÒÚ‡-
ÌÓ‚ÍÓÈ ˜ËÒÂÎ 1, 2…N. á‡ÔË¯ÂÏ ÙÓÏÛÎÛ ‰Îfl ÓÔÂ‰ÂÎËÚÂÎfl Ï‡Ú-
Ëˆ˚ B(n – 1) Ë ÔÓ‰ÒÚ‡‚ËÏ ‚ ÌÂÂ ÒÓÓÚÌÓ¯ÂÌËÂ Bij(n – 1) – Bij(n) =
= ci(t)cj(t)zi

nzj
n. ÇÓÒÔÓÎ¸ÁÛÂÏÒfl Ò‚ÓÈÒÚ‚‡ÏË ‡ÌÚËÒËÏÏÂÚË˜ÌÓ„Ó

ÚÂÌÁÓ‡ εi1i2…iN
, ÓÔÂ‰ÂÎÂÌËÂÏ Ó·‡ÚÌÓÈ Ï‡ÚËˆ˚ Ë ‚˚‡ÊÂÌËÂÏ

(7.230). íÓ„‰‡ ÔÓÒÎÂ ÒÂËË ‚˚ÍÎ‡‰ÓÍ

detB(n – 1) = εi1i2,…,iN
(B1i1

(n) + c1(t)ci1
(t)z1

nzn
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Nzn
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(n) +
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(n) +
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(n) +
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‰˚, ÒÓı‡Ìfl˛˘‡fl ÌÂËÁÏÂÌÌ˚ÏË ÙÓÏÛ Ë ÒÍÓÓÒÚ¸ ÔË ‡ÒÔÓÒÚ-
‡ÌÂÌËË. ÖÂ Ì‡Á‚‡ÌËÂ ÔÓËÁÓ¯ÎÓ ÓÚ ‡Ì„Î. solitary – ÛÂ‰ËÌÂÌÌ‡fl
(solitary wave – ÛÂ‰ËÌÂÌÌ‡fl ‚ÓÎÌ‡), «-ÓÌ» – ÚËÔË˜ÌÓÂ ÓÍÓÌ˜‡ÌËÂ
ÚÂÏËÌÓ‚ Ú‡ÍÓ„Ó Ó‰‡ (Ì‡ÔËÏÂ ˝ÎÂÍÚÓÌ, ÙÓÚÓÌ Ë Ú. ‰.), ÓÁÌ‡-
˜‡˛˘ÂÂ ÔÓ‰Ó·ËÂ ˜‡ÒÚËˆ˚. é‰Ì‡ÍÓ ‚ ËÌÚÂ„ËÛÂÏ˚ı ÒËÒÚÂÏ‡ı
‰ËÌ‡ÏËÍ‡ ÒÓÎËÚÓÌÓ‚ ËÏÂÂÚ ‚‡ÊÌ˚Â ÓÒÓ·ÂÌÌÓÒÚË, Ó‰ÌÛ ËÁ ÍÓÚÓ-
˚ı Ï˚ ÔÓËÎÎ˛ÒÚËÛÂÏ Ì‡ ÔËÏÂÂ ‰‚ÛıÒÓÎËÚÓÌÌÓ„Ó Â¯Â-
ÌËfl. éÌÓ Á‡‚ËÒËÚ ÓÚ ˜ÂÚ˚Âı Ô‡‡ÏÂÚÓ‚:

ci(t = 0),   zi = εiexp[–ki],   (εi, = ±1,  ki > 0,  i = 1, 2)

Ë ÒÚÛÍÚÛ˚ ÓÔÂ‰ÂÎËÚÂÎfl Ï‡ÚËˆ˚ B(n):

(7.238)

Ç Ó·ÓÁÌ‡˜ÂÌËflı

ci(t)
2 = (1 – zi

2)exp[(zi
–1 – zi)t + 2ϕi],

Φi(n) = –2(n + 1)ki + 2εishkit + 2ϕi,  i = 1, 2
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·ÂÁ ËÁÏÂÌÂÌËfl ÙÓÏ˚ ‚ ÔÓÎÓÊËÚÂÎ¸ÌÓÏ (ε = 1) ËÎË ÓÚËˆ‡ÚÂÎ¸-
ÌÓÏ (ε = –1) Ì‡Ô‡‚ÎÂÌËË. èÓÒÎÂ ‚‚Â‰ÂÌËfl ·ÂÁ‡ÁÏÂÌ˚ı ÔÂÂ-
ÏÂÌÌ˚ı (7.155) ‡ÒÒÚÓflÌËÂ ÏÂÊ‰Û ˜‡ÒÚËˆ‡ÏË ‚ Â¯ÂÚÍÂ ‚˚·‡ÌÓ
‡‚Ì˚Ï Â‰ËÌËˆÂ Ë ÍÓÓ‰ËÌ‡Ú‡ ˜‡ÒÚËˆ˚ Ò ËÌ‰ÂÍÒÓÏ n ‡‚Ì‡ yn.
àÁ-Á‡ ÔËÒÛÚÒÚ‚Ëfl ÎÓÍ‡ÎËÁÓ‚‡ÌÌÓÈ ‚ÓÎÌ˚ ÂÂ ÍÓÓ‰ËÌ‡Ú‡ ÒÚ‡ÌÂÚ
yn + xn Ë ‡ÁÌÓÒÚ¸ yn – yn–1 ÏÂÊ‰Û ÔÓÎÓÊÂÌËflÏË ÒÓÒÂ‰ÌËı ˜‡ÒÚËˆ
‚ Â¯ÂÚÍÂ ·Û‰ÂÚ 1 + xn – xn–1. ãÓÍ‡Î¸Ì‡fl ‰ÂÙÓÏ‡ˆËfl Â¯ÂÚÍË
xn – xn–1 ËÏÂÂÚ ÔÓÒÚÓÈ ‚Ë‰:

(7.237)

í‡Í Í‡Í (xn – xn–1) < 0, ÚÓ ÒÓÎËÚÓÌ ÔÂ‰ÒÚ‡‚ÎflÂÚ ÒÓ·ÓÈ ÎÓÍ‡ÎËÁÓ-
‚‡ÌÌÛ˛ ‚ÓÎÌÛ ÒÊ‡ÚËfl. Ö„Ó ÒÚÛÍÚÛ‡ ÔË k = 0,7 ËÁÓ·‡ÊÂÌ‡ Ì‡
ËÒ. 7.9.

ë ÛÏÂÌ¸¯ÂÌËÂÏ ¯ËËÌ˚ d ~ �
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k
� Û‚ÂÎË˜Ë‚‡˛ÚÒfl ÒÍÓÓÒÚ¸ Ë 

‡ÏÔÎËÚÛ‰‡ ‚ÓÎÌ˚. ìÂ‰ËÌÂÌÌ‡fl ‚ÓÎÌ‡ ‚ÒÂ„‰‡ ‡ÒÔÓÒÚ‡ÌflÂÚÒfl
·˚ÒÚÂÂ, ˜ÂÏ Ï‡ÎÓ‡ÏÔÎËÚÛ‰Ì˚Â ÎËÌÂÈÌ˚Â ‚ÓÎÌ˚. á‡ÏÂÚËÏ, Ì‡-
ÍÓÌÂˆ, ˜ÚÓ ‚ ‡ÁÏÂÌ˚ı ÔÂÂÏÂÌÌ˚ı ÔÓÒÎÂ‰Ìflfl ÙÓÏÛÎ‡ Á‡ÔË-
¯ÂÚÒfl ‚ ‚Ë‰Â

Ë ÂÂ ÌÂÎ¸Áfl ÔÓÎÛ˜ËÚ¸ ËÁ ÚÂÓËË ‚ÓÁÏÛ˘ÂÌËÈ. èÓ‰Ó·Ì˚Â Â¯Â-
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êËÒ. 7.9



„‰Â èÓ‰Ó·Ì˚Ï Ó·‡ÁÓÏ ‚ ÒËÒÚÂÏÂ ÍÓ-

Ó‰ËÌ‡Ú, ‰‚ËÊÛ˘ÂÈÒfl ÒÓ ÒÍÓÓÒÚ¸˛ v2 = shk2/k2 ‚ÚÓÓ„Ó ÒÓÎË-
ÚÓÌ‡, ‡ÒËÏÔÚÓÚË˜ÂÒÍÓÂ ÔÓ‚Â‰ÂÌËÂ ÔË t → ±∞ ‰ÂÙÓÏ‡ˆËË
ËÏÂÂÚ ‚Ë‰

(7.241)

„‰Â B– = 0, B+ = A–. í‡ÍËÏ Ó·‡ÁÓÏ, ÔË ε1 = ε2 = 1 ‰‚ÛıÒÓÎËÚÓÌÌÓÂ
Â¯ÂÌËÂ ÓÔËÒ˚‚‡ÂÚ ÔÓˆÂÒÒ ÒÚÓÎÍÌÓ‚ÂÌËfl ‰‚Ûı ÒÓÎËÚÓÌÓ‚ ÒÓ
ÒÍÓÓÒÚflÏË v1 Ë v2. èË t → –∞ ÓÌË ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚ÂÌÌÓ ‡Á‰ÂÎÂÌ˚
Ë, Ú‡Í Í‡Í shk1/k1 > shk2/k2, ÚÓ ·˚ÒÚ˚È ÒÓÎËÚÓÌ Ì‡ıÓ‰ËÚÒfl ÎÂ‚ÂÂ
ÏÂ‰ÎÂÌÌÓ„Ó. ÄÒËÏÔÚÓÚËÍ‡ ‰‚ÛıÒÓÎËÚÓÌÌÓ„Ó Â¯ÂÌËfl ‚ ˝ÚÓÏ ÔÂ-
‰ÂÎÂ ÂÒÚ¸ ÒÛÏÏ‡ Ô‡‚˚ı ˜‡ÒÚÂÈ ÙÓÏÛÎ (7.240) Ë (7.241). ë ÚÂ˜Â-
ÌËÂÏ ‚ÂÏÂÌË ·˚ÒÚ˚È ÒÓÎËÚÓÌ ‰Ó„ÓÌflÂÚ ÏÂ‰ÎÂÌÌ˚È. èË Ëı
Ò·ÎËÊÂÌËË Í‡ÚËÌ‡ ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚ÂÌÌÓ ‡Á‰ÂÎÂÌÌ˚ı ÒÓÎËÚÓÌÓ‚
ÚÂflÂÚÒfl. é‰Ì‡ÍÓ Ò ÚÂ˜ÂÌËÂÏ ‚ÂÏÂÌË ·˚ÒÚ˚È ÒÓÎËÚÓÌ Ó·„ÓÌfl-
ÂÚ ÏÂ‰ÎÂÌÌ˚È, ‡ÒÒÚÓflÌËÂ ÏÂÊ‰Û ÌËÏË Û‚ÂÎË˜Ë‚‡ÂÚÒfl Ú‡Í, ˜ÚÓ
ÔË t → +∞ ‚ÌÓ‚¸ ‚ÓÁÌËÍ‡˛Ú ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚ÂÌÌÓ ‡Á‰ÂÎÂÌÌ˚Â ÒÓ-
ÎËÚÓÌ˚. èÓÒÎÂ ‚Á‡ËÏÓ‰ÂÈÒÚ‚Ëfl ·˚ÒÚ˚È ÒÓÎËÚÓÌ ËÒÔ˚Ú˚‚‡ÂÚ 

ËÁÏÂÌÂÌËÂ Ù‡Á˚ Ë Ò‰‚Ë„‡ÂÚÒfl ‚ÔÂÂ‰ Ì‡ ‚ÂÎË˜ËÌÛ ÔÓ

Ò‡‚ÌÂÌË˛ Ò ÚÂÏ ÔÓÎÓÊÂÌËÂÏ, ÍÓÚÓÓÂ ÓÌ Á‡ÌËÏ‡Î ·˚ ‚ ÓÚÒÛÚÒÚ-
‚ËÂ ‚ÚÓÓ„Ó ÒÓÎËÚÓÌ‡. åÂ‰ÎÂÌÌ˚È ÒÓÎËÚÓÌ ÔÓÒÎÂ ‚Á‡ËÏÓ‰ÂÈÒÚ-

‚Ëfl ÒÏÂ˘‡ÂÚÒfl Ì‡Á‡‰ Ì‡ ‚ÂÎË˜ËÌÛ ùÚÓÚ ÒˆÂÌ‡ËÈ ‰‚ËÊÂ-

ÌËfl, ‚˚˜ËÒÎÂÌÌ˚È ÔÓ ÚÓ˜Ì˚Ï Â¯ÂÌËflÏ, ÒÓÎËÚÓÌÓ‚ Ò Ô‡‡ÏÂÚ‡-
ÏË k1 = 1,5, k2 = 0,7 ˜ÂÂÁ ‡‚Ì˚Â ÔÓÏÂÊÛÚÍË ‚ÂÏÂÌË, ËÁÓ·‡-
ÊÂÌ Ì‡ ËÒ. 7.10.

èË ÒÚÓÎÍÌÓ‚ÂÌËË ˜ËÒÎÓ ˜‡ÒÚËˆ, Ëı ‡ÏÔÎËÚÛ‰˚ Ë ÒÍÓÓ-
ÒÚË ÔË ‡ÒÒÂflÌËË ÌÂ ÏÂÌfl˛ÚÒfl. èÓˆÂÒÒ ‡ÒÒÂflÌËfl ÒÓÎËÚÓ-
ÌÓ‚ ÒÓÒÚÓËÚ ÎË¯¸ ‚ ËÁÏÂÌÂÌËË Ù‡Á˚ ÒÓÎËÚÓÌÓ‚ Ì‡ A–. èÓÒÍÓÎ¸-
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˝Ú‡ ÙÓÏÛÎ‡, Á‡ÔËÒ‡ÌÌ‡fl ‚ ÍÓÏÔ‡ÍÚÌÓÏ ‚Ë‰Â

(7.239)

ÔÂ‰ÒÚ‡‚ÎflÂÚ ÌÂÎËÌÂÈÌÛ˛ ÒÛÔÂÔÓÁËˆË˛ ‰‚Ûı ÒÓÎËÚÓÌÓ‚.
èÓÎÓÊËÏ ‰Îfl ÓÔÂ‰ÂÎÂÌÌÓÒÚË k1 > k2, ε1 = ε2 = 1 Ë Ó·ÒÛ‰ËÏ
‚Ì‡˜‡ÎÂ ÒÚÛÍÚÛÛ Ú‡ÍÓÈ ‚ÓÎÌ˚ ‚ ÒËÒÚÂÏÂ ÍÓÓ‰ËÌ‡Ú, ‰‚Ë-
ÊÛ˘ÂÈÒfl ÒÓ ÒÍÓÓÒÚ¸˛ v1 = shk1/k1 ÔÂ‚Ó„Ó ÒÓÎËÚÓÌ‡. íÓ„‰‡
Φ1(n) = const Ë

èË t → –∞ ‚ÂÎË˜ËÌ‡ Φ2(n) → ∞, ÔÂ‚ÓÂ Ë ‚ÚÓÓÂ ÒÎ‡„‡ÂÏÓÂ
(7.239) ˝ÍÒÔÓÌÂÌˆË‡Î¸ÌÓ Ï‡ÎÓ Ë Ï˚ ËÏÂÂÏ

‡ ÔË t → ∞ ÙÛÌÍˆËfl Φ2(n) → –∞ Ë

detB(n) ≈ 1 + eΦ1.

éÚÒ˛‰‡ ÒÎÂ‰ÛÂÚ, ˜ÚÓ ‚ ‰‚ËÊÛ˘ÂÈÒfl ÒËÒÚÂÏÂ ÍÓÓ‰ËÌ‡Ú, ÍÓ„‰‡
Φ1(n) = const, ‰ÂÙÓÏ‡ˆËfl ÔË t → ±∞ Á‡ÔËÒ˚‚‡ÂÚÒfl ‚ ‚Ë‰Â

(7.240)
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ÍÛ ÚÓ ‚ ÂÁÛÎ¸Ú‡ÚÂ ‚Á‡ËÏÓ‰ÂÈÒÚ‚Ëfl ·˚ÒÚ˚È 

ÒÓÎËÚÓÌ ÔÓÎÛ˜‡ÂÚ Ò‰‚Ë„ ‚ÔÂÂ‰, ‡ ÏÂ‰ÎÂÌÌ˚È – Ì‡Á‡‰.
Ç ÒÎÛ˜‡Â ε1ε2 = –1 ÒÓÎËÚÓÌ˚ ‰‚ËÊÛÚÒfl Ì‡‚ÒÚÂ˜Û ‰Û„ ‰Û„Û Ë,

ÂÒÎË ‡ÒÒÚÓflÌËÂ ÏÂÊ‰Û ÌËÏË ·ÓÎ¸¯Â ı‡‡ÍÚÂÌ˚ı ‡ÁÏÂÓ‚, ÚÓ
Â¯ÂÌËÂ ËÏÂÂÚ ‰‚‡ ‚˚‡ÊÂÌÌ˚ı ÏËÌËÏÛÏ‡. ç‡ ËÒ. 7.11 ÔÓÍ‡Á‡-
ÌÓ ‰‚ËÊÂÌËÂ ÒÓÎËÚÓÌÓ‚ Ò Ô‡‡ÏÂÚ‡ÏË k1 = 1,5, k2 = 0,7 ˜ÂÂÁ ‡‚-
Ì˚Â ÔÓÏÂÊÛÚÍË ‚ÂÏÂÌË. èÓ ÏÂÂ Ò·ÎËÊÂÌËfl ÒÓÎËÚÓÌÓ‚ ‡ÏÔÎË-
ÚÛ‰‡ ·˚ÒÚÓ„Ó ÛÏÂÌ¸¯‡ÂÚÒfl, ‡ ÏÂ‰ÎÂÌÌÓ„Ó Û‚ÂÎË˜Ë‚‡ÂÚÒfl. èÓÒÎÂ
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Â¯ÂÌË˛ ÓÔÂ‰ÂÎÂÌÌÓÈ ÒËÒÚÂÏ˚ ÒËÌ„ÛÎflÌ˚ı ËÌÚÂ„‡Î¸Ì˚ı
Û‡‚ÌÂÌËÈ. èË‚Â‰ÂÏ ‚Ì‡˜‡ÎÂ ÌÂÍÓÚÓ˚Â ÌÂÓ·ıÓ‰ËÏ˚Â Ò‚Â‰ÂÌËfl
Ó· ÓÒÓ·˚ı ËÌÚÂ„‡Î‡ı ËÁ ÚÂÓËË ÙÛÌÍˆËÈ ÍÓÏÔÎÂÍÒÌÓ„Ó ÔÂÂ-
ÏÂÌÌÓ„Ó. èÛÒÚ¸ Γ – ÌÂÍÓÚÓ˚È Á‡ÏÍÌÛÚ˚È ÍÓÌÚÛ ‚ Ó·Î‡ÒÚË ÍÓÏ-
ÔÎÂÍÒÌÓ„Ó ÔÂÂÏÂÌÌÓ„Ó z, D+ – Ó·Î‡ÒÚ¸ ‚ÌÛÚË ÍÓÌÚÛ‡, D– – Ó·-
Î‡ÒÚ¸, ‰ÓÔÓÎÌËÚÂÎ¸Ì‡fl Í D+ + Γ. ç‡ÔÓÏÌËÏ, ˜ÚÓ ÂÒÎË f(z) – ‡Ì‡ÎË-
ÚË˜ÂÒÍ‡fl ÙÛÌÍˆËfl ‚ Ó·Î‡ÒÚË D+ Ë ÌÂÔÂ˚‚Ì‡fl ‚ D+ + Γ, ÚÓ ÁÌ‡-
ÏÂÌËÚ‡fl ÙÓÏÛÎ‡ äÓ¯Ë

(7.243)

ÔÓÁ‚ÓÎflÂÚ ÔÓ ËÁ‚ÂÒÚÌ˚Ï ÁÌ‡˜ÂÌËflÏ ÙÛÌÍˆËË f(z) Ì‡ „‡ÌËˆÂ Ì‡È-
ÚË ÁÌ‡˜ÂÌËfl ÙÛÌÍˆËË ‚ D+. ÖÒÎË f(z) – ‡Ì‡ÎËÚË˜ÂÒÍ‡fl ÙÛÌÍˆËfl ‚
Ó·Î‡ÒÚË D–, ÌÂÔÂ˚‚Ì‡fl ‚ D– + Γ Ë f(∞) ≠ ∞, ÚÓ

(7.244)

ç‡Ô‡‚ÎÂÌËÂ Ó·ıÓ‰‡ ÍÓÌÚÛ‡ ‚˚·Ë‡ÂÏ Ú‡Í, ˜ÚÓ·˚ Ó·Î‡ÒÚ¸
D+ ÓÒÚ‡‚‡Î‡Ò¸ ÒÎÂ‚‡. ÑÎfl ËÌÚÂ„‡ÎÓ‚ ÚËÔ‡ äÓ¯Ë ÎËÌËflÏË, „‰Â ÔÓ-
‰˚ÌÚÂ„‡Î¸Ì‡fl ÙÛÌÍˆËfl ÔÂÂÒÚ‡ÂÚ ·˚Ú¸ ‡Ì‡ÎËÚË˜ÂÒÍÓÈ ÔÓ z, fl‚-
ÎflÂÚÒfl ÍÓÌÚÛ Γ. ç‡ ÌÂÏ ÔÓ‰˚ÌÚÂ„‡Î¸Ì‡fl ÙÛÌÍˆËfl ‚ (7.243) Ó·-
‡˘‡ÂÚÒfl ‚ ·ÂÒÍÓÌÂ˜ÌÓÒÚ¸ Ë ËÌÚÂ„‡Î

Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl ÓÒÓ·˚Ï, ËÎË ÒËÌ„ÛÎfl-
Ì˚Ï. ÖÏÛ ÔË‰‡ÂÚÒfl ÒÏ˚ÒÎ ÒÔÂˆË-
‡Î¸Ì˚Ï ÔÂ‰ÂÎ¸Ì˚Ï ÔÂÂıÓ‰ÓÏ.
èÓ‚Â‰ÂÏ ÓÍÛÊÌÓÒÚ¸ ‡‰ËÛÒ‡ r << 1
ÓÍÓÎÓ ÚÓ˜ÍË z0, Ë ÔÛÒÚ¸ ÚÓ˜ÍË z1 Ë
z2 – ÚÓ˜ÍË ÂÂ ÔÂÂÒÂ˜ÂÌËfl Ò ÍË‚ÓÈ
Γ (ËÒ. 7.12). ÖÒÎË ÚÓ˜Í‡ z ÒÚÂÏËÚ-
Òfl Í ÍÓÌÚÛÛ ËÁ Ó·Î‡ÒÚË D+, ÚÓ ÓÔÂ-
‰ÂÎËÏ ÓÒÓ·˚È ËÌÚÂ„‡Î

(7.245)
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‚˚‡‚ÌË‚‡ÌËfl ‡ÏÔÎËÚÛ‰ ÒÓÎËÚÓÌ˚ Ó·ÏÂÌË‚‡˛ÚÒfl ‡ÏÔÎËÚÛ‰‡ÏË Ë
ÒÍÓÓÒÚflÏË Ë ‡ÒıÓ‰flÚÒfl. ÄÏÔÎËÚÛ‰‡ ÔÂ‚ÓÌ‡˜‡Î¸ÌÓ ÏÂ‰ÎÂÌÌÓ„Ó
ÒÓÎËÚÓÌ‡ ‚ÓÁ‡ÒÚ‡ÂÚ ‰Ó Ú‡ÍÓ‚ÓÈ ·˚ÒÚÓ„Ó.

Ç Ó·˘ÂÏ ÒÎÛ˜‡Â N-ÒÓÎËÚÓÌÌÓÂ Â¯ÂÌËÂ (7.235) ÓÔËÒ˚‚‡ÂÚ
ÔÓˆÂÒÒ ‡ÒÒÂflÌËfl N ÒÓÎËÚÓÌÓ‚. èË ˝ÚÓÏ ÔÓÎÌÓÂ ÔË‡˘ÂÌËÂ
Ù‡Á˚ ÒÓÎËÚÓÌ‡ ‡‚ÌÓ ÒÛÏÏÂ Ù‡Á ÔË Ô‡ÌÓÏ Â„Ó ÒÚÓÎÍÌÓ‚ÂÌËË Ò
ÓÒÚ‡Î¸Ì˚ÏË ÒÓÎËÚÓÌ‡ÏË. êÂÁÛÎ¸Ú‡Ú ÒÚÓÎÍÌÓ‚ÂÌËfl ËÌ‰Ë‚Ë‰Û‡Î¸-
ÌÓ„Ó ÒÓÎËÚÓÌ‡ Ò ÓÒÚ‡Î¸Ì˚ÏË ÌÂ Á‡‚ËÒËÚ ÓÚ ÔÓfl‰Í‡ ÒÚÓÎÍÌÓ‚Â-
ÌËÈ. ëÓÎËÚÓÌ˚ ‚Â‰ÛÚ ÒÂ·fl ÔÓ‰Ó·ÌÓ ˜‡ÒÚËˆ‡Ï (˜‡ÒÚËˆÂÔÓ‰Ó·Ì‡fl
‚ÓÎÌ‡): ÔË ‚Á‡ËÏÓ‰ÂÈÒÚ‚ËË ‰Û„ Ò ‰Û„ÓÏ ÓÌË ÌÂ ‡ÁÛ¯‡˛ÚÒfl Ë
ÔÓÒÎÂ ÒÚÓÎÍÌÓ‚ÂÌËfl ÒÓı‡Ìfl˛Ú Ò‚Ó˛ ÒÚÛÍÚÛÛ ÌÂËÁÏÂÌÌÓÈ.
éÔËÒ‡ÌÌ‡fl Í‡ÚËÌ‡ ‰‚ËÊÂÌËfl ÒÓÎËÚÓÌÓ‚ fl‚ÎflÂÚÒfl Ó·˘ÂÈ ‰Îfl
‚ÒÂı ËÌÚÂ„ËÛÂÏ˚ı ÒËÒÚÂÏ.

7.3.5. é·‡ÚÌ‡fl Á‡‰‡˜‡ ‡ÒÒÂflÌËfl Ë Á‡‰‡˜‡ êËÏ‡Ì‡

à‰Âfl, ÔËÏÂÌÂÌÌ‡fl Ó‰Ì‡Ê‰˚, ÔÓÓÊ‰‡-
ÂÚ ËÒÍÛÒÒÚ‚ÂÌÌ˚È ÔËÂÏ. èËÏÂÌÂÌÌ‡fl
‰‚‡Ê‰˚, ÓÌ‡ ÒÚ‡ÌÓ‚ËÚÒfl ÏÂÚÓ‰ÓÏ.

É. èÓÎË‡, É. ëÂ„Â

ëıÂÏ‡ Ó·‡ÚÌÓÈ Á‡‰‡˜Ë ‡ÒÒÂflÌËfl, ÓÔËÒ‡ÌÌ‡fl ‚ ÔÂ‰˚‰Û˘ÂÏ
Ô‡‡„‡ÙÂ, ÒÓ‰ÂÊËÚ ÍÓÌÂ˜ÌÓ-‡ÁÌÓÒÚÌ˚Â Û‡‚ÌÂÌËfl (7.222),
(7.223). Ñ‡ÎÂÂ Ï˚ ËÁÎÓÊËÏ ‰Û„Û˛ ÔÎÓ‰ÓÚ‚ÓÌÛ˛ ÙÓÏÛÎËÓ‚ÍÛ
˝ÚÓ„Ó ÏÂÚÓ‰‡, ˆÂÌÚ‡Î¸ÌÛ˛ ÓÎ¸ ‚ ÍÓÚÓÓÈ Ë„‡ÂÚ Á‡‰‡˜‡ êËÏ‡Ì‡.

êÂ¯ÂÌËÂ Û‡‚ÌÂÌËfl (7.187), Á‡ÔËÒ‡ÌÌÓ„Ó ‚ ‚Ë‰Â

(7.242)

ÂÒÚ¸ ˜‡ÒÚÌ˚È ÔËÏÂ Â¯ÂÌËfl ÚËÔË˜ÌÓÈ Á‡‰‡˜Ë êËÏ‡Ì‡. ÑÎfl Ì‡-
¯Â„Ó ÒÎÛ˜‡fl ÓÌ‡ ÙÓÏÛÎËÛÂÚÒfl ÒÎÂ‰Û˛˘ËÏ Ó·‡ÁÓÏ. Ñ‡Ì Á‡ÏÍ-
ÌÛÚ˚È ÍÓÌÚÛ Γ(|z| = 1), ‡Á‰ÂÎfl˛˘ËÈ ÔÎÓÒÍÓÒÚ¸ ÍÓÏÔÎÂÍÒÌÓ„Ó ÔÂ-
ÂÏÂÌÌÓ„Ó Ì‡ ‚ÌÛÚÂÌÌ˛˛ Ó·Î‡ÒÚ¸ D+ Ë ‚ÌÂ¯Ì˛˛ D– (ÒÏ. ËÒ. 7.8). 

íÂ·ÛÂÚÒfl Ì‡ÈÚË ‰‚Â ÙÛÌÍˆËË: ‡Ì‡ÎËÚË˜ÂÒÍÛ˛ ‚ Ó·Î‡Ò-

ÚË D+, Á‡ ËÒÍÎ˛˜ÂÌËÂÏ ÚÓ˜ÂÍ z = zi (i = 1, 2, …, N), „‰Â ÓÌ‡ ËÏÂÂÚ
ÔÓÒÚ˚Â ÔÓÎ˛Ò‡; Ë ϕ– n(z) – ‡Ì‡ÎËÚË˜ÂÒÍÛ˛ ‚ Ó·Î‡ÒÚË D– (Ò Á‡‰‡Ì-
Ì˚Ï ÔÓ‚Â‰ÂÌËÂÏ ÔË z → ∞), Û‰Ó‚ÎÂÚ‚Ófl˛˘ËÂ Ì‡ ÍÓÌÚÛÂ Γ
ÛÒÎÓ‚Ë˛ (7.242). èÓÍ‡ÊÂÏ, ˜ÚÓ Â¯ÂÌËÂ ˝ÚÓÈ Á‡‰‡˜Ë Ò‚Ó‰ËÚÒfl Í

ψ
α

n z

z

( )
( )

–

 

ψ
α

ϕ ϕn
n n

z

z
z R z z

( )
( )

= ( ) + ( ) ( ),

êËÒ. 7.12



íÓ„‰‡ Ψn(z) ÌÂ ËÏÂÂÚ ÔÓÎ˛ÒÓ‚ ÔË z = 0 Ë Φ—n(z) → 1 ÔË z → ∞.
èÂÂÔË¯ÂÏ ÚÂÔÂ¸ ÒÓÓÚÌÓ¯ÂÌËÂ (7.246) ‚ ÚÂÏËÌ‡ı ÌÓ‚˚ı
ÙÛÌÍˆËÈ:

(7.251)

ëÓ„Î‡ÒÌÓ ÚÂÓÂÏÂ äÓ¯Ë:

(7.252)

(7.253)

èÓÒÍÓÎ¸ÍÛ ÔË Ó·ıÓ‰Â ÍÓÌÚÛ‡ Γ Ó·Î‡ÒÚ¸ D– ÓÒÚ‡ÂÚÒfl ÒÔ‡‚‡,
ÚÓ ÔÂÂ‰ ËÌÚÂ„‡ÎÓÏ ‚ Ô‡‚ÓÈ ˜‡ÒÚË (7.252) ÒÚÓËÚ ÁÌ‡Í «ÏË-
ÌÛÒ». äÓÌÚÛ Γ— (ËÒ. 7.13) ‚ÍÎ˛˜‡ÂÚ ÍÓÌÚÛ Γ Ë ÓÍÛÊÌÓÒÚË
·ÂÒÍÓÌÂ˜ÌÓ Ï‡ÎÓ„Ó ‡‰ËÛÒ‡ ÓÍÓÎÓ ÚÓ˜ÂÍ z = zi (i = 1, 2, …, N),
ÒÓÂ‰ËÌÂÌÌ˚Â ‡ÁÂÁ‡ÏË Ò ÍÓÌÚÛÓÏ. ÅÂÂ„‡ Γ+, Γ– Ó‰ÌÓ„Ó ËÁ
‡ÁÂÁÓ‚ ÔÓÍ‡Á‡Ì˚ Ì‡ ËÒ. 7.13. üÒÌÓ, ˜ÚÓ ËÌÚÂ„‡Î ÔÓ ÒÛÏÏÂ
‚ÒÂı ·ÂÂ„Ó‚ ‡ÁÂÁÓ‚ ‡‚ÂÌ ÌÛÎ˛. íÓ„‰‡
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Í‡Í ÔÂ‰ÂÎ¸ÌÓÂ ÁÌ‡˜ÂÌËÂ

(7.246)

ÔË r → 0.á‰ÂÒ¸ Γ1 – ‰Û„‡ ÓÍÛÊÌÓÒÚË, ‡ÒÔÓÎÓÊÂÌÌ‡fl ‚ Ó·Î‡ÒÚË
D–. èÓÒÎÂ‰ÌËÈ ËÌÚÂ„‡Î ÔÓÒÎÂ Á‡ÏÂÌ˚ t = z0 + reiϕ(z1 = z0 + r) ·ÂÁ
ÚÛ‰‡ ‚˚˜ËÒÎflÂÚÒfl:

(7.247)

èÂ‰ÂÎ ÒÛÏÏ˚ ÔÂ‚˚ı ‰‚Ûı ËÌÚÂ„‡ÎÓ‚ ‚ (7.246) ÔË r → 0 Ì‡Á˚-
‚‡ÂÚÒfl „Î‡‚Ì˚Ï ÁÌ‡˜ÂÌËÂÏ ÓÒÓ·Ó„Ó ËÌÚÂ„‡Î‡ Ë Ó·ÓÁÌ‡˜‡ÂÚÒfl
ÒËÏ‚ÓÎÓÏ P:

ÖÒÎË ÍÓÌÚÛ Á‡ÏÍÌÛÚ, ÚÓ za = zb Ë ‚ ÓÍÓÌ˜‡ÚÂÎ¸ÌÓÏ ‚Ë‰Â Ï˚
ÔÓÎÛ˜‡ÂÏ ÙÓÏÛÎÛ

(7.248)

ÄÌ‡ÎÓ„Ë˜Ì˚Ï Ó·‡ÁÓÏ ‰ÓÍ‡Á˚‚‡ÂÚÒfl ‚˚‡ÊÂÌËÂ

(7.249)

ùÚË ÙÓÏÛÎ˚ Ì‡Á˚‚‡˛ÚÒfl ÙÓÏÛÎ‡ÏË ëÓıÓˆÍÓ„Ó. ÑÎfl Ëı ÔË-
ÏÂÌÂÌËfl ‚ ‰‡Î¸ÌÂÈ¯ÂÏ Û‰Ó·ÌÓ ÔÂÂÈÚË ÓÚ ÙÛÌÍˆËÈ âÓÒÚ‡ Í
ÙÛÌÍˆËflÏ Ò ÔÓÒÚÓflÌÌ˚ÏË ÁÌ‡˜ÂÌËflÏË ÔË z → ∞ Ë z = 0. Ç‚Â‰ÂÏ
ÌÓ‚˚Â ÙÛÌÍˆËË Ψn(z), Φn(z), Φ—n(z) ÒÎÂ‰Û˛˘ËÏ Ó·‡ÁÓÏ:
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380 ÉÎ‡‚‡ 7. àÌÚÂ„ËÛÂÏ˚Â ÒËÒÚÂÏ˚

ùÚË ÙÓÏÛÎ˚ ÔÓÍ‡Á˚‚‡˛Ú, ˜ÚÓ ‚ÒÂ ÙÛÌÍˆËË âÓÒÚ‡ ÔË ‚ÒÂı
ÁÌ‡˜ÂÌËflı ÒÔÂÍÚ‡Î¸ÌÓ„Ó Ô‡‡ÏÂÚ‡ ÓÔÂ‰ÂÎfl˛ÚÒfl ÚÓÎ¸ÍÓ
‚ÓÎÌÓ‚˚ÏË ÙÛÌÍˆËflÏË Φn(z) ‚ Ó·Î‡ÒÚË ‡ÒÒÂflÌËfl Ë Ò‚flÁ‡ÌÌ˚-
ÏË ÒÓÒÚÓflÌËflÏË. ÑÎfl ‚˚‚Ó‰‡ Á‡ÏÍÌÛÚÓÈ ÒËÒÚÂÏ˚ Û‡‚ÌÂÌËÈ
‰Îfl ÌËı ÔÓÎÓÊËÏ ‚ z = zk

–1 (k = 1, 2, …, N) ‚ (7.256) Ë Û˜ÚÂÏ ÒÓÓÚ-
ÌÓ¯ÂÌËÂ Φ—n(zk

–1) = Φn(zk). íÓ„‰‡

(7.258)

èÓÒÍÓÎ¸ÍÛ ÙÛÌÍˆËfl Φ—n(z) ÌÂÔÂ˚‚Ì‡ ‚ Ó·Î‡ÒÚË D– + Γ, ÚÓ ‚ ÔÂ-
‰ÂÎÂ z → Γ ËÁ (7.256) ÔÓÎÛ˜‡ÂÏ

(7.259)

ëËÒÚÂÏ‡ ÒËÌ„ÛÎflÌ˚ı Û‡‚ÌÂÌËÈ (7.258), (7.259) – ÂÒÚ¸ ÓÒÌÓ‚-
Ì˚Â Û‡‚ÌÂÌËfl ‚ ÙÓÏÛÎËÓ‚ÍÂ ÏÂÚÓ‰‡ Ó·‡ÚÌÓÈ Á‡‰‡˜Ë ‡ÒÒÂfl-
ÌËfl Ò ËÒÔÓÎ¸ÁÓ‚‡ÌËÂÏ Á‡‰‡˜Ë êËÏ‡Ì‡. ÖÂ Â¯ÂÌËÂ ÔÓÁ‚ÓÎflÂÚ ÔË
Á‡‰‡ÌÌÓÈ Á‡‚ËÒËÏÓÒÚË ci Ë R(z′) ÓÚ ‚ÂÏÂÌË Ì‡ÈÚË ÙÛÌÍˆËË âÓÒÚ‡
‚ Î˛·ÓÈ ÏÓÏÂÌÚ. éÚÏÂÚËÏ, ˜ÚÓ ÙÛÌÍˆËfl Ψn(z) Û‰Ó‚ÎÂÚ‚ÓflÂÚ
Û‡‚ÌÂÌË˛

èÓÒÎÂ ÔÓ‰ÒÚ‡ÌÓ‚ÍË ‚ ÌÂ„Ó ‡ÒËÏÔÚÓÚË˜ÂÒÍÓ„Ó ‡ÁÎÓÊÂÌËfl

Ψn(z) ≈ Ψn(0) + zΨ′n(0) + …

Ë ÒÓÍ‡˘ÂÌËfl ÒËÌ„ÛÎflÌ˚ı ˜ÎÂÌÓ‚ ÔË z → 0 ÒÎÂ‰ÛÂÚ ÙÓÏÛÎ‡
‰Îfl ‚˚˜ËÒÎÂÌËfl xn:

(7.260)
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„‰Â, ÒÓ„Î‡ÒÌÓ (7.201), (7.209), (7.250):

(7.254)

Ç ËÚÓ„Â

(7.255)

ç‡È‰ÂÏ ËÌÚÂ„‡Î¸ÌÓÂ ÔÂ‰ÒÚ‡‚ÎÂÌËÂ ‰Îfl ÒÓ·ÒÚ‚ÂÌÌ˚ı ÙÛÌÍ-
ˆËÈ Ψn(z) Ë Φ—n(z). èÓ‰ÒÚ‡‚ËÏ ÒÓÓÚÌÓ¯ÂÌËÂ

‚ Ô‡‚Û˛ ˜‡ÒÚ¸ Û‡‚ÌÂÌËfl (7.252). Ç ÔÓÎÛ˜ÂÌÌÓÏ ‚˚‡ÊÂÌËË ËÌÚÂ„‡Î

‡‚ÂÌ ÒÛÏÏÂ ‚˚˜ÂÚÓ‚ ÚÓÎ¸ÍÓ ‚ ÚÓ˜Í‡ı z = zi (i = 1, 2, …, N), 

Ú‡Í, ‡Ì‡ÎËÚË˜Ì‡ ‚ Ó·Î‡ÒÚË D+. Ç ËÚÓ„Â ÙÛÌÍˆËfl Φ—n(z)

ËÏÂÂÚ ËÌÚÂ„‡Î¸ÌÓÂ ÔÂ‰ÒÚ‡‚ÎÂÌËÂ

(7.256)

ÄÌ‡ÎÓ„Ë˜Ì˚Ï ÒÔÓÒÓ·ÓÏ ËÁ (7.255) ÔÓÒÎÂ ÔÓ‰ÒÚ‡ÌÓ‚ÍË (7.251) ÒÎÂ-
‰ÛÂÚ ÔÂ‰ÒÚ‡‚ÎÂÌËÂ

(7.257)
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ÚÓÓ‚. Ç ‰‡ÌÌÓÏ Ô‡‡„‡ÙÂ Ï˚ ‰ÓÍ‡ÊÂÏ, ˜ÚÓ Û‡‚ÌÂÌËfl Â¯ÂÚ-
ÍË íÓ‰˚ ËÏÂ˛Ú ·ÂÒÍÓÌÂ˜Ì˚È Ì‡·Ó ËÌÚÂ„‡ÎÓ‚ ‰‚ËÊÂÌËfl Ë Î˛-
·ÓÂ ‚ÓÁ·ÛÊ‰ÂÌËÂ ‚ ÌÂÈ ÂÒÚ¸ ÒÛÔÂÔÓÁËˆËfl ÌÂ‚Á‡ËÏÓ‰ÂÈÒÚ‚Û˛˘Ëı
ÌÂÎËÌÂÈÌ˚ı ‚ÓÎÌ Ë ÒÓÎËÚÓÌÓ‚.

àÁÛ˜ËÏ ‚Ì‡˜‡ÎÂ ÒÚÛÍÚÛÛ ËÌÚÂ„‡ÎÓ‚ ‰‚ËÊÂÌËfl. ÇÂÎË˜ËÌ‡
Sp(Ln), ÔÓÎËÌÓÏË‡Î¸Ì‡fl ÔÓ an, bn, fl‚ÎflÂÚÒfl ËÌÚÂ„‡ÎÓÏ ‰‚ËÊÂÌËfl.
ùÚÓ ÛÚ‚ÂÊ‰ÂÌËÂ ÒÎÂ‰ÛÂÚ ËÁ Ï‡ÚË˜ÌÓ„Ó Û‡‚ÌÂÌËfl (7.161) Ë Ô‡-
‚ËÎ‡ ÔÂÂÒÚ‡ÌÓ‚ÍË Ï‡ÚËˆ ÔÓ‰ ÁÌ‡ÍÓÏ Sp:

�
d

d

t
� Sp(Ln) = Sp((AL – LA)Ln–1) = 0.

Ç ËÌÚÂ„ËÛÂÏ˚ı ÏÓ‰ÂÎflı Ò‚flÁ¸ Sp(Ln) Ò ‰‡ÌÌ˚ÏË ‡ÒÒÂflÌËfl
‰‡ÂÚÒfl Ú‡Í Ì‡Á˚‚‡ÂÏÓÈ ÙÓÏÛÎÓÈ «ÒÎÂ‰Ó‚», Ò ÍÓÚÓÓÈ Á‡ËÌÚÂÂÒÓ-
‚‡ÌÌ˚È ˜ËÚ‡ÚÂÎ¸ ÏÓÊÂÚ ÔÓÁÌ‡ÍÓÏËÚ¸Òfl ÔÓ ÏÓÌÓ„‡ÙËË [38]. ç‡Ë-
·ÓÎÂÂ ÔÓÒÚÓ fl‚Ì˚È ‚Ë‰ ÔÂ‚˚ı ËÌÚÂ„‡ÎÓ‚ ‰‚ËÊÂÌËfl Ë Ëı ‚˚‡-
ÊÂÌËÂ ‚ ÚÂÏËÌ‡ı ‰‡ÌÌ˚ı ‡ÒÒÂflÌËfl ÏÓÊÌÓ Ì‡ÈÚË ÒÎÂ‰Û˛˘ËÏ Ó·-
‡ÁÓÏ. îÛÌÍˆËfl α(z) (7.189) ÌÂ Á‡‚ËÒËÚ ÓÚ ‚ÂÏÂÌË Ë ÔÂ‰ÒÚ‡‚ÎflÂÚ
ÒÓ·ÓÈ ÙÛÌÍˆËÓÌ‡Î ÓÚ an, bn. ëÎÂ‰Ó‚‡ÚÂÎ¸ÌÓ, ÂÂ ÍÓ˝ÙÙËˆËÂÌÚ˚ ÔË
‡ÁÎÓÊÂÌËË ‚ fl‰ ÔÓ ÒÚÂÔÂÌflÏ z–1 ËÎË z ‰‡˛Ú ÒÓı‡Ìfl˛˘ËÂÒfl ‚ÂÎË-
˜ËÌ˚. èÓÎÓÊËÏ n → ∞ ‚ (7.189) Ë, ËÒÔÓÎ¸ÁÛfl ÚÂÛ„ÓÎ¸ÌÓÂ ÔÂ‰-
ÒÚ‡‚ÎÂÌËÂ (7.191), ‚˚ÔË¯ÂÏ ÔÂ‚˚Â ˜ÎÂÌ˚ ‡ÁÎÓÊÂÌËfl α(z):

α(z) = K(n, n) + zK(n, n + 1) + z2(K(n, n + 2) – 

– K(n, n + 1) + K(n, n )) + O(z3)  (n → ∞). (7.262)

îÛÌÍˆË˛ α(z) ÏÓÊÌÓ ‚˚‡ÁËÚ¸ ‚ ‰‡ÌÌ˚ı ‡ÒÒÂflÌËfl. ç‡ÔÓÏÌËÏ,
˜ÚÓ ÓÌ‡ ‡Ì‡ÎËÚË˜Ì‡ ‚ Ó·Î‡ÒÚË D+ Ë ËÏÂÂÚ ‚ ÌÂÈ ÍÓÌÂ˜ÌÓÂ ˜ËÒÎÓ 

ÌÛÎÂÈ ÔË z = zi (i = 1, 2, …, N), ÙÛÌÍˆËfl – ‡Ì‡ÎËÚË˜ÂÒÍ‡fl 

‚ Ó·Î‡ÒÚË D–, ÍÓÏÂ ÚÓ„Ó, ÒÓ„Î‡ÒÌÓ (7.190), Ì‡ ÍÓÌÚÛÂ Γ ‚˚ÔÓÎ-
Ìfl˛ÚÒfl ÒÓÓÚÌÓ¯ÂÌËfl

(7.263)

èÓÍ‡ÊÂÏ ‚Ì‡˜‡ÎÂ, ˜ÚÓ ‚ Ó·Î‡ÒÚË D+ ÙÛÌÍˆËfl α(z) ÔÓÎÌÓÒÚ¸˛
ÓÔÂ‰ÂÎflÂÚÒfl ÁÌ‡˜ÂÌËflÏË ÏÓ‰ÛÎfl ÍÓ˝ÙÙËˆËÂÌÚ‡ ÓÚ‡ÊÂÌËfl Ì‡
ÍÓÌÚÛÂ Γ Ë ‰ËÒÍÂÚÌ˚Ï ÒÔÂÍÚÓÏ. îÛÌÍˆËfl

(7.264)
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Ç ·ÓÎÂÂ Ó·˘ÂÈ ÙÓÏÛÎËÓ‚ÍÂ ÓÔËÒ‡ÌÌ˚È ÔÓ‰ıÓ‰ ËÁ‚ÂÒÚÂÌ
Í‡Í ÏÂÚÓ‰ «Ó‰Â‚‡ÌËfl» [41, 42], ÔÓÁ‚ÓÎfl˛˘ËÈ ÔÓ Á‡‰‡ÌÌÓÏÛ ˜‡ÒÚ-
ÌÓÏÛ Â¯ÂÌË˛ ÒÚÓËÚ¸ Â¯ÂÌËfl ˝‚ÓÎ˛ˆËÓÌÌ˚ı ËÌÚÂ„ËÛÂÏ˚ı
Û‡‚ÌÂÌËÈ, ‚ÍÎ˛˜‡fl Û‡‚ÌÂÌËfl Ò ˜‡ÒÚÌ˚ÏË ÔÓËÁ‚Ó‰Ì˚ÏË. ùÍ‚Ë-
‚‡ÎÂÌÚÌÓÒÚ¸ ‰‚Ûı ÙÓÏÛÎËÓ‚ÓÍ ÏÂÚÓ‰‡ Ó·‡ÚÌÓÈ Á‡‰‡˜Ë ‡ÒÒÂ-
flÌËfl ÌÂÚÛ‰ÌÓ ÔÓÍ‡Á‡Ú¸ ÔË ÔÓÏÓ˘Ë ÙÓÏÛÎ˚ (7.256). èÓ‰ÒÚ‡‚-
Îflfl ‚ ÌÂÂ ÔÂ‰ÒÚ‡‚ÎÂÌËÂ Φ—n(z) Ë Φn(z) ‚ ‚Ë‰Â

Ë ÔË‡‚ÌË‚‡fl ˜ÎÂÌ˚ ÔÓ Ó·‡ÚÌ˚Ï ÒÚÂÔÂÌflÏ Ô‡‡ÏÂÚ‡ z, ÔÓÎÛ-
˜‡ÂÏ Û‡‚ÌÂÌËÂ ÉÂÎ¸Ù‡Ì‰‡–ãÂ‚ËÚ‡Ì‡–å‡˜ÂÌÍÓ (7.221).

çÂÒÓÏÌÂÌÌ˚Ï ÔÂËÏÛ˘ÂÒÚ‚ÓÏ Û‡‚ÌÂÌËÈ (7.258), (7.259) fl‚-
ÎflÂÚÒfl ·ÓÎÂÂ ÔÓÒÚ‡fl ÔÓˆÂ‰Û‡ ‚˚‚Ó‰‡ ÙÓÏÛÎ ‰Îfl ÏÌÓ„ÓÒÓÎË-
ÚÓÌÌ˚ı Â¯ÂÌËÈ. èË‚Â‰ÂÏ ÌÂÓ·ıÓ‰ËÏ˚È ‰Îfl ‰‡Î¸ÌÂÈ¯Â„Ó ËÁ-
ÎÓÊÂÌËfl fl‚Ì˚È ‚Ë‰ ÙÛÌÍˆËË Φ—n(z) ‰Îfl Ó‰ÌÓÒÓÎËÚÓÌÌÓ„Ó Â¯Â-
ÌËfl. àÁ (7.258), (7.259) ÔË N = 1, R(z) = 0 ÒÎÂ‰ÛÂÚ, ˜ÚÓ

(7.261)

7.3.6. ëÓÎËÚÓÌ˚ – ˝ÎÂÏÂÌÚ‡Ì˚Â ‚ÓÁ·ÛÊ‰ÂÌËfl 
ÌÂÎËÌÂÈÌ˚ı ËÌÚÂ„ËÛÂÏ˚ı ÒËÒÚÂÏ

àÒÚËÌÌ˚È ÒÓÎËÚÓÌ – ˝ÚÓ ÌÂ˜ÚÓ ÒÛ˘ÂÒÚ-
‚ÂÌÌÓ ·ÓÎ¸¯ÂÂ, ˜ÂÏ ÔÓÒÚÓ ÌÂÎËÌÂÈÌ‡fl
‚ÓÎÌ‡.

Ä. ç¸˛˝ÎÎ

Ç Ô‡‡„‡ÙÂ 3.4.2 Ï˚ ÔÓÍ‡Á‡ÎË, ˜ÚÓ Â¯ÂÌËÂ Á‡‰‡˜Ë Ó Ï‡Î˚ı
ÍÓÎÂ·‡ÌËflı ÒËÒÚÂÏ˚ N ‚Á‡ËÏÓ‰ÂÈÒÚ‚Û˛˘Ëı ˜‡ÒÚËˆ ÒÛ˘ÂÒÚ‚ÂÌÌÓ
ÛÔÓ˘‡ÂÚÒfl ‚‚Â‰ÂÌËÂÏ ÌÓÏ‡Î¸Ì˚ı ÍÓÓ‰ËÌ‡Ú. Ç ˝ÚËı ÍÓÓ‰ËÌ‡-
Ú‡ı „‡ÏËÎ¸ÚÓÌË‡Ì ÔËÓ·ÂÚ‡ÂÚ ‰Ë‡„ÓÌ‡Î¸Ì˚È ‚Ë‰ Ë ÔÂ‰ÒÚ‡‚Îfl-
ÂÚ ÒÓ·ÓÈ ÒÛÏÏÛ ÌÂ‚Á‡ËÏÓ‰ÂÈÒÚ‚Û˛˘Ëı „‡ÏÓÌË˜ÂÒÍËı ÓÒˆËÎÎfl-
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á‰ÂÒ¸ P – ÔÓÎÌ˚È ËÏÔÛÎ¸Ò:

(7.268)

Ë H – „‡ÏËÎ¸ÚÓÌË‡Ì ÒËÒÚÂÏ˚:

(7.269)

ë‡‚ÌË‚‡fl ‡ÁÎÓÊÂÌËÂ ÔÓ z ‚ ÙÓÏÛÎ‡ı (7.266) Ò (7.267), ÔÓ-
ÎÛ˜‡ÂÏ

(7.270)

(7.271)

„‰Â ε = ±1, ki > 0. ùÚË ÙÓÏÛÎ˚ ‚˚‡Ê‡˛Ú ÍÎ‡ÒÒË˜ÂÒÍËÂ ËÌÚÂ„‡-
Î˚ ‰‚ËÊÂÌËfl ‚ ÌÓ‚˚ı ÔÂÂÏÂÌÌ˚ı – ‰‡ÌÌ˚ı ‡ÒÒÂflÌËfl. Ç ÌËı „‡-
ÏËÎ¸ÚÓÌË‡Ì ÒËÒÚÂÏ˚ ÔÂ‰ÒÚ‡‚ÎflÂÚ ÒÓ·ÓÈ ÍÓÌÚËÌÛ‡Î¸Ì˚È Ì‡·Ó
ÌÂ‚Á‡ËÏÓ‰ÂÈÒÚ‚Û˛˘Ëı ÌÂÎËÌÂÈÌ˚ı ‚ÓÎÌ Ò ÔÎÓÚÌÓÒÚ¸˛ ln(1 –
– |R(eik)|2), ËÏÔÛÎ¸Ò‡ÏË cosk, ˝ÌÂ„ËÂÈ cos2k, N ÒÓÎËÚÓÌÓ‚ Ò ËÏ-
ÔÛÎ¸Ò‡ÏË 2εshki Ë ˝ÌÂ„ËÂÈ sh2ki (i = 1, 2, …, N). ëÓÎËÚÓÌ˚ ÌÂ ‚Á‡-
ËÏÓ‰ÂÈÒÚ‚Û˛Ú ÏÂÊ‰Û ÒÓ·ÓÈ Ë Ò ÌÂÎËÌÂÈÌ˚ÏË ‚ÓÎÌ‡ÏË. ÖÒÎË ÌÂ-
ÎËÌÂÈÌ‡fl ÒËÒÚÂÏ‡ ‰ÓÔÛÒÍ‡ÂÚ Ú‡ÍÓÂ ‡Á‰ÂÎÂÌËÂ ÔÂÂÏÂÌÌ˚ı ‚ „‡-
ÏËÎ¸ÚÓÌË‡ÌÂ, ÚÓ ÒÓÎËÚÓÌ˚ ‚ ÌÂÈ – «ËÒÚËÌÌ˚Â ÒÓÎËÚÓÌ˚» (ÒÏ.
˝ÔË„‡Ù). ëÓÎËÚÓÌ˚, Í‡Í Ë ÌÂÎËÌÂÈÌ˚Â ‚ÓÎÌ˚, fl‚Îfl˛ÚÒfl ˝ÎÂ-
ÏÂÌÚ‡Ì˚ÏË ‚ÓÁ·ÛÊ‰ÂÌËflÏË ‚ ÌÂÎËÌÂÈÌ˚ı ÒËÒÚÂÏ‡ı Ò ‰ËÒÔÂÒË-
ÂÈ. á‡ÍÓÌ ‰ËÒÔÂÒËË ÒÓÎËÚÓÌÓ‚

(7.272)

‰Îfl Ï‡Î˚ı ËÏÔÛÎ¸ÒÓ‚ ÒÓ‚Ô‡‰‡ÂÚ Ò ‰ËÒÔÂÒËÓÌÌ˚Ï ÒÓÓÚÌÓ¯ÂÌËÂÏ
‰Îfl ‰ÎËÌÌÓ‚ÓÎÌÓ‚Ó„Ó ÙÓÌÓÌ‡, ÔË ·ÓÎ¸¯Ëı ËÏÔÛÎ¸Ò‡ı – Ò ‚˚‡-
ÊÂÌËÂÏ ‰Îfl ˝ÌÂ„ËË Ò‚Ó·Ó‰ÌÓÈ ˜‡ÒÚËˆ˚ Ï‡ÒÒÓÈ m = 1.
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Ú‡ÍÊÂ ‡Ì‡ÎËÚË˜Ì‡ ‚ Ó·Î‡ÒÚË D+ ÌÂ ËÏÂÂÚ ‚ ÌÂÈ ÌÛÎÂÈ. |α(z)| = |α1(z)|
ÔË ˝ÚÓÏ Ì‡ ÍÓÌÚÛÂ Γ. ëÓ„Î‡ÒÌÓ ÚÂÓÂÏÂ äÓ¯Ë (7.243), (7.244), 

‰Îfl ÙÛÌÍˆËÈ lnα1(z) Ë ÒÔ‡‚Â‰ÎË‚˚ ÒÓÓÚÌÓ¯ÂÌËfl

ëÍÎ‡‰˚‚‡fl Ëı, ÔÓÎÛ˜‡ÂÏ ‚˚‡ÊÂÌËÂ

(7.265)

ÔÓÁ‚ÓÎfl˛˘ÂÂ Ì‡ÈÚË ÙÛÌÍˆË˛ α1(z) ‚ Ó·Î‡ÒÚË D+ ˜ÂÂÁ ÂÂ ÁÌ‡˜Â-
ÌËfl Ì‡ „‡ÌËˆÂ ˝ÚÓÈ Ó·Î‡ÒÚË. éÚÒ˛‰‡ ÒÎÂ‰ÛÂÚ ÔÓÎÂÁÌ‡fl ÙÓÏÛÎ‡

(7.266)

ÒÓ„Î‡ÒÌÓ ÍÓÚÓÓÈ α(z) ‚ÓÒÒÚ‡Ì‡‚ÎË‚‡ÂÚÒfl ÔÓ ÍÓ˝ÙÙËˆËÂÌÚÛ ÓÚ-
‡ÊÂÌËfl Ë ‰ËÒÍÂÚÌÓÏÛ ÒÔÂÍÚÛ, Ú. Â. ‰‡ÌÌ˚Ï ‡ÒÒÂflÌËfl. éÚÏÂ-
ÚËÏ, ˜ÚÓ ‡ÁÎÓÊÂÌËÂ lnα(z), ÒÓ„Î‡ÒÌÓ (7.195), (7.262), ËÏÂÂÚ ‚Ë‰

(7.267)
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„‰Â Ï‡ÚËˆ‡ D Á‡‚ËÒËÚ ‚ Ó·˘ÂÏ ÒÎÛ˜‡Â ÓÚ a–n, an, b
–

n, bn Ë ÒÔÂÍÚ‡Î¸-
ÌÓ„Ó Ô‡‡ÏÂÚ‡ λ. éÔÂ‰ÂÎfl˛˘ËÂ ÂÂ Û‡‚ÌÂÌËfl 

L
–

D = DL; (7.278)

�
d

d

D

t
� = –DA + A

–
D (7.279)

Ò‡ÁÛ ÒÎÂ‰Û˛Ú ÔÓÒÎÂ ÔÓ‰ÒÚ‡ÌÓ‚ÍË (7.277) ‚ (7.274). ÑËÙÙÂÂÌˆË-

Ó‚‡ÌËÂ ‚˚‡ÊÂÌËfl (7.278) Ë ‰‡Î¸ÌÂÈ¯ÂÂ ËÒÍÎ˛˜ÂÌËÂ ËÁ ÌÂ„Ó �
d

d

D

t
�

‰‡ÂÚ ÛÒÎÓ‚ËÂ ÒÓ‚ÏÂÒÚÌÓÒÚË

Û‡‚ÌÂÌËÈ (7.278), (7.279). éÌÓ ‚˚ÔÓÎÌflÂÚÒfl, ÂÒÎË ‚ÂÎË˜ËÌ˚ a–n,
an, b

–
n, bn Û‰Ó‚ÎÂÚ‚Ófl˛Ú Û‡‚ÌÂÌËflÏ (7.275), (7.276).

èÓÒÚÓËÏ ÔÓÒÚÂÈ¯ËÂ ÔÂÓ·‡ÁÓ‚‡ÌËfl Ñ‡·Û ‰Îfl ÒËÒÚÂÏ˚
(7.273)–(7.277). èÓÎÓÊËÏ

Ψ
—

n = TnΨn + BnΨn+1. (7.280)

íÓ„‰‡, ÒÓ„Î‡ÒÌÓ (7.273), (7.274), ÌÂ Á‡‚ËÒfl˘ËÂ ÓÚ ÒÔÂÍÚ‡Î¸ÌÓ„Ó
Ô‡‡ÏÂÚ‡ ÌÂÓÔÂ‰ÂÎÂÌÌ˚Â ÍÓ˝ÙÙËˆËÂÌÚ˚ Tn, Bn ÔÓ‰˜ËÌfl˛ÚÒfl
ÒËÒÚÂÏÂ Û‡‚ÌÂÌËÈ. é‰ÌÓ ËÁ ÌËı ËÏÂÂÚ ‚Ë‰

(7.281)

ëÎÂ‰Ó‚‡ÚÂÎ¸ÌÓ, ‚ÂÎË˜ËÌ‡ ÌÂ Á‡‚ËÒËÚ ÓÚ n Ë, Ú‡Í Í‡Í Ψ
—

n

ÓÔÂ‰ÂÎÂÌ‡ Ò ÚÓ˜ÌÓÒÚ¸˛ ‰Ó ÏÌÓÊËÚÂÎfl, ÚÓ ÔÓÎÓÊËÏ TnBn = an ÔË
Tn ≠ 0. Ç ËÚÓ„Â ÓÒÚ‡‚¯‡flÒfl ÒËÒÚÂÏ‡ Û‡‚ÌÂÌËÈ Á‡ÔËÒ˚‚‡ÂÚÒfl ‚ ‚Ë‰Â

b
–

n = bn + Bn
2 – B2

n–1; (7.282)
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7.3.7. èÂÓ·‡ÁÓ‚‡ÌËÂ Ñ‡·Û Ë Å˝ÍÎÛÌ‰‡ 

êÂ¯ÂÌËÂ Á‡‰‡˜Ë äÓ¯Ë, Í‡Í Ô‡‚ËÎÓ, ‚ÓÁÏÓÊÌÓ ÚÓÎ¸ÍÓ ‰Îfl
Ó„‡ÌË˜ÂÌÌÓ„Ó ÍÎ‡ÒÒ‡ Ì‡˜‡Î¸Ì˚ı ÛÒÎÓ‚ËÈ. Ç Ó·˘ÂÏ ÒÎÛ˜‡Â ÓÔ-
Â‰ÂÎÂÌËÂ ‡Ì‡ÎËÚË˜ÂÒÍÓÈ ÒÚÛÍÚÛ˚ ÒÓ·ÒÚ‚ÂÌÌ˚ı ÙÛÌÍˆËÈ ‰‡-
ÊÂ ‰Îfl ÔÓÒÚ˚ı Ì‡˜‡Î¸Ì˚ı ÛÒÎÓ‚ËÈ Í‡ÈÌÂ Á‡ÚÛ‰ÌÂÌÓ Ë Û‰‡ÂÚ-
Òfl ËÒÒÎÂ‰Ó‚‡Ú¸ ÎË¯¸ ‡ÒËÏÔÚÓÚË˜ÂÒÍÓÂ ÔÓ‚Â‰ÂÌËÂ Â¯ÂÌËÈ ÔË
·ÓÎ¸¯Ëı ‚ÂÏÂÌ‡ı. èÓ˝ÚÓÏÛ ¯ËÓÍÓÂ ÔËÏÂÌÂÌËÂ ÔÓÎÛ˜ËÎË ·Ó-
ÎÂÂ ÔÓÒÚ˚Â, Ú‡Í Ì‡Á˚‚‡ÂÏ˚Â ÔflÏ˚Â ÏÂÚÓ‰˚ ‚ ÚÂÓËË ÒÓÎËÚÓ-
ÌÓ‚: ÔÂÓ·‡ÁÓ‚‡ÌËfl Ñ‡·Û, Å˝ÍÎÛÌ‰‡ Ë ÏÂÚÓ‰ ïËÓÚ˚ – Ó‰ÌË
ËÁ ˜Û‰ÂÒ ÒÓÎËÚÓÌÌÓÈ Ï‡ÚÂÏ‡ÚËÍË. éÌË ÌÂ Â¯‡˛Ú Á‡‰‡˜Û äÓ¯Ë
‰Îfl ËÌÚÂ„ËÛÂÏ˚ı Û‡‚ÌÂÌËÈ, ÌÓ ÔÓÁ‚ÓÎfl˛Ú ÔÓÒÚÓËÚ¸ ÏÌÓÊÂ-
ÒÚ‚Ó ˜‡ÒÚÌ˚ı Â¯ÂÌËÈ, ÒÚ‡ÚÛfl Ò ÌÂÍÓÚÓÓ„Ó «Á‡Ú‡‚Ó˜ÌÓ„Ó»
ÚÓ˜ÌÓ„Ó Â¯ÂÌËfl.

èÂÓ·‡ÁÓ‚‡ÌËÂ Ñ‡·Û ÒÛ˘ÂÒÚ‚ÛÂÚ ‰Îfl ‚ÒÂı ËÌÚÂ„ËÛÂÏ˚ı
Û‡‚ÌÂÌËÈ Ë fl‚ÎflÂÚÒfl ˝ÙÙÂÍÚË‚Ì˚Ï ÏÂÚÓ‰ÓÏ ÔÓÎÛ˜ÂÌËfl ÚÓ˜-
Ì˚ı Â¯ÂÌËÈ ÌÂÎËÌÂÈÌ˚ı ËÌÚÂ„ËÛÂÏ˚ı Û‡‚ÌÂÌËÈ. Ç Ì‡¯ÂÏ
ÒÎÛ˜‡Â ÓÌÓ ‰‡ÂÚ ‚ÓÁÏÓÊÌÓÒÚ¸ ÔÓ ËÁ‚ÂÒÚÌÓÏÛ ˜‡ÒÚÌÓÏÛ Â¯ÂÌË˛
(an, bn, Ψn) Û‡‚ÌÂÌËÈ (7.158), (7.167), (7.168) ÔÓÎÛ˜ËÚ¸ ÌÓ‚˚Â Â-
¯ÂÌËfl (a–n, b

–
n, Ψ

—

n) ˝ÚÓÈ ÒËÒÚÂÏ˚.
ê‡ÒÒÏÓÚËÏ ‰‚Â ÒËÒÚÂÏ˚ Û‡‚ÌÂÌËÈ 

(LΨ)n = an–1Ψn–1 + anΨn+1 + bnΨn = λΨn,

�
d

d

t
� Ψn = (AΨ)n = an–1Ψn+1 – anΨn+1; (7.273)

(L
–Ψ

—
)n = a–n–1Ψ

—

n–1 + a–nΨ
—

n+1 + b
–

nΨ
—

n = λΨ
—

n,

�
d

d

t
� Ψ

—

n = (A
–Ψ

—
)n = a–n–1Ψ

—

n–1 – a–nΨ
—

n+1. (7.274)

á‰ÂÒ¸ ‚ÂÎË˜ËÌ˚ a–n, an, b
–

n, bn ÂÒÚ¸ ‡ÁÎË˜Ì˚Â Â¯ÂÌËfl Û‡‚ÌÂÌËÈ
Â¯ÂÚÍË íÓ‰˚

a
.
n = an(bn – bn+1),   b

.
n = 2(a2

n–1 – an
2); (7.275)

a–
.
n = a–n(b

–
n – b

–
n+1),   b

–.
n = 2(a–2

n–1 – a–n
2). (7.276)

èË ÔÂÓ·‡ÁÓ‚‡ÌËflı Ñ‡·Û ‚ÓÎÌÓ‚˚Â ÙÛÌÍˆËË Ψ Ë Ψ
—

Ò‚flÁ‡Ì˚
ÎËÌÂÈÌ˚Ï ÔÂÓ·‡ÁÓ‚‡ÌËÂÏ 

Ψ
—

= DΨ, (7.277)



Ë Û‡‚ÌÂÌËÂ (7.285)  ‰‡ÂÚ Á‡‚ËÒËÏÓÒÚ¸ ÔÓÒÚÓflÌÌ˚ı Cn ÓÚ n:

ÓÚÍÛ‰‡

èÓÎÛ˜ËÏ ÓÍÓÌ˜‡ÚÂÎ¸ÌÛ˛ ÙÓÏÛÎÛ 

(7.287)

Á‡‚ËÒfl˘Û˛ ÓÚ ‰‚Ûı ÔÓËÁ‚ÓÎ¸Ì˚ı ÔÓÒÚÓflÌÌ˚ı t0, κ Ë ÒÓ‚Ô‡‰‡˛¯Û˛
Ò Ó‰ÌÓÒÓÎËÚÓÌÌ˚Ï Â¯ÂÌËÂÏ (7.237). èËÏÂÌÂÌËÂ ÛÍ‡Á‡ÌÌÓÈ ÔÓ-
ˆÂ‰Û˚ Ò ÌÓ‚˚Ï Ô‡‡ÏÂÚÓÏ α′ Í ˝ÚÓÏÛ Â¯ÂÌË˛ ÔË‚Ó‰ËÚ Í ‰‚Ûı-
ÒÓÎËÚÓÌÌÓÏÛ Â¯ÂÌË˛ Ë Ú. ‰. Ç ËÚÓ„Â Ì‡ ¯‡„Â N Ï˚ ÔÓÎÛ˜ËÏ N-ÒÓ-
ÎËÚÓÌÌÓÂ Â¯ÂÌËÂ, Á‡‚ËÒfl˘ÂÂ ÓÚ 2N-ÔÓËÁ‚ÓÎ¸Ì˚ı ÔÓÒÚÓflÌÌ˚ı.

ì‡‚ÌÂÌËfl ÚËÔ‡ (7.283) ÎËÌÂ‡ËÁÛ˛ÚÒfl ÔÓÒÎÂ Á‡ÏÂÌ˚ Á‡‚ËÒË-
ÏÓÈ ÔÂÂÏÂÌÌÓÈ ÓÚÌÓ¯ÂÌËÂÏ ‰‚Ûı ÙÛÌÍˆËÈ, ‡ÁÎË˜‡˛˘ËıÒfl ËÌ-
‰ÂÍÒÓÏ n. çÂÚÛ‰ÌÓ ÔÓ‚ÂËÚ¸, ˜ÚÓ ÔÓÒÎÂ ÔÓ‰ÒÚ‡ÌÓ‚ÍË

(7.288)

ÒËÒÚÂÏ‡ (7.283) ÔË‚Ó‰ËÚÒfl Í ÒËÒÚÂÏÂ ÎËÌÂÈÌ˚ı Û‡‚ÌÂÌËÈ

an–1Ψn–1 + anΨn+1 + bnΨn = αΨn,

d/dt Ψn = an–1Ψn–1 – anΨn+1 + CΨn, (7.289)

ÍÓÚÓ‡fl ÒÓ‚Ô‡‰‡ÂÚ Ò Û‡‚ÌÂÌËflÏË L–A-Ô‡˚ (7.267)–(7.268) ÔË
ÙËÍÒËÓ‚‡ÌÌÓÏ ÁÌ‡˜ÂÌËË ÒÔÂÍÚ‡Î¸ÌÓ„Ó Ô‡‡ÏÂÚ‡ λ = α. ÖÂ Â-
¯ÂÌËÂ, ÒÓ„Î‡ÒÌÓ (7.282), ÓÔÂ‰ÂÎflÂÚ ÌÓ‚ÓÂ Â¯ÂÌËÂ

(7.290)
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(7.283)

Ò ÔÓËÁ‚ÓÎ¸ÌÓÈ ÔÓÒÚÓflÌÌÓÈ α. èÓÒÎÂ‰ÌÂÂ Û‡‚ÌÂÌËÂ ÒÎÂ‰ÛÂÚ ËÁ
ÒÓÓÚÌÓ¯ÂÌËfl

ùÚË ÙÓÏÛÎ˚ Ë ÓÔÂ‰ÂÎfl˛Ú ÔÂÓ·‡ÁÓ‚‡ÌËÂ Ñ‡·Û, ÍÓÚÓÓÂ
ÓÚÓ·‡Ê‡ÂÚ ÍÎ‡ÒÒ Â¯ÂÌËÈ Û‡‚ÌÂÌËÈ Â¯ÂÚÍË íÓ‰˚ ‚ ÒÂ·fl.
èË ËÁ‚ÂÒÚÌÓÏ Â¯ÂÌËË an, bn Ò ÔÓÏÓ˘¸˛ (7.283) Ì‡ıÓ‰flÚÒfl ‚Â-
ÎË˜ËÌ˚ Bn, ÍÓÚÓ˚Â, ÒÓ„Î‡ÒÌÓ (7.282), ÓÔÂ‰ÂÎfl˛Ú ÌÓ‚ÓÂ Â¯Â-
ÌËÂ a–n, b

–
n. ùÚÓ ÔÂÓ·‡ÁÓ‚‡ÌËÂ Ñ‡·Û Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl ‰‡ÎÂÂ A-ÔÂÓ·-

‡ÁÓ‚‡ÌËÂÏ.
ÑÎfl ËÎÎ˛ÒÚ‡ˆËË Ëı ˝ÙÙÂÍÚË‚ÌÓÒÚË ÔÓÎÓÊËÏ

an = �
1

2
�,   bn = 0

‰Îfl ‚ÒÂı n. íÓ„‰‡ ÔÓÒÎÂ Á‡ÏÂÌ˚ Bn
2 = Gn ÒËÒÚÂÏ‡ (7.283) ÔÂÓ·‡-

ÁÛÂÚÒfl Í ‚Ë‰Û

, G
.
n = �

1

2
� (1 + 4αGn + 4Gn

2); (7.284)

�
4G

1

n

� – Gn–1 = α. (7.285)

êÂ¯‡fl ÔÂ‚ÓÂ Û‡‚ÌÂÌËÂ, ÔÓÎÛ˜ËÏ

(7.286)

Ò ÔÓÒÚÓflÌÌ˚ÏË Cn. ÑÎfl ÔÓÒÚÓÂÌËfl ÒÓÎËÚÓÌÌÓ„Ó Â¯ÂÌËfl ÌÂÓ·-
ıÓ‰ËÏÓ ÔÓÎÓÊËÚ¸ α > 1 Ë ‚˚·‡Ú¸ ÒÎÂ‰Û˛˘Û˛ Ô‡‡ÏÂÚËÁ‡ˆË˛:
α = chκ. íÓ„‰‡ 

Gn = �
1

2
� (–chκ – shκ th[shκ(t + 4Cn)]),

  
G t Cn n= + +( )[ ]⎛

⎝
⎞
⎠

1
2

1 1 42 2– – –α α αtg

 
– – – – .–B

a

B
b B

a

B
bn

n

n
n n

n

n
n1

2
2

2
2 1

2

1
2 1+ = ++

+
+

 
– ––B

a

B
bn

n

n
n1

2
2

2 + = α

 

˙ –
˙

,–B B B B
a

a
n n n n

n

n

= + +
⎛
⎝⎜

⎞
⎠⎟1

2 2

388 ÉÎ‡‚‡ 7. àÌÚÂ„ËÛÂÏ˚Â ÒËÒÚÂÏ˚ 7.3. ÑËÌ‡ÏËÍ‡ ˜‡ÒÚËˆ ‚ Â¯ÂÚÍÂ íÓ‰˚… 389



390 ÉÎ‡‚‡ 7. àÌÚÂ„ËÛÂÏ˚Â ÒËÒÚÂÏ˚

Ì‡Á˚‚‡˛ÚÒfl ·˝ÍÎÛÌ‰-ÔÂÓ·‡ÁÓ‚‡ÌËÂÏ (èÅ) ÌÂÎËÌÂÈÌ˚ı Û‡‚ÌÂ-
ÌËÈ. èflÏ˚ÏË ‚˚˜ËÒÎÂÌËflÏË ÌÂÚÛ‰ÌÓ ÔÓÍ‡Á‡Ú¸, ˜ÚÓ

�
d

d

t
� V1 = E(xn) � ẍn – exp[xn – xn+1] – exp[xn–1 – xn] = 0,

�
d

d

t
� V2 = E(x–n) � x–̈n – exp[xn – x–n+1] – exp[x–n–1 – x–n] = 0.

í‡Í Í‡Í xn Ë x–n Û‰Ó‚ÎÂÚ‚ÓflÂÚ Ó‰ÌÓÏÛ Ë ÚÓÏÛ ÊÂ Û‡‚ÌÂÌË˛, ÚÓ
Ú‡ÍÓÂ Ó‰ÌÓÁÌ‡˜ÌÓÂ ÓÚÓ·‡ÊÂÌËÂ Â¯ÂÌËÈ Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl ‡‚ÚÓÔÂ-
Ó·‡ÁÓ‚‡ÌËÂÏ Å˝ÍÎÛÌ‰‡. í‡ÍËÂ ÔÂÓ·‡ÁÓ‚‡ÌËfl fl‚Îfl˛ÚÒfl ÌÂ-
ÚË‚Ë‡Î¸Ì˚Ï Ó·Ó·˘ÂÌËÂÏ Í‡ÌÓÌË˜ÂÒÍËı ÔÂÓ·‡ÁÓ‚‡ÌËÈ ‚
ÍÎ‡ÒÒË˜ÂÒÍÓÈ ÏÂı‡ÌËÍÂ. èË Á‡‰‡ÌÌÓÏ Á‡Ú‡‚Ó˜ÌÓÏ Â¯ÂÌËË xn

èÅ Ò‚Ó‰flÚ Á‡‰‡˜Û Ó Ì‡ıÓÊ‰ÂÌËË ÌÓ‚Ó„Ó Â¯ÂÌËfl Í Â¯ÂÌË˛ ÒË-
ÒÚÂÏ˚ (7.294), (7.295).

Ç Ì‡¯ÂÏ ËÁÎÓÊÂÌËË èÅ ·˚ÎË ÔÓÎÛ˜ÂÌ˚ Ò ÔÓÏÓ˘¸˛ L–A-Ô‡-
˚. àÒÚÓË˜ÂÒÍË ‰Îfl ÏÌÓ„Ëı ËÌÚÂ„ËÛÂÏ˚ı Û‡‚ÌÂÌËÈ ‚Ì‡˜‡ÎÂ
·˚ÎË Ì‡È‰ÂÌ˚ ÔÂÓ·‡ÁÓ‚‡ÌËfl Å˝ÍÎÛÌ‰‡, ‡ Á‡ÚÂÏ ËÒÒÎÂ‰Ó‚‡Ì‡
Ó·‡ÚÌ‡fl Á‡‰‡˜‡ ‡ÒÒÂflÌËfl.

7.3.8. «ê‡ÁÏÌÓÊÂÌËÂ ËÌÚÂ„ËÛÂÏ˚ı Û‡‚ÌÂÌËÈ», 
ÏÓ‰ËÙËˆËÓ‚‡ÌÌ˚Â Â¯ÂÚÍË íÓ‰˚

ÖÒÎË ‚‡Ï ÌÂÔÓÌflÚÌÓ Í‡ÍÓÂ-ÚÓ ÒÎÓ‚Ó ‚
ÚÂıÌË˜ÂÒÍÓÏ ÚÂÍÒÚÂ, ÌÂ Ó·‡˘‡ÈÚÂ Ì‡ ÌÂ„Ó
‚ÌËÏ‡ÌËfl. íÂÍÒÚ ÔÓÎÌÓÒÚ¸˛ ÒÓı‡ÌflÂÚ
ÒÏ˚ÒÎ Ë ·ÂÁ ÌÂ„Ó.

á‡ÍÓÌ äÛÔÂ‡ ‚ ÍÌË„Â ã. èËÚÂ‡ 
«èËÌˆËÔ èËÚÂ‡»

Ç ˝ÚÓÏ Ô‡‡„‡ÙÂ Ì‡ ÔËÏÂÂ ˆÂÔÓ˜ÍË íÓ‰˚ ÓÔËÒ‡Ì‡ ÔÓˆÂ-
‰Û‡ «‡ÁÏÌÓÊÂÌËfl» ËÌÚÂ„ËÛÂÏ˚ı Û‡‚ÌÂÌËÈ, ÍÓÚÓ‡fl ÔÓÁ‚Ó-
ÎflÂÚ ÔÓ ËÁ‚ÂÒÚÌÓÈ Ô‡Â ã‡ÍÒ‡ ËÌÚÂ„ËÛÂÏÓ„Ó Û‡‚ÌÂÌËfl ÔÓÒÎÂ-
‰Ó‚‡ÚÂÎ¸ÌÓ ÔÓÎÛ˜‡Ú¸ ‰Û„ÓÂ «ÏÓ‰ËÙËˆËÓ‚‡ÌÌÓÂ» ËÌÚÂ„ËÛÂ-
ÏÓÂ Û‡‚ÌÂÌËÂ Ë Â„Ó L–A-Ô‡Û. í‡Í‡fl ÒıÂÏ‡ fl‚ÎflÂÚÒfl ‰ËÒÍÂÚÌ˚Ï
‚‡Ë‡ÌÚÓÏ ÏÂÚÓ‰‡ «‡ÁÏÌÓÊÂÌËfl» [45–48] ÌÂÎËÌÂÈÌ˚ı ˝‚ÓÎ˛ˆË-
ÓÌÌ˚ı Û‡‚ÌÂÌËÈ ‚ ˜‡ÒÚÌ˚ı ÔÓËÁ‚Ó‰Ì˚ı ‚ ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Â – ‚Â-
ÏÂÌË ‡ÁÏÂÌÓÒÚË 1 + 1 Ë 2 + 1. äÎ˛˜Â‚Û˛ ÓÎ¸ ‚ ÔÓÒÚÓÂÌËË ÌÓ-
‚˚ı Û‡‚ÌÂÌËÈ Ë ‡ÒÒÓˆËËÓ‚‡ÌÌ˚ı Ò ÌËÏË L–A-Ô‡ Ë„‡˛Ú ÔÂ-
Ó·‡ÁÓ‚‡ÌËfl Ñ‡·Û Ë Å˝ÍÎÛÌ‰‡.

ê‡ÒÒÏÓÚËÏ ‚Ì‡˜‡ÎÂ ÔÂÓ·‡ÁÓ‚‡ÌËÂ Å˝ÍÎÛÌ‰ Ë ÔÓÍ‡ÊÂÏ,
Í‡Í Ò Â„Ó ÔÓÏÓ˘¸˛ ÏÓÊÌÓ ÔÓÎÛ˜ËÚ¸ ÌÓ‚ÓÂ ËÌÚÂ„ËÛÂÏÓÂ Û‡‚-
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ä‡Í ÔÓÍ‡Á˚‚‡˛Ú ÌÂÔÓÒÂ‰ÒÚ‚ÂÌÌ˚Â ‚˚˜ËÒÎÂÌËfl, ÔÂÓ·‡ÁÓ-
‚‡ÌËÂ (7.280) ÔË Tn = 0 ÔËÌËÏ‡ÂÚ ‚Ë‰

a–n = an+1,   b
–

n = bn+1,   Ψ
—

n = Ψn+1. (7.291)

éÌÓ ÒÎÂ‰ÛÂÚ ËÁ ‰ËÒÍÂÚÌÓÈ Ú‡ÌÒÎflˆËÓÌÌÓÈ ÒËÏÏÂÚËË L–A-Ô‡-
˚ Ë Û‡‚ÌÂÌËÈ ‰‚ËÊÂÌËfl ˜‡ÒÚËˆ ‚ Â¯ÂÚÍÂ íÓ‰˚. ùÚÓ ÔÓÒÚÓÂ,
ÌÓ ‚‡ÊÌÓÂ ‰Îfl ‰‡Î¸ÌÂÈ¯Â„Ó ÔÂÓ·‡ÁÓ‚‡ÌËÂ Ì‡ÁÓ‚ÂÏ B-ÔÂÓ·‡-
ÁÓ‚‡ÌËÂÏ Ñ‡·Û.

èÂÓ·‡ÁÓ‚‡ÌËÂ Å˝ÍÎÛÌ‰‡ Ú‡ÍÊÂ ÔÓÁ‚ÓÎflÂÚ ÔÓÎÛ˜ËÚ¸ ÒÎÓÊ-
Ì˚Â Â¯ÂÌËfl ËÁ ·ÓÎÂÂ ÔÓÒÚ˚ı. å˚ ÔÓÎÛ˜ËÏ Â„Ó ËÁ A-ÔÂÓ·‡-
ÁÓ‚‡ÌËfl Ñ‡·Û, ÔÓÎ‡„‡fl

Bn = exp[Qn]. (7.292)

íÓ„‰‡ ËÁ ÔÂ‚Ó„Ó Û‡‚ÌÂÌËfl (7.282) ÒÎÂ‰ÛÂÚ, ˜ÚÓ 

Qn = �
1

2
�[x–n – xn+1 – C]. (7.293)

ÇÂÎË˜ËÌ‡ Qn ÓÔÂ‰ÂÎÂÌ‡ Ò ÚÓ˜ÌÓÒÚ¸˛ ‰Ó ÌÂÒÛ˘ÂÒÚ‚ÂÌÌÓÈ ÔÓÒÚÓ-
flÌÌÓÈ C. å˚ ‚˚·ÂÂÏ C = ln(2) ËÁ ÒÓÓ·‡ÊÂÌËÈ Û‰Ó·ÒÚ‚‡. èÓÒÎÂ
ÔÓ‰ÒÚ‡ÌÓ‚ÍË (7.292), (7.293) ‚ (7.282), (7.283) ÔÓÎÛ˜ËÏ Ì‡·Ó ‰ËÙ-
ÙÂÂÌˆË‡Î¸Ì˚ı ÒÓÓÚÌÓ¯ÂÌËÈ

V1 � –x
.
n + exp[–xn + x–n–1] + exp[xn – x–n] + 2α = 0; (7.294)

V2 � –x–
.
n + exp[xn – x–n] + exp[–xn+1 + x–n] + 2α = 0. (7.295)

èÓ ÛÒÚ‡ÌÓ‚Ë‚¯ÂÈÒfl ÚÂÏËÌÓÎÓ„ËË ‰Îfl ‰ËÌ‡ÏË˜ÂÒÍËı ÒËÒÚÂÏ Ò
·ÂÒÍÓÌÂ˜Ì˚Ï ˜ËÒÎÓÏ ÒÚÂÔÂÌÂÈ Ò‚Ó·Ó‰˚ ÒÓÓÚÌÓ¯ÂÌËfl ÚËÔ‡

R1(Tn(t), Un(t), T
.
n(t), U

.
n(t), α) = 0;

R2(Tn(t), Un(t), T
.
n(t), U

.
n(t), α) = 0,

‚ÍÎ˛˜‡˛˘ËÂ ÙÛÌÍˆËË Tn, Un Ë Ëı ÔÓËÁ‚Ó‰Ì˚Â ÔÓ ‚ÂÏÂÌË, ËÁ
ÍÓÚÓ˚ı ÒÎÂ‰ÛÂÚ, ˜ÚÓ ÂÒÎË ‚ÂÎË˜ËÌ˚ Tn(t) Û‰Ó‚ÎÂÚ‚Ófl˛Ú ÌÂÎË-
ÌÂÈÌÓÏÛ Û‡‚ÌÂÌË˛

E1(Tn) = 0.

ÚÓ Ë ÔÂÂÏÂÌÌ˚Â U(t) Ú‡ÍÊÂ Û‰Ó‚ÎÂÚ‚Ófl˛Ú ‚ Ó·˘ÂÏ ÒÎÛ˜‡Â ‰Û-
„ÓÏÛ ÌÂÎËÌÂÈÌÓÏÛ Û‡‚ÌÂÌË˛

E2(Un) = 0,



ÏÂÌË, ÌÂÓ·ıÓ‰ËÏÓ ÔÓ‰ÒÚ‡‚ËÚ¸ ‚˚‡ÊÂÌËfl r
.
n, r

.
n+1, r

.
n–1 ËÁ (7.304) Ë

Û˜ÂÒÚ¸ Ò‚flÁË ÏÂÊ‰Û rn+1 Ë rn–1, rn ÒÓ„Î‡ÒÌÓ (7.305). ìÒÎÓ‚Ëfl ÒÓ‚ÏÂ-
ÒÚÌÓÒÚË ‚˚ÔÓÎÌfl˛ÚÒfl, ÂÒÎË ‚ ÔÓÎÛ˜ÂÌÌÓÏ ÒÓÓÚÌÓ¯ÂÌËË ÛÒÎÓ‚ËÂ
‡‚ÂÌÒÚ‚‡ ÌÛÎ˛ ‚ÒÂı ÍÓ˝ÙÙËˆËÂÌÚÓ‚ ÔÓ α(1), ˝Í‚Ë‚‡ÎÂÌÚÌÓ
(7.300). èÓ˝ÚÓÏÛ (7.304) Ë (7.305), Á‡ÔËÒ‡ÌÌ˚Â ‚ ÔÂÂÏÂÌÌ˚ı

Gn
(1) = exp[rn],

ÔÂ‰ÒÚ‡‚Îfl˛Ú ÒÓ·ÓÈ L–A-Ô‡Û ‰Îfl Û‡‚ÌÂÌËÈ Â¯ÂÚÍË íÓ‰˚, Ú. Â.
ÒËÒÚÂÏÛ ÔÂÂÓÔÂ‰ÂÎÂÌÌ˚ı Û‡‚ÌÂÌËÈ (‰Îfl ‚ÒÔÓÏÓ„‡ÚÂÎ¸Ì˚ı
Gn

(1)), ÛÒÎÓ‚ËÂ ÒÓ‚ÏÂÒÚÌÓÒÚË ÍÓÚÓÓÈ ÒÓ·Î˛‰‡ÂÚÒfl, ÂÒÎË ‚ÂÎË˜ËÌ˚
xn

(1) ÔÓ‰˜ËÌfl˛ÚÒfl Û‡‚ÌÂÌËflÏ (7.300) (i = 1).
ÑÎfl ÌÂÎËÌÂÈÌ˚ı Û‡‚ÌÂÌËÈ ÓÚÒÛÚÒÚ‚ÛÂÚ ÔËÌˆËÔ ÒÛÔÂÔÓÁË-

ˆËË Ë ÒÛÏÏ‡ ‰‚Ûı ˜‡ÒÚÌ˚ı Â¯ÂÌËÈ ÌÂÎËÌÂÈÌÓ„Ó Û‡‚ÌÂÌËfl ÌÂ
fl‚ÎflÂÚÒfl Â„Ó Â¯ÂÌËÂÏ. íÂÏ ÌÂ ÏÂÌÂÂ ÛÍ‡Á‡ÌÌ˚Â ‚˚¯Â ÙÓÏÛÎ˚
‰‡˛Ú ‚ÓÁÏÓÊÌÓÒÚ¸ ÔÓÎÛ˜ËÚ¸ ÌÓ‚˚Â ËÌÚÂ„ËÛÂÏ˚Â Û‡‚ÌÂÌËfl
‰Îfl ÌÂÍÓÚÓ˚ı ÎËÌÂÈÌ˚ı ÍÓÏ·ËÌ‡ˆËÈ ˜‡ÒÚÌ˚ı Â¯ÂÌËÈ, Ò‚flÁ‡Ì-
Ì˚ı èÅ. í‡Í Í‡Í

xn
(2) – x(1)

n+1 = rn – rn+1, (7.306)

ÚÓ ‰ËÌ‡ÏËÍ‡ xn
(2) – x(1)

n+1 ÓÔÂ‰ÂÎflÂÚÒfl Û‡‚ÌÂÌËÂÏ ‰Îfl ÙÛÌÍˆËË rn
(1).

èÓ‰ÒÚ‡‚ËÏ ÙÛÌÍˆËË x
.
n
(1) Ë xn

(1) – x(1)
n+1:

x
.
n
(1) = r

.
n + exp[rn–1 – rn],

xn
(1) – x(1)

n+1 = ln[exp(rn – rn+1)(–2α(1) + r
.
n], (7.307)

‚˚‡ÊÂÌÌ˚Â ËÁ (7.304), (7.305) ‚ ÚÂÏËÌ‡ı rn Ë ÂÂ ÔÓËÁ‚Ó‰Ì˚ı, ‚
(7.300) (i = 1). Ç ËÚÓ„Â ÔÓÎÛ˜ËÏ ÌÓ‚ÓÂ ÌÂÎËÌÂÈÌÓÂ Û‡‚ÌÂÌËÂ Ò Ô‡-
‡ÏÂÚÓÏ α(1)

r̈n = (–exp[rn–1 – rn] + exp[rn – rn+1])(2α(1) – r
.
n) (7.308)

‚ ÚÂÏËÌ‡ı rn ËÎË

A
.
n
(1) = An

(1)(Bn
(1) –  Bn+1),

B
.
n
(1) = 4[An

(1)2 – An–1
(1)2](α(1) – Bn

(1)) (7.309)

‚ ÚÂÏËÌ‡ı

(7.310)
 
A

r r
B

r
n

n n
n

n1 1 11
2 2 2

( ) + ( )= ⎛
⎝

⎞
⎠ =exp

–
,

˙
.

ÌÂÌËÂ. é·ÓÁÌ‡˜ËÏ «Á‡Ú‡‚Ó˜ÌÓÂ» Â¯ÂÌËÂ xn Í‡Í xn
(1), ‡ Â¯ÂÌËfl,

ÔÓÎÛ˜ÂÌÌ˚Â ËÁ ÌÂ„Ó ÔÓÒÎÂ‰Ó‚‡ÚÂÎ¸Ì˚Ï ÔÂÓ·‡ÁÓ‚‡ÌËÂÏ Å˝Í-
ÎÛÌ‰‡ Ò Ô‡‡ÏÂÚ‡ÏË α(1), α(2), …, Í‡Í xn

(2), xn
(3), … ê‡ÒÒÏÓÚËÏ ÌÂ-

ÒÍÓÎ¸ÍÓ ÔÂ‚˚ı èÅ:

–x
.
n
(1) + exp[–xn

(1) + x(2)
n–1] + exp[xn

(1) – xn
(2)] + 2α(1) = 0; (7.296)

–x
.
n
(2) + exp[xn

(1) – xn
(2)] + exp[–x(1)

n+1 + xn
(2)] + 2α(1) = 0; (7.297)

–x
.
n
(2) + exp[–xn

(2) + x(3)
n–1] + exp[xn

(2) – xn
(3)] + 2α(2) = 0; (7.298)

–x
.
n
(3) + exp[xn

(2) – xn
(3)] + exp[–x(2)

n+1 + xn
(3)] + 2α(2) = 0, (7.299)

Ò‚flÁ˚‚‡˛˘Ëı Â¯ÂÌËfl Û‡‚ÌÂÌËÈ Â¯ÂÚÍË íÓ‰˚

ẍn
(i) = –exp[xn

(i) – x(i)
n+1] + exp[x(i)

n–1 – xn
(i)], i = 1, 2… (7.300)

íÓ„‰‡ ËÁ (7.296), (7.297) Ò‡ÁÛ ÒÎÂ‰ÛÂÚ ÒÓÓÚÌÓ¯ÂÌËÂ

exp[Z(1)
n–1] – exp[Zn

(1)] – x
.

n
(1) + x

. (1)
n+1 + Z

.
n
(1) = 0 (7.301)

‰Îfl ‚ÂÎË˜ËÌ˚

Zn
(1) = xn

(2) – x(1)
n+1. (7.302)

ùÚÓ ÒÓÓÚÌÓ¯ÂÌËÂ ÔËÌËÏ‡ÂÚ ‚Ë‰ ÔÓÒÚÂÈ¯Â„Ó ÍÓÌÂ˜ÌÓ-‡ÁÌÓÒÚ-
ÌÓ„Ó Û‡‚ÌÂÌËfl ÔÓÒÎÂ Á‡ÔËÒË Zn

(1) ‚ ‚Ë‰Â

Zn
(1) = rn – rn+1. (7.303)

íÓ„‰‡

r
.
n = –exp[rn–1 – rn] + x

.
n
(1) +C, (7.304)

Ë ÓÒÚ‡‚¯ÂÂÒfl Û‡‚ÌÂÌËÂ ËÁ ÒËÒÚÂÏ˚ (7.296), (7.297) ËÏÂÂÚ ‚Ë‰

–exp[rn–1 – rn] – exp[rn+1 – rn + xn – x(1)
n+1] + x

.
n
(1) – 2α(1) = 0. (7.305)

èÓËÁ‚ÓÎ¸ÌÛ˛ ÔÓÒÚÓflÌÌÛ˛ C ‚ (7.304) Ï˚ ÔÓÎ‡„‡ÂÏ ‰‡ÎÂÂ
‡‚ÌÓÈ ÌÛÎ˛, Ú‡Í Í‡Í ÓÌ‡ «Ó·ÌÛÎflÂÚÒfl» ÔÓÒÎÂ ÔÂÓ·‡ÁÓ‚‡ÌËfl
É‡ÎËÎÂfl: rn

(1) → rn
(1) + Ct. çÂÚÛ‰ÌÓ Û·Â‰ËÚ¸Òfl, ˜ÚÓ ÛÒÎÓ‚ËÂÏ ÒÓ‚ÏÂ-

ÒÚÌÓÒÚË Û‡‚ÌÂÌËÈ (7.304) Ë (7.305) Ò ÔÓËÁ‚ÓÎ¸Ì˚Ï Ô‡‡ÏÂÚÓÏ
α(1) fl‚ÎflÂÚÒfl (7.300). ç‡ÔÓÏÌËÏ, ˜ÚÓ ÛÒÎÓ‚Ëfl ÒÓ‚ÏÂÒÚÌÓÒÚË ‰Îfl
ÒËÒÚÂÏ ÚËÔ‡ (7.304), (7.305) ÔÓ‚Âfl˛ÚÒfl ÒÎÂ‰Û˛˘ËÏ Ó·‡ÁÓÏ.
Ç Û‡‚ÌÂÌËÂ, ÔÓÎÛ˜ÂÌÌÓÂ ‰ËÙÙÂÂÌˆËÓ‚‡ÌËÂÏ (7.305) ÔÓ ‚Â-
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ÚÓ˚È ÙËÍÒËÓ‚‡ÌÌ˚È Ô‡‡ÏÂÚ. ä‡Í ÛÊÂ ÓÚÏÂ˜‡ÎÓÒ¸ ‚ ÔÂ‰˚-
‰Û˘ÂÏ Ô‡‡„‡ÙÂ, ÔÂÓ·‡ÁÓ‚‡ÌËÂ Ñ‡·Û ‰‡ÂÚ ‚ÓÁÏÓÊÌÓÒÚ¸ ÔË
ËÁ‚ÂÒÚÌÓÏ Â¯ÂÌËË xn Ì‡ÈÚË Ψn Ò ÔÓÏÓ˘¸˛ Û‡‚ÌÂÌËÈ (7.289) Ë
ÔÓÎÛ˜ËÚ¸ ÌÓ‚ÓÂ Â¯ÂÌËÂ x–n ˜ËÒÚÓ ‡Î„Â·‡Ë˜ÂÒÍËÏ ÔÛÚÂÏ. ê‡Ò-
ÒÏÓÚËÏ ÚÂÔÂ¸ ‰Û„Û˛ Á‡‰‡˜Û. èÛÒÚ¸ ‚ÂÎË˜ËÌ˚ an, bn Û‰Ó‚ÎÂÚ‚Ó-
fl˛Ú ‚˚‡ÊÂÌËflÏ (7.275). ç‡È‰ÂÏ Û‡‚ÌÂÌËfl ‰Îfl ‚ÒÔÓÏÓ„‡ÚÂÎ¸-
Ì˚ı ÙÛÌÍˆËÈ Ψn. ÑÎfl ˝ÚÓ„Ó ÌÂÓ·ıÓ‰ËÏÓ ‚˚‡ÁËÚ¸ ‚ÂÎË˜ËÌ˚ an,
bn ˜ÂÂÁ ÙÛÌÍˆË˛ Ψn Ë ÂÂ ÔÓËÁ‚Ó‰ÌÛ˛. ç‡Ë·ÓÎÂÂ ÔÓÒÚÓ ˝ÚÓ
ÏÓÊÌÓ Ò‰ÂÎ‡Ú¸ ÔË ÔÓÏÓ˘Ë ‚ÒÔÓÏÓ„‡ÚÂÎ¸ÌÓÈ ÙÛÌÍˆËË Fn(t):

(7.315)

Ò ÔÓÏÓ˘¸˛ ÍÓÚÓÓÈ ËÁ (7.289) ÒÎÂ‰Û˛Ú Û‡‚ÌÂÌËfl ‰Îfl

Fn–1 + 4an
2Fn+1 – 2(λ – bn)Fn = 0; (7.316)

2F
.
n – 2bnFn + 4an

2Fn+1 – Fn–1 = 0. (7.317)

íÓ„‰‡ A-ÔÂÓ·‡ÁÓ‚‡ÌËÂ Ñ‡·Û ÔËÌËÏ‡ÂÚ ‚Ë‰

(7.318)

Ë B-ÔÂÓ·‡ÁÓ‚‡ÌËÂ

a–n = an+1,   b
–

n = bn+1,   F
–

n = Fn+1 (7.319)

‰Îfl Û‡‚ÌÂÌËÈ (3.275), (7.316), (7.317), „‰Â λ = �
1

2
� (z + z–1). ç‡È‰ÂÏ

Û‡‚ÌÂÌËfl ‰Îfl ÙÛÌÍˆËÈ Fn. àÁ (7.316), (7.317) ÌÂÚÛ‰ÌÓ ÔÓÎÛ˜ËÚ¸
fl‚ÌÓÂ ‚˚‡ÊÂÌËÂ ‰Îfl an, bn:

(7.320)

‚ ÚÂÏËÌ‡ı ‚‚Â‰ÂÌÌ˚ı ÒÓ·ÒÚ‚ÂÌÌ˚ı ÙÛÌÍˆËÈ. èÓÒÎÂ ÔÓ‰ÒÚ‡ÌÓ‚-
ÍË ˝ÚËı ÒÓÓÚÌÓ¯ÂÌËÈ ‚ (7.275) Ï˚ ÔËıÓ‰ËÏ Í ÌÓ‚ÓÏÛ Û‡‚ÌÂÌË˛

(–F̈nFn + F
.
n
2)Fn+1 + (Fn

2 – Fn–1Fn+1)(F
.
n – λFn) = 0 (7.321)

 
a

F F

F
b

F F

F
n

n n

n
n

n n

n

2

1

1

4
1
2 2

= = +
+

λ λ– ˙
,

˙ – –

b b
F

F

F

F
n n

n

n

n

n

= +
+

– –1

12 2

 
a a

F F

F
n n

n n

n

= +
+

+
1

2

1
2 ,

 Ψn

t z z x

ne e F t
n

= ( )
+( )– –

–

,

1

2 2

éÔËÒ‡ÌÌÛ˛ ÒıÂÏÛ ÏÓÊÌÓ ÔÓ‰ÓÎÊËÚ¸ ‰‡ÎÂÂ. Ç˚‡ÊÂÌËfl (7.298),
(7.299) ‰‡˛Ú ÒÎÂ‰Û˛˘ÂÂ ÔÂÓ·‡ÁÓ‚‡ÌËÂ Å˝ÍÎÛÌ‰‡. èÓÒÎÂ ÔÓ‰-
ÒÚ‡ÌÓ‚ÍË ‚ ÌËı (7.306) Ë xn

(3) = Tn
(1) + x(1)

n+1 Û‡‚ÌÂÌËfl ‰Îfl Tn
(1) ÔËÌË-

Ï‡˛Ú ÔÓÒÚÓÈ ‚Ë‰ ‚ ÔÂÂÏÂÌÌ˚ı Rn: Tn
(1) = Rn – Rn+1. íÓ„‰‡

xn
(1) = Rn – Rn+1 + x(1)

n+1

Ë (7.298), (7.299) Â‰ÛˆËÛ˛ÚÒfl Í ‚Ë‰Û

R
.
n = 2(α(2) + 2(–1 + exp[–Rn + Rn+1]Bn

(1))); (7.311)

–exp[–Rn + Rn–1]α(1) + α(2) + 2(–1 + exp[–Rn + Rn+1]An
(1)2) +

+ (–1 + exp[–Rn + Rn–1])Bn
(1) = 0. (7.312)

èÓ‚ÂÍ‡ ÛÒÎÓ‚Ëfl ÒÓ‚ÏÂÒÚÌÓÒÚË ˝ÚÓÈ ÒËÒÚÂÏ˚ Ò ÔÓËÁ‚ÓÎ¸-
Ì˚Ï Ô‡‡ÏÂÚÓÏ α(2) ÔÓÍ‡Á˚‚‡ÂÚ, ˜ÚÓ ÓÌ‡ ÂÒÚ¸ L–A-Ô‡‡ ‰Îfl
Û‡‚ÌÂÌËÈ (7.309). Ç ËÚÓ„Â Ï˚ ÔÓÎÛ˜ËÎË ÌÓ‚ÓÂ ËÌÚÂ„ËÛÂÏÓÂ
Û‡‚ÌÂÌËÂ (7.308) Ë ‡ÒÒÓˆËËÓ‚‡ÌÌÛ˛ Ò ÌËÏ L–A-Ô‡Û.

ÑÎfl «‡ÁÏÌÓÊÂÌËfl» Û‡‚ÌÂÌËÈ (7.309) ÔÓ‰ÒÚ‡‚ËÏ ‚ ÌËı ‚˚‡-
ÊÂÌËfl An

(1), Bn
(1)

(7.313)

Ì‡È‰ÂÌÌ˚Â ËÁ (7.311), (7.312). Ç ÂÁÛÎ¸Ú‡ÚÂ ÔÓÎÛ˜‡ÂÏ Û‡‚ÌÂÌËÂ
‰Îfl ÙÛÌÍˆËÈ Rn:

(7.314)

àÁÎÓÊËÏ ‰‡ÎÂÂ ‰Û„ÓÈ ÒÔÓÒÓ· «‡ÁÏÌÓÊÂÌËfl» ËÌÚÂ„ËÛÂ-
Ï˚ı Û‡‚ÌÂÌËÈ, ÌÂ Ò‚flÁ‡ÌÌ˚È Ò ÒÓÒÚ‡‚ÎÂÌËÂÏ ÎËÌÂÈÌ˚ı ÍÓÏ·Ë-
Ì‡ˆËÈ ˜‡ÒÚÌ˚ı Â¯ÂÌËÈ ÌÂÎËÌÂÈÌ˚ı Û‡‚ÌÂÌËÈ. ÑÎfl ÒÓ„Î‡ÒÓ‚‡-
ÌËfl Ò ÙÓÏÛÎ‡ÏË Ó·‡ÚÌÓÈ Á‡‰‡˜Ë ‡ÒÒÂflÌËfl ÔÓÎÓÊËÏ ‚ ÙÓÏÛ-

Î‡ı (7.289) ÔÓÒÚÓflÌÌÛ˛ „‰Â z – ÌÂÍÓ-
  
C

z z z z= +–
,

– –1 1

2 2
Ë = =α λ
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Ë

(7.326)

‰Îfl B-ÔÂÓ·‡ÁÓ‚‡ÌËfl. èflÏ˚Â ‚˚˜ËÒÎÂÌËfl ÔÓÍ‡Á˚‚‡˛Ú, ˜ÚÓ
Í‡Í (7.325), Ú‡Í Ë (7.326) fl‚Îfl˛ÚÒfl ÔÂÓ·‡ÁÓ‚‡ÌËflÏË Å˝ÍÎÛÌ‰‡
ÏÂÊ‰Û Û‡‚ÌÂÌËflÏË (7.321) Ë (7.324). äÓÏÂ ÚÓ„Ó, ÔÓÒÎÂ‰Ó‚‡ÚÂÎ¸-
ÌÓÒÚ¸, Ì‡ÔËÏÂ, A-ÔÂÓ·‡ÁÓ‚‡ÌËÈ Á‡ÔËÒ˚‚‡ÂÚÒfl ‚ ‚Ë‰Â ˆÂÔÓ˜-
ÍË Û‡‚ÌÂÌËÈ

„‰Â λ(0) = λ, Fn
(0) = Fn, Fn

(1) = F
–

n Ë Ú. ‰. êÂ¯ÂÌËfl Ú‡ÍËı ˆÂÔÓ˜ÂÍ, Ì‡-
Á‚‡ÌÌ˚ı «Ó‰Â‚‡˛˘ËÏË» [44], ÔÓÁ‚ÓÎfl˛Ú ÔÓ ÙÓÏÛÎ‡Ï

Ì‡ÈÚË ÌÓ‚˚Â Â¯ÂÌËfl Â¯ÂÚÍË íÓ‰˚. éÚÏÂÚËÏ, ˜ÚÓ «Ó‰Â‚‡˛˘ËÂ
ˆÂÔÓ˜ÍË» ‰Îfl ËÌÚÂ„ËÛÂÏ˚ı ÒËÒÚÂÏ ‰ÓÔÛÒÍ‡˛Ú ÔÂËÓ‰Ë˜ÂÒÍÓÂ
Á‡Ï˚Í‡ÌËÂ ÔÓ ‰ËÒÍÂÚÌÓÏÛ ËÌ‰ÂÍÒÛ i Ë ÔË‚Ó‰flÚ Í ÌÂÚË‚Ë‡Î¸-
Ì˚Ï ËÌÚÂ„ËÛÂÏ˚Ï Û‡‚ÌÂÌËflÏ [44].

èËÒÚÛÔËÏ, Ì‡ÍÓÌÂˆ, Í ËÁÎÓÊÂÌË˛ ÔÓˆÂ‰Û˚ ‡ÁÏÌÓÊÂÌËfl
ËÌÚÂ„ËÛÂÏ˚ı Û‡‚ÌÂÌËÈ Ì‡ ÔËÏÂÂ B-ÔÂÓ·‡ÁÓ‚‡ÌËÈ Ñ‡·Û.
ÑÎfl ÔÓÒÚÓÂÌËfl L–A-Ô‡˚, ‡ÒÒÓˆËËÓ‚‡ÌÌÓÈ Ò Û‡‚ÌÂÌËÂÏ
(7.321), Ì‡Ë·ÓÎÂÂ Û‰Ó·ÌÓ ËÒÔÓÎ¸ÁÓ‚‡Ú¸ ÒÓÓÚÌÓ¯ÂÌËfl (7.326). ÑÎfl
˝ÚÓ„Ó ÌÂÓ·ıÓ‰ËÏÓ Ì‡ÈÚË Á‡ÏÂÌÛ ÔÂÂÏÂÌÌ˚ı {Fn, F

–
n} → {Fn, Vn},

(–∞ < n < ∞), ÔË ÍÓÚÓÓÈ ˝ÚË ÒÓÓÚÌÓ¯ÂÌËfl Â‰ÛˆËÛ˛ÚÒfl Í 
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Ò Ô‡‡ÏÂÚÓÏ λ = �
1

2
� (z + z–1) ‰Îfl ÙÛÌÍˆËË Fn(t). èÓÒÍÓÎ¸ÍÛ L–A-Ô‡-

‡ ÔÂ‰ÒÚ‡‚ÎflÂÚÒfl ÎËÌÂÈÌ˚ÏË Ó‰ÌÓÓ‰Ì˚ÏË Û‡‚ÌÂÌËflÏË, ÚÓ Ë
ÔÓÎÛ˜ÂÌÌÓÂ ‚˚‡ÊÂÌËÂ Ó‰ÌÓÓ‰ÌÓ ÓÚÌÓÒËÚÂÎ¸ÌÓ ‚ÂÎË˜ËÌ Fn(t) Ë
Ëı ÔÓËÁ‚Ó‰Ì˚ı. Ç ÔÂÂÏÂÌÌ˚ı

ÓÌÓ ÔËÌËÏ‡ÂÚ ÍÓÏÔ‡ÍÚÌ˚È ‚Ë‰:

A
.

n = An(Bn – Bn+1),

B
.
n = (A2

n–1 – An
2)(2λ – 4Bn). (7.322)

ç‡È‰ÂÏ L–A-Ô‡Û ‰Îfl ÒËÒÚÂÏ˚ (7.322). ÑÎfl ÒÎÂ‰Û˛˘Â„Ó
ÔÂÓ·‡ÁÓ‚‡ÌËfl Ñ‡·Û a–n → a~n, b

–
n → b

~

n ·Û‰ÛÚ ÒÔ‡‚Â‰ÎË‚˚
ÙÓÏÛÎ˚ (7.297), (7.298) Ò Á‡ÏÂÌÓÈ ‚ ÌËı an → a–n, bn → b

–
n, Fn → F

–
n

Ë Ô‡‡ÏÂÚ‡ ÔÂÓ·‡ÁÓ‚‡ÌËfl λ Ì‡ ÌÓ‚˚È Ô‡‡ÏÂÚ λ(1). èÓ-
˝ÚÓÏÛ

(7.323)

Ë ÔÓÒÎÂ ÔÓ‰ÒÚ‡ÌÓ‚ÍË ˝ÚËı ‚˚‡ÊÂÌËÈ ‚ (7.276) Ï˚ ÔÓÎÛ˜‡ÂÏ ÌÂ-
ÎËÌÂÈÌÓÂ Û‡‚ÌÂÌËÂ ‰Îfl F

–
n:

(–F
–̈

nF
–

n + F
–.

n
2)F

–
n+1 + (F

–
2
n – F

–
n–1F

–
n+1)(F

–.
n – λ(1)F

–
n) = 0. (7.324)

àÁ ÙÓÏÛÎ (7.318)–(7.320), (7.323) ÒÎÂ‰ÛÂÚ Ì‡·Ó ÒÓÓÚÌÓ¯Â-
ÌËÈ ÏÂÊ‰Û ‚ÂÎË˜ËÌ‡ÏË Fn, F

–
n Ë Ëı ÔÓËÁ‚Ó‰Ì˚ÏË ‰Îfl A-ÔÂÓ·‡-

ÁÓ‚‡ÌËfl Ñ‡·Û:

(7.325)
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ÔÂ‚ÓÂ ÏÓ‰ËÙËˆËÓ‚‡ÌÌÓÂ Û‡‚ÌÂÌËÂ íÓ‰˚. ç‡ ‚ÚÓÓÏ ¯‡„Â, ËÒ-
ÔÓÎ¸ÁÛfl ÔÂÓ·‡ÁÓ‚‡ÌËfl Ñ‡·Û L–A-Ô‡˚, Ì‡ıÓ‰ËÏ ‰‚Â ÒËÒÚÂÏ˚
Û‡‚ÌÂÌËÈ ‰Îfl Fn Ë F′n, ÍÓÚÓ˚Â fl‚Îfl˛ÚÒfl ÔÂÓ·‡ÁÓ‚‡ÌËflÏË
Å˝ÍÎÛÌ‰‡ ÔÓÎÛ˜ÂÌÌÓ„Ó ‚˚‡ÊÂÌËfl Ò Ô‡‡ÏÂÚ‡ÏË z Ë z′. ç‡ÍÓ-
ÌÂˆ, Ì‡ ÚÂÚ¸ÂÏ ¯‡„Â, ÚÂ·Û˛˘ÂÏ ÓÔÂ‰ÂÎÂÌÌÓÈ ËÁÓ·ÂÚ‡ÚÂÎ¸-
ÌÓÒÚË, ÔÓ‰ıÓ‰fl˘ÂÈ Á‡ÏÂÌÓÈ ÔÂÂÏÂÌÌÓÈ Ï˚ ÔÓÎÛ˜‡ÂÏ L–A-Ô‡Û
ÌÓ‚Ó„Ó Û‡‚ÌÂÌËfl ÒÓ ÒÔÂÍÚ‡Î¸Ì˚Ï Ô‡‡ÏÂÚÓÏ z′. ÖÒÎË ˝ÚÛ ÒıÂ-
ÏÛ Û‰‡ÂÚÒfl ‚˚ÔÓÎÌËÚ¸ ‰Îfl ËÒıÓ‰ÌÓ„Ó Û‡‚ÌÂÌËfl, ÚÓ ‰‡ÎÂÂ ÓÌ‡ ÏÓ-
ÊÂÚ ·˚Ú¸ ÔÓ‰ÓÎÊÂÌ‡ ‰Îfl ‚˚‚Ó‰‡ ÒÎÂ‰Û˛˘Â„Ó ËÌÚÂ„ËÛÂÏÓ„Ó
Û‡‚ÌÂÌËfl. í‡Í ‚ ‡ÒÒÏ‡ÚË‚‡ÂÏÓÏ Ì‡ÏË ÒÎÛ˜‡Â ËÁ (7.328) Ë
(7.329) ÏÓÊÌÓ ‚˚‡ÁËÚ¸ An Ë Bn ˜ÂÂÁ Vn Ë ÂÂ ÔÓËÁ‚Ó‰ÌÛ˛ Ë ÔÓ-
ÒÎÂ ÔÓ‰ÒÚ‡ÌÓ‚ÍË ‰‡ÌÌ˚ı ÙÓÏÛÎ ‚ (7.322) ÔÓÎÛ˜ËÚ¸ ÌÂÎËÌÂÈÌÓÂ
‰ËÙÙÂÂÌˆË‡Î¸ÌÓÂ Û‡‚ÌÂÌËÂ ‰Îfl ÔÂÂÏÂÌÌÓÈ Vn – ‚ÚÓÓÂ ÏÓ‰Ë-
ÙËˆËÓ‚‡ÌÌÓÂ Û‡‚ÌÂÌËÂ íÓ‰˚. èËÏÂÌflfl ‰‡ÎÂÂ ÔÂÓ·‡ÁÓ‚‡-
ÌËÂ Ñ‡·Û

A
–

n = An+1,   B
–

n = Bn+1,   V
–

n = Vn+1

‰Îfl ˝ÚÓ„Ó Û‡‚ÌÂÌËfl ÏÓÊÌÓ Ì‡ÈÚË ÔÂÓ·‡ÁÓ‚‡ÌËfl Å˝ÍÎÛÌ‰‡ Ë
ÔÂ‰ÒÚ‡‚ËÚ¸ L–A-Ô‡Û. éÔÛÒÍ‡fl „ÓÏÓÁ‰ÍËÂ Û‡‚ÌÂÌËfl ‰Îfl ÔÓ-
ÒÎÂ‰ÌÂÈ, ‚˚ÔË¯ÂÏ ‚ÚÓÓÂ ÏÓ‰ËÙËˆËÓ‚‡ÌÌÓÂ Û‡‚ÌÂÌËÂ íÓ‰˚ ‚
ÔÂÂÏÂÌÌ˚ı Vn = exp[Wn]:

(3.330)

Ç Á‡ÍÎ˛˜ÂÌËÂ ˝ÚÓ„Ó Ô‡‡„‡Ù‡ Ó·ÒÛ‰ËÏ Í‡ÚÍÓ Ó‰ÌÓÒÓÎË-
ÚÓÌÌ˚Â Â¯ÂÌËfl Û‡‚ÌÂÌËfl (7.321). éÚÏÂÚËÏ, ˜ÚÓ ËÁ-Á‡ ÔËÒÛÚÒÚ-
‚Ëfl ÒÎ‡„‡ÂÏÓ„Ó, ÎËÌÂÈÌÓ„Ó ÔÓ F

.
n, ˝ÚÓ ‚˚‡ÊÂÌËÂ fl‚ÎflÂÚÒfl ÙÓ-

Ï‡Î¸ÌÓ ‰ËÒÒËÔ‡ÚË‚ÌÓÈ ÒËÒÚÂÏÓÈ. ëÓÎËÚÓÌÛ (7.236) ‚ Â¯ÂÚÍÂ íÓ-
‰˚, ÒÓ„Î‡ÒÌÓ (7.261), (7.315), ÒÓÓÚ‚ÂÚÒÚ‚ÛÂÚ Â¯ÂÌËÂ

(7.331)

Ò Ô‡‡ÏÂÚ‡ÏË

z1 = εe–κ (ε = ±1, κ > 0),   Ω = z1 – z1
–1. (7.332)
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L–A-Ô‡Â ‚ ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Â ÌÓ‚ÓÈ ‚ÒÔÓÏÓ„‡ÚÂÎ¸ÌÓÈ ÔÂÂÏÂÌÌÓÈ Vn.
í‡ÍÛ˛ Á‡ÏÂÌÛ ÏÓÊÌÓ ÔÓ‚ÂÒÚË ÏÌÓ„ËÏË ÒÔÓÒÓ·‡ÏË. é‰Ì‡ÍÓ ‰Îfl
ÔÓ‰ÓÎÊÂÌËfl ÔÓˆÂ‰Û˚ «‡ÁÏÌÓÊÂÌËfl» ÔÂÓ·‡ÁÓ‚‡ÌËfl Å˝Í-
ÎÛÌ‰‡ (7.326) ‰ÓÎÊÌ˚ ·˚Ú¸ ÔË‚Â‰ÂÌ˚ Í ‚Ë‰Û, ÔË ÍÓÚÓÓÏ
ÙÛÌÍˆËË An Ë Bn ÏÓ„ÛÚ ·˚Ú¸ ‚˚‡ÊÂÌ˚ ˜ÂÂÁ ‚ÂÎË˜ËÌÛ Vn Ë ÂÂ
ÔÓËÁ‚Ó‰Ì˚Â. àÁ ‚Ë‰‡ (7.326) flÒÌÓ, ˜ÚÓ ÔË Ú‡ÍÓÏ ÔÂÓ·‡ÁÓ‚‡-
ÌËË ‚ Ó‰ÌÓÏ ËÁ ‚˚‡ÊÂÌËÈ ÌÛÊÌÓ ÛÌË˜ÚÓÊËÚ¸ ÒÎ‡„‡ÂÏÓÂ Ò F

.
n, Ë

˝ÚÓ ÚÂ·Ó‚‡ÌËÂ ÔË‚Ó‰ËÚ Í Á‡ÏÂÌÂ

F
–

n–1 = FnVn. (7.327)

íÓ„‰‡ L–A-Ô‡‡ ‰Îfl Û‡‚ÌÂÌËfl (7.302) ËÏÂÂÚ ‚Ë‰

= 4A2
n–1(Vn–1 – Vn) + (λ – λ(1))Vn; (7.328)

(7.329)

èflÏ˚ÏË ‚˚˜ËÒÎÂÌËflÏË ÌÂÚÛ‰ÌÓ Û·Â‰ËÚ¸Òfl, ÛÒÎÓ‚ËÂ ÒÓ‚ÏÂÒÚÌÓÒ-

ÚË (7.328) Ë (7.329) Ò ÔÓËÁ‚ÓÎ¸Ì˚Ï Ô‡‡ÏÂÚÓÏ 

˝Í‚Ë‚‡ÎÂÌÚÌÓ Û‡‚ÌÂÌË˛ (7.321).
í‡ÍËÏ Ó·‡ÁÓÏ, ÔÓÒÎÂ‰Ó‚‡ÚÂÎ¸ÌÓÒÚ¸ ÔÂÓ·‡ÁÓ‚‡ÌËÈ ÓÚ ËÒ-

ıÓ‰ÌÓÈ ÒËÒÚÂÏ˚ Û‡‚ÌÂÌËÈ Í ÌÓ‚ÓÈ ÒÓÒÚÓËÚ ËÁ ÒÎÂ‰Û˛˘Ëı ¯‡„Ó‚.
ç‡ ÔÂ‚ÓÏ ¯‡„Â Ò ÔÓÏÓ˘¸˛ L–A Ï˚ Ì‡ıÓ‰ËÏ ÔÂ‰ÒÚ‡‚ÎÂÌËÂ ÔÂ-
ÂÏÂÌÌ˚ı {an, bn} ‚ ÚÂÏËÌ‡ı ‚ÒÔÓÏÓ„‡ÚÂÎ¸Ì˚ı ‚ÂÎË˜ËÌ Fn, Ëı
ÔÓËÁ‚Ó‰Ì˚ı Ë ÒÔÂÍÚ‡Î¸ÌÓ„Ó Ô‡‡ÏÂÚ‡ z. Ç ËÌÚÂ„ËÛÂÏ˚ı
Û‡‚ÌÂÌËflı Ò ˜‡ÒÚÌ˚ÏË ÔÓËÁ‚Ó‰Ì˚ÏË Ú‡ÍÓÂ ÔÂ‰ÒÚ‡‚ÎÂÌËÂ ËÁ-
‚ÂÒÚÌÓ Í‡Í ÔÂÓ·‡ÁÓ‚‡ÌËÂ åËÛ˚. íÓ„‰‡ ËÁ ÒËÒÚÂÏ˚ ‰ËÙÙÂÂÌ-
ˆË‡Î¸Ì˚ı Û‡‚ÌÂÌËÈ ‰Îfl {an, bn} ÔÓÎÛ˜‡ÂÏ ÌÓ‚ÓÂ ÌÂÎËÌÂÈÌÓÂ
Û‡‚ÌÂÌËÂ ‰Îfl ‚ÂÎË˜ËÌ˚ Fn Ò Ô‡‡ÏÂÚÓÏ z. ëÓ„Î‡ÒÌÓ ÚÂÏËÌÓ-
ÎÓ„ËË, ËÌÚÂ„ËÛÂÏ˚Â Û‡‚ÌÂÌËfl, ÔÓÎÛ˜ÂÌÌ˚Â ÔÂÓ·‡ÁÓ‚‡ÌËÂÏ
åËÛ˚, Ì‡Á˚‚‡˛ÚÒfl ÏÓ‰ËÙËˆËÓ‚‡ÌÌ˚ÏË. èÓ˝ÚÓÏÛ (7.321) ÂÒÚ¸
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á‰ÂÒ¸ z – Ô‡‡ÏÂÚ Û‡‚ÌÂÌËfl (7.321), z1 – Ô‡‡ÏÂÚ Â¯ÂÌËfl. Ç
Ó·˘ÂÏ ÒÎÛ˜‡Â (7.331) ‰Îfl ‚Â˘ÂÒÚ‚ÂÌÌ˚ı ÁÌ‡˜ÂÌËÈ Ô‡‡ÏÂÚ‡ z
ËÁ-Á‡ ÔËÒÛÚÒÚ‚Ëfl ÏÌÓÊËÚÂÎfl z–n ‡ÒıÓ‰ËÚÒfl ÔË n → ∞ ËÎË n → –∞
Ë ËÏÂÂÚ ÒÏ˚ÒÎ ÚÓÎ¸ÍÓ ‰Îfl ÍÓÏÔÎÂÍÒÌ˚ı ÔÂÂÏÂÌÌ˚ı Fn ÎË·Ó ÔË
|z| = 1. èÓ˝ÚÓÏÛ ‰Îfl ‚Â˘ÂÒÚ‚ÂÌÌ˚ı ÁÌ‡˜ÂÌËÈ Fn Â¯ÂÌËÂ Ó„‡ÌË-
˜ÂÌÓ ÚÓÎ¸ÍÓ ÔË z = 1 Ë z = 1/z1. èÓÒÎÂ‰ÌÂÏÛ ÁÌ‡˜ÂÌË˛ ÓÚ‚Â˜‡ÂÚ
‚ÓÎÌÓ‚‡fl ÙÛÌÍˆËfl Φ

—

n(z = z1) (7.261) Ò‚flÁ‡ÌÌÓ„Ó ÒÓÒÚÓflÌËfl. íÓ„‰‡,
ÔÓÎ‡„‡fl z = 1/z1 = e–κ (κ > 0) ‚ (7.331), ÔÓÎÛ˜‡ÂÏ Â¯ÂÌËÂ Û‡‚ÌÂ-
ÌËfl (7.321) ‚ ‚Ë‰Â ÛÂ‰ËÌÂÌÌÓÈ ‚ÓÎÌ˚:

(7.333)

èË z = 1 ‚ (7.331) Ú‡ÍÊÂ ÓÚÒÛÚÒÚ‚ÛÂÚ ‡ÒıÓ‰fl˘ËÈÒfl ÏÌÓÊËÚÂÎ¸ Ë

ÒÌÓ‚‡ ÔÂ‰ÒÚ‡‚ÎflÂÚ ÒÓ·ÓÈ ÛÂ‰ËÌÂÌÌÛ˛ ‚ÓÎÌÛ. ÑËÒÒËÔ‡ÚË‚Ì‡fl
ÒÚÛÍÚÛ‡ Û‡‚ÌÂÌËfl (7.321) ÔÓfl‚-
ÎflÂÚÒfl ÔË Â„Ó ÔÂÓ·‡ÁÓ‚‡ÌËflı

(7.334)

‚ Û‡‚ÌÂÌËfl ·ÂÁ Ô‡‡ÏÂÚÓ‚

–S̈nSnSn+1 + S
.
n
2Sn+1 +

+ S
.
n(Sn

2 – Sn–1Sn+1) = 0,

ün + u
.
n(e

un–un+1 – eun–1–un) = 0. (7.335)

íÓ„‰‡ (7.333) ÒÓÓÚ‚ÂÚÒÚ‚ÛÂÚ ‰ËÒÒË-
Ô‡ÚË‚Ì˚È ÒÓÎËÚÓÌ

(7.336)

Ö„Ó ‚Ë‰ ÔË t = 0 Ë ÔÓÒÎÂ‰Û˛˘Ëı
ÏÓÏÂÌÚ‡ı ËÁÓ·‡ÊÂÌ Ì‡ ËÒ. 7.14.
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